Matematika |.

=> Matrixok, matrixmiuveletek, determinans
—> Linearis terek

— Linearis egyenletrendszerek



Definicid: matrix

Legyen m €és n pozitiv egész szam. Az

tablazatot mxn tipusu martixnak nevezziik, és azt mondjuk, hogy
A-nak m sora ¢és n oszlopa van.

a;; az A matrix I-edik soranak j-edik eleme



Jelolések

Azt, hogy az A matrix az a; elemekbdl all (1=1,...m, J=1,...,n) igy
jeloljuk:
A= (aij)mxn
Az mxn tipusu matrixok halmazanak jelolése:
\Y

mxn

Az m=n esetben specialisan hasznaljuk a rovidebb
M. (=M

nxn)

jelolést is.



Elnevezések

Az nxn tipusu matrixok neve:
n-edrendi kvadratikus (vagy négyzetes) matrix

Az 1xn tipusu matrixokat szokas
sorvektornak, vagy sormatrixnak nevezni

Az nx1 tipusu matrixokat szokas

oszlopvektornak, vagy oszlopmatrixnak nevezni.

(:'Il'l'lll'l)




Nullmatrix: minden eleme 0

Fodiagonalis (foatlo):
az (a;) n-edrendii kvadratikus matrix
fédiagonalisat az a,;, a,,,...,a  elemek alkotjak

N-edrendi egységmatrix: az az n-edrendu kvadratikus matrix,
melyben a fodiagonalis minden eleme 1, a tobbi elem 0.
Jelolése: E

Pl. a harmadrendi egysegmatrix:




Definicio: matrixok egyenldésége

i) €M, €s @ (b;)eM, ., matrixok egyenlék, ha

ay; = bij , i=l,....m,j=L...n



Muveletek matrixokkal

Definicio: osszeadas

AzA=(a;) € M, ésa B = (b;) € M., matrixok dsszege

A+B:(aij+bij) e M_.,

Megjegyzes

Csak azonos tipusu matrixok adhatok ossze.



Az 0sszeadas tulajdonsagai

A+B=B+A ABeM_
(A+B)+C=A+(B+C) ABCeM, _ |
A+O=A AeM_

ahol O az mxn tipusa nullmatrixot jeloli.
(A nullmatrix az osszeadds egységeleme.)

Minden matrixnak létezik additiv inverze, azaz: minden AeM_
matrixhoz létezik olyan Be M melyre

m n’

A+B=0

Nyilvanvalo, hogy ha A=(a;), akkor az additiv inverze:
B =(-a;),1=1,....m, j=1.....n.



Definicio: szorzas szammal

A=(g;) e M A € R. Az A matrix A-Szorosa:

A-A=(h-3;) e My,

mxn?




A szammal vald szorzas tulajdonsagai

(A-n)-A=A-(pn-A) A neR, AeM_
(A+p)-A=A-A+pn-A A neR, AeM_
L-(A+B)=AL-A+A-B reR, AeM

1-A=A AeM_



Definicio: matrixok szorzasa

AzA=(3;) € M (ésaB=(b;) e M, , matrixok szorzata az

matrix, ahol

Megjegyzes

Egy mxk és egy kxn tipusti matrix szorzata egy mxn tipusi matrix.
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A szorzas tulajdonsagai

Ae(BeC)=(AeB)eC AeM_ , ,BeM, ,CeM,
(A+B)eC=AeC+BeC ABeM_, ,CeM,
Ae(B+C)=AeB+AeC AeM_,BCeM,

Ha AeM_ kvadratikus matrix, akkor
AeE =E eA=A

vagyis E_ a szorzas egységeleme az n-edrendii kvadratikus matrixok
halmazan.

Altaliban Ae B+ B e A



Definicid: transzponalas

Az A=(a;)eM,, , matrix transzponaltja az a B=(b;)eM,,,,, matrix,
melyre

bj; = a;, i=l,...,n, j=1,...m

Jelolés: B = AT

Megjegyzés

Egy mxn tipusu matrix transzponaltja egy nxm tipusi matrix.




Definicio: szimmetrikus matrix

Az A e M_matrix szimmetrikus, ha A= AT

Definicié: haromszog matrix

Egy kvadratikus matrix fels6 haromszog
matrix, ha a foatlo alatt minden elem 0.

Egy kvadratikus matrix alsé haromszog
matrix, ha a féatlé felett minden elem O.




Definicio: invertalhatd matrix

Az AeM_ kvadratikus matrixot invertalhatonak nevezziik, ha
létezik olyan Be M matrix, melyre

AeB=BeA=E_
A B matrixot az A (multiplikativ) inverzének nevezziik.
Jelolés: B = Al




Determinans

Minden kvadratikus matrixhoz hozzarendeliink egy valos szamot,
a matrix determinansat.

Masodrendl matrixok determinansa




Harmadrendl matrixok determinansa

Sarrus szabaly

2 4 -1
dett0 3 1 |[=+2-3-(-2)+4-1-5+(-1)-0-1-

5 1 -2
-5-3-(-1)-11-2—-(-2)-0-4=-12+20+0+15-2-0=21




HarmadrendlU matrixok determinansa

Sor / oszlop szerinti kifejtés

Példa: elsb sor szerinti kifejtés

2 4 -1

3 1 0 1 0 3
detft 0 3 1 |[=2-det —4-det +(—1) - det =
£ 1 _o 1 -2 5 -2 5 1

= + 2(-7) - 4(-5) + (-1)(-15) = 21




HarmadrendlU matrixok determinansa
Sor / oszlop szerinti kifejtés

Példa: masodik oszlop szerinti kifejtés

2 4
detf 0 3 1
5 1

= 4(-5) +31-1-2=21




Magasabb rendl matrixok determinansa
sor / oszlop szerinti kifejtéssel

Az elobbiekben a harmadrendu matrixok determinansanak
kiszamitasara bemutatott eljaras a ,,sor / oszlop szerinti kifejtés”
modszer alkalmazasa a harmadrendu esetre.

Az altalainos modszer tetszoleges rendii kvadratikus matrixok
determinansanak Kiszamitasara alkalmazhato: altalaban egy n-
edrendi matrix determinansanak Kkiszamitasa visszavezetheto n
darab (n-1)-edrendi matrix determinansanak Kiszamitasara.



Definicio: elemhez tartozo6 aldeterminans

Az A = (a;) € M, n-edrendii kvadratikus matrix a; eleméhez tartozo
D;; aldeterminansan az i-edik sor és a J-edik oszlop ,torlésével”
eloallo (n-1)-edrendi matrix determinansanak
(-1)*J — szeresét értjiik.

Megjegyzes

A fenti definicioban szerepld, az a; elemhez
tartozo, eldjelként is felfoghato (-1)'*) érték
(+1, vagy —1), azonos a harmadrendii determinans
kiszamitasanal hasznalt tablazatban 1évo elojellel:




Példa: elemhez tartozo aldeterminans

1 2 3 4
S 6 7 8
9 10 11 12
13 14 15 16

Sor / oszlop szerinti kifejtés

Egy kvadratikus matrix determinansa kiszamithaté ugy, hogy
egy sor vagy oszlop elemeit rendre megszorozzuk az elemekhez
tartozo aldeterminansokkal és a kapott szorzatokat osszeadjuk.

1 3 4
D,=(-1°*-detf 5 7 8

13 15 16




Példa: els6 oszlop szerinti kifejtés

1 2 3 4

t 5> 6 7 8
9 10 11 12
13 14 15 16

6 7 8 2 3 4
=1-(=)* .det{ 10 11 12 [+5-(=1)**.det|10 11 12 |+
14 15 16 14 15 16

2 3 4 2 3 4
1 9.(-1% .det| 6 7 8 |+13-(-D)*'-detl 6 7 8
14 15 16 10 11 12




Megjegyzes

A determinans Kkiszamitasara tovabbi, a fentieknél hatékonyabb
modszerek allnak rendelkezésre, példaul:

e haromszog alakra hozas

* sor / oszlop szerinti kifejtés kombinalasa a determinans érteket
nem valtoztato atalakitasokkal

Ezeket a modszereket késobb mutatjuk be.



A determinans nehany tulajdonsaga

Ha az A marixban egy sor egyenlo a tobbi sor egy linearis
kombinaciojaval, akkor det A= 0

Specialisan:
« Ha A-ban van csupa 0-bél all6 sor, akkor detA=0
« Ha A-ban két sor megegyezik, akkor det A=0



A determinans értéke nem valtozik, ha egy sorhoz hozzaadjuk a tobbi
sor valamely linearis kombinaciéjat.

Specidlisan: a determinans értéke nem valtozik, ha egy sorhoz
hozzaadjuk egy masik sor szamszorosat.

-1 7 -4 -1 7 —4

detf 2 -5 3 |=det|2+2-(-1) -5+2-7 3+2-(-4)
4 1 7 4 1 7




Tétel
Matrix determinansanak értéke (-1)-szeresére valtozik, ha a

matrix két sorat felcseréljiik.

-1 7 -4 -1 7 -4
detf 2 -5 3 |=—detf 4 1 7

2 -5 3

det A =det AT

Kovetkezmeny

A determinans elébb felsorolt tulajdonsagai érvényben
maradnak, ha sor helyett oszlopot mondunk.



Haromszog matrix determinansa egyenléo a foatloban lévé elemek
szorzataval.

3 7 -4
det{ 0 5 10 [=3-5-11=165
0 0 11

Megjegyzes: haromszog alakra hozas

Oszlopok (sorok) szamszorosainak mas o0szlopokhoz (sorokhoz)
valé hozzaadasaval, valamint oszlopok (sorok) cseréjével barmely
kvadratikus matrix haromszog alakra ,,hozhat6”.



1. 1épés: (2. sor) — 3 x (1. sor) és (3. sor) + 4 x (1. sor)

1 3 -1 1 3 -1
dett 3 5 10 |=det|]0 —4 13 |=

-4 0 11 0 12 7

2. 1épés: (3. sor) + 3 x (2. sor)

1 3 -1
—detl 0 —4 13 |=1-(-4)-46=-184

0 0 46



Megjegyzes

A haromszog alakra hozas végigvitele helyett célszeriibb lehet a
kovetkezo: ha egy oszlopban (sorban) mar csak egy elem kiilonbo6zik
0-tol, akkor fejtsiik Ki a determinanst ezen oszlop (sor) szerint. Ezzel
az eljarassal lépésenként eggyel csokkentheté a Kkiszamitando
determinans rendje:

1 3 -1 1 3 -1
dett 3 5 10 |=detf0 -4 13 |=
-4 0 11 0 12 7

—4 13
=1-det =1.(—4-7-12-13) =184
12 7



Tétel: szorzasi szabaly a determinansokra

Ha A és B azonos rendu kvadratikus matrixok, akkor

det (AeB)=detA.-detB

Tétel: a determinans és az invertalhatésag 6sszefuggése

Egy A kvadratikus matrix invertalhaté < det A# 0



Matrix invertalasa determinansokkal

Kvadratikus matrix inverzét megkapjuk, ha képezziik a matrix
elemeihez tartozé aldeterminansok matrixanak transzponaltjat, és
azt megszorozzuk a matrix determinansanak reciprokaval:

Dll D21 D31
D12 D22 D32

D23 D33

Emlékeztet: Az A = (g;;) € M, n-edrendii kvadratikus matrix a;; eleméhez
tartoz6 D aldeterminansian az I-edik sor és a j-edik oszlop ,torlésével”
el6allo (n-1)-edrendii matrix determininsanak (-1)'*) — szeresét értjiik.




1 1 2
detA=det|l1 2 1
0 1 1

1

1 2
0 1

1 2
1 1

1 1
D12:(—1)1+2-det[ ]:-1 D13:(—1)1+3-det(

D,, = (-1)*" - det j:l DZZ:(—l)M-det(

j:l D,, = (-1)** -det[

D,, = (-1)*" - det -3 D32=(—1)3+2-det£ ):1 D,, = (-1)** - det




Definicio: linearis tér

Egy X halmazt linearis térnek (vagy vektortérnek) nevezziink, ha
adott két miivelet
osszeadas
+: X%xX > X
szammal valo szorzas
o . Rx X > X
melyek rendelkeznek a kovetkezo tulajdonsagokkal.:

Hax,y e XésA,ueR,akkor

*X+y=y+X (kommutativitas)
eX+(y+z)=(xX+y)+z (asszociativitas)
eX+0=X (additiv egyseég létezése)

*x+ (%) =0
e]l.X=X

*A-(pX)=(A-p)X
A (X+Y)=A-X+A-Y (disztributivitas)

(additiv inverz létezése)




Példak linearis térre

szabadvektorok
helyzetvektorok

M N tipusi matrixok
e RN
f:[0,1]—R fiiggvények

(a,):N—R valos szamsorozatok

Egy linearis tér elemeit vektoroknak nevezziik.

A vektor elnevezést itt altalanosabb értelemben hasznaljuk, mint a
geometriai vagy fizikai értelemben vett vektoroknal.



Definicio: vektorrendszer

Az X linearis tér elemeinek egy { a,, a,, ... , a, } halmazat
vektorrendszernek nevezzik.

Definicio: linearis kombinacio

Az X linearis térben az a, a, ... , a, € X vektorok

Xy Xy, ooy X, € R szamokkal keépzett linearis kombinacioja:

Xp»au+X,-a,+t...+Xx -a €X

Definicio: linearis kifejezhetbség

A beX vektor linearisan kifejezheté az {a,,a,,...,a } vektorrendszer
elemeivel, ha léteznek olyan x,, X,, ..., X € R egyiitthatok, hogy

b=X-a,+X,-a,+...+X -a



Megjegyzes

A linearis Kifejezhetéség problémaja R"-ben linearis
egyenletrendszerre vezet.

Egy példa R3-ban:

Kifejezheté-e a b vektor az {a,a,a,} vektorrendszer elemeinek
linearis kombinaciojaként?



A kérdés atfogalmazasa: Vannak-e olyan x,, X, , X, szamok, hogy
b=X,-a,+X,-a,+X;- a5,
aZalz.




Definicio: linearis fliggetlenség

Az{a,,a,,...,a } c Xvektorrendszer linearisan fiiggetlen, ha
a

Xpea+X,-a,+...+x -a =0
(X X,,...,X, €R) egyenldségbdl kovetkezik, hogy
X, =X, = . =X, =0.

Ha egy vektorrendszer nem fiiggetlen, akkor (linearisan)
fiiggonek nevezziik.



Tétel: a linearis fuggetlenség ekvivalens fogalma

Az{a,, a,, ..., a,} c Xvektorrendszer (linearisan) fiiggetlen <
a vektorrendszer egyik vektora sem all el6 a vektorrendszer
tobbi vektoranak linearis kombinaciéjaként.

Megjegyzesek

1. Fiiggetlen vektorrendszer barmely részrendszere fiiggetlen.

2. Fiiggetlen vektorrendszer nem tartalmazhatja a nullvektort.



Megjegyzes

A fliggetlenség vizsgalata R"-ben homogén linearis
egyenletrendszerre vezet.

Egy példa R3-ban:

vektorrendszer fiiggetlen-e?



Az { a,, a,, a,} vektorrendszer pontosan akkor fiiggetlen linearisan,
ha az

egyenléségbal kovetkezik, hogy X, = X, = X, =0, vagyis az

X, =X, +2X;,=0
3X; +X, +2X;=0

2X, +4x, =0

egyenletrendszernek csak az X, = X, = X; = 0, un. trivialis megoldasa
van.



Definicio: vektorrendszer linearis burka

Az X linearis tér A={a,,a,,...,a} vektorrendszer linearis burka az
A-beli vektorokbél képezheto osszes linearis kombinacio halmaza.

Jelolés: [A] = [a,,a,,...,a ]

Az X linearis tér B vektorrendszerét bazisnak nevezziik, ha

* B fiiggetlen
° [B] = X



Definicio: véges dimenzids linearis tér

Eqgy linearis tér véges dimenzids, ha van véges elemszamu bazisa.

Egy véges dimenzios linearis tér barmely bazisanak elemszama
egyenlo.

Definicio: dimenzid

Egy bazisban 1évo vektorok szamat a linearis tér dimenziojanak
nevezzuk.

A nullvektorbdl allé egyelemii {O} linearis tér dimenzigja O.



A (geometriai) térbeli helyzetvektorok
linearis tere haromdimenzios.

A (geometriai) sikbeli helyzetvektorok
linearis tere kétdimenzios.




Az R" linearis tér n dimenzios, mivel az

vektorokbdl allo (n elemii) vektorrendszer bazis.

Neve: termeészetes bazis



Specialisan: az R® linearis térbeli természetes bazis:

Indoklas:

Az {e,e,e;} vektorrendszer fiiggetlen, tovabba [e,, e, e;] = R®
ugyanis:

1 0 0
=a-|0|+b-|1|+cCc-|0

0 0 1




Egy n dimenzios linearis térben barmely n elemiu fiiggetlen
vektorrendszer bazis, ¢és barmely legalabb n+1 elemii
vektorrendszer fiiggo.

Ha B az X linearis tér egy bazisa, akkor barmely X-beli b vektor
egyértelmien eléall a B-beli vektorok linearis kombinacidjaként.

Ezt a b vektor adott bazisbeli eloallitasanak nevezziik.



Definicid: koordinatak

Ha B={a,,a,,...,a_} az X linearis tér egy bazisa, akkor egy b vektor
Xpsaut Xyra,+ o £ X -0

bazis eléallitasaban szereplo X, X,, ... , X egyiitthatokat a b vektor
B bazisbeli koordinatainak nevezziik.

V=V l+Vy-]+V;s-K




0

[1

9 } koordinatai a

3,2,-1 ugyanis:

1 0 0
~1:{0[+9:|1|+0:|0
0 0 1

Megjegyzes Egy vektor koordinatai fiiggnek a bazistol.



Definicid: vektorrendszer rangja

Egy X linearis tér egy A vektorrendszerének rangjan az A
maximalis elemszamu fuggetlen részrendszerének elemszamat
értjiik. Jele:rgA

-bdl nem kovetkezik, hogy x,;=X,=X5=0.

4
(példaul x,=-2; X,=1; X;=1)



0 X, =0
U8 x |2 [+x,-|0|=|0|= 2x=0 =
0) 4x +2%,=0 X

Adott vektorrendszer rangjaval azonos rangu vektorrendszert
kapunk,

ha a vektorrendszeren az alabbi atalakitasokat végezziik:

*egy vektor szorzasa nem nulla szammal,

*egy vektorhoz hozzaadni masik vektor szamszorosat,

*elhagyni a rendszerbol olyan vektort, mely eloall a megmaradoak
linearis kombinacigjaként. (specialisan:a zérusvektor elhagyhato;

tovabba ha a rendszerben egy vektor szamszorosa egy masiknak,
elhagyhato.)



Definicio: matrix rangjan a sorvektoraibol képzett vektorrendszer rangjat

értjiik.

Egy n-edrendii kvadratikus A matrix rangja n
< detA#0

Kovetkezmeéeny

R" egy n elemi vektorrendszere akkor és csak akkor bazisa R"-
nek, ha a vektorrendszer elemeibdl képzett kvadratikus matrix

determinansa nem 0.

1 -1 2

bazis R3-ban, mert dett 2 1 -1|=14=%0
-1 2 1




Linearisan fiiggo vektorrendszer R3-ban, mivel

1 2 4
det{ 2 4 6|=2-(1-4-2-2)=0

0 0 2

Matrix rangja egyenlo az oszlopvektorrendszerének
rangjaval.



Definicid: trapéz alaku matrix

Egy A=(8;)eM , matrixot trapéz alakunak neveziink, ha

AN minden i-re és m minden 1> j eseten.

12 31 -1 4 7

0 23 4 -5 0
0O 0 27 2 2




Példa: matrix rangjanak meghatarozasa

1 2 3 14 kapunk,
A=2 8 11 51

*egy vektor szorzasa nem nulla szammal,

Adott vektorrendszer rangjaval azonos rangu vektorrendszert

ha a vektorrendszeren az alabbi atalakitasokat végezziik:

3 6 15 60 *egy vektorhoz hozzaadni masik vektor szamszorosat,

elhagyhato.)

1 2 3 14 1 2 3 14 1 2 3

*elhagyni a rendszerbol olyan vektort, mely eloall a megmaradoak
linearis kombinaciojaként. (specialisan:a zérusvektor elhagyhato;
tovabba ha a rendszerben egy vektor szamszorosa egy masiknak,

14

rgA=rg|2 8 11 51|=rg|0 4 5 23|=rg|0 1 5/4 23/4|=

3 6 15 60 0 0 6 18 0 0 6
1 0 12 10/4 1 0 12 10/4 100
=rg|0 1 5/4 23/4|=rg|0 1 54 23/4|=rg/0 1 O
0O 0 6 18 0 0 1 3 0 01

18

1
2 |=3
3



Linearis egyenletrendszerek

JAVA

egyenletekbdl allo rendszert — ahol a;b,eR, 1=1,...m, J=1,....n
adottak, és keresendé az osszes olyan (X;X,,...,.X )eR" szam n-es,
melyre az egyenloségek teljesiilnek — n ismeretlenes, m egyenletbél
allé linearis egyenletrendszernek nevezziik.



a;; : az egyenletrendszer egyiitthatoi
b, : konstansok
X, Ismeretlenek

Elnevezések

Az egyenletrendszer
alapmatrixa:

Az egyenletrendszer
kibovitett matrixa:




Definicio: linearis e.r. vektoros és matrixos alakja

A Kkibovitett matrix oszlopvektorait jelolje:
a;,a,,...,a,0D,
az ismeretlenekbdl allé oszlopvektor legyen x
Ezekkel a jelolésekkel az egyenletrendszer
vektoros alakja:
Xyt X-a,+...+Xx -a=Db
matrixos alakja: A-Xx=Db




I.—x, +2Xx, +X,

Ezekkel az egyenletrendszer vektoros illetve matrixos alakja:

Xprayt X,ra,+ X3-a,=Db A-X=D




A linearis egyenletrendszereket a megolddasok szama alapjan az
alabbiak szerint osztalyozzuk:

«az egyenletrendszer ellentmondasos, ha nincs megoldasa.

Ha az egyenletrendszernek van megoldasa, akkor hatarozott vagy
hatarozatlan:

 hatarozott, ha pontosan egy megoldasa van

 hatarozatlan, ha tobb (végtelen sok) megoldasa van

ellentmondasos hatarozott
l. 2x, +3X,=5 l. 2x, + 3%, =12
11. 4%, + 6X, =7 1. 4x; — X, =10
. X +X,+2X3=5 (X, %,) = (3.2)

Il. 3x; +3X, + 6Xx5 =-1




hatarozatlan

. X +X,+2X;=5 . X; +3X,=5
X;€R tetszoleges, X,€R tetszoleges,
Példaul: Példaul:
(X, X, X5) = (-4, 5,2) (X1, X5) = (5,0)

(X1, X5) = (-1,2)



+ad, X, + ... +a, " X,
+a22.X2+ * o 0 +a2n.Xn

Definicidé: homogén és inhomogeén e.r.

+8,, X+ ... +8,, X,

m2

Ha
b,=b,=...=b, =0,

akkor az egyenletrendszert homogének nevezziik, kiilonben
inhomogén.

Definicio: trivialis megoldas

Vilagos, hogy a homogén e.r.-nek
X;=X,= . =X, =0

megoldasa. Ezt trivialis megoldasnak nevezziik.



Megjegyzes

1. Ha{a,...,a,} linearisan fiiggetlen,
akkor az egyenletrendszer vagy ellent-
mondasos, vagy hatarozott.

2. Ha m < n, vagyis kevesebb egyenlet van, mint ismeretlen,
akkor az {a,,...,a,} vektorrendszer linearisan fiiggé. Ekkor
Az egyenletrendszer vagy ellentmondasos vagy hatarozatlan.



Két szukséges és elegendos feltétel linearis eqgyenletrendszer
meqgoldasanak létezésére

Egy linearis egyenletrendszernek pontosan akkor van
megoldasa, ha a b vektor linearisan kifejezheté a,,a,,...,a_
vektorrendszer elemeivel.

Egy linearis egyenletrendszernek pontosan akkor van
megoldasa, ha az e.r. alapmatrixdnak és a Kibdvitett
matrixanak rangja egyenlo, azaz rgA=rg(A|b).




Megjegyzes

Ha QREACI0AY)] akkor az egyenletrendszer ellentmondasos.

Egy megoldhato linearis egyenletrendszer pontosan akkor
hatarozott, ha az A alapmatrix rangja megegyezik az
Ismeretlenek szamaval.



Definicio:

Gauss-fele eliminacios eljaras
Két m ismeretlenes egyenletrendszert ekvivalensnek

neveziink, ha osszes megoldasaik halmaza egybeesik.

Tétel
Az alabbi atalakitasok a linearis egyenletrendszert vele ekvivalens

Linearis egyenletrendszerbe viszik at:

1.
2.
3.

Egyenlet szorzasa nem nulla szammal,
Egy egyenlethez hozzaadni egy masik egyenlet szamszorosat,

Olyan egyenlet elhagyasa, mely a megmaradéak linearis
kombinacioja,
Egyenletek sorrendjének felcserélése,

Az ismeretlenek sorrendjének felcserélése egyiitthatoikkal
egyiitt minden egyenletben.



Ha az Ax=b linearis egyenletrendszer megoldhato, akkor
Az 1.-5. ekvivalens atalakitasok veges sokszori alkalmazasaval
Alapmatrixa az alabbi trapéz alakura hozhato:

(1) Oy Xy T 0y X+

tovabba az x ,,,...,X , ismeretlenek tetszolegesen rogzithetok.



1. Mivelaz X ,4,...,X , ismeretlenek szabadon valaszthatok,
Ezeket szabad ismeretleneknek nevezzik.

2. Ha k=n, akkor az egyenletrendszer hatarozott, ha k<n,
akkor hatarozatlan.

3. A linearis egyenletrendszer ekvivalens atalakitasai az
alapmatrixra nézve ranginvarians atalakitasok. Ezért,
mivel a fenti egyenletrendszer rangja nyilvan k, az eredeti
matrix rangja is k.

4. Ellentmondasos linearis €.r. esetén az eliminacios modszer
hasznalata 0=p alaku egyenletre vezet, ahol az
ismeretlenek mindegyikeének egyiitthatoja nulla, de a jobb
oldalon allo konstans tag nem nulla.



Hatarozatlan e.r. megoldasa
X, +2%, +3X, +2X,
+X, +2X; +4X,

2% +3X%, +X +4X,
—-X  —2X, =3X; —2X,

—4x;

0| 2
0| 37
4| 3
12320 -2
4 -1 3 8 -4 &3

Egyenlet szorzasa nem nulla szammal,

Egy egyenlethez hozzaadni egy masik
egyenlet szamszorosat,

Olyan egyenlet elhagyasa, mely a
megmaradoak linearis kombinacioja,

Egyenletek sorrendjének felcserélése,

Az ismeretlenek sorrendjének felcserélése
egyiitthatoikkal egylitt minden
egyenletben.

-18 -18 20
-36 -36 40




12 3 2 0] 2
01 5 4 -4 13

123 2 0| 2

12320 |2
d01 5 4 -4 1300154 -4 13
00 -18 -18 20 | -36/M\0 0 9 9 -10 | 18

00 -18 -18 20 | -36
00 -36 -36 40 | -T2

X +2X, +3X, +2X,
X, +9X, +4X, -4X

Ox, +9x, -10x;

A megoldas eloallitasa:

Kotott valtozok: Szabad valtozok:

10
a III. egyenletbol




X +2X, +3% +2X%,

X, +9X; +4X, -—4x

Ox, +9x, -10x;

Ezt a Il. egyenletben felhasznalva

X, =13-5(2 - X, +%x5)—4x4 +4X;

Vegiil az 1. egyenletbdl

X, :22—2(3+x4—%xk.))—:B(Z—xll+%x5)—2x4 azazk :10—x4—%x5

Peldaul 3; X, =10 ISR G ERS



Hatarozott e.r. megoldasa

Oldja meg az Ax=b linearis egyenletrendszert:

1 2 314 1 2 3|14

2 8 11|51 0 4 5|23
3 6 15/60 0 0 6|18

X, +2X, +3x,=14
' ’ ° 23-5.3

4X, +3X;=23; =X, =3;X, = 2 =2;%=14-2-2-3-3=1

1-1+2-2+3-3 14

Ellenorzes: 2.1+8.2+11.3 |=| 51

3:1+6-2+15-3 60



Példa ellentmondasos e.r.-re

Oldja meg az Ax=b linearis egyenletrendszert:

1 2 3|14 1 2 3|14 1 2 3[14
2 8 11/53||-2s1 0 4 5|25 0 4 5[25
3 10 14|60)|-3S1 0 4 5|18 0 0 0f-7

Az utolsoO sor szerint

0-X,+0-X,+0-X,=—=0=—7



Matrix invertalasa
Gauss-eliminacido alkalmazasaval

Korabban mar definialtuk a matrix inverzének fogalmat:

Az AleM_ matrixot az AeM_ matrix inverzének nevezziik, ha

AeAl=E,



Ha az A" matrix oszlopvektorai:
d,d,, ..., d,

akkor az A e Al = E_ egyenlet ekvivalens az alabbi n darab
egyenletrendszerrel, melyekben az alapmatrixok megegyeznek, igy
az egyenletrendszerek csak a jobb oldalukban kiilonboéznek:

Aed, =e,,Aed,=¢,,...,Aed =¢,

fgy az Al matrix meghatarozhaté a fenti egyenletek szimultin
megoldasaval.

o O

d; Ay A d11

Ay 8y Ay |

Ay 83 Qg

a; Qp 12

Ay Ay By || Uy (=
: Ay 83 g 32

a; 4, a; 13

Ay 8y By || Uy |=

A3 8y g 33

o O] O +—» O

[



1 2 311 00
2 8 1110 1 0
3 6 150 0 1

12 3|1 0 0
0 1 5/4|-Y2 14 0
00 1]-12 1/6

2| 2 -Y2 0 0]9/4 -12 -1/12
5/4-1/2 14 0 0 1 0/Y8 14 -5/24
1]-1/2 0 16 11-Y2 0 16

9/4 -1/2 -1/12

Y8 Y4 —5/24

~1Y2 0 16




Tovabbi modszerek hatarozott linearis
egyenletrendszerek megoldasara

Cramer szabaly

Inverzmatrix modszer



Cramer szabaly

14 2 3
D, =det| 51 8 11|=24

X, +2X, +3X
60 6 15

2X, +8x, +11x,

3X, +6X, +15xX, 1 14 3
D,=detj2 51 11|=48

3 60 15

1 2 14
D,=det| 2 8 51|=72
3 6 60




Inverzmatrix modszer

Ha az A e X = begyenletrendszer esetén az alapmatrix invertalhato,
azaz det(A) # 0, akkor az egyenletrendszer egyetlen megoldasa
eloall a kovetkezo formaban:

XxX=Aleb

9/4 -1/2 -1/12 0/4 -1/2 -112) (14
18 14 -5/24 18 14 -5/24|.|51
~1/2 0 16 0 16




