Vektoralgebra

Linearis egyenletrendszerek alkalmazasa

A didkon megjelend szbévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!
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A linearis algebra targykorének egyik kozponti kérdése a
linearis egyenletrendszerek megolddsa ¢és a megoldas
modszereinek targyaldsa. Linearis egyenletrendszerekkel
szamos  probléma  megoldasakor  talalkozhatunk. A
kovetkezOkben egy, a fizikaban megjelend alkalmazast
ismertetiink. Az egyenaramu halézatokra vonatkozo fogalmak
bevezetése utan ismertetjik Kirchhoff toérvényeit, majd
prezentaljuk az ezen torvények segitsegeével felirhatd linearis
egyenletrendszereket. Az itt megjelend egyenletrendszerek
mindig hatarozottak, igy megoldasi modszerként tobb
lehetéség koziil valaszthatunk (Gauss-eliminacio, Cramer-
szabaly, bazistranszformacid, inverzmatrix-moddszer). Jelen
esetben a feladatok megoldasara a Cramer-szabalyt fogjuk
alkalmazni.
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1. feladatcsoport

Szamitasok egyenaramu halozatokban - Alapfogalmak és torveények

Egyendramu haldzat: Egyenaramu aramforrasokat és fogyasztokat elektromos
vezetOkkel 0sszekotve egyenaramu halozatot kapunk.

Fogyaszto: Pl. 1zz0, fiitdszal, egyenaramu motor

Ohm torveénye: Egy fogyaszton mert fesziiltseég egyenesen aranyos a fogyaszton
atfolyd aramerdssegevel.

U~  U=R1 U=[V] I=[A]

Ohmos ellendllds (R): Az R aranyossagi tenyezot a fogyasztdo ohmos ellenalla-
sanak nevezziik.
Aramforrés: Pl. elem, akkumulator
Terheletlen aramforras: Nincs rakotve fogyaszto. A terheletlen aramforras a két
Kapocs kozott (Aés F, B és E)
Tartosan allandd nagysagu fesziiltséget biztosit.
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Belso fesziiltség (Ub): A terheletlen aramforras kapcsain mérhetd fesziiltseg.

Belso ellenallas: Az aramforras Ohmos ellenallasa.

Polaritas (+,-): Az aramforras fesziiltségének eldjelét hatarozza meg.

Egy aramforras adott, ha ismert:
*Belso fesziiltségének nagysaga
*Belso ellenallasa
*Polaritasa
Csomopont: A halézatok olyan pontja, amelybe legalabb harom vezeték fut be:
(A,B,E,F pontok)

Ag: Két csomopontot 0sszekotd vezetékszakasz, amely a végpontjain kiviil nem
tartalmaz csomoépontokat (B-C-D-E, A-B, E-F vezetékszakaszok)
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Kirchhoff I. torvénye (csomoponti torvény)
Egy csomdpontba befolyd €s onnan elfolyd aramok el0jeles 0sszege zérus:

Eldjelszabaly: A befolyd aramokat pozitivan, az elfolyokat negativan eldjelezziik.

A csomopontra
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Kirchhoff II. torvénye (huroktorveny)
Egy hurkon korbehaladva, €s az &ramforrasokon és fogyasztokon eso
fesziltségeket elojelesen 0sszegezve zeérust kapunk:

Eldjelszabalyok: Rogzitsiink a hurokban egy dnkényes koriiljarasi iranyt,
valamint a hurokban talalhato egyes agakban egy onkényes aramiranyt!
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*1. szabaly: Ha egy agban az aramirany egyez0 a koriiljarasi irannyal, akkor
az agban talalhatd fogyasztokon eso fesziiltseg pozitiv, egyébként negativ.

*2.szabaly: Ha a koriiljarasi iranyban korbehaladva el6szor az az aramforras
pozitiv sarkaval talalkozunk, akkor az aramforrason eso fesziiltség pozitiv,
egyebként negativ.

Az A-F-E-B-A hurokra Kirchhoff II. torvénye:
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Megoldas:
Csomoponti torvény a B pontra: (1.)
Huroktorvény az A-F-E-B-A hurokra:

(1)

Huroktorvény a B-E-D-C-B hurokra:
(1)
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Az egyenletrendszer matrixa:
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Az |, és I; aramerOsségekre negativ értékeket kaptunk. Ebbol adodoan
a tényleges (technikai) aramirany ellentétes a feltételezettekkel. A valos
aramiranyokat piros nyilakkal jeloltiik az abran.
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NEM NYOMTATASRA!

Vektoralgebra

A fejezet legfontosabb elemei

— A vektorok tulajdonsagai

— Vektormuveletek

— A vektormuveletek néhany alkalmazasa
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Szabadvektorok Helyzetvektorok
(kotott vektorok)

Az iranyitott szakaszok halmazan az eltolas, mint
ekvivalencia relacio, altal generalt osztalyok

helyzetvektorok | «guugp | pontok
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Vektor jellemzoi

* hossz (nagysag): |a|
* irany
* helyzetvektor esetén: a vonatkoztatasi pont helye

Specialis vektorok:

e nullvektor: 0

» egységvektor: |v|=1
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A vektormuiveletek geometriai értelmezéese

Definicio: osszeadas

Az osszeadas tulajdonsagai: catbh=Db+a
at(b+c)=(a+b)+c
-at0=a
-at(-2)=0
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Definicio: szorzas szammal

A szammal valo szorzas tulajdonsagai:

*t-(s-a)=(t-s)-2
'1'§:§

*(t+s)-a=t-a+s-a
‘t-(at+tb)=t-a+t-p

A didkon megjelend szbévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Vektoralgebra B o g

Definicio: linearis kombinacio

Aza,,a,, ..., a,vektoroknak at, , t,, ..., t, szamokkal képzett
linearis kombinacioja a
L-y+th-a+... 4t -4,

vektor.
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Definicio: skalaris szorzas

a-b=|al-[b]|-cosa

Egy fizikai példa: W=F-r-cosa=F-r

Megjegyzes

a és b pontosan akkor merolegesek, haa-b =0
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Definicio: vektorialis szorzas

Az a és a b vektorok vektorialis szorzatan azt az axb-vel jelolt
vektort értjiik, melyre

‘laxb|=|al-|b]-sina
-alaxblb

*(a, b, axb) jobbsodrasa rendszer

Egy fizikai példa:
E=q-(vxB)
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A vektorialis szorzas tulajdonsagai

a és b pontosan akkor parhuzamos, haa xb =0
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Definicio: derékszogl koordinatarendszer

Haazi, |, K egységvektorok

e paronként merolegesek

* ebben a sorrendben jobbsodrasu rendszert alkotnak

e O a ter egy rogzitett pontja

akkor az (O, 1, ], K ) négyest derékszogii koordinatarendszernek
nevezzuk.
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Elnevezések |

1,1, K : bazisvektorok
{1,1,K}:bazis (ortonormalt vektorrendszer)

O : a koordinatarendszer kezdopontja

Megjegyzesek

A skalaris és a vektorialis szorzas definicioja, illetve tulajdonsagai
alapjan:

.1: 1’112 LK.K: 11112011K2011K:O
tovabba

Ix1=0,1x]1=0,kxk=0,1x1=K IxK=1LKkx1=]
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Minden v vektor egyértelmiien eléallithato az 1 , | , Kk
bazisvektorok linearis kombinaciojaként:

V=Vytl+vyo ]+ varK

Definicio: koordinatak

A v, VvV, V; szamokat a v vektor
koordinatainak nevezziik.

A didkon megjelend szbévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Vektoralgebra B o g
Megjegyzes

Egy vektor Kkoordinatai Kiilonb6zé koordinatarendszerekben

kilonbozoek !

A koordinatarend-szer megvalasztasa befolyasolhatja a szamitasok
bonyolultsagat:

v =(5cosx, -Ssinx) v=(3,0)
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Definicio: pont koordinatai

Egy pont koordinatiinak a pontba
mutaté helyzetvektor koordinatait

nevezzik.

P=(vy, V, V3)

Ha adott egy koordinatarendszer, akkor R3 és a geometriai tér pontjai
(vektorai) kozott kolcsonosen egyértelmii megfeleltetés létesitheto. Ennek
alapjan a geometriai problémak R3-beli szamitasokkal megoldhaték (,,a

vektorok koordinataival kell szamolni”).
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Szamolas a koordinatakkal

Osszeadas

Haa = (a,,a,,a;) és b = (b,,b,,b;), akkor
a+b=(a+b,, aytb,, az+b;)
Szorzas szammal

Ha a = (a;,a,,a;) és teR, akkor

t-a=(t-a,,t-a,,t-ay)
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Az a = (a,,a,,83) vektor hossza (normaja):

Az a0 vektorral egyiranyu egységvektor:

Az a = (2,1,2) vektorral egyiranyu egységvektor :
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Tétel

Az a=(a,a,a;) és a b=(b,,b,b;) vektorok a:-b = |a| - |b|] - cosa

formulaval értelmezett skalaris szorzata:
a-b=a;-b,+a,-b,+a;-by

Ez megegyezik az R3-beli skalaris szorzassal.

Az
11=1,11=1,kk=1,11=0,1k=0,]-k=0
egyenldsegeket felhasznalva:
(@:1+ @y +agk) - (by1+ by +bgk) =
= a,i-byi+ a,jby] + agkbyk +ai-byj+agi-byk+
+ az'j‘bl'i + az.l.bs.l_( + a3'K'b1'i + as'l_('bz'i =
=a,-b;+a,-b,+a;-b,
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Vektorok szogenek kiszamitasa

ab+a b, +a,-b,

w/ +as +a; b2+b2+b2

Aza=(2,-4,5) és ab =(3,1,2) vektorok szoge:

2-3+(-4)-1+5-2

WJ—F

~0.48
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A koordinatatengelyekre es6 merdleges vetuletek

Vetiiletek hossza ( = koordinatak ):

Vi=V-1,V,=V-],V3=V-K

Vetiiletvektorok:

v -D-1+-)-1+ -k -k
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Vektor merbleges vetulete adott iranyra

AV vetiiletének hossza az a iranyban:
|d|=]v-2a°
Vetuletvektor:

d=(v-a°-a°
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A vektorialis szorzat kiszamitasa a koordinatakkal

Ha a = (a;,a,,a;), b = (b;,b,,b;), akkor

axb=(aybsa;b,,-a,-05+a;0,, a,-by-a,0,)

Emlékeztetd laxb

a
* (a, b, axb) jobbsodrasi rendszer
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Indoklas

Az
IXI=1, jx] =1, kxk=1,1x] =0, 1xk =0, jxk =0
egyenlosegeket felhasznalva:
(apl+ay]+agk) x (byl+ byl +bsk) =
= ay°DyIxI+ 8,:by1x | + agbgkxk +
+a,-0,1x] + a-D5IxK + ay-b; %1 +
+ 8,05 0% K + a5:0;- Kx1 + 85-b,-kx] =

= (ay'bg-as-by)-1 + (-a;-bgt+az-by)-1 + (a;-b,-a,-by)-K
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A szamolas konnyebben megjegyezheto
ebben a formaban:

Ez az irasmadd azt jelképezi, hogy a vektori szorzat tgy szamolandé, mintha
formalisan egy harmadrendii matrix determinansat szamitanank Ki.

a=(45:-1), b= (236)
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Csucspontjaival adott haromszog teruletének kiszamitasa

Megjegyzes

Az fenti képlet oOsszefiigg a haromszog teriiletét megado, jol ismert
formulaval: ha a és b a haromszog két oldala, o a két oldal altal bezart szog,
akkor

_a-b-sina
2

T
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A=(1,3,0), B =(58,-1), C = (3,6,6)

a=(4,5-1),b=(23,6)

axb=(33,-26,2)
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Kitero egyenesek tavolsaga

Ha a kitéré egyenesek iranyvektorai v, ill. v,, akkor az n = v,xv,
vektor parhuzamos az egyenesek normal transzverzalisaval.

Ha A az e, egyenes, B az e, egyenes egy pontja, akkor az egyenesek
tavolsaga megegyezik az a vektornak az n iranyra es6 meroleges

vetiiletének hosszaval.
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A vegyes szorzat kiszamitasa koordinétékkal

Ha a = (a;,85,83), b = (by,b,,b3), € = (Cy,C,,C5), akkor

Emlékeztetd

abc=a-(bxc)
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Csucspontjaival adott tetraéder térfogata

A=(1,3,0), B =(58,1), C =(3,6,6), D = (-4,-3,0)
a=(4,5,-1),b=(2,3,6), c=(-5,-6,0)

4 5 -1
abc=det| 2 3 6

-5 -6 0
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