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1. Fuggvények

Ebben a fejezetben néhany alapvet6 fiiggvényosztallyal, nevezetesen a polinomokkal
és a raciondlis fiiggvényekkel ismerkediink meg, tovabba bevezetliink néhany nevezetes
fiiggvényt.

Figgvény alatt egy olyan hozzarendelést értiink, mely egy H halmaz minden eleméhez
egy K halmaz egy és csakis egy elemét rendeli. A fiiggvénykapcsolat leggyakrabban
hasznalt jelolési médjai: f: H — K, y = f(x) (x € H). Itt x a figgetlen véltozd,
y vagy f(z) a fiiggd valtoz6. Amennyiben a H és a K a valés szdmok halmazénak
egy-egy részhalmaza, valds figgvényekrél beszélink. Ebben a jegyzetben csak valds
fliggvényekkel fogunk foglalkozni. A H halmazt a fliggvény értelmezési tartomanyanak
nevezziik, és Dy vagy ET szimbélumokkal jeldljitk. Az értelmezési tartomény pontjaihoz
a fliggvény dltal hozzarendelt, i.n. "képpontok” Osszességét a fliggvény értékkészletének
nevezziik, és Ry, vagy EK szimbélumokkal jeloljiik. Nevezetesen

Rf:EK::{yGR:EIxGDf,f(I):y}CR-

Az f: H — R jeloléssel azt juttatjuk kifejezésre, hogy az f értelmezési tartomanya a H
halmaz, értékkészlete pedig része R—nek.

A valés fiiggvényeket célszer(i grafikonjukkal dbrézolni. Ez azt jelenti, hogy a H C R
halmazon értelmezett f : H — R fiiggvényt a

I(f):={(z,y) eR*:z € H, y= f(x)} CR’

sikbeli halmazzal szemléltetjik.

1.1. Néhany nevezetes fuggvény

Ebben a pontban emlékeztetiink néhany ismert fliggvény értelmezésére. Ezeket a
matematika minden adgaban és a szamitastechnikdban is hasznaljak.

Definicié. Az
abs: R —>R z— abs(z) = |z|

fliggvényt abszolit érték fiiggvénynek nevezziik.
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Szamok abszolit értékének definicidjat felhasznalva az abszolut érték fliggvény az

T, ha x>0,
abs (z) = fa| = —x ha =<0

alakban irhaté fel. A fliggvény grafikonjdt az alabbi abran szemléltetjiik.

A

abs

Y
=

1. abra

Ismeretes, hogy az x € R szdm [z]| szimbélummal jelolt egész része azzal az n € Z
egész szdmmal egyenl8, amelyre n < x < n + 1 teljesiil.

Definicié. Az
int (z) := [x], frac(z) ==z — [z] (x € R)

utasitasokkal értelmezett fiiggvényeket egészrész fiiggvénynek, il-
letve tortrész fiiggvénynek nevezziik.

Ezek grafikonjat az aldbbi dbrakon szemléltetjiik.

y int y
—e frac
1
2 -1 1 2 3 X 2 -1 1 2 3 X

2. abra 3. abra
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Gyakran hasznélni fogjuk az elgjelfiiggvényt (mds széval a szignumfiiggvényt).
Definicié. A
1, ha x>0,

sign () = 0, ha z=0,
-1, ha =<0

utasitassal értelmezett fiiggvényt elGjelfiiggvénynek nevezziik.

sign

G
@

|

4. abra

1.2. Polinomok és racionalis fuggvények

A R — R tipusi fliggvények kozott sok vonatkozasban kitiintetett szerepet jatszanak
az algebrai polinomok. Ezek helyettesitési értékei egyszertien kiszamithatok. Ezért a
polinomokat gyakran hasznaljuk méas, bonyolultabb fiiggvények értékeinek kozelitésére.
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Definicid. Legyenek n € N és ag,ay, - ,a, € R adott szamok. A
(1) P:R—R: z+— Plx):=a+az+ -+ aza”

utasitassal értelmezett P fliggvényt polinomnak nevezziik. Ha a,, #
0, akkor azt mondjuk, hogy a P polinom pontosan n-edfoku, s
ilyenkor az n € N szamot a P polinom fokszamanak nevezziik és
a deg(P) szimbélummal jeloljiik. Az a; (i = 0,1,---,n) szdmokat P
egylitthatoinak nevezziik.

Az n-edfokt polinomok halmazat a P, szimb6élummal fogjuk jeldlni. Nyilvanvald,
hogy Py azonos a konstans fiiggvények halmazaval. Specialisan azt a konstans polinomot,
amely a 0 értéket veszi fel zéruspolinomnak nevezziik, és a 6 szimbélummal jeloljiik. A
polinomok 0sszességét

P =U;2 Py
szimb6lummal jeloljiik.

A polinomok helyettesitési értékei — felhasznalva az alabbi, in. Horner-féle elren-
dezést — egyszertien megkaphatok. Valoban, P értékei a

P(x) =ao+xz(ar +z(ag + - + z(an—1 +apz)---)) (x€R)
azonossdg alapjdn az aldbbi (forditott irdny) rekurziéval szamithatok ki:

Yn = Qn, Yk 1:ak+$yk+1 (k:n_lan_27"',27170)
P(z) = yo.

Az algebra alaptétele szerint barmely komplex egyiitthatds polinomnak van legaldbb egy
komplex gyoke. Ha a A\jgyOke az n-ed foki P polinomnak, akkor (z — A1) osztdja a
polinomnak, azaz P(z) = (z — A1)Pi(2) alaki, ahol P; n — l-edfokd polinom. A P;
(n — 1)-edfoki polinomnak is van komplex gyoke — legyen ez Ay —, ami egyben nyilvin
P-nek is gyoke. Folytatva az eljarast azt kapjuk, hogy a P polinom a gytkei segitségével
a kovetkezdképpen irhaté fel:

1. Tétel. Legyen P(z) :== ap + a1z + - + a,2" (2 € C) egy kom-
plex egytitthatds, nem konstans, pontosan n-edfoku polinom. Ekkor
léteznek olyan A1, Ao, - , A, € C komplex szamok, amelyekkel a P
polinom felirhaté

(2) Pz)=an(z—=M)(z—=X2) - (2 —An) (2€C)

alakban.

A (2) eldéllitast a P polinom gyoktényezds alakjanak nevezzik. A A\; (i =1,2,--- ,n)
komplex szdmokra (2) alapjin nyilvanval6an

(3) P(/\Z):O (i:172a"'7n)
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teljesill, azaz a A\; (i = 1,2,--- ,n) szdmok a P gyokei, vagy zérushelyei.

A (2) eldéllitasban szerepld A; szdmok nem feltétleniil kiilonboznek egymdstél. Ha a
A szdm a A1, Ao, -+, A, szamok kozott pontosan m-szer fordul el6, akkor azt mondjuk,
hogy a A gy6k multiplicitasa m.

Tegyiik fel, hogy a P-nek r szamu, egymastdl kiillonbozé gyoke van és jeloljik ezeket
a A1, A2, - -+, Ar szimbdlumokkal. Ha a A; multiplicitdsa m;, akkor a (2) szorzat felirhaté
a
Piz)=apn(z—=X)™ - (z=X)™ (2€C)

alakban, ahol a A1, -+, A, szdmok paronként kiilonb6z6ek. Konnyen igazolhato, hogy ez
az eléallitas — a tényezlk sorrendjét leszamitva — egyértelm@i. A fenti elGallitdsdban
eléforduls (z — A;)™ (2 € C) fiiggvényeket a P polinom gy6ktényezdinek nevezziik.

Az 1. Tételnek egy fontos kovetkezményét fogalmazzuk meg az alabbi allitasban.

1. Kovetkezmény. Ha valamely n-edfoki valés polinomnak n-nél
tobb valds gyoke van, akkor a polinomnak minden egyiitthatdja nulla.

B1zoNvYiTAS. Tegyiik fel, hogy P pontosan n-edfokt, azaz a, # 0 és irjuk fel a P poli-
nomot a (2) gyoktényezbs alakban. Minthogy P-nek n-nél t6bb egymdstdl kiilonbozé
valds gyoke van, ezért P-nek 1étezik olyan A € R gyoke, amelyre A # A\ (k=1,2,--- ,n).
Kovetkezésképpen (2) alapjan

0=P() = an(h = A1) (A= A).

Minthogy A — A\ #0 (k= 1,2,--- ,n), azért a, = 0, s ezzel ellentmonddsra jutottunk.
O

Emlékeztetiink arra, hogy a P és @ fliggvényt akkor tekintjiikk egyenl6nek, ha értel-
mezési tartomanyuk egyenld, tovabbd, ha az értelmezési tartomany barmely x elemére
P(z) = Q(x) teljesiil. Polinomok esetén ez azzal ekvivalens, hogy az egyiitthatdék
egyenlok.

2. Kovetkezmény. Legyen
P(z) :=apt+arz+-+azz”, Q(z):=bo+biz+ - -+bpz™ (z€R)
két valos polinom. Ha P = Q, akkor m = n és

agp =bg, a1 =b1, -+, an = by.

B1zoNYITAS. Tegyiik fel, hogy példdul n < m és tetszbleges = € R esetén legyen a,, 11 :=
Apt2 =+ Ay = 0, tovbba

R(z) :=P(z) — Q(x) = (ap —bo) + (a1 — b1)z + -+ (an —bp)a™ + - + (am — b)) z™.
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Ekkor minden x € R esetén R(z) = 0, s ezért az 1. Kovetkezmény alapjén a; —b; = 0
(]:Ovla 7m)' 0

Az 1. Kovetkezménybél egyszeriien adédik az alabbi

3. Kovetkezmény. A
hi(z) :=2" (z€R, keN)
hatvanyfiiggvények linearisan fliggetlenek.

B1zoNvYiTAs. Tegyiik fel, hogy a hq, h1, - - , h, fliggvények valamely linedris kombinécidja
a zérus polinommal egyenld, azaz minden = € R szamra

Q(x) := coho(z) + c1hi(x) + -+ cphp(z) = co + 1z + - + cpz™ = 0.

Ekkor a R-nak minden eleme az n-edfoku ) polinomnak gyoke, s ezért az 1. Kovetkez-
mény alapjan a ) valamennyi egytitthatéja 0. O

A hg és a hy hatvanyfiiggvényekbdl kiindulva a szammal valé szorzas, az Osszeadds,
kivonas, és szorzas miiveletét véges sokszor alkalmazva minden polinomhoz eljuthatunk.
Nyilvanvald, hogy két polinom Gsszege és szorzata is polinom, tovabba barmely polinom
szamszorosa szintén polinom.

Ismeretes, hogy az osztas altalaban mar kivezet a polinomok koérébdl, az tin. mara-
dékos osztas azonban mindig elvégezhets. Egyszeriien igazolhatd, hogy barmely P és QQ
polinomhoz egyértelmiien létezik olyan S és R polinom, amelyre

P=QS+R, deg(R)<deg(Q)

teljestl. S-et a P-nek @-val valé osztdsandl kapott hanyadosanak, az R polinomot pedig
maradéknak nevezziik. (Lésd a 2. Feladatot.)

Definicié. Legyenek P és Q) valés egyiitthatds polinomok, ahol Q # 6
és jelolje Ag :={ A1, -+ , A\ } a Q gySkeinek a halmazdt. Az

P(x)

Q(z)

S:R\Ag—=R: z— S(z):=

utasitassal értelmezett S fiiggvényt raciondlis (tort-)fiiggvénynek
nevezziik.

A P polinomot S szamliléjanak, Q-t pedig az S nevezdjének nevezziik. A racionilis
fliggvények Osszességét a Q szimbdlummal fogjuk jelolni. Minthogy barmely P € P
polinom felirhaté P/hg alakban, azért P C Q.

Eléfordulhat, hogy a P és (Q polinomnak vannak kozos gyokei. A megfeleld gyOkténye-
z6kkel valé egyszeriisitéssel olyan raciondlis fiiggvényhez jutunk, amelyben a szamldlénak
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és a nevezének mar nincsenek kozos gyokei. O-beli fliggvények vizsgalatanal elegendd
ilyen, tovabb mér nem egyszertiisithet6 raciondlis fiiggvényekre szoritkozni.

Ha P fokszédma kisebb @ fokszamandl, akkor P/Q-t valédi raciondlis fiiggvénynek
nevezzik . Maradékos osztdst alkalmazva nyilvdnvald, hogy tetszéleges P/@Q raciondlis

fliggvény felirhato

P R
gt
R

alakban, ahol S € P és R/Q mér valédi raciondlis fiiggvény. Ez az el6allitds lehet6vé
teszi, hogy bizonyos, racionalis fiiggvényekkel kapcsolatos kérdések vizsgalataban valddi
racionalis fiiggvényekre szoritkozzunk.

1.5. Feladatok

1. Igazoljuk, hogy egy polinom szamszorosa, két polinom Osszege és két polinom szorzata
is polinom.

2. Legyen
P(z):=po+pix+ - +puz", Q@) :=q +qx+- -+ gnz™ (z€R)
két adott polinom, ahol p, # 0, ¢, # 0 és n > m. Legyen tovabba
S(x) =80+ 8512+ -+ 8p_mx" ™ R(x):=ro+rz+ -+ rm12™t (r€R).

a) Igazoljuk, hogy a
P=QS+R, deg(R)<deg(Q)

egyenlOség az egylitthatékra vonatkozé aldbbi egyenletrendszerrel ekvivalens:

Sp—mQqm = Dn
Sn—m—19m + Sn—mQqm—1 = Pn-1
80qm + $1qm—1 + -+ SmQo = Pm

S0Qm—-1+ S1qm—2+ - -+ Sm—190 = Pm—1 + Tm—1
S0q1 + S190 =p1+7n
5040 =po+To

b) Mutassuk meg eldszor, hogy az els6 (n — m + 1) egyenletbdl 4llé rendszer egyér-
telmiien megoldhaté az sp_m, Sn_m—_1,* ,S0 egyutthatékra vonatkozdan. Kzt
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felhasznalva igazoljuk, hogy a maradék egyenletrendszernek is létezik egyértelmi

megoldasa az 7, _1,"m_2, - ,To egylutthatokra vonatkozodan.

3. Igazoljuk, hogy két racionalis fiiggvény Osszege, szorzata, hanyadosa is raciondlis
fliggvény.

4. Abrézoljuk az aldbbi R — R tipusu fiiggvényeket:

a) sign, abs, int.
b) sign o abs, absosign, into abs.
¢)  f(z):=frac(z) (z€R), foabs, f*

d) f(z) == frac (z?) (x €R), g(z):=1/z, h(x):=int(1/z) (zcR*).
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2. Fuggvények hatdrértéke

A matematikai analizis egyik alapvet6 fogalma a hatarérték. Ebben a fejezetben
bevezetjik fliggvények hatarértékének a foglalmat és ismertetjiik a hatarértékkel kap-
csolatos legfontosabb miiveleti szabalyokat.

A definiciék megfogalmazasdban hatarérték-tipusok szerint egységes szemléletre to-
rek sziink. Ezzel 6sszhangban az Gn. végesben vett véges, a végtelenben vett véges, a
végesben vett végtelen, valamint az Gn. egyoldali hatarérték-tipusokra kozos értelmezést
adunk. Megmutatjuk, hogy a bonyolultabbnak tiiné fliggvény-hatarértékek az un. atvite-
li elv segitségével visszavezethetOk sorozatok hatarértékére. Ez lehetové teszi szamunkra,
hogy a sorozatokra vonatkozd, [Al]-ben igazolt tételeket felhasznélhassuk.

2.1. Szdmhalmaz torlédasi pontja

A valds szdmok halmazdt bévitsiik a +00, —0o — az d.n. idedlis — elemekkel. Az
idedlis elemekkel bovitett halmazt R-sal fogjuk jelolni. Emlékeztetiink arra, hogy R-beli
pontok € > 0 indexii kornyezeteit az alabbi médon értelmeztiik: ha a € R, akkor

K (a):={z €R: |z —al <€},
ha pedig a € {400, —00}, akkor
K (+oo)={reR:2>1/e}, K (-0):={recR:z<—1/e}.
Az R-beli szamokat R véges elemeinek is szokds nevezni. A kdrnyezet felhasznélassval

bevezetjik a torlodasi pont fogalmét, amelyet a kovetkezd két definicié valamelyikével
adjuk meg.

Definicié. Akkor mondjuk, hogy az a € R elem (pont) a H C R valés
szamhalmaz torléddsi pontja,

(A) ha az a pont bdrmely kiérnyezete végtelen sok H-beli elemet
tartalmaz, roviden Ve > 0 : K.(a) N H végtelen halmaz.

(B) ha létezik olyan H-beli nem staciondrius pontsorozat, melynek
hatarértéke az a pont.
A H halmaz torléddsi pontjainak halmazdt a H derivalt hal-
mazanak nevezziik és a H' szimbdlummal jeloljiik.
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Megjegyezziik, hogy egy sorozat akkor staciondarius, ha csak véges sok egymastol
kiilonb6z6 tagja van. Az aldbbiakban bebizonyitjuk, hogy a két definicié egymaéssal
ekvivalens.

1. Tétel. A a torléddsi pont két definiciéja egymadssal ekvivalens.

B1zoNYiTAs. ,(A) = (B)” : Megmutatjuk, hogy van olyan H-beli elemekbél 4116 sorozat,
amely a-hoz konvergél. Valéban, minthogy az a barmely kornyezetében végtelen sok H-
beli elem van, ezért minden n € N esetén van olyan x,, € H, amelyre

|z, —al <27, ha a€R,
Ty > 2", ha a= o,

Ty < =27, ha a=-

teljesiil. Kovetkezésképpen lim x, = a.

n—oo
”(B) = (A)” : Legyen (z,,n € N) egy olyan H-beli pontsorozat, melynek hatdrértéke
a. A szamsorozatok konvergencia-definiciéjabdl kovetkezik, hogy az a szdm tetszlleges
kornyezete a sorozatnak majdnem minden elemét tartalmazza. Ez azt jelenti, hogy a
sorozatnak és igy a halmaznak is végtelen sok elemét tartalmazza, azaz allitsunkat bebi-
zonyitottuk. [

Egyszertien igazolhat6, hogy az a € R pont akkor és csak akkor torléddsi pontjaa H C R
halmaznak, ha az a pont minden kornyezete tartalmaz legalabb egy a-tdl kiilonbozé H -beli
pontot. Példdul ha H = (1,2] U {3}, akkor H' = [1,2]. A 3-nak van olyan kérnyezete,
amely nem taratmaz 3-tél kiillonboz6 H-beli pontot, ezért 3 a H halmaz izolalt pontja.

Definici6. A H C R halmaznak azokat a pontjait, amelyek nem
tartoznak H'-hoz, a H halmaz izolalt pontjainak nevezziik.

A torlédasi pont értelmezésébdl kovetkezik, hogy a b € H pont pontosan akkor izolalt
pontja H-nak, ha b-nek van olyan kérnyezete, amely nem tartalmaz b-tél kilonbozé H-beli
elemet. Barmely halmaz izoldlt pontjai — definicié szerint — a halmazhoz tartoznak,
torlédési pontjaira azonban ez &ltaldban nem teljesiil. Példdul a H := {1/n:n € N*} C
R valés szamhalmaz minden eleme a széban forgé halmaznak izolalt pontja. Egyszeriien
belathaté, hogy H-nak a 0 pont az egyetlen torlédasi pontja, amely azonban nem tartozik
a H-hoz.

Véges halmaznak nyilvan nincs torlédasi pontja, végtelen halmaznak viszont mindig
van torlédasi pontja. Ez utébbi allitds a Bolzano—Weierstrass—féle kivalasztési tétel
egyszeri kovetkezménye.

R részhalmazai kozott kitiintetett szerepet jatszanak a zart halmazok.

Definicié. Akkor mondjuk, hogy a H C R halmaz zdrt, ha tartal-
mazza 0sszes véges torlédasi pontjat.
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Nyilvanvald, hogy R-nak minden véges részhalmaza zart, valamint az 1. tétel alapjin
igaz a fenti definicié aldbbi atfogalmazasa.

2. Tétel. A H C R halmaz akkor és csak akkor zart, ha barmely
H elemeibdl alkotott konvergens sorozatnak a hatarértéke is H-hoz
tartozik.

B1zoNYITAS. i) Tegyiik fel eldszor, hogy a H halmaz zart, és tekintsiink egy H-beli
elemekbdl alkotott (z,,n € N) konvergens sorozatot. Ha ez a sorozat staciondrius, azaz
csak véges sok egymadstdl kiilonbozé tagja van, akkor hatarértéke valamelyik tagjaval
egyenld, kovetkezésképpen H-hoz tartozik. Ha a konvergens sorozat nem staciondrius,
akkor definicié szerint hatarértéke a H halmaz torlodasi pontja, ezért H zartsdga miatt
a hatarérték H-nak eleme.

ii) Megforditva, most tegyiik fel, hogy H tartalmazza valamennyi, elemeibél alkotott
konvergens sorozat hatarértékét. Ezek a pontok definicié szerint pont H véges torlédasi
pontjait adjak. [

Megjegyzések
1. A
H:=HUH'

halmazt a H C R szamhalmaz lezdarasanak nevezziik.

2. Legyen H := (a,b) C R egy nyilt intervallum. Az [a,b] intervallum bérmely pontjdnak minden
kornyezete végtelen sok H-beli pontot tartalmaz. Ha ¢ ¢ [a,b], akkor c-nek van olyan kornyezete,

amelyben nincs H-beli pont. Ez azt jelenti, hogy H' = H = [a, b].

3. Ha H = [a,b] zart intervallum, akkor H' = [a,b] C [a,b] miatt a széban forgd intervallum zart
halmaz a most bevezetett definicié értelmében is.

4. Az el6z6 meggondoldshoz hasonléan adédik, hogy minden a € R és € > 0 esetén

Kl(a) =Kc(a)={z€R:|z—a| e}

5. Bdrmely R-beli kérnyezet végtelen sok raciondlis szdmot tartalmaz. Kévetkezésképpen R bérmely
eleme torlédasi pontja a Q halmaznak, azaz Q' = R.

6. A H = R speciélis esetben H' = H = R. Minthogy R minden véges torlédasi pontjat tartalmazza,
azért R zart halmaz.

2.2. Fuggvények hatdrértéke

Ebben a pontban R — R tipustu fiiggvények hatarértékét definidljuk értelmezési tar-
tomanyuk torlédéasi pontjaiban.
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Definicié. Akkor mondjuk, hogy a nem iires H C R halmazon értel-
mezett f: H — R fiiggvénynek az a € H' pontban van hatdrér-
téke, ha Iétezik olyan A € R pont, amelynek barmely K (A) kirnyeze-
téhez létezik az a € H' pontnak olyan Ks(a) kornyezete, hogy minden
x € Ks(a)NH, x # a esetén f(z) € K.(A) teljesiil. Logikai jeloléseket
hasznalva:

(1) 3A€RVe>036>0Ve € (Ks(a)\ {a})NH : f(z) € K (A).

Kénny megmutatni, hogy legfeljebb egy olyan A € R Iétezik, amelyre az (1) feltétel
teljesiil. Indirekt bizonyitast alkalmazva tegyiik fel, hogy léteznek olyan A;, Ay € R,
Ay # Ay elemek, amelyekre fenndll az (1) allitds. Mivel Ay # Ag, ezért létezik olyan
€ > 0 szam, hogy

(2) Ke(Al) N Ke(A2) =0.

Alkalmazzuk az (1) definiciét A helyett A;-re ¢ = 1,2 esetén . Ekkor azt kapjuk, hogy
létezik olyan 0; > 0 szdm, amelyre minden « € Kj,(a) N H, z # a pontban f(x) € K.(A;)
teljesiil. Legyen 6 = min{d1,d2}. Minthogy az a pont a H halmaznak torléddsi pontja,
ezért H-nak van olyan a-tdl kiillonboz6 = pontja, amelyre x € Kj(a) teljesiil. Ebben a
pontban viszont (2) alapjin

f(x) € Kc(Ar),  f(x) € Ke(A2),

azaz az f(x) pont a széban forgd két kornyezetnek egy kozos eleme. Mivel méasrészt (2)
alapjan ezek a kornyezetek diszjunktak, ellentmondésra jutottunk. Ezzel a hatarérték
egyértelmiiségére vonatkozo allitast bebizonyitottuk.

Definicié. Az (1) értelmezésben szerepls A € R elemet az f fiigg-
vény a pontban vett hatdrértékének nevezziik és az alabbi szim-
bolumok valamelyikével jeloljiik:

hglf:Ay xlgr}lf(x):A7 L(l(f):A7 f(x)HAv ha’ r—a.

Az utolsé szimbdlumot gy olvassuk, hogy 7 f(z) tart A-hoz, ha z tart a-hoz”. A
hatarérték értelmezése alapjan nyilvanvald, hogy az f fliggvénynek az a helyen vett
hatdrértéke fiiggetelen attél, hogy a ¢ H vagy a € H, és ebben az utébbi esetben a
hatdrérték fiiggetlen f-nek az a helyen felvett értékétél. Az L,(f) hatarérték tehédt akkor
is 1étezhet, ha f az a helyen nincs értelmezve, vagy ha értelmezve is van a fliggvény egy a
pontban, a ;Eﬁ f(z) hatdrérték nem biztos, hogy éppen f(a)-val egyenld. A definiciébdl

az is lathatd, hogy haaz f: H - R ésag: H — R fiiggvénynek valamely HN Ks(a)\{a}
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halmazra vonatkozo lesziikitései megegyeznek, akkor a két fiiggvénynek egyszerre létezik,
vagy nem létezik az a pontban a hatdrértéke, és — az elsd esetben — L, (f) = La(g).

Az aldbbiakban kiemeljiik és szemléltetjiik az dltalanos definicié néhany fontos specia-
lis esetét. Ha a, A € R, azaz a és A is véges, akkor véges helyen vett véges hatarértékrol
szokds beszélni. Az altalanos értelmezést erre az esetre felirva és a kornyezet definiciéjat
felhasznalva az alabbi, az eredetivel ekvivalens megfogalmazas adédik.

Definicié. Akkor mondjuk, hogy az f : H — R fiiggvénynek az a €
H' C R pontban a A € R szam a hatdrtértéke, ha minden € > 0
szamhoz létezik olyan e-tdl fiigg6 & = d(e) > 0 szam, hogy ha 0 <
|z —al <& ésx e H, akkor |f(x) — A| <e.

A hatérérték a fiiggvény grafikus képét felhasznalva a kovetkezOképpen szemléltethetd

Vegyiink fel egy derékszogli koordindtarendszerben az y = A egyenletli egyenesre
szimmetrikusan egy teszOleges szélességii S ,sdvot”. Ekkor létezik olyan, az x = a
egyenletli egyenesre szimmetrikus T sav, hogy az f fliggvény grafikonjanak T-be es6
{(z, f(x)) : x € HNT} része az (a, f(a)) pont kivételével az S ,sdvba” esik.

AY T
fa) + - — — — — ?
|
A L€ —
te I — S
|
|
58
» > x
2.1. dbra

Az Uin. végtelenben vett hatarértékek kozil az aldbbi esetet szemléltetjiik. Tegyiik
fel, hogy az f : H — R fiiggvény H C R értelmezési tartomanya feliilr6l nem korlatos.
Ekkor +00 a H-nak torlédési pontja, kovetkezésképpen felvethetd, hogy f-nek van-e
hatarértéke a +oo-ben 7 Az altaldnos értelmezést erre az esetre alkalmazva adddik az
aldbbi
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Definicié. Tegyiik fel, hogy a H C R halmaz feliilr6] nem korlétos.
Akkor mondjuk, hogy az f : H — R fiiggvénynek a +oo-ben A € R
a hatarértéke, ha barmely ¢ > 0 szamhoz Iétezik a +oo-nek olyan
Ks5(+00) kérnyezete, hogy ha v € H N Ks(400), akkor f(x) € Kc(A).
A +oo kérnyezeteire mas jelolést hasznalva ez ekvivalens a kovetkezd-
vel:

Ve>03P=P(e) >0Vz € H, x > P : f(z) € K. (A).

Konnyen ellendérizhetd, hogy ebbdl az értelmezésbdl a H = N specidlis estben vissza-
kapjuk a természetes szdmok halmazan értelmezett fiiggvény, azaz a sorozat hatarérté-
kének a definicigjét.

Az Li(f) hatdrértéket a végesben vett véges hatértékhez hasonléan szemléltet-
hetjiik. Vegyiink fel a derékszogii koordinatarendszerben az y = A egyenletli egyenesre
szimmetrikusan egy 2e szélességli savot. Ehhez létezik olyan P szam, hogy a fiiggvény
grafikonjanak az {(z, f(z)) : « € H,x > P} része a fenti sdvba esik.

A

-
SAVa v

\V

|

|

|

o)
2.2. 4dbra

Az alabbiakban csak logikai jeloléseket hasznalva leirjuk kornyezet-definicidk nélkiil a
kiilénb6z6 hatarérték-definicidkat.
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Definicié. Tegyiik fel, hogy a H C R halmaznak az a € R elem
torléddsi pontja, azaz a € H'.

(i) a,A € R, lim f(x) = A (,végesben véges hatdrérték”):
Ve>030=0(e)>0Vze HO< |x—a| <d=|f(zx) — Al <e.

(ii)) a € R, lim f(x) = +oo (,végesben végtelen hatdrérték”):
VR>0 36=6(R)>0 VzeH 0<|r—a|]<d= f(xz)> R.

(iii) a € R, lim f(x) = —oo (,,végesben végtelen hatdrérték”):
Vr<0 30=60(r)>0VeeH 0<|z—a|<d= f(z) <

(iv) A€ R, liIJIrl f(z) = A (,végtelenben véges hatdrérték”):
Ve>0 dP=P(e) >0 Vv € H, > P = |f(r) - Al <e

(v) AeR, lim f(x) = A (,végtelenben véges hatarérték”):
r— —00
Ve>0 dp=p(e) <0 Ve e H, z<p=|f(x)—A|<e.

(vi) lim f(z) = +oo (,végtelenben végtelen hatarérték”):
r——00

VR>0 dp=p(R)<0 Vz€H, z<p= f(z)>R.

(vii) lim f(z) = —oo (,végtelenben végtelen hatdrérték”):

Vr<0 dp=p(R)<0 Yz eH, z<p=f(zx)<r.

(viii) lirf f(x) = 400 (,végtelenben végtelen hatarérték”):
VR>0 3P=P(R)>0 Yz € H, =>P = f(z) > R.

(ix) lirf f(x) = —oo (,végtelenben végtelen hatdrérték”):
Vr<0 3P=P(r)>0 Vee H, z>P = f(z)<r.

A sign fliggvénynek a 0 pontban nincs hatérértéke (14sd az aldbbi példdkban). Véve
azonban ennek a fliggvénynek akdr a (0, +00), akdr a (—oo,0) intervallumra vonatkozé
leszlikitését, olyan fiiggvényeket kapunk, amelyeknek mar van hatarértékiik a O pontban.
Ezt tgy szoktuk szavakban kifejezni, hogy a sign fiiggvénynek a 0 pontban létezik a jobb-
és a baloldali hatarértéke. Ezzel az un. egyoldali hatdrértékkel kapcsolatos az aldbbi
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Definicié. Legyen f : H — R (H C R) egy valds valtozds fiiggvény
és tegyiik fel, hogy az a € R elem a H} := H N (a,+00) halmaz
torlodasi pontja. Akkor mondjuk, hogy az f fiiggvénynek az a helyen
létezik jobboldali hatdrértéke, ha f-nek a H} halmazra vonatkozd
lesziikitésének létezik hatarértéke az a pontban. Az f fliggvény a
helyen vett jobb oldali hatarértékét az alabbi szimbolumok valame-

lyikével jeloljiik:

limf, lim f(z), flat), Lat(f)-

A fenti definiciéban a H; halmazt a H, := H N (—o00,a) halmazzal cserélve fel
megkaphatjuk az a helyen vett baloldali hatarérték értelmezését. Magat a baloldali
hatarértéket a

lir_nﬁ lim f(z), f(a=), La_(f)

szimbdélumok valamelyikével jeloljiik.

Tegyiik fel, hogy az a € R széam a H} és a H, halmaznak is torléddsi pontja.
Egyszertiien belathato, hogy ilyenkor f-nek az a helyen akkor és csak akkor van hatdrértéke,
ha f-nek a-ban létezik a jobb- és baloldali hatdrértéke, és f(a+) = f(a—) = La(f).

Az aldbbiakban megvizsgaljuk néhdny egyszerii fiiggvénynek a hatdrértékét a definicié
alapjan.

1. Példa: Vizsgiljuk az f(z) := ¢ (z € R) konstans fliggvény hatarértékét, ahol
¢ € R rogzitett szam. Konnyen beldthatd, hogy barmely a € R pontban L,(f) = c.
Valéban, mivel ebben az esetben minden z € Ry ponban |f(z) — ¢| = 0, ezért — az (1)
definiciét alapul véve — az ottani feltétel minden € > 0 esetén barmely 6 > 0 vélasztds
mellett fenndll. Hasonléan beldthat6, hogy f hatérértéke c-vel egyenld plusz / minusz
végtelenben is.

2. Példa: A g(z) := z (¢ € R) identikus leképezésnek barmely a € R’ pontban
létezik hatarértéke és L,(g) = a. Valéban tetszéleges € > 0 estén példdul az € = §
valasztds mellett nyilvan

Vo € Ks(a) \ {a} : g(z) =2 € K.(a).

Ez pontosan azt jelenti, hogy L,(g) = a.

3. Példa: A h(z):=1/z (x € R,x # 0) fiiggvényre L (h) = L_oo(h) = 0. Valéban a
+00 helyre szoritkozva vegyiik figyelembe, hogy barmely € > 0 szdm esetén a 0 < 1/z < €
és az x > 1/e egyenlStlenségek egyméssal ekvivalensek. Fz azt jelenti, hogy példdul az
€ = ¢ valasztds mellett minden = € Ks(400) = (1/€,+00) pontban h(z) = 1/z € K(0).
Ezzel megmutattuk, hogy L,.(h) = 0. Az &llitds mdsik része hasonléan igazolhato.
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4. Példa: A sign figgvénynek a 0 helyen nincs hatarértéke. Valéban vegyiik
figyelembe, hogy a széban forgé fiiggvény értékkészlete az R = {+1,—1,0} halmaz.
Az R egyetlen R-hez nem tartozé A eleme sem lehet hatérértéke a sign fiiggvénynek,
hiszen minden ilyen A-nak van olyan kérnyezete, amely egyetlen fiiggvényértéket sem
tartalmaz. Ha viszont A € R, akkor példdul ¢ = 1/2 valasztds esetén barmely § > 0
szamot véve a K;5(0) kornyezetnek mindig van olyan x # 0 pontja, hogy sign (z) ¢ Ke(A).
Ezzel megmutattuk, hogy nincs olyan A € R elem, amely eleget tenne a hatarérték
definiciéjaban megfogalmazott feltételeknek.

Megjegyzések

1. A természettudoményokban és a technikdban gyakran élnek a kovetkezd széhaszndlattal: , f(x)
tetszésszerinti hibdval megkozeliti az A-t, ha z elég kozel van a a-hoz” vagy ,, f(z) kicsit tér el
az A-tél, ha x kicsit tér el a a-tél”, stb. Ezek a matematika nyelvén mind azt jelentik, hogy az f
fliggvényneknek az a pontban A a hatarértéke.

2. Ha A € R, akkor azt szoktuk mondani, hogy f-nek az a helyen véges a hatarértéke. Ha A = 400, —00,
akkor azt mondjuk, hogy f-nek az a helyen vett hatdrértéke nem véges.

2.3. Atviteli elv

Mar a bevezetésben emlitettiik, hogy a fliggvény hatérértéke kapcsolatba hozhaté a
sorozat hatarértékével. Erre vonatkozik az alabbi allitas.

Atviteli elv. Az f+H — R (H CR) fiiggvénynek az a € H' pontban
akkor és csak akkor A € R a hatdrértéke, ha barmely olyan (x,,n € N)
sorozatra, amelyre

(3) zn €H, 2z,#a(neN), lim z,=aq,

n—oo

a fiiggvényértékek (f(x,),n € N) sorozatdnak is van hatdrértéke és

(4) lim f(z,) = A.

n— oo

BI1ZONYITAS. Az egyszeriiség kedvéért csak a véges helyen vett véges hatarérték esetén
bizonyitjuk be az &llitast. A tOobbi eset hasonléan targyalhatd, illetve a kornyezetes
hatarérték-definiciét hasznélva egyszerre is lehetne igazolni a tételt.

Elészor megmutatjuk, hogy ha L,(f) = A, akkor minden, a (3) feltételnek eleget tevd
(2n,n € N) sorozatra (4) teljesiil. Az L,(f) = A definiciéja szerint

(5) Ve>0 30=06(e) >0 Vo e H O0<|z—a|l<d=|f(x)— Al <e.
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Mivel az (,,n € N) sorozat hatérdrtéke a, azért erre a sorozatra — e helyett d-ra —
felirva a sorozat hatarértékének definiciéjat azt kapjuk, hogy

AN=N@)eN Vn>N: |z,—a|l<d.
Kovetkezésképpen (5) alapjan
Vn >N : |f(x,) — A] <e.
Osszefoglalva tehdt azt kaptuk, hogy
Ve>03IN =N(d,e) eN ¥n>N : |f(z,) — 4| <k¢,

s ezzel a bizonyitandé lim, o f(z,) = A &llitdst igazoltuk.

Megforditva, most megmutatjuk, hogy ha minden, a (3) feltételnek eleget tevé soroza-
tra a fiiggvényértékek sorozatanak A € R a hatdrértéke, akkor az f fiiggvénynek az a
helyen van hatarértéke, és az A-val egyenlo. Indirekt médon bizonyitjuk az allitast. A
tétel allitdsaval ellentétben tegyiik fel, hogy L,(f) = A nem teljesiil. Ez részletesen
szolva a kovetkez6t jelenti:

(6) >0 V9>0 3z e H O0<|z—a|<d: |f(z)—A]>e

Ezt az allitast d,, := 1/(n + 1) (n € N) esetén alkalmazva és az ehhez a §-hoz 1étezd (6)
tulajdonsagu elemet x,-nel jeldlve azt kapjuk, hogy

Je>0 VneN Jr, e H 0<|zy,—a|<dp : |flzn) — Al > e

Mivel 0 < |z, —a|] < §, (n € N) és (0,,n € N) zérussorozat, azért lim, . z, = a,
ugyanakkor |f(z,) — A| > € (n € N) miatt az (f(z,),n € N) sorozatnak nem lehet A a
hatérértéke. Ezzel egy olyan (z,,n € N) sorozatot kaptunk, amelyre (3) teljesiil és (4)
nyilvan nem teljesiil, s igy ellentmondasra jutottunk. [J

Az atviteli elv értelmében egy

o f: H — R fiiggvénynek az a € H' pontban a hatdrértéke nem az A € R elem, ha
létezik olyan (z, € H,n € N), (z,, # a,n € N) pontsorozat, hogy lim z, = a, de

lim f(z,) # A, illetve

o f: H — R fiiggvénynek az a € H' pontban nem létezik a hatdrértéke, ha Iéteznek
olyan (z, € Hyn € N), (y, € H,n € N) (z,,yn # a,n € N) pontsorozatok, hogy
lim x, =a, lim y, =a, de lim f(z,)# lim f(y,).

n—oo n—0o0 n—oo n—oo
Megjegyezziik, hogy ezt a tételt szokas a szakirodalomban a fliggvény-hatarérték
Heine-féle definicigjanak is nevezni.
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2.4. Muveletek hatarértékekkel

Az atviteli elv segitségével a sorozatok hatarértékére vonatkozo, korabban megismert
tételeket atfogalmazhatjuk fiiggvény hatarértékekre.

3. Tétel. Legyen H C R és a € R a H halmaz torléddsi pontja.

Tegyiik fel, hogy az f : H — R és a g : H — R fiiggvényeknek az a
pontban van hatéarértéke, és L,(f) = A, L.(g9) = B Ekkor

a) Lao(f+9)=A+B,

b) Lu(fg) =
FooA
c) La(;) =3

feltéve, hogy a jobb oldalon allé miiveleteknek van értelme.
A tétel allitdsdnak jobboldalan all6 miiveletek a ,00 — 00”, ,0 - 00", , 227 esetek
kivételével értelmezettek. Ha az elébb felsorolt esetek valamelyike all el6, akkor a soroza-
tok hatarértékeinek meghatdrozasdnal tanult atalakitasokhoz hasonl6 atalakitasokkal
szamitjuk ki az f + g, f-g és 5 fliggvények hatarértékét az a pontban.

BizoNYITAS. Legyen (z,,,n € N) olyan szdmsorozat, amelyre a (3) feltétel teljesiil. Ekkor
az atvitelei elv alapjan

lim f(z,)=4, lim g(z,)= B.

n—oo n—oo

A sorozatok hatarérékére vonatkozé miiveleti tulajdonsédgokat felhasznalva azt kapjuk,
hogy

Jim (f(zn) + g(zn)) = A+ B,
Jim (f(zn)g(wn)) = AB,

lim f(@n) é

n—oo g(xy) B

Minthogy ezek az egyenléségek barmely, a (3) feltételt kielégité sorozatra fenndllnak,
azért az atviteli elv ismételt alkalmazasdval azt kapjuk, hogy valéban léteznek a L, (f +
9)s La(fg), La(f/g) hatarértékek, és azok a tételben megadott értékekkel egyenldk. Ezzel
az allitast bebizonyitottuk. O

A hatdrérték és a <, illetve < reldcié kapcsolatdra vonatkozik az aldbbi allitas.
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1. Kovetkezmény. Tegyiik fel, hogy az f, g : (a, 3) — R fiiggvények-
nek az a € (a, 3) helyen létezik a hatdrértéke.

i) Ha f(x) = g(z) (2 € (o, 8)), akkor La(f) = La(g)-

ii) Ha Lo(f) < La(g), akkor a-nak van olyan K,(a) kérnyezete,
hogy f(x) < g(z), ha z € K,(a).

B1zoNYITAS. A ii) igazoldsahoz {rjuk fel a hatdrérték definicidjat. Ekkor az € := (L, (g) —
La(f))/2 szamhoz létezik olyan r > 0 szdm, hogy minden x € K,(a) pontban a bi-
zonyitandé

Lo(f)—e< f(x) < Lo(f) + €= La(g) —e < g(z) < La(g) + €

egyenlGtlenség teljestil.

Az i) rész a ii)-bdl indirekt bizonyitdssal egyszeriien kovetkezik. Tegyiik fel ugyanis,
hogy f(z) < g(z) x € (o, B) és Lo(f) > La(g). Ekkor ii) miatt 1étezik olyan r > 0 szdm,
hogy f(z) > g(x), ha x € K,(a) C («, 3), ami ellentmondas, és ezt igy oldhatjuk fel, ha
indirekt allitasunkat visszavonjuk. [

Mivel a jobb- és bal oldali hatérértéket a fiiggvény alkalmasan vett leszilikitésének
hatarértékeként értelmeztiik, azért az atviteli elv és a most igazolt miiveleti szabalyok
— értelemszeri médositasokkal — az egyoldali hatarértékekre is érvényesek.

A monoton sorozatok hatartékére vonatkozd tétel megfelelje érvényes a monoton
fliggvényekre. Az aldbbiakban a monotonitas fogalmat ismételjiik at.

Definicié. Legyen f : H — R a H C R halmazon értelmezett fiigg-
vény. Akkor mondjuk, hogy az f fiiggvény monoton névekedé, ha
barmely

x1,m0 € H, a1 <x9: f(z1) S fag)

teljesiil. Ha a most megfogalmazott feltételben az egyenlGséget nem
engedjiik meg, azaz ha

Vay,x0 € Hy w1 <z @ f(z1) < f(22),
akkor azt mondjuk, hogy az f szigoruan monoton névekedd.

A fenti értelmezésben a fliggvényértékekre vonatkozé egyenlStlenség irdnyat megval-
toztatva eljutunk a monoton fogyé fiiggvény fogalmahoz.
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Definicié. Akkor mondjuk, hogy az f : H — R fiiggvény monoton
fogyo, ha
Vay,x0 € Hy w1 < o @ f(x1) > f(22).

Ha ehelyett
Vay, 29 € Hy 21 < 29 @ f(x1) > f(22),
akkor az f fiiggvényt szigordan monoton fogyonak nevezziik.

A monoton névé és monoton fogyd fiiggvényeket — kozos elnevezést hasznalva —
monoton fiiggvényeknek nevezziik.

Az egyenlétlenségre vonatkozé elemi tulajdonsagokbdl kévetkezik, hogy minden n €
N* szamra 0 < x1 < x2 esetén a2 < xj teljesil. Ez — a most bevezetett fogalmat
hasznalva — azt jelenti, hogy az

f@)=a" (2 >0)

fliggvények minden n € N* kitevé esetén szigordan monoton novekedék.
Monoton fiiggvények egyoldali hatarértékeinek létezésére vonatkozik az alabbi allitas.
4. Tétel. Legyen f : H — R monoton fiiggvény és tegyiik fel, hogy

az a € [—00,4+00) pont a H N (a,+00) halmaznak torlédési pontja.
Ekkor f-nek létezik a jobb oldali hatarértéke és

fla+) =inf{f(z) : x € H,x > a},
ha f monoton novekedd, illetve

fla+) =sup{f(z) :z € H,x > a},
ha f monoton fogyd.

Bi1zONYITAS. Az &allitdsnak csak a monoton novekedd fiiggvényekre vonatkozé részét
igazoljuk. A masik fele hasonléan lathaté be.

Legyen A := inf{f(z) : « € H,z > a}. Az als6 hatdr értelmezése alapjan egyrészt
minden z € H, x > a esetén f(x) > A, masrészt

Ve>0 (A+e>A) Iz € H, z1>a: flx1)>M.
Mivel f monoton novekedd, ezért a fentiek alapjan

A—e<AS fla)<A+e (a<z<ai).
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Ezzel belattuk, hogy A barmely e sugari kornyezetéhez van olyan § > 0 szdm a-nak
olyan § > 0 szdm (0 := x1 — a), hogy minden = € (a,a + 0) pontban f(x) € K.(A)
teljesiil. Ezzel az allitast bebizonyitottuk. [J

A most igazolt tételbdl — a bal- és jobboldali hatarérték szerepét felcserélve — adodik
a kovetkezd

5. Tétel. Legyen f : H — R monoton fiiggvény és tegyiik fel, hogy
az a € (—o0,+o0] pont a H N (—o0,a) halmaznak torléddsi pontja.
Ekkor f-nek létezik a baloldali hatarértéke és

fla=) =sup{f(z) :z € H,x < a},
ha f monoton névekedd,

fla—) =inf{f(z):z € H,x < a},
ha f monoton fogyo.

Ez a tétel az el6z6hoz hasonléan igazolhatd.

2.5. Nevezetes hatarértékek

Ebben a pontban megvizsgdlunk néhany fiiggvényosztilyt hatarérték szempontjabol.
Polinomokkal, racionélis fiiggvényekkel, valamint trigonometrikus és exponencialis fligg-
vényekkel foglalkozunk. Ezzel 6sszhangban R — R tipusi fiiggvényeknek valamely o € R
helyen vett hatarértékének, illetve az egyoldali hatarérték létezésének kérdésével foglalko-
zunk.

2.5.1. Polinomok hatarértéke

El6szor véges helyen vett hatarartékeket vizsgalunk. Legyenek ag,aq,--- ,a, adott
valés szamok. Megmutatjuk, hogy a

P(z):=ao+ a1z +---+apz" (v €R)
polinomnak minden o € R helyen létezik hatarértéke és az P(«)-val egyenlé:
L.(P) = P(a).

Valéban, az el6z6 pont 1. és 2. példija szerint a konstans fiiggvénynek és az identikus
leképezésnek létezik hatdrértéke az a helyen és az az « helyen felvett fiiggvényértékkel
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egyenls. A szorzatfiiggvény hatérértékére vonatkozé dllitasbol kovetkezik, hogy az
fe(x) = ape® (z€R, kE=0,1,---,n)

fiiggvényeknek 1étezik az o helyen hatérértéke és az fi(«)-val egyenld. Végiil az Osszeg-

fiiggvény hatérértékére vonatkozo éllitas alapjan

Lo(P) =) La(fi) = Y _ ara® = P(a).

k=0 k=0

A végtelen helyen vett hatarérték kérdésére a kovetkezd pontban visszatériink.

2.5.2. Racionalis fliggvények hatarértéke

Legyen P és @ polinom, ahol @ nem a zérus polinom. Jeldlje A a @ zérushelyei-
nek halmazat. A hanyadosfiiggvény hatarértékére vonatkozé &llitas alapjan minden, a Q
zérushelyeit8l kiilonbéz8 o € R helyen P/Q-nak létezik hatdrértéke és

P P(a)
Lo(=) === (aé¢A).
a(Q) Q(Oé) ( §é )
Ha o a @) polinomnak zérushelye, akkor — figyelembe véve a @) gyoktényezés fel-

bontéasat — a széban forgd polinom felirhato
Qlz)=(r—a)'S(x) (zeR)

alakban, ahol r € N* és az S polinom nem tiinik el az a helyen. A P/Q raciondlis

fliggvényre tehat @ )
Pz 1 P(z
Q@) @-ar S RN

teljesiil. Mivel a P/S fiiggvénynek létezik hatdrértéke az « helyen, azért elegendd az

(z € R\ {a})

ronl®) = oy
fliggvény hatarértékét vizsgalni. Egyszertien — példaul az atviteli elv alapjan — igazol-
haté, hogy
La(ra7n) = 400 (n = 2k, ke N*)

Pératlan n esetén nem létezik a szoban forgd valds fiiggvény hatarértéke, ugyanis ugyan-
csak az atviteli elv alkalmazasaval adédik, hogy a jobb- és baloldali hatarérték kiilonbozik,
és

La+(ra7n> = +o0 (TL: 2]{“{‘1,](; GN*),

Lo_(ron) =—00 (n=2k+1,keN").
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A végtelenben vett hatarérték vizsgdlatahoz célszerii el6szor a
hn(z) :=2" (x€R, ne€Z)
hatvanyfiiggvényekkel foglalkozni. Ha n < 0, akkor a h, fiiggvénynek a +o0, —oco
helyeken a hatartéke 0. Ha n = 0, akkor az emlitett helyeken 1 a hatarérték. Attérve az
n € N* esetek vizsgalatara konnyen igazolhato, hogy

Lioo(hn) = +o0, L_co(hn) = (=1)"(+00).

Az altalanos eset vizsgdlatdhoz irjuk fel a racionélis fliggvényt

P(r)  apaz"+---+axtag gn—m On 4+ +ar/z" 4 ag/z"
Q(z)  bpx™m 4+ biz+by by, + -+ by /™1 + by /™
=a"""R(z) (xeR\(AU{0}))

alakban, ahol b, # 0. A h,, hatvinyfiiggvények hatarértékére vonatkozd, el6bb emlitett
allitasok alapjan nyilvdnvald, hogy az R raciondlis fiiggvénynek minden nem véges helyen
létezik hatdrértéke és az a,, /b,,-mel egyenld. Ezt és a h,,_,,, hatértékére vonatkozo allitast
felhasznalva megkaphatjuk a raciondlis fiiggvény hatarértékét:

0, ha n <m,
P an _
im ngg = lir_'I_l 2" T"R(xz) =< ba’ ha n=m,
xr——+00 €T r——+00
sign(é‘") - 00, ha n>m.

2.5.3. Gyokfliggvények hatdrértéke

A porzitiv egész kitevji gyokfiggvényt a kdvetkezOképpen értelmezziik:

Definicid. A paros kitevgjii gyokfiiggvény értelmezési tartomanya
a nemnegativ valos szamok halmaza, hozzarendelési utasitasa:

R/ [0,400) — [0,00) z—y, melyre y** =z (x=0keN*).

A pdratlan kitevdjii gyokfiiggvény értelmezési tartomanya a v
valos szamok halmaza, hozzarendelési utasitdsa:

YRR z—y, melyre y**Tl=2 (zeR keN).
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A gyokfiiggvények értékkészletét a 3. fejezetben fogjuk megindokolni. Mivel a 2"+Y/x
(z € R) fiiggvény péaratlan, ezért elegendd a hatarértékeket a pozitiv félegyenesen vizs-
galni, mert ebbdl mar kovetkezik a megfeleld allitds a negativ félegyenesre is. Legyen
a € (0,00) tetszOleges pozitiv valds szam, és (zn,n € N) (z, # o, 2, > 0,n € N) egy
hozza konvergdld tetszoleges szamsorozat. Ekkor minden m € N* esetén

|z, — af 1
am—1 ‘x”

0<|%/x, — Va|l=
! Vw4 Ve a4 4 aml

70‘|7

és ebbdl a rendér-elvet alkalmazva kapjuk, hogy lim #/x, = %/a, és ezzel az tviteli
n—oo
elv alapjan beldttuk, hogy lim /2 = %/a (a > 0). Az o = 0 pontban csak jobboldali
r—«
hatarértéket vizsgalunk. Belatjuk, hogy

Ve>0 36=0(e) >0 Vo eR 0<z—-0<d = |[Wz— V0| <e (meN).

Vegytlik észre, hogy § := €™ valasztasa esetén teljesiil a fenti allitdas. Figyelembe véve
a paritast belattuk, hogy a gyokfiiggvény hatarértéke értelmezési tartomanyanak minden
pontjaban megegyezik a helyettesitési értékkel.

A plusz végtelenben a gyokfiiggvény hatdrértéke plusz végtelen tetszéleges gyokkitevs
esetén, ugyanis a

VR>0 3P=P(R)>0 Yo €R", 2>P = /r>R (mecN¥)

definicié teljestil P := R™ vélasztas esetén. Figyelembe véve a paritast megallapithatjuk,
hogy pdratlan gyokkitevs esetén a a gyokfiiggvény hatarértéke minusz végtelenben minusz
végtelen.

2.5.4. Trigonometrikus fliggvények hatdrértéke

A trigonometrikus fliggvények (sinus, cosinus, tangens, cotangens) definicidja és tulaj-
donségai jol ismertek (ldsd []), ezért hosszadalmassdguk miatt ennek preciz bevezetésétél
eltekintlink, de az alabbiakban Osszefoglaljuk f6bb tulajdonsiagaikat.

a) Dsin - Dcos = R7 Rsin = Rcos = [_17+1]7

Dtg :R\{% +k'71', ]f S Z}, Dctg :R\{kﬂ', k S Z}, Rtg = Rctg = RR.

b) tg x = S1L (g € Dy,), ctg z = L (3 € Deyy),

¢) A sin fuggvény
szigordan né a [—75 + 2km, § + 2kn],
szigordan csokken a [ + 2k, 3T + 2k (k € Z) intervallumokon ;
A cos figgvény
szigortan né a [—7 + 2km, 0 + 2kn],
szigorian csokken a [0 + 2k7, m + 2kn] (k € Z) intervallumokon ;
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A tg fiiggvény szigortan né a (=5 + km, T + k) (k € Z) intervallumokon ;
A ctg fliggvény szigorian csokken a (0 + km, 7 + km) (k € Z) intervallumokon ;

d) Mindegyik fliggvény periodikus,
o a sin, és a cos fliggvény foperiddusa 2m:
sin(z) = sin(x + 27), cos(z) = cos(x + 27) (x € R);
o a tg, és a ctg figgvény fGperiddusa 7:
tg(z) =tg(z+m) (x € Dyy), ctg(z) =ctg(x +7) ( € Derg);

e) Mindegyik fiiggvény rendelkezik szimmetriatulajdonsdggal, azaz
o a sin fliggvény pératlan: sin(—z) = —sin(x), (z € R);
o a cos fliggvény pdros: cos(—z) = cos(z), (z € R);
o a tg fliggvény pératlan: tg(—z) = —tg(z) (x € Dig);
o a ctg fiiggvény paratlan: ctg(—xz) = —ctg(z) (@ € Dgtg);

f) Mindegyik fiiggvénynek van zérushelye:
osin(z) =0, ha x = kr (k € Z);
ocos(x) =0, hax =7+ knr (k€ Z);
o tg(x) =0, haz =kr (k € Z);
octg(z) =0, haz =7 +kn (keZ),

A fiiggvények grafikus képeit mutatjék a 2.3., 2.4. abrak.

y
L/\ s
si ] /2 \\/ 21

2.3. abra
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2.4. 4dbra

Egyszerlien igazolhatd, hogy periodikus fliggvénynek nem létezik hatarértéke a +oo
helyeken, ezért egyik trigonometrikus fiiggvénynek sem létezik hatarértéke a plusz/minusz
végtelenben. Az f(x) = sinx esetén példdul legyen

(#, :=2nm,n €N), é (y,:=F +2nm,neN)

két +oo-be tarté szdmsorozat ( lirf Ty = lir_{l Yn = +00). A fliggvényértékek soro-
n—-—+oo n—-—+oo

zata ekkor két kiilonb6z6 konstans-sorozat, (f(z,) = 0,n € N), (f(yn) = 1,n € N), ezért
nyilvan hatarértékeik kiilonboznek, {gy az atviteli elv értelmében valéban nem létezik a
hatarértéke a sinus fliggvénynek a +oo-ben.

Avéges helyen vett hatarértékekkel foglalkozik a

6. Tétel. A sinus és cosinus fiiggvényeknek minden pontban mege-
gyezik a hatdrértéke a helyettesitési értékkel, azaz

lim sinx =sine, lim cosxz =cosa (a € R).
r—« r—«

B1zONYITAS. Elészor az o = 0 pontra, és a sinus fiiggvényre 14tjuk be az allitdst, azaz
logikai jelolésekkel irva, igazoljuk, hogy
(7) Ve>0 30=06(e) >0 Ve eR 0< |z —0|<d = |[sinz—sinl| <e.
Mivel minden z € R esetén igaz a |sinz| < |z| egyenlStlenség, ezért a § := e valasztds
esetén (7) teljesiil.

Most megmutatjuk, hogy az a = 0 pontban a cosinus figgvény is rendelkezik ezzel a
teulajdonséggal, azaz

(8) Ve>0 306=0(e) >0 Ve eR 0< || < = |cosx —cosO| < e.
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Feltessziik, hogy 0 < 7, azaz x € (=7, 5 ). Ekkor alkalmazhatjuk az aldbbi becslést:

cosx — 1| = [cos*z — 1] = sin” <sin®z < |zf?
[1+cosz| |1+ cosz] '

jus

Léthaté, hogy a ¢ := min(%, /¢) vélasztds esetén (8) teljesiil.

Az addiciés tételek, az atviteli elv és a sorozatok hatarértékére vonatkozé miive-
leti tulajdonsigok alkalmazasival tetszbleges pontban meghatarozhatjuk a hatarérté-
keket. Legyen ugyanis o € R tetszOleges, és (x,,,n € N) a-hoz konvergdld tetszéleges
szamsorozat ( lin;O xn, = a). Ekkor a h, := 2, —a (n € N) szdmsorozat nulldhoz kon-

n—

vergdl, és ezért

sinx,, = sin(« + hy,) = sina - cos h,, + cosa - sin h,, —
—gina-14+sina-0=sina (n— o0),
cos x, = cos(a+ h,) = cosa - cosh, —sina - sin h,, —

—cosa-1l—sina-0=cosa (n— o),

amivel allitdsunkat az atviteli elv ismételt alkalmazasaval belattuk. O]

A tangens és a cotangens fliggvény hatarértékeivel foglalkozik a

7. Tétel. A tangens és cotangens fiiggvények hatdrértéke értelmezési
tartomanyuk minden pontjaban megegyezik a a helyettesitési értékkel,

azaz
lim tg x = tg « (OLER\{g—FkTF,kEZ}),
lim ctg x = ctga (o€ R\ {kn, k€ Z}),
tovabba

lim tgz = —o0, lim tgz = +o0 (ae{%—i—lm,keZ})7

TrT—a+ rT—a—

lim ctgx =400, lim ctgax=—-oc0 (a€ {kmkeZ}).

T—a+ T—o—

B1ZoNYiTAs. Mivel tg # = 3L (3 € R\ {F + km,k € Z}), és ctg & = <=L (g ¢
R\ {km, k € Z}), ezért a miiveleti tulajdonsigok, és a 6. tétetl alapjin az allitds elsé fele

azonnal adodik.
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Az §llitds mésodik felének igazoldsahoz vegyiik észre, hogy

lim  sinz =1, lim sine =-1 (k€Z),
x—>%+2kﬂ' I*)%#»(Zkﬁ*l)ﬂ'
lim  cosx = 0—, lim cosx =0+ (ke€Z),
T— G +2km+ z— 5+ (2k+1) 7+
lim  cosz = 0+, lim cost=0— (keZ),
z— 5 +2km— z—= 54+ (2k+1)7—
lim cosz =1, lim cosz=-1 (ke€Z),
r—2km z—(2k+1)7
lim sinz = 0+, lim sine=0— (ke€Z),
r—2km+ z— S+ (2k+1)7+
lim sinz =0-, lim cosz=0+ (keZ),
r—2kT— rz—(2k+1)m—

ahol lim f(x) = 0+ azt jelenti, hogy f a pozitiv illetve negativ szdmokon keresztiil tart a
r—«

nullaba. Ezeket a hatarértékeket Gsszevetve a miveleti tulajdonsiagokkal a tétel masodik
fele is adodik. O

2.5.5. A S cRr\jo)) fliggvény hatarértéke

X

Vezessk be az f(z) := 22 (z € R\ {0}) jelolést! A 2.2. pont 2. példdja, és a 6.
tétel alapjan az f fliggvény hatdrértéke értelmezési tartomanyanak minden pontjdban
megegyezik a helyettesitési értékkel.

Mivel egy nulldhoz konvergald szamsorozat és egy korlatos szamsorozat szorzata nulla-
hoz konvergal, és a sinus fliggvény korldtos, ezért az atviteli elv alapjan az f fiiggvénynek
nulla a hatarértéke a plusz illetve minusz végtelenben.

Mar csak az a kérdés, hogy a fiiggvényiinknek a nulla pontban létezik-e a hatarértéke.
Mivel a kérdéses hatarérték ”%” alaki hatarozatlansagi eset, ezért ezt nem tudjuk a
miiveleti tulajdonsagok alapjan leolvasni.

Tekintsiik az egység sugart kort és egy x € (0, §) kozépponti szoget (2.5. Abra).

skt koR Rk B 4 b skl koo okl ok Rk ok ook

Ekkor az abrarél konnyen leolvashaté, hogy fenndllnak az aldabbi egyenlGtlenségek:
OAM héaromszog teriilete< OAM korcikk teriilete < OAT hiromszog teriilete. Beirva

a teriiletek értékeit, a

sinx = tgux s
<—-—<—, ha 0<z< <
9 S g MUSTSG

egyenl6tlenséghez jutunk. Az egyenlStlenségeket megszorozva az ezen az intervallumon
pozitiv —2— fiiggvénnyel kapjuk:

sin

1
1< 2 <

T
- , ha O0<z< —,
sinx CcOs T 2
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ahonnan kovetkezik, hogy

sin T
cosr < —— < 1, ha ()<ac<§.
x

Mivel mindhdrom fliggvény (cosinus, f, konstans) paros, ezért az utolsé egyenlétlenség
teljesiil a (—7,0) intervallumon is.

Most vizsgaljuk meg f hatarértékét a nulla pontban az atviteli elv segitségével. Legyen
xn (n € N), (z, # 0,n € N) egy tetszSleges nulldhoz konvergdls szdmsorozat! Ekkor
a sorozatokra vonatkoz6 konvergencia-definicié alapjan létezik egy N € N kiiszobszam,
hogy —% <z, < 5, han > N. Ekkor viszont

sinx
Cos Ty < <1, ha n>N
n
is teljestil. Mivel lim cosz, = cosO = 1, ezért a renddr-elv alkalmazasival a
n—oo
lim %= = 1 hatarérték adédik, ami az dtviteli elv alapjin a lir% f(z) = 1 figg-
n— 00 n r—

vényhatarértéket eredményezi. Eredményeinket Osszefoglalja a

8. Tétel. Az x — S22 fijggvény hatdrértéke értelmezési tartomdnys-
nak minden pontjaban megegyezik a a helyettesitési értékkel, azaz

sinx sin o

li = R\ {0
e
tovabbé _ .
lm 22 — 1 lim 2 E .
x—0 X r—+oo I

2.5.6. Exponencidlis fliggvény hatarértéke

Ebben a pontban definialjuk a valés exponencidlis fiiggvényt, igazoljuk az exponen-
cialis figgvény fliggvényegyenletét, és megvizsgaljuk hatarértékét.

Mint ismeretes, a™ (n € N* a > 0) alatt értjiik azt a pozitiv valés szdmot, amelyet dgy
kapunk, hogy a-t n-szer ésszeszorozzuk énmagaval, azaz a™ :=a-...-a, és a’ := 1. Ha
r= % (p,q € N*), akkor a” := ¥aP, a™" := 1//aP definici6 szerint. A kozépiskoldban
eddig jutunk el az exponencidlis fliggvény definiciéjaban, ugyanis a valds exponencidlis
fliggvény pontos definiciéjdhoz sziikség van az analizis eszkoztarara.

Felmeriil a kérdés, hogy mit értiink egy szam irraciondlis kitevos hatvanyan. Példdul
mivel egyenl6 a av? (a >0)7 A V/2-t tudjuk raciondlis szdmok sorozatdval kozeliteni.
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Példaul az (z, := 107" - [\/i 10"],n € N), és az (y, = ([ﬁ 10" +1)-107",n € N)
raciondlis szamokbdl 4116 szamsorozattal alulrél, illetve feliilr8l kozelit /2-hoz, azaz
x0:1<\@<2:y0,
r=1,4<v2<1,5=uy,
zp = 1,41 <V2 < 1,42 = 5,

Ty <V2 < Y,

és limy,— 4 oo T = lim, ooy = V2. Ha a > 1, akkor feltételezve az exponencidlis
fliggvény monotonitasdt — amit kés6bb bebizonyitunk — kapjuk, hogy

a* < aV? < g’ (n €N).

Az (a®,n € N) sorozat monoton né és korlatos, az (a¥~,n € N) sorozat pedig mono-
ton csokken és szintén korlatos, tehdat mindkét sorozat konvergens. Ha a két sorozat
hatarértéke megegyezik, akkor ez pontosan a¥2-vel kell, hogy egyenlé legyen. Ezt a gon-
dolatmenetet terjesztjiik ki az a szam tetszoleges valds kitevdji hatvanyanak bevezetése-
kor.

Definicié. Minden a > 0 pozitiv valés szam, és x € R valés szam
esetén

(9) a® = lim a™,

n—oo
ahol (rp,n € N) tetszbleges x-hez konvergdlé raciondlis szdmsorozat,
azaz lim r, =z (r, € Q,n € N*).

n—oo

Ez a definicié sok kérdést vet fel. Az sem egyértelmii példdul, hogy a (9)-ben definidlt
sorozat konvergens. A definici6 ”josagat” igazolja a

9. Tétel. Legyen z € R tetszbleges valds szam.

(i) Tetszbleges (ry,n € N*) x-hez konvergdl6 szdmsorozat esetén a
(9) definiciéban szereplé (a™,n € N) sorozat konvergens.

(ii) (9)-ben a* értéke fiiggetlen az (r,,,n € N*) sorozat vdlasztdsdtdl.

(iii) Ha x € Q raciondlis szam, akkor (9) visszaadja az eredeti
definicict.

BizonyiTAs. Ad (i). A Cauchy-féle konvergencia-kritérium segitségével igazoljuk az
allitast. Az r, sorozat konvergens, ezért korlatos, azaz léteznek k, K € Q raciondlis
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szamok, hogy k < r,, £ K teljesii]l minden n € N esetén. A gyokfluggvény és a pozitiv
egész kitev6jli hatvanyfiiggvény monotonotasabdl pedig kovetkezik, hogy

ab < a'm

IAVARVAN
v

a®, haa
a*>a™ >2a¥ haa<1,

azaz minden a € R esetén léteznek k, K € Rt pozitiv valés szdmok, hogy k < a™ <
K minden n € N esetén. Ezeket a tulajdonsigokat és a raciondlis kitevl esetén a
hatvanyozéas azonosségait kihasznalva azt kapjuk, hogy

(10) |a7'n _ arml — |a7-m| . |a7'n—7'm _ 1‘ g F ‘arn_"'m B 1|

feltéve, hogy ry, < ry,. (Ellenkezd esetben r,,-et emeltiink volna ki.) Mivel az (r,,n € N)
sorozat konvergens, ezért Cauchy-sorozat, azaz

(11) Ve>0 IN=N() €N, ha n,m> N, akkor |r, —r,|<Ee

Vilasszuk et L-nek (¢ € N*). Mivel lim /a = 1, ezért tetszbleges € esetén létezik olyan
¢ {— 00

¢y € N* index, hogy | ¥/a — 1| < —. Legyen N az € := %—hoz tartozé kiiszobszam

(9)-ben. Eredményeinket Gsszevetve (11)-gyel azt kapjuk, hogy
Ve>0 IN =N(e) €N, ha n,m >N, akkor |a"™ —a"™| <k,

figyelembe véve, hogy r,, < r,, azaz beldttuk, hogy (a"™,n € N) Cauchy-sorozat, amibé&l
kovetkezik, hogy konvergens.

Ad (ii). Ezt az allitast indirekt mdédon bizonyitjuk. Tegyiik fel, hogy létezik két
sorozat ((r),,n € N), (r/,n € N)), melyek z-hez konvergdlnak , de a (9)-ben szerepld
hatarértékeik kiilonboznek, azaz

N . 71
(12) lim v, = lim v/ =2, lim a"™ # lim a"".
n—oo n—oo n—oo n—oo
A két sorozat fésiis egyesitése (r,,n € N) (rop = 74, rop+1 = ry, k € N) szintén
Y ) k> + k>

x-hez konvergdl. Az (i) llitds miatt az (a™,n € N) sorozat konvergens, viszont (12)-
bol pedig az kovetkezik, hogy a széban forgd sorozat divergens, mert van két kiillonbozé
hatarértékhez konvergald részsorozata. Fzzel ellentmondésra jutottunk, azaz allitasunkat
bebizonyitottuk.

Ad (iii). Legyen z := r € Q. (ii) szerint tetszOleges racionalis szdmokbol &ll6 z-
hez konvergdlé sorozatot véve a”® definicija egyértelmii. Legyen (r, := r,n € n €

N) raciondlis konstans-sorozat. Ekkor az (a™,n € N) sorozat is konstans-sorozat, és
hatarértéke a”, azaz belattuk, hogy az in. permanencia-elv teljesiil. [J
A (9) alatti definiciéval tehdt minden valds szdm esetén értelmeztiik a a®-et. Az

exp,(x) :=a” (z €R)
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utasitdssal értelmezett exp, : (—00,00) — (0, 00) fiiggvényt a alapi exponencialis fiigg-
vénynek nevezziik. Az exponenciilis fliggvény értékkészletének igazolasara a kovetkezd
fejezetben visszatériink, de a definiciébdl azonnal latszik, hogy a® nemnegativ minden
valés = esetén, mert minden r € Q és a > 0 esetén a” > 0. A fiiggvény grafikonjat a 2.6.
abran szemléltetjiik.

A y a>1

a=1

> X

2.6. abra

Az exponencidlis fliggvény ismert tulajdonsagait csak raciondlis kitevo esetén igazoljuk
kozépiskoldban, ezen ismereteket felhasznélva a valds szamok esetén igazoljuk a megfeleld
tulajdonsagokat a tételben.

10. Tétel.
(i) Az exp, fliggvény szigorian monoton né, ha a > 1, szigorian
monoton csokken, ha 0 < a < 1, és konstans, ha a = 1.
.. e oqe _ 1
(i) a**¥ =a"-a¥ (x,y € R), azaz specidlisan a* = = (r € R)
(iii) (a®)” = a™, (2,y € R)

BizoNYITAS. Ad (i). a = 1 esetén az &llités egyértelmi, a > 1 esetén igazoljuk az allit4st,
a 0 < a < 1 eset bizonyitasa hasonldéan torténik, ezt az olvasora bizzuk. Tegyiik fel, hogy
a > 1, és legyenek x1 < x5 tetszoleges valds szamok. Mivel minden intervallum tartalmaz
végtelen sok raciondlis szamot, ezért talalunk rq, 7o raciondlis szamokat, melyekre r; <
r1 < ry < xg teljesiil. Tekintstiink két raciondlis szamokbdl all6 x;-hez illetve xo-hoz
konvergal6 szamsorozatot, azaz

/ 1

. / . "
nh_)n;orn = nllngorn =z (r,r, €Q,neN).

A szamsorozatok konvergencia-definicidja alapjén 1étezik olyan N € N kiisz6bindex, hogy
ha n > N, akkor
rho<ry <mrg <71l
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Mivel racionalis kitevd esetén az exponencialis fiiggvény monotonitisa ismert, ezért ha
n > N, akkor
’ "
a’ <at <a?<an

egyenlétlenség. Alkakmazva a hatdrérték monotonitasira vonatkozo tételt (sorozatokra
vonatkozé tétel), és véve a n — oo hatdrdtmenetet kapjuk, hogy

a® < a" <a™ < a™
azaz definicié szerint belattuk, hogy az exponencialis fliggvény szigoriian momnoton né,
haa > 1.

Ad (ii). Legyenek 7/,, I/ (n € N) a-hez illetve y-hoz konvergdld, raciondlis szdmokbdl
allé szamsorozatok. FEkkor a szamsorozatok hatarértékére vonatkozé miiveleti tulaj-
donsdgok alapjan lim (r), + r])) = z 4+ y. Kihaszndlva, hogy (ii) érvényes racionélis

n—oo
kitev8k esetén, és alkalmazva a (9) alatti definiciét kapjuk, hogy
a®t¥ = lim a’»"" = lim a’na’" = (lim o’*)( lim a’") = a®a?,
n—oo n—oo n—oo n—oo
amivel allitdsunkat belattuk.

Ad (iii). Legyenek r/, r!
vergalé szdmsorozatok, mint (ii)-ben. Becsiiljik az [(a®)Y — a®¥
szogegyenl6tlenség alkalmazdasaval kapjuk, hogy

(n € N) raciondlis szamokbdl 4ll6 z-hez illetve y-hoz kon-
értéket! A harom-

(@)Y = a™] = |(a®) = (a*)"" + (a%)"" = (@) + (a7)"" — Y] <

< [(a")Y = (@)% | + (@)% — (a™ )] + (@)% — "],

Mivel lim 7/ = y, ezért (9) alapjan lim (a®)™ = (a®)¥, azaz létezik egy Ny € N
n—oo

n— oo
kiiszobindex, hogy |(a®)Y — (a®)™| < 5, han> Nj.

Mésrészt, mivel (//,n € N) racionalis szamsorozat, ezért "= (t > 0) minden n € N
esetén egy t4 (p,q € Z\ {0}) alaku fiiggvény, amirdl az atviteli elv alkalmazédsival be
lehet 1atni, hogy értelmezési tartomanyanak minden pontjaban megegyezik hatarértréke a
helyettesitési értékével, mivel a hatvanyfiiggvény és a gyokfiiggvény is rendelkezik ezekkel
a tulajdonsdgokkal. Azaz minden n € N szdm esetén, mivel (9) alapjdn mlgnoo arm = a®,
ezért n}i_r)rloo(ar:n)rg = (a®)™, és létezik egy Ny = Ny(n,e) € N kiiszob, hogy |(a®)" —

(am)™| < £, ham > No.

» . . 7. P ’ ’ " ! 1" ,
Harmadrészt, mivel 7, r/’ (n € N) raciondlis szdmok, ezért (a"m)™ = a"™m"™, és
. . 7 (e . / " re .
mivel lim v, ) = xy, ezért (9) alapjan lim (a")"™» = a"¥, azaz létezik olyan
n,m—0o0 T,Mm—00

N3 = N3(e€) € N kiiszdbszam, hogy |(a™ )™ — a®¥| < 5, han,m > Ns.

Azt kaptuk, hogy tetszélegesen kicsi € > 0 szdm, és alkalmasan valasztott n,m € N
esetén (n > max N1, N3, m > max Na(n, €), N3) |(a®)¥ —a™| < €, azaz mivel |(a®)¥ —a™¥|
konstans, ez csak gy teljesiilhet, ha ez a konstans nulla, és ezzel belattuk (iii)-t. O
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Megejegyezziik, hogy (ii)-t szokds az exponencidlis fiiggvény fiiggvényegyenle-
tének is nevezni. Az exponencidlis fliggvény végtelenben vett hatdrétékeire a 3. fe-
jezetben visszatériink, a véges helyen vett hatarértékrol szol a

11. Tétel. Az exponencidlis fiiggvény hatdrértéke értelmezési tar-
tomdnyanak minden pontjaban megegyezik a helyettesitési értékkel,

azaz
lim a® =a® (a>0,a €R),
r—o
tovabba
lim a® =400, lim a*=0 (a>1),
r——+00 T——00
lim «® =0, lim a®* =400 (0<a<1),
r——+00 xrT——00
lim o® =1, lim «*=1 (a=1).
T—-+00 T— —00

Bi1zoNYITAS. Ha a = 1, akkor az exponencislis fiiggvény egy konstans fiiggvény, azaz a
2.2. pont 1. példaja alapjan a tétel dllitasa teljesiil.

Eloszor véges helyen vizsgaljuk a hatarértéket. Haa > 0, a # 1, akkor el6szor belatjuk,
hogy az allitas teljesiil az a« = 0 pontban. Az atviteli elv segitségével bizonyitunk. Legyen
(zn,n € N) egy nulldhoz konvergél6 széamsorozat, azaz

Ve>0 IN =N(e) €N, ha n> N, akkor |z,| <Ee

-1 *
Legyen € := —- (m € N*). Ekkor
1 1 1
lzp| < — & —— <zp < —,
m m m
ha n > N(L). Ha a > 1, akkor
T L 4 -1 0
am<am<am ¢é a m<a =1
az exponencialis fliggvény monotonitasa miatt, és

1 1
0<a™ —-1<am —a~m™, ha z,>0,

051—-d" <m fafi, ha =z, £0.
Ugyanezt a gondolatmenetet végrehajtva 0 < a < 1 esetére azt kapjuk, hogy

1
la®™ — 1] <l —a” %], ha (a>0,a#1,n>N(=)).
m
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Mivel lim %/a = lim —i= = 1, ezért tetszSleges pozitiv € > 0 szdmhoz létezik olyan
m— 00 m— 00 \/E

N; € N kiiszobindex, hogy

€
‘<§7

€

|%_1‘<27 |

1
— -1
ha m > N;. Eredményeinket 6sszefoglalva azt kaptuk, hogy ha lerrogzitiink egy mg > Ny
természetes szamot, akkor

la®™ — 1| < amo —a_$0| < |(lﬁ -1+ |a7% -1l <e

ha n > N(m%)), azaz lim a®» = a® = 1. Mivel (z,,n € N) tetszbleges nulldhoz kon-
n—oo
vergald sorozat volt, ezért az atviteli elv alapjan belattuk, hogy hn%) a® = a® = 1 minden
T—
a >0, a# 1 esetén.
Most legyen a € R\ {0} tetszéleges nullatdl kiilonbozé valds szam, és (z,,n € N)

legyen tetsz6leges a-hoz konvergdlé szamsorozat. A (h, := z, — a,n € N) szdmsorozat
nullahoz konvergal. Az exponencialis fiiggvény fliggvényegyenletét alkalmazva kapjuk:

0 < |a® — a®| = a®[a® " — 1] = a®|a" — 1].

Mivel az exponencialis fliggvénynek a nulla pontban a hatdrértéke megegyezik a helyet-
tesitési értékkel, ezért a fenti egyenlotlenség jobboldala nulldhoz konvergdl, és a rendor-elv

alapjan lim a®" = a®, amibdl az atviteli elv alapjan allitasunk kovetkezik.
n—oo

Mivel az exponencidlis fiiggvény szigorian monoton, ezért biztosan van hatdrértéke
plusz és minusz végtelenben is. Legyen ugyanis (z,,n € N), és (y,,n € N) tetszéleges
valos szamsorozatok, melyekre

lim =z, = 400, lim y, = —o0.
n—-+oo n——oo

Tegyiik fel, hogy =, > 0, y, < 0 (n € N). Ekkor nyilvan

lim [z,] =400, lim [z,]+1=+o0,

lim [yn] +1=-o0, lim [yn] = =00,
n—-+00 n—-+400 n——00

n——oo

és az els6 kett6 sorozat természetes szamokbdl 4llé sorozat, mig a masodik kettd sorozat
negativ egész szamokbdl &ll6 szémsorozat, [r,] < @y < [Tn] + 1, [Yn] S yn < [yn] +1
(n € N), valamint az exponencidlis fiiggvény monotonitdsa miatt

altn] < gtn < glenltl glun] < g < glunlHl (a>1,neN)

a[xn] z aj-”"n > a[wn]""l a[yn] z ayn > a/[yn]"rl (O <a< 1’n c N)
Mivel az (a™,n € N) mértani sorozat hatarértéke

lim a" =400, lim a"=0 (a>1),
n—-+4o0 n—-+4oo
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ezért
lim ol = lim ol =400 lim o= lim o =0 (a>1),
n—-+o0o n—-+oo n—-+o0o n—-+4oo
lim o= lim ol =0 lim o= lim o¥* =400 (0<a<1).
n—-+o0o n—-+4oo n—-+o0o n—-+4oo

A renddr elv alapjén

lim a** =400 lim a¥* =0 (a>1),

n—-+00 n—-+00
lim ™ =0 lim a" =400 (0<a<1l),
n—-+o0o n—-+o0o

amibol az atviteli elv alkalmazédsaval az allitast kapjuk. O

2.5.7. Az (1+§)X fuggvény hatdrértéke

Ebben a pontban egy nevezetes hatarértéket fogunk igazolni, nevezetesen belatjuk,

hogy
. 1\*
lim (14 -] =e,
r—+oo x

ahol e a természetes szamot jeloli. Ehhez azt kell belatni, hogy
1 x
(13) Ve>0 IP=P(e) >0 VzeR\ {0}, |x|>P:>|<1—|—x> —e|l <e

Legyen € > 0 tetszés szerinti elére adott szam. Mivel lim (1 + %)n =e, 6 lim = =0,

n—oo n—oo

ezért barmilyen e > 0 szdmhoz, igy €/4-hez is 1étezik olyan N € N kiiszobindex, hogy
(14) c<f g |1+1n < S

- < - és -] —el <=

n 4’ n 4’

han = N. Legyen P := N + 2. Beldtjuk, hogy ezzel a P-vel teljesiil (13). Tegyiik fel,
hogy |z| > P.

Ha z > 0, akkor m := [z] 2 N +1 = P — 1 teljesiil, ahol [z] x egész részét jeldli.
Figyelembe véve, hogy az ((1+ 1)",n € N) sorozatnak az e egy felsd korldtja, valamint
(14)-et

z [z]+1 m
1 1 1 1 1
1+-) < (14— —(1+ =) (14 =) <e(1+—)<et+S<ers,
x [x] m m m 4 2
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valamint
z [z] m m-+1 -1
1 1 1 1 1
1+—-) >(1+——— =(14+—— =14+ —— 14+ ——-
x [2] +1 m+1 m+1 m+1
><e—£) 1—L >(3—E—E—|-;>e—E
4 m+ 2 4 4 4m+8 2

adddik. Ebbdl kovetkezik, hogy ha = > 0, és « > P, akkor | (1 + %)"L —e|l <e
Ha x <0, és |z| > P, akkor

(2 =) =) () (o)

Innen felhaszndlva a pozitiv z-ekre kapott becslést ([|z| — 1] > N), adédik, hogy

€ 1\” € 1 € € €
e—e<(e—§>-1< 1—&—; <<e—|—7> 1+—=]<e+-+-+-=e+g¢

2 N 2 4 4

azaz (13) valéban teljesil, ha |z| > P.

2.5.7. Hiperbolikus fuggvények hatarértéke

A hiperbolikus fiiggvényeket a természtes alapi exponencidlis fliggvények segitségével
értelmezzik:

Definicié. A sinus hiperbolikus sinh, illetve a cosinus hiperbo-
likus cosh fliggvények értelmezési tartomanya a valos szamok halmaza,
hozzarenedelési utasitasa pedig

et +e * et —e 7*

cosh (x) := — sinh(z) .= ———— (z € R).

E definicié alapjan nyilvanvald, hogy
cosh(z) 21 (x€R), sinh(z)>0 (z>0),
sinh (z) = —sinh (—z) (z € R),azaz a sinh fiiggvény paratlan,
cosh () = cosh (—x) (x € R),azaz a cosh fliggvény paros.

A sinh fiiggvény az R-en, a cosh fiiggvény a [0,00) intervallumon szigorian monoton
novekedd. A definicié alapjan nyilvanvald, hogy

lim cosh(z) = lim cosh(z) =400, lim sinh(z)=—oc0, lim sinh(x)= 400,

Tr——00 r——+00 Tr— —00 r——400
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valamint, hogy

lim cosh (z) = cosh (a), lim sinh(z) = sinh(a) (a € R).

Innen kovetkezik, hogy
Rsinh - Ra Rcosh - [1, 00)7

aminek indoklasara 3. fejezetben visszatériink. Felhaszndlva az exponencialis fliggvény
fiiggvényegyenletét, és a sinh és cosh fliggvények definicidjat, igazolhatd, hogy a hiper-
bolikus fliggvényekre teljesiilnek az

a) sinh (21 4+ z2) = sinh x;cosh xy + cosh zisinhzo (21,22 € R),
b) cosh (z1 4+ x2) = coshxjcoshzy + sinhxysinhzy  (z1, 22 € R),

¢) cosh’z —sinh*zr =1 (z € R)

Osszefiiggések, melyek koziil az elsd kettét addicids Osszefliggéseknek, mig a harmadikat
négyzetes osszefliggéseknek nevezziik (14sd a 10. feladatot). A hiperbolikus fiiggvényekre
vonatkozo négyzetes Osszefiiggés a kovetkezéképpen interpretdlhatd. Minden ¢t € R valds
szam esetén a (cosh t,sinh t) € R? pontok rajta vannak az 2 — y% = 1 (x > 0) egyen-
let(i hiperboladgon. A fiiggvények nevében szerepl6 hiperbolikus jelz6 erre a geometriai
kapcsolatra utal.

A trigonometrikus fiiggvények mintdjara bevezetjiik tgh és ctgh fiiggvényeket.

Definicié. A
sinh(x) e*—e™®
teh(z) == cosh(z) T ettew (z €R),
cosh(x e’ +e "
ctgh(z) := sjnh((x; R — (xeR,z#0)

utasitassal értelmezett tgh és ctgh fiiggvényeket tangens hiperboli-
kusz-, illetve kotangens hiperbolikusz fiiggvénynek nevezziik.

A fenti értelmezések alapjdn nyilvanvald, hogy

a) Diygn =R, Ry =(-1,1),
Detgn, =R\ {0}, Repgn = (—00,—1) U (1, 00).

a tgh fliggvény szigorian nové.

1
~ ctgh(z) (x€R, 2 #0), tgh(—z)=—tgh(z) (z€R).

d) lim tgh(z) = — lim tgh(z) =1
) lim tgh(x) = tgh(a) (a € R).
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Az aldbbi dbrdkon a sinh, cosh, tgh és ctgh fiiggvények grafikonjit szemléltetjiik.

Ay
cosh
1
> X
2.7. dbra
A
1
tgh
> X
L or—— | - ———— ==
2.8. 4bra

2.6. Feladatok

Az aldbbi feladatokban szerepld fiiggvények értelmezési tartomanyét kiilon nem tiin-
tettiik fel. Ez definicié szerint R-nek az a legtagabb részhalmaza, amelyen a széban forgd
miiveleteknek, illetve fliggvényeknek van értelme.
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1. Igazoljuk az alabbi hatarértékeket definicié alapjan:

. 1 .oz —1 1
@) i’l—%dx—t—l:? ) xlin—llx—?)zi’
¢) i SEF5 d) 1im2$2+7@"+5:2
a—1 (z —1)2 ’ oo 32 —2x+1 3
. 23 +5 1 22—z
A N v g S Ay B
3zt — 5z +7 22° + 2*
9) z——oco 202 +x+1 - k) wglfnoo 72 -8 -

2. Hatarozzuk meg az alabbi hatarértékeket, ha léteznek:

3
-3 1
a) lim , b) hmw7
z—01+x z—0 r—4
z* + 322 . a? —1
¢) lim s 4 Jfm o
zt + 222 -3 a® 1
6) Ignl 372—31)4—2’ f) wjrfoo(2$2—1 1‘3—31“‘!‘2)7
_ 1 3 o3t —4d23 41
9) I (T~ 5) RN R P ER
- 22 4+ ) z? — 6z + 8
im im ——
! z—o0 322 — 2’ ! e—4 22 — 5r+4’
22% — 22 — b — 2 . 32% +112% + 8 — 4

o2 943 — Br? — 14z + 8

3. Hatarozzzuk meg az alabbi jobb-, illetve baloldali hatarértékeket:

. z—1 . T
) Jlm o R Rt
z—1 . x

c) d)

T 1 .
otz — 1] Bz 2

4. Legyen m,n € N. Hatarozzuk meg az aldbbi hatarértékeket:

n m

a) (n €N), b)

wllg " — 1 (m,nGN),
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5. Hatarozzuk meg az alabbi fiiggvények hatarértékét:

2z + 1 2 1
o) lim 2L b lim LI
T——00 /g2 + 1 T—+00 x4+ 1
val 21
¢) lim (Va2 +z—x), d) 11151+ L,
r—00 xTr— x

. VIt —vV1—2? . V1+ax-—1
lim , f) lim ——
z—0+ Vi4+z-—1 z—0+ T

g) lim x(\/1+xzf:c), h) lim x3/2(\/:z:+1+\/9:— 72\/5),

T—+00 r— 400
i) lim (Va? 4z +x), j)  lim ((x+1)?3 — (z — 1)%/3)
. V1+4322-1 . V3+ax+a2 -9 -2z +2a2
k)  lim ——————, £)  lim .
z—0 x4+ a3 z—2 2 —3x+2

6. Hatarozzuk meg az alabbi hatarértékeket:

i3 .
a) lim 7 b) lim —2 L

o0 z—0 €T

sin ax sin ax

li ,beR, b #0), 4l Smer BERDL0)
) e #0) ) lm o (@ £0)
)i tgxr —sinx
¢ 1112) xr3 ’
f i S04 sinta )

z—0 T
g) lim sin(a + z) + Sin(za —z) — 2sina7

z—0 T

1 1 11

o lim(—— = —), B lm (s )

z—0" sinx tgx e A ez

1= 2 T+tgz—V/I—¢

j) i L coszycos2e bt VIEET VI TTES

0 r z—0 sin x

-1

0)  lim (sinvz + 1 —siny/z) m)  lim @

xT— 00 s -

i ™ . V2cosz—1
ooy i e
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7. Hatarozzuk meg az alabbi hatarértékeket:

a) lim 32 4+1)""
z—+4o0o \ 3z + 7

2 _ 927z +1\°
o lim <W> 7

z—+oo \ 22 — 4z + 2
1
COS T 22
i (220"
) xli]% cos 2x
) 2
li 14+t

i) lim (cos aj)%ﬂc ,
z—0

2
22 +1\"
k)l
) iggo(ﬁQ) ;

. 20+ 3 ot
lim ,
z—+4o00 \ 3x + 7

lim (1+tg z)"*® ",

. x
lim {/cos vz,
z—0+
+1

_ 222 +x+3\ "% 712
lim | ———+— ,
T—+00 2+ 2

lim (tg z)' *
r— 7

4

lin%)(l + xQ)Cth .

8. Tegyiik fel, hogy az a € R pont az (a,+00) N H és a (—oo,a) N H halmazok mind-
egyikének torlédédsi pontja. Igazoljuk, hogy az f : H — R fiiggvénynek az a € H’
pontban akkor és csak akkor van hatdrértéke, ha léteznek az f(a+) és f(a—) egyoldali

hatarértékek és

flat) = fla=) = lim f(z).

r—a

9. Vizsgaljuk meg, hogy az aldbbi fiiggvényeknek értelmezési tartomanyuk melyik torlo-

dési pontjaban van hatarértéke:

a) f(z):=int(z) (ze€R),

b) f(z):=z—int(zx) (x€R),

¢) f(z):=z+int(z?) (zeR),

d) f(z):= a:int(é) (x € R),
L (zeQ),

o ta={y T

n se={

(x=p/q€Q, (p,q) =1,p>0,q>0),
07 (‘xeR\Q7$>O)7

ahol (p, q) jelenti a p és a ¢ természetes szamok legnagyobb kozos osztéjat.

10. Igazoljuk, hogy a hiperbolikus fiiggvényekre teljesiilnek az alabbi Osszefliggések!

a) sinh (z1 + x9) = sinh zjcosh 25 + cosh z1sinh a9
b) cosh (z1 + x3) = cosh 1 cosh 25 + sinh x1sinh 5

(x € R)

¢) cosh?z — sinh?z =1

(z1,22 € R),
(331,.132 [S R),
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3. Folytonos fliggvények

Az el6z6 pontban a hatdrértékkel kapcsolatban vizsgalt fliggvények tobbségénél a
hatarérték a fiiggvénynek a tekintett helyen vett helyettesitési értékével egyenlé. Az
ilyen tulajdonsagu fiiggvényeket folytonos fiiggvényeknek nevezziik. A természettudo
ményokban (pl. a kémidban, a fizikdban és a miiszaki tudomédnyokban) a jelenségek
leirdsara hasznalt fuiggvények tobbsége folytonos.

Ebben a pontban folytonos fliiggvények néhdny nevezetes tulajdonsagat ismertetjiik.

3.1. Fluggvények folytonossaga

Legyen H C R és f: H — R a H halmazon értelmezett fiiggvény.

Definicié. Akkor mondjuk, hogy az f fiiggvény az a € H pontban
folytonos, ha barmilyen pozitiv € > 0 szamhoz létezik olyan e-tdl és
a-tdl fliggd pozitiv § > 0 szam, hogy minden x € H, |x — a| < ¢ esetén
|f(z) — f(a)] < € teljesiil. Logikai jelolésekkel irva:

Ve>0 30=0(c,a) >0, Yee H |x—a|<d = |f(z)— fla)| <e

Ezt az értelmezést Osszevetve a hatarérték definiciéjaval adodik, hogy az f fiiggvény
az értelmezési tartomdnyanak egy torléddsi pontjaban akkor és csak akkor folytonos, ha ott
van hatdrértéke, és az egyenlS a széban forgo helyen felvett helyettesitési értékkel. Matem-
atikai szimb6lumokkal f pontosan akkor folytonos az a € H' pontban, ha 3lim,_, f(z)
és lim,—, f(z) = f(a). A definicié alapjan nyilvdnvalé tovabbd, hogy az értelmezési
tartomdnydnak izolalt pontjaiban a fiiggvény folytonos.

Ez azt jelenti, hogy ha egy fiiggvény adott a pontbeli folytonossagat szeretnénk megal-
lapitani, akkor a kovetkezdket vizsgaljuk meg:

o Az a pont torl6dési pontja-e a fliggvény értelmezési tartomédnyanak?

o Ha a torlédasi pont, akkor kiszamoljuk feladattdl fliggben definicié vagy miiveleti
tulajdonsagok alapjan, hogy mennyi a fiiggvénynek az a pontban a hatarértéke, ha
1étezik.

o Ha a izolalt pont, akkor a fiiggvény folytonos az a pontban, ha torlédasi pont, akkor
megvizsgaljuk, hogy hatarértéke megegyezik-e a helyettesitési értékkel. Ha iliI}L f(z)
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nem létezik, vagy ugyan 1étezik lim,_., f(x), de nem egyezik meg az f(a) helyettesitési
értékkel, akkor f nem folytonos az a-ban. Ekkor a-t az f szakadési pontjanak nevez-
ziik. Ennek pontos targyalasara még visszatériink.

A hatarértékre vonatkozo atviteli elv — a folytonossdg most emlitett megfogalmazasat
felhasznalva — folytonos fiiggvényekkel kapcsolatban is alkalmazhato.

Folytonossagra vonatkozé atviteli elv. Az f : H — R fiiggvény
az a € H pontban akkor és csak akkor folytonos, ha minden olyan
zn, € H (n € N) pontsorozatra, amelyre lim z, = a teljesil, a

n—oo

fliggvényértékek sorozatara fennall a kévetkezo:

lim f(z,) = f(a).

n—oo

A pontbeli folytonossiag mellett hasznélni fogjuk a halmazra vonatkozé folytonosségot
is. Ezzel kapcsolatos az aldbbi

Definicié. Akkor mondjuk, hogy a H halmazon értelmezett f fiigg-
vény H valamely K C H részhalmazan folytonos, ha f a K hal-
maz minden pontjaban folytonos. Specidlisan, ha f értelmezési tar-
tomanyanak minden pontjaban folytonos, akkor azt mondjuk, hogy f
folytonos.

A H C R halmazon értelmezett R — R tipusu folytonos fiiggvények halmazit a
C(H,R) vagy gyakran az egyszerlibb C(H) illetve Cy szimbdlumokkal fogjuk jelolni. Az
el6z6 pontban megmutattuk, hogy a polinomoknak, a raciondlis, trigonometrikus, gyok-
, exponencidlis, hiperbolikus fiiggvényeknek értelmezési tartomanyuk minden pontjaban
létezik hatarértéke, és az a fiiggvény helyettesitési értékével egyenlé. A széban forgd
fiiggvények tehat az emlitett helyeken folytonosak.

A kordbban vizsgélt sign fliggvénynek a 0 pontban, az int fiiggvénynek pedig a Z
pontjaiban nem létezik a hatarértéke, kovetkezésképpen ezek az emlitett helyeken nem
folytonosak.

Definicié. Ha az f: H — R fiiggvény valamely a € H pontban nem
folytonos, akkor azt mondjuk, hogy f-nek az a helyen szakadasa
van, magat az a pontot pedig az f fliggvény szakadasi helyének
nevezziik.

Nyilvanvald, hogy ha f az értelmezési tartomanyanak egy a pontjaban nem folytonos,
akkor f-nek vagy nem létezik az a helyen hatérértéke, vagy ha létezik, akkor L, (f) #
f(a). Ez utébbi esetben azt szoktuk mondani, hogy f-nek az a helyen megsziintethet
szakadasa van. Az elnevezés arra utal, hogy az f értelmezését modositva — az a-beli



46 3.1. Fiiggvények folytonossdga

fiiggvényértéket L,(f)-nek véve — az a pontban folytonos fliggvényt kapunk. Az

e (r eR, x #0),
f(x)'_{l, (x =0)

utasitdssal értelmezett fiiggvénynek a 0 helyen megsziintethet6 szakadasa van.

A szakadasnak egy masik tipusat is szokas bevezetni. Ezzel kapcsolatos az aldbbi

Definicié.  Akkor mondjuk, hogy a H C R halmazon értelmezett
fiiggvénynek az a € H pontban ugrdsa van, ha léteznek az f(a—),
f(a+) egyoldali hatdrértékek és f(a—) # f(a+). Az |f(a—) — f(a+)]
szamot az f fiiggvény a pontbeli ugrdsanak nevezziik.

A sign figgvénynek példdul ugrdsa van az a = 0 pontban, és az ugrds nagysaga
2. A megsziintethet6 szakadast és az ugrast els6faju szakadasnak, az egyéb szakadast
masodfaji szakadasnak nevezziik.

Az el6z8 pontban bebizonyitottuk, hogy bérmely f : (a, 3) — R monoton fliggvény-
nek minden x € («,3) pontban létezik jobb- és baloldali hatdrértéke. Minthogy f(x)
az f(xz+) és f(x—) kozé esik, azért monoton fiiggvénynek nem lehet megsziintethetd
szakadédsa, és nyilvdn minden szakadédsa elséfaji. Az («, ) intervallumon értelmezett
monoton fliggvények tehdt vagy folytonosak, vagy ugrdsuk van. A féloldali hatarértékhez
hasonléan szokds értelmezni az egyoldali folytonossdg fogalmat is.

Definicié. Akkor mondjuk, hogy a H C R halmazon értelmezett f :
H — R fiiggvény az a helyen jobbrdl folytonos, ha f-nek a H N
[a, +00) halmazra vonatkozé lesziikitése folytonos a-ban. Ha f-nek a
HN(—00,a] halmazra vonatkozo lesziikitése folytonos a-ban, akkor azt
mondjuk, hogy f az a helyen balrél folytonos.

A fenti értelmezés alapjin nyilvanvald, hogy ha a a H N [a,+00) halmaznak izolslt
pontja, akkor f jobbrdl folytonos a-ban. Az a € [H N(a, —&—oo)]l esetben viszont f pontosan
akkor jobbrdl folytonos a-ban, ha létezik az f(a+) jobboldali hatarérték és f(a) = f(a+).
Hasonlé allitas fogalmazhat6 meg a baloldali hatarértékre.

A sign fiiggvénynek a 0 pontban ugrasa van, itt sem balrél, sem jobbrdl nem folytonos.
Az int figgvénynek a Z pontjaiban ugrdsa van. Mivel a € Z esetén int (a+) = int (a),
azért az int fliggvény a Z pontjaiban jobbrdl folytonos.

Példa: A tovabbiakban tObbszor hivatkozunk az alabbi, un. Dirichlet fiiggvényre.

Legyen
1, (x € Q),

0, (z e R\ Q).

Ennek a fiiggvénynek minden a € R pontban méasodfaji szakadédsa van.

D) = {
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Az atviteli elv segitségével tudjuk konnyen beldtni az allitdst. Az &tviteli elv értel-

mében D az a € R pontban nem folytonos, ha létezik olyan (z,,n € N) a-hoz kon-
vergalé szamsorozat ( lim z,, = a), hogy a fiiggvényértékek sorozata nem tart D(a)-hoz

(Jim D(z,) # D(@).

(i)

—

Ha a € Q, akkor D(a) = 1, és legyen z,, egy irraciondlis szdmokbdl 116, a-hoz kon-

vergdl6 szdmsorozat. Ilyen sorozat példaul az (z, = % + a,n € N*) szdmsorozat.
Mivel 2, € R\ Q (n € N*), ezért D(z,,) = 0 (n € N*), azaz lim D(z,) =0#1=

D(a). Ezzel belattuk, hogy D az a pontban nem folytonos.

Ha x, € Q (n € N) raciondlis szamokbdl allé a-hoz konvergdlé szédmsorozat, akkor
a fliggvényértékek sorozata 1-hez konvergal, azaz talaltunk két olyan sorozatot, hogy
a fiiggvényértékek sorozata kiilonboz6 hatarértékekhez konvergal, tehat az a pont-
ban a fliggvénynek hatdrértéke sincs, sét féloldali hatarértéke sincs, ezért az a pont
méasodfaji szakadasi hely.

Ha a € R\ Q, akkor D(a) = 0, és legyen x,, egy raciondlis szdmokbdl &ll6, a-hoz
konvergal6 szamsorozat. Mivel minden intervallum végtelen sok raciondlis szamot
tartalmaz, ezért ilyen sorozat biztosan létezik. Mivel x,, € Q (n € N), ezért D(z,,) =1
(n € N), azaz nILH;O D(z,) =1%# 0= D(a). Ezzel belattuk, hogy D az a pontban nem
folytonos.

Ha z, € R\ Q (n € N) irracionélis szdmokbdl allé6 a-hoz konvergdlé szamsorozat,
akkor a fliggvényértékek sorozata 0-hoz konvergdl, azaz az a pontban a fiiggvénynek
hatarértéke sincs, ezért az el6z6 esethez hasonléan az a pont masodfajui szakadasi hely.

3.2. Miveletek folytonos fliggvényekkel

A hatérérték és a folytonossag kapcsolatat, valamint a hatarértékre vonatkozé miiveleti

szabalyokat felhasznalva konnyen igazolhaté az aldbbi allitas.

1. Tétel. Biarmely f,g € C(H,R) fiiggvényre és A € R szdmra
f+g. Af, fg € C(H,R).

Ha ezen tilmenden a g fiiggvény nem tiinik el a H halmazon, akkor
f/g9 € C(H,R).

B1zoNYITAS. A tételt a folytonossigra vonatkozé dtviteli elv alapjdn igazoljuk. Legyen
a € H és tekintsiink egy olyan (z,,n € N) sorozatot, amelyre z,, € H (n € N) és
lim,, .o x, = a teljesiil. Ekkor az atviteli elv alapjan

lim f(z,) = f(a‘)7 lim g(zn) = g(a).

n—oo n—oo

Felhasznalva a sorozatok hatarértékre vonatkozo miiveleti szabalyokat azt kapjuk, hogy
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léteznek az alabbi hatarértékek és

Tim (f +9) (@) = f(a) + ga),  lim (\f)(za) = Af(a),
Jim (fg)(zn) = f(a)g(a),

tovabba

n—oo\g 9(a)

feltéve, hogy az utébbi esetben g(a) # 0. Innen — ismét alkalmazva az emlitett dtviteli
elvet — kovetkezik, hogy az f+ g, Af, fg, f/g fiiggvények az a € H pontban folytonosak.
Minthogy ez minden a € H pontban érvényes, azért a széban forgé figgvények a H
halmazon folytonosak. (J

A most igazolt tétel szerint az algebrai miiveletek nem vezetnek ki a folytonos fiiggvé-
nyek korébdl. Megmutatjuk, hogy a folytonos fliggvények osztilya a kozvetett fliggvény
képzés miiveletére nézve is zart. ElGtte elismételjiik a kozvetett fliggvény fogalmat:

Definicié. Legyen HCR,K CR,és f: H — K, g: K — R valds
fiiggvények. Ekkor a g o f kozvetett vagy Osszetett fiiggvény
alatt érjiik azt a fiiggvényt, melynek értelmezési tartomanya H, és
hozzarendelési szabalya:

r—g(f(x))  (ze€H).
A g és [ kiozotti miiveletet fliggvény-kompoziciénak hivjuk.
A folytonossag és a fliggvénykompozicié kapcsolatara vonatkozik az alabbi

2. Tétel. Legyen H C R, K C R, és tegyiik fel, hogy az f : H — K
fiiggvény folytonos az a € H pontban, a g : K — R fiiggvény pedig
folytonos az f(a) pontban. Ekkor a gof kiézvetett fiiggvény is folytonos
az a helyen.

Bi1zoNYITAS. A folytonossigra vonatkozé atviteli elvet alkalmazva tekintsiink egy olyan
zn, € H (n € N) pontsorozatot, amelyre hm zn, = a teljesil. Megmutatjuk, hogy a

fiiggvényértékek sorozatara fennall a kovetkezo

(1) lim (go f)(xn) = lim g(f(xn)) = g(f(CL))-

n—oo n—oo

Valéban, az f fiiggvénynek a € H pontbeli folytonossiga alapjin az atviteli elvet
felhaszndlva azt kapjuk, hogy lim f(z,) = f(a). A g fliggvénynek az f(a) € K pontbeli

folytonossagét figyelembe véve, és ismét alkalmazva az atviteli elvet (1) kovetkezik. Ezzel
a kozvetett fliggvény folytonossigat igazoltuk. O
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A 2. Tételben bevezetett jeloléseket hasznédlva a tétel allitdsa alapjan nyilvdnvald,
hogy ha f € C(H,R), g € C(K,R), akkor go f € C(H,R).

A folytonos fiiggvények rendelkeznek egy nagyon hasznos tulajdonsiggal, az d.n.,,fo-
kozatos valtozas” tulajdonsaggal. A fokozatos valtozas tulajdonsdg nevében is benne
van a fliggvényeknek egy fontos sajatsaga, hogy fiiggvényértékei csak fokozatosan valtoz-
hatnak, nem lehet ugras egy folytonossigi pontban. Ezt fogalmazza meg matematikai
forméban a kovetkezo

3. Tétel. Legyen H C R, és tegyiik fel, hogy az f : H — R fiiggvény
folytonos az a € H pontban, és k < f(a) < K valamely k, K €
R szamokra. Ekkor van az a pontnak egy olyan kdérnyezete, hogy a
kérnyezetbe es6 dsszes x pont a (k, K) intervallumba esik, azaz

>0V ze(a—da+d) : k< flr)<K

teljestil.

B1zoNYITAS. Mivel f folytonos az a pontban, ezért
Ve>0 35=06(e,a) >0, Ve eH, |z—a|<d = |f(z)—fla)<e

Legyen € := min{K — f(a), f(a) — k}. Ekkor az ehhez az e-hoz tartozé § esetén a tétel
allitasa teljesiil. [J

A 3. tételt legtobbszor abban az értelemben hasznaljuk, hogy ha egy folytonos
fiiggvény egy adott pontban pozitiv (negativ) értéket vesz f6l, akkor annak a pontnak
van egy egész kornyezete, ahol a fiigvény pozitiv (negativ).

3.3. Folytonos fuiggvények tulajdonsigai

Az aldabbiakban ismertetjiik folytonos fiiggvények néhany alapvetd tulajdonsagat, me-
lyek tobbsége korlatos zart intervallumon értelmezett folytonos fiiggvényekre vonatkozik.

3.3.1. Weierstrass tétele

Az els6 tulajdonsag el6tt elismételjiik a fliggvények korlatossdganak definiciéjat.
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Definicié. Legyen H C R, az f : H — K fiiggvény korlitos, ha
alulrdl és feliilrél is korlatos. Az f fiiggvény alulrél korlatos, ha

dkeR : f(z) 2k VYxeH,
feliilrél korlatos, ha

JdK eR : fle) £ K VreH.

A szétvalasztdsi axiomabol kovetkezik, hogy feliilrdl korlatos fiiggvénynek van leg-
kisebb fels§ korlatja, amit fels6 hatarnak, vagy szuprémumnak hivunk, illetve, hogy
alulrdl korlatos fiiggvénynek van legnagyobb alsé korlatja, amit alsé hatarnak, vagy ifi-
mumnak hivunk. Jelolés: sup{f(z),x € H}, inf{f(z),z € H}. A folytonos fiiggvény
korlatossagardl szdl a

4. Tétel. Korldtos zart intervallumon folytonos fiiggvény korldtos
ezen az intervallumon.

B1zoNYiTAS. Legyenek a,b € R valds szdmok, és f : [a,b] — R folytonos fiiggvény.
Elegend6 a feliilrél valé korlatossagot belatni. Tegytik fel ugyanis, hogy minden véges
zart intervallumon folytonos fiiggvény feliilrél korlatos. Mivel f folytonos, ezért nyilvan
a — f fiiggvény is folytonos, és ezért feliilrol korldtos, azaz 1étezik K € R valés szam, hogy
—f(z) £ K minden z € [a,b] esetén. Ez azt jelenti, hogy f(x) 2 —K minden z € [a, D]
esetén, azaz f alulrdl korlatos.

A feliilrdl val6 korlatossag bizonyitasdt indirekt médon végezziik. Tegyiik fel, hogy
f az [a,b] intervallumon nem korlatos felillr6l. Ez azt jelenti, hogy VK € R Jx € [a, b]:
f(z) > K. Legyen K :=n (n € N), és jeloljik a hozzd tartozé [a, b]-beli z-et x,,-nel, azaz

(2) VneN 3Fz,€lab] : flz,)>n.

(2n,n € N) korldtos szdmsorozat, mert Vn € N esetén a < 1z, < b teljesiil, ezért a
Bolzano-Weierstrass-féle kivalasztasi tétel alapjan 1étezik olyan v : N — N index-sorozat,
hogy az (z,,,n € N) részsorozat konvergens. Legyen a := lim z, . A hatdrérték

n—oo

monotonitdsdra vonatkozé tétel alapjén a € [a,b], és igy f az a pontban folytonos
(ha a az intervallum végpontja, akkor balrdl, illetve jobbrdl folytonos). Az dtviteli elv

alapjan viszont akkor lim f(z,,) = f(a), ami ellentmond (2)-nek, mert (2) szerint
lim f(z,,)=o00. O
n—oo

Megjegyezziik, hogy a tétel egyik feltétele sem hagyhato el. Ha példaul
fl (CL’) =
f2 (x) =

(x € I :=[0,40)),

e*
L wen=01)
z 2 -— ) ’
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akkor fi az I nem korlatos, fo az Iy korlatos, de nem zart intervallumon folytonos.
Mivel az f1, és fo értékkészlete is [1,00), ezért f1 és fo sem korldtos feliilrél.

Az alabbiakban megfogalmazzuk a folytonos fiiggvények egy masik fontos tulajdonsa-
gat. Ehhez felhaszndljuk az alabbi fogalmakat.

Definicié. Akkor mondjuk, hogy a valés értékii f : H — R fiiggvény-
nek van maximuma, ha értékkészletének van maximuma. Mas
szoval létezik olyan x* € H hely, amelyre

f(x) = f(z%) (Vo e H)

teljesiil. Ha az f értékkészletének van minimuma, azaz ha létezik olyan
z. € H elem, amelyre

f(x.) = fx) (Vo e H)

teljesiil, akkor azt mondjuk az f fliggvénynek van minimuma. Az
értelmezési tartomany x* pontjat maximumbhelynek, az x. elemet
minimumbhelynek, az f(x*) szdmot a fliggvény maximumadnak,
f(xy)-et pedig a fliggvény minimumadnak nevezziik.

A maximumot és minimumot k6zo6s néven szélséértéknek nevezziik. Folytonos fligg-
vények szélsoértékeivel kapcsolatos az aldbbi

Weierstrass-tétel. Véges zart intervallumon értelmezett valés értékii
folytonos fiiggvény felveszi szélsGértékeit.

BizoNYiTAS. Legyenek a,b € R valds szamok, és f : [a,b] — R folytonos fliggvény. Az
el6zo tétel alapjan f korlatos. Legyen M az f értékkészletének felsd, m pedig az alsd
hatéara, azaz

M = sup{f(z),x € [a,b]} m :=inf{f(z),z € [a,bl]}.

Ekkor a fels6 hatar értelmezése alapjan minden n € N* szamhoz létezik az értelmezési
tartomanynak olyan z,, eleme, amelyre

(3) M- <f@)SM (neN)

teljesiil, hiszen M az értékkészletnek fels6 korlatja, mig M — % mar nem felsé korlat.
Az (x,,n € N*) korldtos szdmsorozat, mert Vn € N* esetén a < z,, < b teljesiil, ezért
a Bolzano-Weierstrass-féle kivalasztdsi tétel alapjan létezik olyan v : N* — N* index-

sorozat, hogy az (x, ,n € N*) részsorozat konvergens. Legyen z* := lim z, . A

n—oo

hatdrérték monotonitdsira vonatkozé tétel alapjén x* € [a,b], és igy f az z* pontban
folytonos (ha z* az intervallum végpontja, akkor balrdl, illetve jobbrdl folytonos). Az
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atviteli elv alapjan viszont akkor lim f(z,, ) = f(z*). A rendér elvet alkalmazva (3)
alapjan lim f(z,,) = M adédik. A hatdrérték unicitdsa miatt f(z*) = M. Ezzel

megmutattuk, hogy M az f fliggvény maximuma.
A minimumra vonatkozo &llitas hasonléan igazolhaté. [J

Megjegyezziik, hogy az elozo tétel feltételei koziil egyik sem hagyhaté el. Legyen
ugyanis

1

fi(x): . (x € I :=[0,400)),
1

fa(z) == (zel:=(1,2),
fg(x) = ({E S (—1,1)), fg(—l) = f3(1) =0 (13 = [—171]).

Ekkor fi az I; nem Kkorldtos, fo az Iy korlatos, de nem zart intervallumon folytonos.
Mivel az f; értékkészlete (0,1], ezért fi-nek nincs minimuma és mivel az fy értékkészlete
(1/2,1), azért fo-nek nincsenek szélsértékei. Az fs értelmezési tartoménya korldtos, zart
intervallum, de f3 nem folytonos. Az f3 értékkészlete (—1,1), s ezért f3-nek sincsenek
szélsoértékei.

Felhivjuk a figyelmet arra, hogy a széban forgd tétel feltételei elégségesek, de nem
sziikségesek. Ez masként fogalmazva azt jelenti, hogy széls6érték akkor is létezhet, ha
az emlitett feltételek kozil egyik sem teljesiil. Vegytlik pl. a Dirichlet-féle fiiggvényt,
amelynek értelmezési tartomanya nem korlétos, és a fiiggvény sehol sem folytonos (lasd a
3.1. pont végét). Ugyanakkor a Dirichlet fiiggvénynek 1étezik a maximuma és minimuma.

3.3.2. Egyenletes folytonossig

Véges zart intervallumon folytonos fiiggvényeknek egy masik fontos tulajdonsdga az
egyenletes folytonossag fogalmaval kapcsolatos. E fogalom bevezetése el6tt emlékezte-
tiink a folytonossag értelmezésére. A H C R halmazon értelmezett fiiggvény folytonos-
saga — a H minden x pontjaban felirva a folytonossag definicidéjat — a kovetkezot jelenti:

Vee HVe>030=0(e,z) >0Vy e H, |t —y|<d:|f(x) — fly)| <e

Az itt szerepld § szém dltaldban fiigg z-tél és e-tdl is. Ha példdul f(z) := 1/z(x €
H := (0,1)), akkor adott € és © € H esetén — az f monotonitdsit figyelembe véve —
konnyen megadhato az a legnagyobb § szdm, amelyre a fenti feltétel teljesiil. Nevezetesen,
a széban forgd d-ra (x —y=4,1/y — 1/x =€)

2

5 €T
, azaz = .
) 1+ ex

1
Z4e=
x
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Innen lathatd, hogy © — 0 esetén — rogzitett € mellett — & tart 0-hoz. Ha ezzel
szemben minden € > 0 szdmhoz létezik olyan — z-t6l fliggetlen, univerzalis — pozitiv 6,
amelyre z,y € H, |z — y| < d estén |f(x) — f(y)| < e teljesiil, akkor azt mondjuk, hogy
az f fliggvény a H halmazon egyenletesen folytonos. Logikai jeloléseket haszndlva ezt az
aldbbi, ezzel ekvivalens forméban is megfogalmazhatjuk.

Definicié. Akkor mondjuk, hogy az f fiiggvény értelmezési tartoma-
nyanak valamely H részhalmazan egyenletesen folytonos, ha

(4) Ve>030=6(e) >0Vz,ye H, [x—y| < : |f(x) - fly)| <e

A definicié tagaddsdval azonnal adédik a nem egyenletesen folytonossag értelmezése.
Matematikai jelolésekkel irva f nem egyenletesen folytonos a H halmazon, ha

Je>0Vd>03x,y€ H, |x—y| <6, ésmégis |f(x)— f(y)| 2 e

Az egyenletes folytonossag és a folytonossdg definiciéjat egybevetve adddik, hogy a H
halmazon egyenletesen folytonos fliggvény a H minden pontjaban folytonos. Megforditva,
a H-n folytonos fliggvény nem sziiségképpen egyenletesen folytonos a H-n. Az elébb
értelmezett f(z) := 1/z (z € (0,1)) fliggvény folytonos, de nem egyenletesen folytonos
a H = (0,1) halmazon. Ekkor ugyanis létezik olyan € > 0 (pl. € = 1/2), amelyhez nem
talalhaté olyan d, amelyre (4) teljesiilne. Ugyanis barmely § > 0 esetén létezik olyan
x,y € (0,1) amelyre |z — y| < 8, ugyanakkor |f(x) — f(y)| > €. Valéban vilasszunk egy
pozitiv 0-t és legyen n > 1/6,n > 2. Ekkor az

(0, 1)-beli pontokra

1

|x—y|:m

1
<o <6 [fl@) - fy)l=1>¢
ami az allitas bizonyitasat jelenti.

Megmutatjuk, hogy ha H véges, zart intervallum, és f folytonos a H-n, akkor ezen a
halmazon az f fiiggvény sziikségképpen egyenletesen folytonos.

Az egyenletes folytonossag tétele. Véges zart intervallumon foly-
tonos fiiggvény ezen az intervallumon egyenletesen is folytonos.

B1zoNYiTAS. Legyenek a,b € R valds szdmok, és f : [a,b] — R folytonos fiiggvény.
A tételt indirekt moédon bizonyitjuk. Az &llitassal ellentétben tegyiik fel, hogy f nem
egyenletesen folytonos a [a,b]-n, azaz Je >0 V § >0 3x,y € [a,b], |z—y|<d :
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|f(x) — f(y)] 2 €. Ezt az éllitdst § = 1/n (n € N*) esetén alkalmazva azt kapjuk, hogy
van olyan € > 0 és olyan (x,,n € N*) és (y,,n € N*) szdmsorozat, amelyre

6) € lotl ol < f) — S| Ze (e N)

teljesiil. Az (x,,n € N*) korlatos szdmsorozat, mert Vn € N* esetén a < x,, < b teljesil,
ezért a Bolzano-Weierstrass-féle kivalasztasi tétel alapjan létezik olyan v : N* — N*
index-sorozat, hogy az (z,, ,n € N*) részsorozat konvergens. Legyen z* := lim z, . Az

n—oo
*| < *| < 1 *
Y, — 2| S My, — @0, | + |20, — 2% S — + |20, — 27
Vn
egyenlStlenség alapjan nyilvanvald, hogy (y,,,,n € N*) is konvergens és hatarértéke z*
(A renddr elv alapjén ugyanis |y, — 2*| — 0 (n — 0)).

A hatdrérték monotonitdsara vonatkozé tétel alapjan «* € [a,b], ésigy f az x* pontban
folytonos (ha z* az intervallum végpontja, akkor balrdl, illetve jobbrdl folytonos). Az
atviteli elv alapjan azt kapjuk, hogy

lim f(zy,) = f(z"), lm f(y,) = f(z),

n—oo n—o0

kovetkezésképpen

lim (f(xl/n) - f(y’/n)) =0.

n—oo

Ez nyilvan ellentmond a (5)-bél adédé

|f(z,) = fyw,)] = €
feltételnek. Ezzel a tételt bebizonyitottuk. O

Gyakran el6fordul, hogy nem egyforma maédon tudjuk bebizonyitani a fiiggvények
egyenletes folytonossigat egy adott halmazon. Példdul az f(z) = /z fiiggvény egyen-
letesen folytonos a [0, +00) intervallumon, de definicié alapjan csak az [1, +00) intervallu-
mon kénnyti ezt igazolni, viszont az el8z6 tétel alapjan a [0, 1] intervallumon egyenletesen
folytonos a fliggvény. Beldthatd, hogy ha egy f fiiggvény egyenletesen folytonos az (a, b], és
alb,c) (a,c € R, b € R) véges vagy végtelen intervallumokon, akkor f egyenletesen folytonos
az (a, c) intervallumon is.

Valéban, az egyenletes folytonossag definiciéja alapjan:

Vep > 0361 = d1(e1) > 0Va,y € (a,b], |z —y| < : |flx)— fly)] < e,
Veg > 0 3o = da(€3) > 0 Va,y € [b,c), |z —y| < d2 : |f(x) — f(y)] < €.

Legyen € > 0 tetszlleges pozitiv szdm, és €1 := ez := €/2, § := min{d;(¢/2), d2(e/2)}.
Ekkor, ha z,y € (a,c), 4gy hogy |z — y| < ¢ teljesiil, akkor

€
@)= Sl <5<e ba wye (o], vagy y€ b
€ €

[f(z) = F(y)l = [f(2) = FO) + f(b) = F(W)] = |f(2) = fFOI+[F(B) = fF)l < 5+ 5 =€
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ha x € (a,b], y € [b,¢), hiszen ekkor x < b < y, amivel beldttuk, hogy f egyenletesen
folytonos az (a, ¢) intervallumon.

3.3.3. Az inverz fliggvény folytonossaga

Legyen H; C R, Hy C R és tegyiik fel, hogy f : H; — Hs egy kolcsonosen egyértelmi
leképezés a Hy és Hy halmazok kozott. Ekkor f-nek létezik inverze. Az f fliggvény
folytonossdga Onmagaban nem garantdlja inverzének folytonossdgat. Ha azonban f
értelmezési tartomdnya véges intervallum, és f folytonos, akkor inverze is folytonos.

A tétel kimondésa el6tt emlékeztetdiil leirjuk az inverz fiiggvény definicidjét.

Definicié. Az f : Hy — H, kélcsonosen egyértelmti leképezés in-
verz fiiggvényén értjiik azt az f~! fiiggvényt, melynek értelmezési
tartomdnya f értékkészlete (f~1 : Hy — H,), hozzdrendelési szabélya:

Vy€ Hyy f7': yra, melyre x€ Hy, f(z)=1y.

Az inverz fiiggvény geometriai szemléltetése, abrézoldsa az y = x egyensere vald
tiikrozéssel nyerhetd az eredeti fliggvénybol. Az inverz fliggvény folytonossagardl szél
az

5. Tétel. Haa,b € R, és f : (a,b) — R szigortian monoton, folytonos
fiiggvény, akkor az f fiiggvény f~1 : (o, 8) — (a,b) inverz fiiggvénye
is ugyanabban az értelemben szigoriian monoton és folytonos, ahol

a =inf{f(z),z € (a,b)} és B =sup{f(z),z € (a,b)} .

Bi1zoNYITAS. Tegyiik fel, hogy f szigortian monoton né. Amonoton csokkend esetet
hasonléan bizonyihaté.

1. lépés.: Belatjuk, hogy tetszdleges ¢ € («, 3) szdmot felvesz f az (a, b) intervallumon.

Mivel @ = inf{f(x),z € (a,b)} és 8 = sup{f(z),z € (a,b)}, ezért ¢ f értékkészletének
nem alsé, és nem felsd korldtja. Ezért 1éteznek olyan x1, o € (a,b) helyek, ahol f(z1) <
¢ < f(xq) teljestil. Legyen

H:={x:z € (a,b), f(z) <c}.

Mivel f monoton nd, és ¢ < f(x2), ezért H feliilrdl korldtos, és fels§ hatara x* := sup H <
x2 az (a,b) intervallumba esik, tehdt f folytonos az z* pontban. f(z*) = ¢, mert ha
fl@*) < ¢, vagy f(x*) > c teljesiilne, akkor a fiiggvény fokozatos véltozds tulajdonsiga
miatt, z*-nak létezne olyan kornyezete, hogy f(z) # ¢ ebben a kornyezetben, azaz

36 >0, Vee(x —dz"+9): f(z)#c
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és ekkor z* nem lenne H-nak fels6 hatara. Ezzel belattuk, hogy f minden értéket felvesz
az («, ) intervallumrdl, tehdt f sziirjektiv, és mivel szigorian monoton, ezért injektiv,
azaz bijektiv leképezés, létezik inverze, és f~1 : (o, B) — (a,b).

2. lépés.: Megmutatjuk, hogy f~! is szigoriian monoton né.

Indirekt médon bizonyitjuk. Tegyiik fel, hogy f nem szigorian monoton né. Ekkor
léteznek olyan 2/, 2" € (v, ) szamok, melyekre 2’ < 2", és f~1(2') = f~1(2") egyenl6t-
lenségek teljestilnek. Mivel f szigoriian monoton nd, ezért

.’El _ f(f_l(fﬁ/) z f(f_l(l'/l)) _ .’E”,

ami ellentmond az x’ < z” feltételnek.
3. lépés.: Belatjuk, hogy f~! folytonos os (a, 3) intervallumon.

Indirekt médon bizonyitunk. Az allitdssal ellentétben tegyiik fel, hogy f~! nem
folytonos. Ekkor — a folytonossagra vonatkozd atviteli elv alapjan — létezik olyan
y* € (a, ) pont és egy ehhez konvergdld (o, B)-beli (y,,n € N) sorozat, amelyre az
(f~Y(yn),n € N) sorozat nem tart az z* := f~*(y*) szdmhoz. Kovetkezésképpen, 1étezik
olyan § > 0 szdm, hogy az (z, := f~1(y,),n € N) sorozatnak végtelen sok tagja van a
K;s(x*) kornyezeten kiviil, azaz létezik N € N kiiszobindex, hogy az (x,,n > N) sorozat
minden eleme az (z*—4, z*+0) intervallumon kiviil esik. Az (x,,n > N) sorozat korldtos,
mert a < x, < B, (¥n € N), ezért a Bolzano-Weierstrass-féle kivalasztdsi tétel alapjan
létezik olyan v : N — N\ {1,2,..., N} index-sorozat, hogy az (x,, ,n € N) réssorozat
konvergens. Ennek a részsorozatnak is minden tagja, kovetkezésképpen x, hatarértéke
is az emlitett kornyezeten kiviil esik, azaz

|y, —a*| >, nllrr;@xVTL =2y, |T.—2"]>d6>0,

s ezért nyilvdnvaléan . # x*.
Az f fliggvény z. pontbeli folytonossiga alapjan — ismét csak az atviteli elvet hasz-
nalva — azt kapjuk, hogy
lim f(z,,) = lm g, = f(2.).
n—oo

n—oo
Masrészt a kiindulas szerint y, — y*, ha n — oo, kovetkezésképpen a most tekintett
részsorozat hatarértékére
lim y,, =y = f(z")
n—oo

adodik. Ezzel azt kaptuk, hogy

. # 2", ugyanakkor f(z.) = f(z¥),
s ez nyilvan ellentmond annak, hogy f bijektiv leképezés. Ezzel a tételt igazoltuk. [

Itt jegyezziik meg, hogy ezt a tételt lehet sok fiiggvény folytonossdganak megdl-
lapitasara hasznalni. Tobbek kozott, mivel az egész kitevoji gyokfiiggvény a meg-
felel6 kitev6jli hatvanyfiiggvény, illetve annak a nemnegativ valés szdmok hamazéra
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valé leszikitésének az inverzfiiggvénye, ezért annak folytonossiga, és monotonitisa a
hatvanyfiiggvény folytonossdgdnak és monotonitdsanak kozvetlen kovetkezménye. Azaz
az f : [0,4+00) — [0,+00) f(z) = 2®" (n € N*) fiiggvény szigorian monoton nd,
folytonos, tehat az inverze f~1 : [0, +00) — [0, +00) f~1(x) = /2n fiiggvény is szigorian
monoton né, és folytonos. Az az f : R — R f(x) = 2?"*! (n € N) fiiggvény szigortian
monoton né, folytonos, tehdt az inverze f=! : [0,4+00) — [0,4+00) f~1(z) = 2n+1
fiiggvény is szigorian monoton né, és folytonos.

3.3.4. Bolzano tétele

Folytonos fliggvények egy tovabbi alapvetd tulajdonsagat fogalmazzuk meg az alabbi
tételben. Az aldbbi &llitas olyan fliggvényekre vonatkozik, amelyek értelmezési tar-
tomdnya R-beli (véges vagy végtelen, nyilt, zart vagy félig nyilt) intervallum.

Bolzano-tétel. Tegyiik fel, hogy az I C R intervullomon értelmezett
f I — R valos fiiggvény folytonos. Ekkor f értékkészletének barmely
két eleme kézé es6 értéket felveszi, azaz véve barmely két a,b € I (a <
b) helyen az y1 = f(a),y2 = f(b) fiiggvényértékeket és egy y1 és ya
kézé es6 y valds szémot, létezik olyan (a,b)-beli x, amelyre f(x) = y.

Tulajdonképpen ezt a tételt mar bebizonyitottuk monoton fiiggvények esetén az 5.
tételben. Most tetszOleges intervallumon értelmezett folytonos fiiggvényre is megmu-
tatjuk a bizonyitast.

BizonNYiTAs. Tegyiik fel, hogy f(a) < f(b) és legyen f(a) < y < f(b). Az f(b) >
f(a) eset hasonléan targyalhaté. Rekurziéval olyan [ay,b,] (n € N) intervallumsorozatot
definidlunk, amelyre az aldbbiak teljesiilnek:

i) [ao, bo] == [a, 1], i) [an+1,0n41] C [an,bn] (n €N),
b—a

i) by —an=——, i) flea) Sy=fba) (neN).

Rekurziét haszndlva tegyiik fel, hogy valamely n € N szdmra az [a,, b,] intervallumot

mar definidltuk és fenndll ii)-iv). Legyen

a, + by,

Cp - 5

a széban forgd intervallum felezéspontja és értelmezziik az (n + 1)-edik intervallumot a
kovetkezOk szerint:

[an+1;bn+1] = [anaCnL ha f(Cn) >y,
[an+1abn+1] = [Cnvbn]a ha f(cn) § Y.
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Ekkor

[@nt1,0n41] C [an,bn],  bng1 —apgr =

és tovabbra is fennéll az
flang1) Sy = f(bngr)

egyenlétlenség. Ezzel megmutattuk, hogy az igy szerkesztett intervallumsorozat valoban
rendelkezik az el6irt tulajdonsagokkal.

A konstrukciébol kovetkezik, hogy
Qp § Ap41, bn 2 b7t+1a a § Qnp § brL é b (vn € N):

azaz az (an,n € N), (by,n € N) sorozatok mindegyike monoton, és korlatos, ezért kon-
vergens, és iii)-bdl kovetkezik, hogy hatdrértékiik megegyezik, amelyet a-szel jeloliink.
Megmutatjuk, hogy erre f(x) =y teljesiil.

Valéban, minthogy
lim a, = lim b, =z,
n—oo n—oo
ezért a folytonossagra vonatkozé atviteli elv, a sorozat-hatdrérték monotonitasara vonat-
kozé tétel, valamint a iv) feltétel alapjan

ahonnan f(x) =y kovetkezik. O
A Bolzano-tételbol egyszertien addédik az alabbi

Kovetkezmény. Bédrmely, intervallumon értelmezett nem konstans,
folytonos fiiggvény értékkészlete intervallum.

B1zONYITAS. Valéban, legyen « az értékkészlet alsé, 5 az értékkészlet felsé hatara. Meg-
mutatjuk, hogy az («, ) intervallum minden pontja az értékkészlethez tartozik. Mint-
hogy a-nal kisebb és S-nal nagyobb eleme nincs az értékkészletnek, azért innen az allitas
mar kovetkezik.

Legyen y € («a, 8). Ekkor az « és 3 szdmok definicidja alapjan létezik az értelmezési
tartomanynak olyan a és b pontja, hogy

a s fla) <y < f(b) =B

Alkalmazva a Bolzano-tételt azt kapjuk, hogy az értelmezési tartomanyban létezik olyan
x pont , amelyre f(x) =y, kovetkezésképpen y eleme az értékkészletnek. O

A fenti kovetkezmény roviden igy fogalmazhaté meg: intervallum folytonos képe inter-
vallum.
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Ezt a tételt értékkészlet meghatarozasara lehet hasznédlni. Példaul, mivel

lim n?**! = 400, ¢ lim (—n)*'=—x (keN),

n—-+oo n—oo

ezért a paratlan egész kitevéjl hatvanyfiiggvény értékkészlete a valés szamok halmaza,
és mivel

lim n?* = lim (—n)®* = 400, & 0% =0, (keN¥

n—oo n—oo
ezért a paros egész kitevojii hatvanyfliggvény értékkészlete a nemnegativ valds szamok
halmaza.

A Bolzano-tétel bizonyitdsaban hasznélt mddszert intervallumfelezési eljarasnak
nevezik. Az algoritmus felhasznilhat6 az y = f(z) egyenlet xg megolddsénak kozelitd
kiszdmitdsdra. Az eljards soran szerkesztett (an,n € N) sorozattal kozelitve zgp-at, az
n-edik lépésben elkdvetett hibara

b—a

‘an_x0| § on

adodik.
Megjegyezzik, hogy a Bolzano-tétel két feltétele koziil egyik sem hagyhato el. A sign

fiiggvény — amely nem folytonos — felveszi a 0 és 1 értéket, de nem vesz fel egyetlen 0
és 1 kozé eso értéket sem.

Legyen H := (0,1) U (1,2), és értelmezziik az f fiiggvényt az aldbbi médon:

0, ha z€(0,1),
fx) =

1, ha ze€(1,2).
Nyilvanvald, hogy f folytonos, de egyetlen 0 és 1 kozé esd értéket sem vesz fel. Ez a
példa azt mutatja, hogy ha a folytonos fiiggvény értelmezési tartomdnya nem intervallum,
akkor a fiiggvény kihagyhat értékeket.

A most emlitett két feltétel elégséges, de nyilvan nem sziikséges ahhoz, hogy a fiiggvény
barmely két értéke kozé eso értékeket felvegye.

3.4. Exponenciilis- és logaritmusflggvények

Az exp,(z) = a® (a > 0, a # 1) a alapi exponencidlis fiiggvényt mar a 2.5.6. pontban
értelmeztiik a valds szamok halmazan, és belattuk réla, hogy szigorian monoton né, ha az
alap egynél nagyobb, szigortian monoton csokken, ha az alap egynél kisebb, és konstans,
ha az alap eggyel egyenld. Tovabba belattuk, hogy értelmezési tartomanyanak minden
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pontjiban megegyezik hatérértéke a helyettesitési értékkel, azaz folytonos. Az a alapu
exponencidlis fliggvény inverzének értelmezéséhez felhasznaljuk a

lim exp,(n) = lim a" =400, lim exp,(—n)= lim a7 =0, haa > 1,
n—0o0 n—o0

n—oo n—oo

lim exp,(n) = lim a" =0, lim exp,(—n) = lim a™" =00, haa <1

n—oo n—oo n—oo n—oo
egyenléségeket. Minthogy az R intervallumon értelmezett folytonos fliggvény értékkész-
lete — az el6z6 pont kovetkezménye alapjdn — intervallum, azért az exp, (a > 0, a # 1)
fiiggvény értékkészlete a (0, +o00) intervallum.

Az exp, flggvény grafikonjat az a > 0 paraméter kiillonbozé értékei mellett az aldbbi

abran szemléltetjiik.

Ay a>1

a=1

> X

1. abra

Az elmondottakbdl kovetkezik, hogy az a alapi exponencidlis fliggvénynek létezik
az inverze, ha a > 0, a # 1, melynek értelmezési tartomdnya a (0, +00) intervallum,
értékkészlete pedig a (—o0, +00) intervallum.

Definicid. Legyen a > 0,a # 1. Az exp, fiiggvény inverzét a-alapi
logaritmusfiiggvénynek nevezziik és a log, szimbolummal jel6ljiik.

Leggyakrabban az 1.n. természetes alapu logaritmusfiiggvényt hasznaljuk, ezért fon-
tossdganal fogva ezt kiilon is definialjuk.

Definicié. A természetes alapti exponencialis fiiggvény inverzét ter-
meészetes alapu logaritmusfiiggvénynek nevezziik és az ln vagy a
log szimboélummal jel6ljiik.

Az a alapi exponenciélis fliggvény tulajdonsigai alapjan adédnak a log, (a > 0,a # 1)
fliggvényekre vonatkozé kovetekezd allitasok.
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6. Tétel Alog, : (0,+00) — (—00,+00) fiiggvény folytonos,
szigorian monoton noéve, ha a > 1,
szigorian monoton fogyo, ha 0 < a < 1, tovabba érvényesek a
kovetkezok:

i) log,(1) =0, log,(a) =1,

i) a'®® =gz (x>0), log,(a®) =2 (z €R),

iii) log,(zy) =log, z +1log,y (x,y>0,a>0,a#1),

) log,(z¥) =ylog,z (x >0,y €R,a>0,a#1),
_logy @

v) log,x = (a,b,z > 0,a # 1,b # 1).
log, a

B1zoNYITAS. Az inverz-fiiggvény folynossdgdra vonatkozé tételbél a folytonossdg és a
monotonitds kovetkezik, valamint mivel a® = 1, ezért az inverz-fiiggvény definiciéja
alapjdn i) adddik. ii) a logaritmus fiiggvény értelmezésének azonnali kdvetkezménye.

Mivel az a alapu exponencidlis fiiggvény szigorian monoton (ha a > 0, a # 1), ezért
ii) illetve iv) ekvivalens azzal, hogy

aloga(zy) _ aloga z+log, y (IL’,y > O), aloga(a:y) — aylogaw (J’J >0,y € ]R)
Alkalmazva ii)-t, és az exponencidlis fliggvény tulajdonsdgait (2.5.6. 10. Tétel),
zy =al%%a® . gl Y =gy (z,y >0), z¥= (alogaw)y =z (z>0,yeR)

azonossagok addédnak.

v) igazoldsdhoz frjuk fel z-et x = a® (¢ € R) alakban. Mivel z > 0, ezért ilyen t € R
biztosan létezik. Ezt beirva v)-be, iv) alapjan v) ekvivalens a

. logya'  tlogya

t =log,a" =
log, a log, a

azonossaggal. [J

A iii) azonossdgot a logaritmusfiiggvény fiiggvényegyenletének nevezik.
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A log, fuggvény grafikonjat szemléltetjiik az aldbbi abrén.

a>1

O<a<1

2. abra

3.5. Irraciondlis kitevojl hatvanyfuggvények

Definicid. Legyen p € R. A
hu(x) :=a" (z>0)

utasitdssal értelmezett h,, : (0, +00) — (0,400) fiiggvényt u kitevdji
hatvanyfiiggvénynek nevezziik.

Az exp és az In fiiggvények tulajdonsigai alapjan az a# = e?*" = erlnz (z > 0)
azonossagot felhasznalva — az Osszetett figgvény folytonossagara vonatkozoé tétel alapjan
— kovetezik, hogy h, folytonos, monoton fiiggvény. Egyszertien beldthatd, hogy h,
szigorian monoton novo, ha p > 0 és szigorian monoton fogyd, ha p < 0, tovabba

i) ho(z)=1 (x>0),
i)  lim z# =0, lim z!¥ =400 (p>0),

x—+0 Tr— 400
i11) lim a* =400, lim z# =0 (u<D0).
x—+0 xr——+00

A h,, hatvanyfiiggvény grafikonjat a u kitevé kiilonbozé értékei mellett az aldbbi abran
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szemléltetjiik.

3. abra

3.6. A trigonometrikus fliggvények inverze

A sin, cos, tg és ctg fiiggvények periodikusak, kovetkezésképpen értékkészletitk min-
den elemét végtelen sokszor felveszik. Ezért ezeknek a fliggvényeknek nyilvan nincs
inverziik. Alkalmasan vett leszlikitésiik azonban mar invertdlhaté. Az aldbbiakban a
szoban forgd fiiggvényekbdl kiindulva kivalasztjuk ezeknek egy-egy szigoruan monoton
szakaszat és megvizsgaljuk az ezekbdl invertalassal kapott fiiggvények tulajdonsagait.

Definicié. A sin fiiggvény [—m/2,m/2] intervallumra vonatkozé le-
sziikitéséq-nek inverzét darkusz szinusz fiiggvénynek nevezziik és az
arcsin szimbdlummal jeloljiik. Ez azt jelenti, hogy minden x € [0, 1]
szam esetén arcsin(x)-en étjiik azt a —m/2 és w/2 kozé es6 y € [—m/2,
/2] széget, melynek sinusa x (siny = x).

T2 ————¢

argsin
-T2
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4. abra

Definicié. A cos fiiggvény [0, 7] intervallumra vonatkozé lesziikité-
sének inverzét darkusz koszinusz fiiggvénynek nevezziik és az arccos
szimbdlummal jeloljiik. Ez azt jelenti, hogy minden x € [0,1] szdm
esetén arccos(x)-en étjiik azt a 0 és w kizé es6 y € [0, 7] széget, melynek
cosinusa = (cosy = x).

arc R
X

5. abra

Definicié. A tg fiiggvény (—m/2,7/2) intervallumra vonatkozé leszii-
kitésének inverzét arkusz tangens, fiiggvénynek nevezziik és az arctg
szimbdlummal jel6ljiik. Ez azt jelenti, hogy minden x € [0,1] szdm
esetén arctg (x)-en étjiik azt a —w/2 és w/2 kozé es6 y € (—n/2,7/2)
szoget, melynek tangense z (tgy = x).
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Definicié. A ctg fiiggvény (0, 7)-re vonatkozd leszlikitésének inverzét
arkusz kotangens fiiggvénynek nevezziik és az arcctg szimbélummal
jeloljiik. Ez azt jelenti, hogy minden x € R szdm esetén arcctg (z)-
en étjiik azt a 0 és m kézé es6 y € (0,7) szoget, melynek cotangense

(ctgy =w).

arcctg

v

7. ébra

Mivel a sin fiiggvény a [—m/2,7/2] intervallumban szigorina monoton ng, ha z €
(—7/2,m/2), azért az inverz fliggvény folytonossigara vonatkozé tétel alapjén az arcsin
fliggvény is szigorian monoton novo, folytonos fiiggvény.

Hasonlé meggondoldsokkal megkapjuk a tobbi fliggvény monotonitasi, és folytonossagi
tulajdonsagait is. Az aldbbiakban Osszefoglaljuk az arcsin, arccos, arctg és arcctg
fliggvények legfontosabb tulajdonsdgait.

a) Dy-fel jelolve az f fiiggvény értelmezési tartomdnyét, R;-fel pedig értékkészletét,

Darcsin = [_17 1]7 Rarcsin - |:_

fenndll a kovetkezo:
Darccos = [717 1]7 Rarccos = [ )

m™ T
D(chtg = (7003 OO), Rarctg = (755 5) )
Darcctg = (—OO, OO), Rarcctg = (077T)-

b) E fiiggvények és inverziik kozti kapcsolat az aldbbi forméban irhaté fel:

)

bl 3
bo| 3

al

)

sin(arcsin(z)) =z (x € [-1,1]), arcsin(sin(z)) = x (a: € [—g, %D )

cos(arccos(z)) =z (x € [-1,1]), arccos(cos(z)) =z (x € [0,7)),

tg(arctg(x)) =z (2 € (—o0, 0)), arctg(tg(z)) = (a? € <—g, g)) ,
(z)) = (

ctg(arcctg(z)) =z (x € (—o00,00)), arcctg(ctg(z)) =z (x € (0,m)).
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¢) Az arcesin, arccos, arctg és arcctg fuggvények folytonosak, tovdbbd
™ .
arccos(z) = 5 arcsin(z) (z € [-1,1]),

arcctg(z) = g —arctg(z) (z €R).

d) Az arcsin és az arctg figgvény szigorian monoton nové, az arccos és az arcctyg
fliggvény szigorian monoton fogyo.

A most értelmezett arcsin, arccos, arctg és arcctg fliggvényeket ciklometrikus fiigg-
vényeknek nevezziik. A sin, cos, stb. fliggvények egy masik, szigorian monoton agabdl
kiindulva invertdlassal a most kapott ciklometrikus fiiggvényektol kiilonb6z6, de azokbdl
egyszeriien szarmaztathaté fiiggvényeket kapunk. Ezeket az arcsin, arccos, stb. mellék-
againak, mig magukat a ciklometrikus fiiggvényeket fé6agnak szokas nevezni.

3.7. A hiperbolikus fliggvények inverze

A cosh és sinh fiiggvényeket a természtes alapi exponencidlis fliggvények segitségével
értelmeztiik:
e~ e T et — e
cosh (z) = %, sinh (z) = — (r € R)
Megéllapitottuk, hogy a sinh fiiggvény az R-en, a cosh fiiggvény a [0, 00) intervallumon

szigorian monoton névekedd, mindkett6 folytonos, valamint, hogy

lim cosh(x) = lim cosh(z) =400, lim sinh(z) = —oco, lim sinh (z) = 4o0.

xTr— —00 xr——400 Tr— —00 xr——400
Innen kovetkezik a Bolzano tételének kovetkezménye alapjan, hogy
Rsinh = Rv RCOSh = [17 OO)

Tehét a sinh : R — R, cosh : [0,400 — [1,400) folytonos, kdlesondsen egyértelmii
(bijektiv) fggvények.

Definicié. A sinh fiiggvény inverzét drea szinusz hiperbolikusz
fiiggvénynek, a cosh fiiggvény [0, c0) intervallumra vonatkozé lesziiki-
tésének inverzét drea koszinusz hiberbolikusz fiiggvénynek nevez-
ziik és ezeket az arsinh és arcosh szimbélumokkal jeloljiik.

A fenti értelmezésbdl — felhasznalva az inverz fliiggvényre kordbban igazolt tételeket
— egyszeriien adédnak a kdvetkezo allitasok:
a) Az arsinh és arcosh fiiggvények értelmezési tartoménya, illetve értékkészlete:

Darsinh = R7 Darcosh = [L OO) Rarsinh = Rv Rarcosh = [Oa OO)
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b) Az eredeti és az inverz fliggvény kozti kapcsolatot felirva

sinh(arsinh(x)) = arsinh(sinh(z)) = #, arcosh(cosh(z)) =z (x € R),
cosh(arcosh(z)) =z (z € ([1,0)).

adédik.

¢) Az arsinh és arcosh figgvények folytonosak és monoton névekeddek.

d) Az arsinh és az arcosh fiiggvény kifejezhetd a logaritmus és a négyzetgyok fiiggvény
segitségével:

arsinh(z) = In (x +V1+ x2) (x € R),

arcosh(z) = In (x +Va?— 1) (x>1).

Az d) alatti azonossdgok a kovetkezképpen igazolhaték. Induljunk ki az

arsinh(z) _ _,—arsinh(z) Yy _ Y
x = sinh(arsinh(x)) = < 26 =2 26 (x € R)

azonossaghdl. Bevezetve a t := e¥ jelolést — atrendezés utan — t-re a
t? —2tr —1=0

masodfoku egyenlet adédik, melynek pontosan két megolddsa van, nevezetesen t; o =
(4o + V422 +4)/2 = x £ Va2 + 1. Mivel ¢ > 0, a gyokképletben az ennek megfelel§
megoldast felirva

t=e'=z+va2+1

adddik. Mivel a logaritmus-fiiggvény szigortian monoton, ezért innen y = In(z++v/a2 4+ 1).
A fenti helyett az

arcosh(z) —arcosh(z) y —y
x = cosh(arcosh(z)) = < +26 . J;e (x>1)

azonossagbdl kiindulva az allitas masodik része ugyanugy igazolhaté.
A tgh és ctgh flggvényeket a sinus és cosinus hiperbolikus fiiggvények segitségével
értelmeztiik:

sinh(z) e*—e™®

tgh(z) := cosh(z) P (x €R),
cosh(z) e*+e ™

ctgh(z) := Sinh(2) D — (x eR,z#£0)
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Megéllapitottuk, hogy a tgh fliggvény az R-en, a ctgh fiiggvény a (—o0,0), (0, +00) inter-
vallumokon szigorian monoton novekedd, kolesonosen egyértelmii, mindketto folytonos,
valamint, hogy

lim tgh(z) = lim ctgh(z) =1, lim tgh(z)= lim ctgh(z)= -1,

r—+00 T—+00
liJr(r)1Jr ctgh, (x) = 4o0, liI[I)l ctghh (z) = —oo0.

Innen kovetkezik a Bolzano tételének kovetkezménye alapjan, hogy
Rtgh = (717 1)3 Rctgh = (7007 71) ) (13 OO),
valamint mindegyik fliggvény kolcsonosen egyértelmii, ezért invertdalhato.

Definicié. A tgh (ctgh) fiiggvény inverzét drea tangens (cotan-
gens) hiperbolikusz fiiggvénynek nevezziik és az artgh (arctgh)
szimbélummal jeloljiik.

Az értelmezés alapjan nyilvanvald, hogy
(a) Az artgh, arcth fliggvények folytonosak és

Dartgh = (_]-7 1)7 Rartgh =R
Darctgh = (—OO, _1) U (17 OO), Rm“tgh =R \ {0}
(b) Az artgh fiiggvény szigordan monoton né a (-1,1) intervallumon, az arctgh fliggvény

szigorian monoton csokken az (—oo, —1) és (1, 00) intervallumokon.
(¢) Mindkét fiiggvény kifejezhetd a logaritmus fiiggvény segitségével:

1.1
artgh(x) = iln T i_i (x € (—1,1)),
1 1
arctgh(r) = 5 n . - (@€ (00, ~1) U(1,00)).

R . VeV . _ eYieV P ’” .
Ez utobbi azonossig az x = G =, illetve = H=2— egyenletbdl egyszertien igazol-

haté.
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3.8. Feladatok

1. Hatédrozzuk meg az aldbbi fiiggvények szakadasi helyeit és azok fajtait:

_)n (n <z <n,neN),
a) f(:r)-{—n (—n<z<-n+1neN).
a2 — 52+ 6
b) f(x)::{:CQ—?x—FIO’ (x e R,z # 2,2 #5),
0, (x € {2,5}.
0 f@)=int@@?) (aeR).
_ x37 (IE(@)7
d) f(z) —{x7 (x € R\ Q).
! P oy )
) f(x):{q’ @=L qeNpez =1,
0, (z € R\ Q).

xt — 423 + 322

b) flx) = { B s a4 @ERwFElLzFE-LaF0),
1, (x € {—4,0,1}.

1
b) f(x) :{ (1+2)%’ (z €Rx# 1),
0 fl) {’ —|.  (@eRz#0),
17 (m:())
d) f(z) :{ B (x e R,z #0),
L, (z =0).
e) f(x) :{gsm(l/x), EiiRj,ﬁO%
r) = e, (x € R,z #0),
) f=@) {07 oo,
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9) f(x):=Va—int(Vz) (z>=0).
h) f(a:)::xint(é) (r e R,z #£0).

, o e 1/ (x e R,x #0),
0 fa@={] o
(—1)™ @) (g e R).

<
N~—
~
—
8
N~—
I

3. Folytonosak-e az alabbi valds fiiggvények? Paraméter esetén tanulmanyozzuk a foly-
tonossdgot az (o € R) paraméter fliggvényében!

2={30n ueesn P ={0L (3,
:{x’ o D @) {3 et
Lo (=l>1). 212, (z>1).
w={% i noe={e" 0oy
_{ eI, f@)—{g‘_;’ 42

4. Tegyiik fel, hogy az f és g fliggvénynek az « helyen szakaddsa van. Lehet-e folytonos
az f+g,f —g, f/9g, f? fiiggvény az a helyen ?

5. Tegyiik fel, hogy az f fiiggvény folytonos, a g fliggvénynek szakaddsa van az a helyen.
Lehet-e f + g, fg, f/g, f? folytonos az « helyen ?

6. Tegyiik fel, hogy az
a) f? b 0 1

fliggvény folytonos az « helyen. Folytonos-e ekkor az f fliggvény az o pontban?

7. Tegyiik fel, hogy az f : H — K fiiggvénynek az a € H helyen, a g : K — R
fiiggvénynek pedig az f(a) € K helyen van szakaddsa. Lehet-e folytonos a g o f
fiiggvény az « helyen ?

8. Vizsgaljuk az alabbi, f és g fiiggvényekbdl képzett f o g és g o f kozvetett fiiggvény
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folytonossagat.

a) f(z):=sign(z), g(z) :=1+2> (z€R),
b) f(z):=sign(z), g(z) :=z(1 —2%) (z€R).
¢) f(x):=sign(z), g(x) :=1+z —int(z) (z€R).

o (0<z<1),
d) ﬂx)'_{z—x, (1<z<?2),
ez (x € Q),
g(x)'{Q—m, (r e R\ Q).
O Ja@=at g ={" e

f) f@)=tgr (@ eR\{(2k+1)3)). g(x):=arcigz (€ R),
g9) f(z):=sinz (z€R), g(z):=arcsinz (re[-1,1]).

9. Tegyiik fel, hogy az f,g : H — R fiiggvények folytonosak. Igazoljuk, hogy ekkor az
alabbi F, G fiiggvények is folytonosak.

a) F(z):=|[f(z)| (z€H),

{ —c, (zr € H, f(z) < —c),
f(x),  (zeH,|[f(z) <o),
c, (z € H, f(x) > ¢),

¢) F(z):=min{f(z),9(z)} (z€H),

d) G(z):=max{f(z),9(z)} (€ H).

10. frjuk fel az alabbi fiiggvények inverzét, ha sziikséges, sziikitsiik le az értelmezési tar-

toméanyt!
a) f(z):= Z;er_z (x € R, ad —be #0),
b) f(z):=z+int(x) (zreR),
ez (x € Q),
o s@={" TN
d) f(z):= —3-vid+ds (= ,§)7

2 4
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e) flx):=32>—6z+2 (zeR),
f) flx):=-222+10z -1 (z€R),
g) f(x):=2%+4x (z€R),
h) f(x):=42® =20z +12 (z € R),
i) f(z):=4sin(z + %) (x €R),
5 f(z) = — cos(2z + g) (z € R),
k) f(z):=2tg(—x + g) (z €R).

11. Igazoljuk, hogy az

12.

13.

14.

15.
16.

f(x):= (1 +2?)sign(z) (z €R)
szakadésos fliggvény inverze folytonos.

Tegyiik fel, hogy az f : [0,+00) — R folytonos és f-nek létezik véges hatdrértéke a
+oo-ben. Igazoljuk, hogy f egyenletesen folytonos a [0, +00) intervallumon.

Egyenletesen folytonosak-e az alabbi fiiggvények a feltiintetett halmazokon ?

a) f(z):=2* (z€(~a,a), a €R), b) f(z):=Inz (xze€(0,1)),

0 f@)i=17= (@el-11), d) f@):=Va (ze[l+00)),

e) f(z):=Vz (ze€]0,+0)), f) flz):=lhz (zell,+0)),

g9) f(z):=sinz (z¢€ (—o0,00)), h) f(z):=cos’x (z€ (—o0,+00)),
i) fl@)=2" (z€[0,+00), J) f(@):=e" (€[l +00)),

k) fla):=e" (zel-11)), 6) flz):=e" (z€ (00,0

Az f:[a,b] — R folytonos fiiggvény folytonossdigi modulusdt az
wy(0) :=sup{|f(s) = f(t)] : s,t € [a,B], |s —t| <6} (6>0)

utasitassal értelmezziik. Igazoljuk, hogy az wy : [0, +00) — [0, +00) fiiggvény monoton
novo és

li d) =0.

s, s 0)

Igazoljuk, hogy minden paratlan foku, valds egytitthatds polinomnak van valds gyoke.

Tegyiik fel, hogy az f : [a,b] — R fliggvény monoton és minden f(a) és f(b) kozé esd
értéket felvesz. Igazoljuk, hogy ekkor f folytonos.
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17.

18.

19.

Tegyiik fel, hogy f : (a,b) — R folytonos fiiggvény, n € N* és x1,x9,--- ,x, € (a,b).
Igazoljuk, hogy van olyan & € (a,b), amelyre

f($1>+f(952)+"'+f(37n).

n

f) =

Igazoljuk, hogy az 2 —3x+1 = 0 egyenletnek van valds gyoke az (1,2) intervallumban.
Szémitsuk ki a gyok kozelitd értékét 10~2 pontossiggal.

Ertelmezziik az alabbi fliggvényeket a 0 pontban ugy, hogy ott folytonosak legyenek.

a) f(x)::% (r e R,z #0,n € N),
B @)= weRa£0)

¢) f(z):=2%sin(l/z) (x€R,z#0).
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4. Differencidlhaté fuggvények

A matemetikai analizis egyik alapveto fogalma a differencidlhdnyados vagy derivalt.
A derivéltat nemcsak a matematikan beliil, hanem szdmos természettudoményban és
a technikaban is széleskortien felhasznéljak. Tobb fontos fizikai, kémiai vagy gazdasagi
fogalmat a derivalt segitségével lehet pontosan leirni.

Ebben a pontban ismertetjiik a derivalttal kapcsolatos alapveté fogalmakat, a vele valé
szamolds szabalyait és bemutatjuk néhany alkalmazdsat. Az eddig kovetett modszert
folytatva, ahol az lehetséges, egylitt targyaljuk a valds és a komplex esetet. A differ-
encidlhatésagot altalaban az értelmezési tartomany belsé pontjaiban vizsgaljuk. Ezzel
kapcsolatos az alabbi

Definicié. Akkor mondjuk, hogy az a pont a H C R halmaz belsé
pontja, ha létezik a-nak olyan K,(a) kornyezete, hogy K,.(a) C H.

Péld4ul, ha H = (1, 3]{5}, akkor minden a € (1,3) pont H bels6 pontja.

4.1. A derivalt értelmezése

Legyen H C R, és f : H — R a H halmazon értelmezett fiiggvény és tegytik fel,
hogy a a H halmaz belsé pontja. A derivélt értelmezéséhez célszerii bevezetni az alabbi
fliggvényt.

Definicié. A

(Aaf)(x) =

T ZJ@ ¢ e p qay)

T —

utasitassal értelmezett fiiggvényt f a pontbeli differenciahanyado-
sanak, vagy kiilonbségi hanyadosanak nevezziik.

Felhivjuk a figyelmet arra, hogy a A, f kiilonbségi hanyados nincs értelmezve az a
pontban.

Az f jelentésétdl fiiggéen a kiilonbségi hanyadosnak is lehet geometriai vagy fizikai
jelentést tulajdonitani. Legyen pl. H := («,3), és tekintsiik az f : (o, 8) — R valds
fiiggvény grafikonjit. A grafikon (a, f(a)) és (z, f(z)) pontjait Osszekotd egyenest a
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grafikon széban forgé pontjain dthaladé szel6jének nevezziik. A (A, f)(x) szdm ennek a

szelének az iranytangense.
*

**41 ébra******

A fizikdban a kiilonbségi hanyadost az atlagsebesség értelmezéséhez hasznaljak fel. Ha
az [ : (a,3) — R leképezés valamely egyenesvonalii mozgds ut-idé fiiggvénye, akkor a
(Ayf)(x) szdm az a és x idOpontok kozti atlagsebességet jelenti. Vizsgdlni szeretnénk,
hogy mi torténik a differencia-hédnyados értékével, ha z tart a-hoz. A hatérértéket fel-
hasznalva bevezetjiik a differencialhanyados fogalmat.

Definicié. Akkor mondjuk, hogy az f fiiggvény az a € H belsé pont-
ban differencialhatd, ha a A, f kiilonbségi hanyadosnak létezik az a
pontban véges hatarértéke. A szoban forgé hatarértéket az f fiiggvény
a pontbeli differencialhanyadosanak vagy derivaltjanak nevezziik
és az

f’(a) — lim M = h(rlnAaf_

r—a Tr—a

d
vagy a %(a) szimbdlumok valamelyikével jeloljiik.

A geometriai szemlélet alapjan, ha x tart a-hoz, akkor az (a, f(a)), (x, f(z)) pontokat
Osszekotd szeld ahhoz az (a, f(a)) ponton dthaladé egyeneshez tart, amely a grafikus
képet csak egy pontban metszi. Az ilyen egyenest érintének nevezziik, és pontosan a
kovetkezdképpen definidljuk:

Definicié. Akkor mondjuk, hogy az f : (a,3) — R fiiggvény grafi-
konjdnak az (a, f(a)) pontjéban van érintéje, ha az f fiiggvény az
a pontban differencidlhaté. Az (a, f(a)) € R? ponton &thaladé f'(a)
iranytangensii egyenest az f grafikonjanak a abszcisszaju pontjahoz
tartozo érintjének nevezziik. Az érint6 egyenlete:

y=f(a)(x—a)+ f(a).
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2. abra

Az emlitett atlagsebességnek r — a esetén vett hatarértékét az a idopontban vett
pillanatnyi sebességnek szokas nevezni. Ez — felhasznalva a derivalt fogalmat — ek-
vivalens médon a kovetkezd formdban fogalmazhaté meg: az a € («,3) idépontban
differencidlhat6 f : (o, 8) — R ut-id6 fiiggvény f’(a) derivaltjat a mozgds a pontbeli
pillanatnyi sebességének nevezziik.

A derivalt és a hatarérték értelmezése alapjan nyilvanvald, hogy ha f differencidlhaté
az a pontban, akkor f-nek barmely K,(a) kérnyezetre vonatkozé lesziikitése is differ-
encidlhat6 a-ban és a lesziikitett fiiggvénynek a-beli derivéltja egyenld f'(a)-val.

A differencidlhatdsag és a folytonossig kapcsolatdra vonatkozik az aldbbi

1. Tétel. Ha f : H — R differencidlhaté az a € H pontban, akkor f
folytonos a-ban.

B1zoNvYiTAS. A feltétel szerint a A, f fiiggvénynek az a helyen 1étezik véges hatdrértéke,
kovetkezésképpen a-nak van olyan kornyezete, amelyben A, f korlatos, azaz 1étezik olyan
M =0 és r > 0 szam, hogy

@)~ 1@l _

w—a = (x€(a—ra+r)).

Ebben a kornyezetben fenndll az
|f(z) = fla)| = M|z —a| (z€(a—ra+tr))

egyenl6tlenség. Innen — pl. az atviteli elv alapjan — nyilvanvald, hogy f-nek a-ban
létezik hatdrértéke és lim,_, f(z) = f(a) Valéban, legyen (z,,n € N) egy a-hoz kon-
vergdlé szdmsorozat az (a — r,a + r) intervallumban ( lirf Tp =a, Ty, € (a—T1,a+T),
n € N). Ekkor

0= [f(zn) — fla)] = Mlzy —al (n€N)),
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és alkalmazva a rendér-elvet azt kapjuk, hogy lim f(z,) = f(a), azaz — a folytonos-
n—oo

sagra vonatkozd atviteli elv alapjan — f folytonos az a pontban. [J

Megjegyezziik, hogy a most igazolt allitds megforditdsa nem igaz. Léteznek olyan
fiiggvények, amelyek folytonosak de nem differencidlhatdk. Ilyen pl. az f(x) := abs (z) :=
|z| (x € R) fiiggvény a = 0 esetén. Valdban, ennek az a pontbeli kiilonbségi hdnyadosa

_ J#[=0

(Ao f)(z) 5 = sign(z) (z € R,z #0).
Minthogy a sign fliggvénynek a 0 helyen nincs hatérértéke, azért az abs fiiggvény a 0

pontban nem differencialhato.

Konnyen igazolhatd, hogy az abs fiiggvény a 0-tdl kiillonboz6 helyeken differencialhato,
tovabba f'(a) = 1, ha a > 0 és f'(a) = —1, ha a < 0. Megjegyezziik, hogy létezik
olyan R-en értelmezett, mindeniitt folytonos fiiggvény, amely R egyetlen pontjaban sem
differencidlhaté (1dsd pl. [3], 88. oldal).

A most vizsgdlt példiban a 0 pontbeli kiilonbségi hdnyadosnak nincs ugyan hatér-
értéke, de létezik jobb-és baloldali hatarartéke. Ilyenkor azt mondjuk, hogy ennek a
fliggvénynek a 0 pontban van jobb- és baloldali derivaltja.

Ezzel kapcsolatos az aldbbi

Definicié. Legyen a € H C R, f: H — R és tegyiik fel, hogy van
olyan (a—h,a] (h > 0) intervallum, amelyre (a —h,a] C H. Ha a A, f
kiilonbségi hanyadosnak létezik az a helyen a bal oldali hatarértéke,
akkor azt mondjuk, hogy f az a helyen balrol differencidalhaté és a

L f@) = (@)

z—a— T —a

baloldali hatartartéket f a-beli baloldali derivaltjanak nevezziik és az
fL(a) szimbélummal jeloljiik.

A fenti értelmezésben a baloldali hatarérték helyett jobboldali hatarértéket véve a
jobboldali derivalt fogalmahoz jutunk. Az a pontbeli jobboldali derivéltat az f! (a)
szimb6lummal jeloljik. Azt, hogy az f fiiggvénynek az a pontban létezik a baloldali
derivaltja — geometriai széhasznalattal élve — 1igy szokas kifejezni, hogy f grafikonjanak
létezik a baloldali félérintéje. Nyilvanvald, hogy f akkor és csak akkor differencidlhaté a-
ban, ha létezik a bal- és jobboldali derivdltja és

fL(a) = fi(a) = f'(a)

Bizonyos esetekben célszerti a differencidlhatésagnak az aldbbi, eredetivel ekvivalens
atfogalmazasat hasznalni. Ez a definicié — amint azt 1atni fogjuk — minden nehézség
nélkil atvihetd tobbvaltozds fliggvényekre.
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2. Tétel. Az f: H — R fiiggvény a H C R halmaz a belsé pontjiban
akkor és csak akkor differencidlhaté, ha létezik olyan A € R szdm
és olyan € : H — R a-ban folytonos fiiggvény, amelyre e(a) = 0, és
amellyel a fiiggvény megvaltozasa felirhaté a kévetkezd alakban:

(1) f(@) = fla) = Az —a) + (z — a)e(z) (x € H).
Az A szam az f fiiggvény a-beli derivaltjaval egyenlé.

BizoNYITAS. i) Tegyiik fel el6szor, hogy f differencidlhaté az a pontban és legyen A :=
f'(a). Ertelmezziik az e fiiggvényt a kovetkezSképpen:

FO-1@ .
e(z) := r—a 4, (zeH, z#a),

0, (z = a).

Ekkor az € fiiggvénynek az a helyen a hatarértéke 0, kovetkezésképpen folytonos a-ban.
E definiciébdl dtrendezéssel adddik a kivant alak.

ii) Most induljunk ki abbdl, hogy f megvéltozdsa felirhaté az (1) alakban. Innen
(x — a)-val valé osztés utdn azt kapjuk, hogy

f(z) = f(a)

r—a

—A=¢(x) (re€H, z+#a).

Minthogy lim, € = 0, ezért az f fiiggvény kiilonbségi hanyadosdnak valéban van hatér-
értéke és f'(a) = A. O

A differencidlhatosag most ismertetett atfogalmazdsiaban az x — a = h helyettesitést
alkalmazva

fla+h)— f(a) = Ah+ he(a+ h) = Ah+n(h) (Jh| <7)

adédik minden olyan r > 0 szdmra, amelyre (a — r,a +r) C H. Ez azt jelenti, hogy a
fiiggvény f(a+h)— f(a) megvaltozdsa a h véltozd egy homogén linedris fliggvényének és
az n fiiggvénynek az Osszegeként allithatd eld, ahol n kicsi a linedris fiiggvényhez képest
abban az értelemben, hogy

() _
}ILIL% h —}llli%e(a%—h) =0.
Az ¢(h) := Ah (h € R) linedris fliggvényt az f differencidlhaté fiiggvény a pontbeli
differencialjanak nevezziik és a d, f szimbélummal jeloljik.

Az aldbbiakban felsorolunk néhany fliggvényt, amelyek derivaltja kézvetleniil a defi-
nicié alapjan kiszamithaté.



4. Differencidlhaté fliggvények 79

Példak
1. A konstans fiiggvény mindeniitt differencialhaté és derivaltja 0.
Valéban legyen ¢ € R. Az f(z) := ¢ (x € R) fliggvény a(€ R) pontbeli kiilonbségi
hanyadosa
c—c

Ay(z) = =0 (xeR,z#a).

r—a

Kovetkezésképpen ennek hatarértéke az a helyen 0.

2. A R indentikus leképezése minden a € R pontban differencidlhaté és derivaltja
1-gyel egyenlo.
Az f(z) := z (z € R) figgvény kiilonbségi hinyadosa ugyanis
T—a

A, (z) = =1 (zeR,z#a).

r—a

Innen kovetkezik, hogy a kiilonbségi hanyados hatarértéke az a helyen 1.

3. Legyen n € N. Az f(x) := 2" (x € R) hatvanyfiiggvény mindeniitt differencidlhaté
és f'(a) =na""! (a € R).
A széban forgé fiiggvény a pontbeli kiillonbségi hdnyadosa

n__ .n
(Aaf)(x) = % =" 2" a4t xa"?+a"t (2 R,z #a).

A jobb oldalon allé polinom hatarértéke az a pontban az a-beli helyettesitési érték-
kel egyenl6. Ezért

lmA,f=a"'+a" '+ +a" 4+ a" ! =na"
a

4. Az f(z) :=sinz (x € R) sinus — fiiggvény mindeniitt differencidlhaté, és f'(a) =
sin’a = cosa, (a € R).

Eloszor megmutatjuk, hogy }lbirr%] sinh

= 0. Kihasznalva a lim *7* =1 nevezetes

cosh —1
h h—0

hatarértéket, a cosinus fiiggvény nulla pontbeli folytonossdgat, valamint a fiiggvé-
nyek hatarértékére vonatkoz6 miiveleti tulajdonsdgokat, a

. cosh —1 . cos?h —1 . —sin?h . sinh —sinh
im-——=1lim ——— = lim = lim =
h—0  h h—0 h(cosh+1) hr—0h(cosh+1) h—0 h cosh+1

0

hatdrérték azonnal adédik. A sinus fiiggvény a pontbeli kiilonbségi hanyadosat az
addicids osszefliggés alapjan felirhatjuk

sinz —sina  sin(a+ h) —sina  sina-cosh + cosa - sinh —sina
(Auf)(a) = SLUGLL L 0 =

r—a

. cosh—1 sin h
=sma- ————+cosa -

h h




80

4.1. A derivalt értelmezése

alakban, ahol h = x — a. A hatdrértékre vonatkozd miiveleti tulajdonsagokat alka-
Imazva, a derivaltra

sh—1 .
f'(a) = lim (A, f)(z) = lim sina - cosh =1 +cosa- sin

r—a h—0 h

= CcOosa

adodik.

. Az f(z) := cosz (z € R) cosinus filggvény mindeniitt differencidlhaté, és f'(a) =

cos’a = —sina, (a € R).
A sinus fiiggvényhez hasonléan a cosinus fiiggvény a pontbeli kiillonbségi hanyadosat
az addicids Osszefliggés alapjan felirhatjuk

(Auf)(@) cosx —sina  cos(a+h) —cosa  cosa-cosh —sina-sinh —cosa
xTr) = = = =
¢ xT—a h h
cosh—1 | sin h
=cosa- ———— —sina-

h h

alakban, ahol h =  — a. A hatdrértékre vonatkozé miiveleti tulajdonsidgokat alkal-
mazva, a derivaltra

"(a) = lim (A, f)(z) = limcosa-cos}bi_l—sina- sinf
f f h—0

= —sina
T—a h

adodik.

. Az f(z) :=Inz (z > 0) természetes alapi logaritmus — fiiggvény értelmezési tar-

toményanak minden pontjaban differencidlhaté, és f'(a) =In'a =1, (a > 0).
A logaritmus fliggvény a pontbeli kiilonbségi hanyadosat a logaritmusra vonatkozo
miiveleti tulajdonsagok alapjan felirhatjuk

Inzx —Ina In(a+h)—Ina ln%
(Bu @) = _lath e D

r—a

1 1\ "
=1n<1+a)
a n

Yy

alakban, ahol h = x — a. Mint lattuk, lim (1 + l) =
ly|—+o0 v
musfiiggvény folytonos az a = e helyen, ezért derivéltra

SHES
S
—_
]
7N
—
+
| =
~_
Il

Q)

, tovabba a logarit-

Q| =

f'(a) = lim (A f)(z) = lim % " (1 i 1)

T—a
h

adodik.

Az elsé harom példaban vizsgalt fliggvényekbdl kiindulva — az algebrai miiveletek

véges szamu alkalmazasdval — a raciondlis fiiggvényekhez jutunk. Ezek derivéltjat az
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— algebrai miiveleteket és a derivaldst Osszekapcsolo — tun. differencidlasi szabalyok
ismeretében kiszamithatjuk.

4.1.1. Differencialdsi szabdlyok.

Az Gsszeg-, szorzat- és hanyadosfiiggvény derivaltjara vonatkozik az alabbi allités.

3. Tétel. Tegyiik fel, hogy az f,g : H — R fiiggvények differ-
encidlhaték a H halmaz a belsé pontjdban. Ekkor f+g, fg és g(a) #0
esetén f/g is differencidlhaté a-ban és

(f +9)(a) = f'(a) + g'(a),
(f9)'(a) = f(a)g'(a) + f'(a)g(a),
iy I'a)g(a) — f(a)g'(a)

BiZONYITAS. i) Az f + g fiiggvény a-hoz tartozo kiilonbségi hanyadosa az © € H, x # a
helyen egyszerti atalakitas utan felirhaté a

Bulf 4 9) (o) 1) F960) = (@) +gla)) _ f(a) = f(a) | ()~ g(a)

r—a Tr—a r—a

alakban. Az Osszegfliggvény hatdrértékére vonatkozo tétel alapjén a A, (f+g) kiilonbségi
hényadosnak van hatérértéke az a helyen, és az az f/(a) + ¢’'(a) szdmmal egyenld.

ii) A szorzatra vonatkozo allitds igazoldsdhoz frjuk fel az fg a-hoz tartozé kiilonbségi
hanyadosét az x € H,x # a helyen a

f(@)g(x) — fa)g(a) _ f(x)g(x) —g(a)

r—a r—a xr—a

(Aa(f9)) (z) =

alakban. Mivel f differencidlhaté az a pontban, ezért az 1. Tétel alapjan f folytonos
a-ban, kovetkezésképpen f-nek létezik hatérértéke a-ban és az f(a)-val egyenld. A
szorzat- és Osszegfiiggvény hatarértékére vonatkozd tétel alapjan a szorzat kiilonbségi
hanyadosanak létezik hatarértéke az a helyen és

lim A, (fg) = lim f(x) lim 9(x) = 9(a) + g(a) lim J@) = [(a) =
a T—a r—a Tr—a T—a Tr—a
= f(a)g'(a) + g(a) [ (a).
iii) A hényadosra vonatkozé allitdst elszor az f(x) := 1 (x € H) specidlis esetre

igazoljuk. Az 1/g fliggvénynek az a € H ponthoz tartozé kiilonbségi hanyadosa a
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kovetkezbképpen irhato fel

Felhasznalva a szorzat- és a hanyadosfiiggvény hatarértékére vonatkozd tételt, valamint
a g figgvény a-beli folytonossagat —, ami g differencidlhatosagabol kovetkezik, — azt
kapjuk, hogy a széban forgd kiilonbségi hanyadosnak létezik az a pontban a hatarértéke

<;>/ () = _g(la) (;ig}l g(lév)> i 9(92 - Z(a) N _;];((Z))'

A most igazolt specidlis esetet a szorzatfiiggvény derivalasi szabalyaval kombindlva

adédik az dltaldnos eset:
( ) ( ) = [l )g(la) fla )(1>I(a):
~ f'(a) /la >9’§a> f'(@)g(a) - f(a)g'(a)

( ) Pl 9%(a)
Ezzel a tételt igazoltuk. .

A konstans fliggvény és a szorzat derivalasi szabalyat felhasznédlva adddik, hogy bar-
mely A € R szamra f-fel egyiitt Af is differencidlhaté a-ban és

(Af) (@) = Af'(a).

A 3. Tételben két tag Osszegére, ill. két tényez6 szorzatdra bizonyitott allitdsok
teljes indukcioval kiterjeszthetSk véges sok tag Gsszegére és véges sok tényezo szorzatara.
Nevezetesen, ha n € N, n > 2 és az fi, fa, -, fn : H — R fiiggvények mindegyike
differencidlhaté az a € H pontban, akkor az

fitfot -t fu, fiforfn

fliggvények is differncidlhaték az a pontban és

(fitfot -+ fu)(a) = fila) + fila) + - + fr(a),
(fufz-- fu)'(a) = fi(a) f2(a) -+~ fu(a)+
+ fila)fa(a) - fula) + -+ fi(a) f2(a) -+~ fr(a).
A 3.Tétel és az ahhoz fiz6tt megjegyzések a derivalt helyett az egyoldali derivaltakra

is fennallnak, s ezek szérol-széra ugyanugy igazolhatok.
A pontbeli differencidlhatésagot célszerti kiterjeszteni.
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Definicié. Akkor mondjuk, hogy a H C R nyilt halmazon értelme-
zett f: H — R fiiggvény a H halmazon differencidlhato, ha annak
minden pontjaban differencialhaté. Ilyenkor a H-n értelmezett

't H-R x— f'(z)
fiiggvényt f derivaltfiiggvényének vagy derivaltjanak nevezziik.

A tovabbiakban néha a zart intervallumon valé differencidlhatdésagot is hasznalni
fogjuk a kovetkezd értelemben: Az f : [, 8] — R fiiggvényt differencidlhaténak nevezzik
az [a, (] intervallumon, ha f differencidlhaté az intervallum belsé pontjaiban tovabbd, ha
a-ban jobbrdl, S-ban balrdl differencialhaté. A H halmazon differencidlhaté f: H — R
tipusu fliggvények Oszességét a D(H,R), vagy az egyszeriibb D(H) szimbdélummal fogjuk
jelolni.

A most igazolt differencidlési szabéalyok alapjan sok fliggvény differecidlhatésagét, és
derivaltjat tudjuk megallapitani.

Példak
1. A polinomok mindeniitt, a raciondlis fiiggvények pedig értelmezési taromanyuk min-
den pontjaban differencialhatok. Ha az n-edfokt P polinom

P(z) = ag + a1z + aga® + -+ apa™  (z €R)

alaku, akkor derivaltja a kovetkez6 — tagonkénti derivélassal kapott — polinom:
P'(z) = ay 4 2a0x + - - + nay,a™ ! (xz € R).

A racionalis tortfiggvényt is tudjuk természetesen, derivalni, de ennek &altalanos feli-

rasatél most eltekintiink.
2. A negativ egész kitevojii hatvanyfiiggvény,

f(x)::af":ajin (reR, #£0, neN)

derivaltja a hanyados differencidlasi szabdlya alapjan

Fla)= "0 el (e R, 2 40).

x2n

Ezt az el6z6 pont 3. példaban szerepl6 eredménnyel egybevetve kapjuk, hogy barmely
n € 7 egész kitevire

d
%x”:nxnfl (xeR, x#0, ne€Z).
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3. A hényados fliggvény differencidlési szabdlya alapjan a tangens és a cotangens fiigg-
vények is differencidlhatdk értelmezési tartomanyuk minden pontjaban, és

./ . / -2 2
sin’ x cosx — sinx cos’ x sin“ x + cos* x 1 1
tg' @ = 5 = 5 = ——(r e R\ {(k+ ;)m, k€ Z}),
COs* T COS* T Ccos® & 2
’ . s ! : 2 2
cos’ xsinx — cosxsin’ x —sin“x — cos® x 1
ctg' x = = =— (x e R\ {km, k € Z}).
) ) . 2 )
sin“ x sin® x sin“ x
4. Mivel minden a > 0, a # 1 esetén log, x = }E—z, ezért a konstansszoros differencidlasi

szabélya alapjan az a alapu logaritmusfiiggvény is differencialhaté értelmezési tar-
tomanyéan, és

1 1
logiz=—1In'z = —

1
na o (x >0,a>0,a#1)

S R

4.1.2. A kozvetett fliggvény derivdltja

Nemcsak az algebrai miiveletek, hanem a kozvetett fliggvény képzés sem vezet ki
a differencidlhat6 fiiggvények korébdl. Legyen H, K C R két nem iires halmaz. A
tovabbiakban az
f-H—-K ¢g:K—R
fliggvényekbdl képzett g o f kozvetett fliggvény differencidlhatosagat vizsgaljuk. Erre

vonatkozik az

4. Tétel. Tegyiik fel, hogy az f : H — R fiiggvény differencidlhaté
az a € H belsé pontban, tovdabbd legyen f(a) a K-nak belsé pontja
és tegyiik fel, hogy g differencidlhaté az f(a) pontban. Ekkor g o f is
differcialhaté a-ban és

(gof)(a) = (g 0 f)la) f'(a) = g'(f(a)) - ['(a).

BizoNYITAS. Megmutatjuk, hogy a g o f fiiggvény (g o f)(z) — (g o f)(a) megvéltozasa
felirhato

(g0 f)x) = (g0 f)a) =g (f(a))f'(a)(x —a) + &(z)(x —a) (z€ H)

alakban, ahol € : H — R egy olyan a-ban folytonos fiiggvény, amelyre ¢(a) = 0. Ez a 2.
Tétel alapjan ekvivalens a bizonyitandé éallitassal.

Az f fuggvény a pontbeli differencidlhatésaga pontosan azt jelenti, hogy létezik olyan
€1 : H — K, a-ban folytonos fliggvény, amelyre ¢;(a) = 0 és

f(@) = fla) = f'(a)(z — a) + e1(z)(z —a) (2 € H).
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Az g fliggvény b := f(a) pontbeli differencidlhatésdga azzal ekvivalens, hogy 1étezik olyan
€2 : K — R, b-ben folytonos fliggvény, amelyre ez (b) = 0 és

9(y) —g(b) = g'(0)(y = b) + e2(y)(y — b) (y € K).

Ennek alapjan az y = f(x) jelolést haszndlva a kozvetett fliggvény megvaltozasa felirhatéd
a kovetkez6 alakban:

=g'(0) (f'(a)(x — a) + e1(2) (2 — a)) + e2(f(2)) (f'(a)(z — a) + e1(2)(z — a)) =
=g (0)f (a)(x —a) + (¢ D)er(x) + e2(f(2)) (f'(a) + e1(2))) (z — a)
=g'(0)f'(a)(x = a) + e(x)(x — a),

ahol
e(z) = g'(ber(x) + e2(f(2))(f'(a) + e1(z)) (v € H).

Az €1, €3 és € értelmezése alapjdn nyilvdnvals, hogy e(a) = 0 tovdbbd az f a-pontbeli —
differencidlhatosagbdl kovetkezé— folytonossaga, valamint a kozvetett fliggvény folyto-
nossaga alapjan e is folytonos az a helyen. Ezzel a tételt bebizonyitottuk. [

A most igazolt tételbdl kovetkezik, hogy ha f € D(H,K) és g € D(K,R), akkor
go f € D(H,R) és
(gof) =g of f.
Ezt a formulat lancszabalynak is szokds nevezni. Ennek alapjan kiszamithatjuk pl. a
h(z) == (2 +1)'° (2 € R)
fliggvény derivaltjat. A h fliggvény az
f@)=2"+1 (z€R), gy :=y'" (YER)
fliggvények kompozicidja: h = g o f. Minthogy
flley=2z (zeR), g'(y) =100y (yeR),

azért a lancszabaly szerint

W (x) =g (f(2))f (x) =100(1 +2*)"2z  (z € R).
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4.1.3. Az inverz fluggvény derivdltja

Az inverz fliggvény derivaldsi szabdlyanak megfogalmazasaban intervallumon értelme-
zett, folytonos valds fliggvényekbdl indulunk ki. Az altaldnos esetben fellépé problémék-
kal kapcsolatban a pont végén tett megjegyzésre utalunk.

5. Tétel. Legyen f : (a,8) — R szigoriian monoton, folytonos
fiiggvény. Ha f differencidlhaté az a € («, 3) pontban és f'(a) # 0,
akkor az f fiiggvény f~! inverze is differencidlhaté a b := f(a) helyen
és

1 1

T fa) T U

(2) (F ) ()

BizoNYITAS. A (2) igazoldsdhoz legyen (y,,n € N) egy, az f értékkészletébdl vett b-hez
konvergald sorozat és vezessiik be az x,, := f~1(y,) (n € N) jelolést. Ekkor f~1(b) = a és
f(zn) = yn (n € N), tovdbbd az inverz fiiggvény folytonossigdra vonatkozoé tétel alapjan
f~1 folytonos a b pontban, azaz az dtviteli elv alapjan,

lim z, = lir_ir_l FHyn) = £710) = a.

n—-+o0o

Ezeket felhaszndlva a f~! fliggvény b-pontbeli kiilonbségi hanyadosa kifejezhetd az f
a-beli kiilonbségi hanyadosdval:

) - f) | we—a 1 .
b Fan—f@ )@ "N

Tp—a

Innen az atviteli elv és a hanyados hatarértékére vonatkozé szabély alapjan — f'(a) # 0
figyelembevételével — kovetkezik, hogy a f~! fiiggvény differencidlhaté a b pontban és

= L) =) ! _ 1
e = i Fl) — 7@~ Fla)

Ezzel a tételt igazoltuk. [

Az inverz fuggvény differencidlhatésdgara vonatkozé tételt szamos fiiggvény differ-
encidlhanyadosanak kiszamitasara hasznmélhatjuk.

Példak.
1. Alkalmazzuk az inverz fiiggvény derivaltjara most igazolt tételt a természetes alapt
exponencidlis fiiggvényre, azaz legyen f(r) := Inx (v > 0). Ekkor f~1(z) = e* =
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exp(z) (x € R), ésmivelIn'z = 1 # 0 (z > 0), ezért a természetes alapt exponencidlis
filggvény minden valés z esetén differencidlhaté, (2) alapjin

"(z) = L _ 1 =exp(z) =" (x
9/ (0) = o — — T — o) =" (£ E€R)
exp(z)

2. Legyen f(z):=sinz (z € [-7/2,7/2]). Ekkor f~1(z) = arcsin = (z € [-1,1]). Mivel
f'(x) = cosz > 0, ha z € (—7/2,7/2), és f'(z) = 0, ha = +7/2, ezért az arcus
sinus fiiggvény csak a (—1,1) intervallumon differencidlhaté, és (2) alapjdn

1 1

arcsin’ (z) = sin’ (arcsin (z)) B cos(arcsin(z)) (@ € (=L1)).

A négyzetes Osszefiiggés alapjan az utébbi fliggvény nevezdje a kbvetkezéképpen irhaté
fel:

cos(arcsin (z)) = \/1 — sin?(arcsin (7)) = /1 — 22,
mivel cos(arcsin (x)) > 0, ha = € (—1,1). Ezzel belattuk, hogy

1
arcsin’(z) = —— (z € (—1,1)).
@) == @e(-11)
3. Legyen f(z) := tg x (v € (—m/2,72)). Ekkor f~!(z) = arctg z (¢ € R). Mivel
fl(z) = @ =1+4tg? >0, ha = € R, ezért az arcus tangens fiiggvény mindeniitt
differencidlhaté, és (2) alapjan

1 1
te/(arctg(z)) 1+ tg2(arctg(x)) 1+ a2

arctg’(x) = (z € R).

4. Legyen f(x) := cosx (z € [0,7n]). Ekkor f~l(x) = arccos z (z € [~1,1]). Mivel
f'(x) = —sinz < 0, ha z € (0,7), és f'(z) =0, ha x = 0 vagy = 7, ezért az arcus
cosinus fiiggvény csak a (—1,1) intervallumon differencidlhaté, és (2) alapjan

1 1

arccos’ (z) = cos'(arccos (z))  — sin(arccos(z)) (z € (=11)).

A négyzetes Osszefiiggés alapjan az utébbi fliggvény nevezdje a kbvetkezéképpen irhaté
fel:

sin(arccos (z)) = 1/1 — cos?(arccos (z)) = V1-—22,
mivel sin(arccos (z)) > 0, ha x € (—1,1). Ezzel beldttuk, hogy

arccos’(z) = 1 (z € (—1,1)).

V1— 22
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5. Legyen f(z) :=ctg x (z € (0,7)). Ekkor f~!(z) = arcctg x (z € R). Mivel f'(z) =
fﬁ = —(1+4ctg? ) <0, ha 2 € R, ezért az arcus cotangens fiiggvény mindeniitt

differencidlhaté, és (2) alapjan

arcctg' (z) = ! = ! = ! (x € R)
&%) = ctg/(arcctg(z)) 1+ ctg?(arcctg(x)) 1+ a2 '

A természetes alapi exponencidlis fiiggvény differencidlhdnyadosanak ismeretében sok
mas figgvény derivaltjat is meg tudjuk hatarozni.
6. Mivel az a alapii exponencialis fiiggvény exp, (z) = a'z) (a > 0) felirhat6 a természetes
alapu exponencidlis fiiggvény seg” itségével,

exp,(z) = a® =" =¢ ,

ezért az Osszetett fliggvény differencialdsi szabalya alapjan exp, mindeniitt differ-
encialhato, és

expl, = e"™%Ing = a”Ina = exp,(r)Ina (r € R).

7. Legyen 1 > 0. A h,(xz) = 2" (x > 0) hatvanyfiiggvény kifejezhet6 a logaritmus és az
exponencialis fiiggvény fiiggvénnyel :

hy(z) == az* = exp(pIn(z)) (x> 0).

Ezt és a kozvetett fliggvény differencialdsi szabdlyat felhsznalva azt kapjuk, hogy h,,
minden x > 0 pontban differencialhaté és

8=

h,(z) = exp(pIn(z))= = pa” =" (x> 0).

Ezzel megmutattuk, hogy a hatvanyfiiggvény korabban egész kitevokre igazolt de-
rivalasi szabalya ugyanolyan alaki tetszoleges valds kitevo esetén.

8. Tetszbleges f : H — (0,+00), g : H — R differencidlhaté fliggvények esetén az
f9 figgvény is differencidlhatd, mert f9 az exponencidlis és logaritmus fiiggvények
tulajdonsagait alkalmazva atirhaté differencidlhato fiiggvények, fiiggvény-kompozicid,
és fliggvény-szorzas segitségével

(f9)(x) = f(x)g(x) — elnf(x)g(w) _ o9(@)In f(x)

alakba. Alkalmazva a differencidlasi szabdlyokat, kapjuk, hogy
(f9)(x) = eI (g(a) In f (@) =

= f(x)® (g'm In f(2) + g(a)

— f’(ﬂc)> (x € H).
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9.

10.

11.

12.

Mivel a hiperbolikus fliggvényeket az exponencialis fiiggvények linearis kombinacié-
jaként allitjuk el6, ezért a sinus hiperbolikus és a cosinus hiperbolikus fiiggvény is
mindeniitt differencidlhato, és

exp’(z) —exp’(—x) e*+e”

sinh’ z = 5 = 5 =cosh (z € R),
/ r(_ x _ -z
cosh’ z = = (z) +2exp (=) =< 26 =sinh (x € R).

Legyen f(x) := sinhz (z € R). Ekkor f~!(z) = arsinh z (x € R). Mivel f'(z) =
coshz > 0 (x € R), ezért az area sinus hiperbolikus fiiggvény mindeniitt differ-
encidlhatd, és (2) alapjén

1 1

arsinly” (z) = sinh’(arsinh (z)) - cosh(arsinh(z)) (€ R).

A négyzetes Osszefliggés (cosh2 a —sinh? o = 1) alapjdn az utébbi fiiggvény nevezdje
a kovetkezéképpen irhaté fel:

cosh(arsinh (z)) = \/1 + sin?(arcsin (z)) = V1 — 22,
mivel cosh(a) > 0, ha a € R. Ezzel belattuk, hogy

1
arsinh’(z) = —— (2 € R).
@O=T= P
Legyen f(x) := cosha (z € [0,+00)). Ekkor f~1(x) = arcosh x (z € [1,+00)). Mivel
f/(x) =sinhz > 0, hax >0, és f'(x) =0, ha x = 0, ezért az area cosinus hiperbolikus
fiiggvény csak az (1,400) intervallumon differencidlhaté, és (2) alapjan
1 1

arcosh’ (z) = cosh’(arcosh (x)) - sinh(arcosh(zx)) (w € (1, +00)).

A négyzetes Gsszefliggés alapjan az utébbi fliggvény nevezdje a kdvetkezéképpen irhaté
fel:

sinh(arcosh (z)) = \/coshQ(arcosh () —1=+vaZz-1,
mivel sinh(arcosh (x)) > 0, ha = > 1. Ezzel belattuk, hogy

arcosh’(z) = % (z € (1,400)).

A héanyados fiiggvény differencidldsi szabalya alapjén a tangens hiperbolikus és a
cotangens hiperbolikus fiiggvények is differencidlhaték értelmezési tartomanyuk min-
den pontjaban, és

tolt! sinh’ z coshz — sinhz cosh’ cosh? 2 — sinh? z 1 (z €R)
Tr = = = x
8 cosh? cosh? z cosh? z ’
h' z sinh o — cosh 2 sinh’ inh® x — cosh® 1
ctah’ x — cosh’ zsinhz — coshzsinh’ z _ sinh”z —cosh™z (z € R\ {0}).

sinh? x sinh? x sinh? x
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13.

14.

Legyen f(z) := tgh  (z € R). Ekkor f~!(z) = artgh z (x € (—1,1)). Mivel
fl(z) = 0051112 - =1- tgh? > 0 (z € R), ezért az area tangens hiperbolikus fiiggvény
értelmezési tartomanydnak minden pontjaban differencidlhatd, és (2) alapjdn

roon 1 - 1 1
artgl'(z) = tgh’(artgh(z)) 1 —tgh2(artgh(z)) 1 — 22 (z € (=11)).

Legyen f(x) := ctgh x (x € R\ {0}). Ekkor f~!(z) = arctgh = (z € (—o0,1) U
(1,400)). Mivel f/(z) = —g=»> = 1 —ctgh? z < 0, ha 2 € R\ {0}, ezért az
area cotangens hiperbolikus fiiggvény értelmezési tartomanydnak minden pontjaban
differencidlhaté, és (2) alapjan

1 1 1
ctgh’(arctgh(z)) 1 — ctgh?(arctgh(x)) 1 — 22

arctgh’(z) =

minden z € (—oo,1) U (1, +00) esetén.

4.2. Lokalis szélsoérték

Mar eddig is tobb, olyan fiiggvényre vonatkozd tn. lokalis tulajdonsaggal talalkoztunk,

amelyben a fiiggvénynek egy pont kornyezetében felvett értékei jatszanak szerepet. Ilyen
pl. a (bels§ pontban vald) differencidlhatésag. Ez a tulajdonsdg megmarad, ha az eredeti
fiiggvény helyett annak a széban forgé pont barmely kérnyezetére vonatkozo lesziikitését
tekintjiik.

Ebben a pontban intervallumon értelmezett valds fliggvényeket vizsgalunk. Az ilyen

fiiggvényekre korabban értelmezett monotonitas mellet célszerli bevezetni ennek a foga-
lomnak egy lokalis valtozatat.

Definicié. Akkor mondjuk, hogy az f : (a,(3) — R fiiggvény az
a € (a, ) pontban névekvé, ha a-nak van olyan K,.(a) C («, )
kérnyezete, hogy
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Ha a-nak van olyan K,.(a) C («,f) kérnyezete, amelynek minden
x € K,(a) pontjiban

f(x) > f(a), haa—r<z<a, é f(a)> f(zr)haa<z<a+r

teljesiil, akkor azt mondjuk, hogy az f fiiggvény az a pontban fogyo.

Ha a fenti értelmezésben a fiiggvényértékekre vonatkozé feltétel a <
egyenlétlenségek helyett a < relaciéval, a > helyett pedig a > relaciéval
teljestilnek, akkor f-et az a helyen szigorian névekeddnek, illetve
szigoruan fogydénak nevezziik.

A pontban val6é névekedés és fogyds nyilvan lokalis tulajdonsdg. Ezt azzal is szokés
hangsilyozni, hogy az el6bb emlitett szohasznalat mellett azt is mondjuk, hogy az f
fliggvény az a pontban lokalisan névekedd, illetve lokalisan fogyd.

A fenti értelmezést egybevetve a monoton fiiggvény definiciéjaval nyilvanvald, hogy a
monoton novekedo fiiggvények az értelmezési tartoméanyuk minden pontjaban lokalisan
novekedok. Vannak viszont olyan fiiggvények, amelyek valamely pontban novekeddk, de
ennek a pontnak egyetlen kornyezetében sem monoton noévekedok. Ilyen pl. az

{ x, (x € Q),
2z, (r e R\ Q)
fliggvény, amely a 0 pontban szigorian novekedd, ugyanakkor az R semmilyen részinter-

vallumaban sem monoton.
A szélsbértéknek egy lokalis véltozatat fogalmazzuk meg az aldbbi értelmezésben.

fz) =

Definicié. Akkor mondjuk, hogy az f : (o, 3) — R fiiggvénynek az
a € (o, ) pontban lokdlis maximuma van, ha létezik az a-nak olyan
K,(a) C (o, B) kérnyezete, hogy

fla) 2 f(zx), ha z € K(a)

Ha az a pontnak van olyan K,(a) C («,3) kornyezete, amelynek
minden ponjaban

fla) = f(z) (2 € Kr(a))

teljesiil, akkor azt monjuk, hogy az f fiiggvénynek az a helyen lokalis
minimuma van.

A lokélis maximumot és lokalis minimumot lokalis széls6értékeknek nevezzik. A
kordbban bevezetett maximumot és minimumot — elnevezésben is megkiilonboztetve
a lokalis széls6értékektol — néha abszolut maximumnak és abszolut minimumnak is
nevezik.
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A derivélt segitségével jellemezhetjik a fiiggvények most értelmezett lokdlis tulaj-
donsagait. Erre vonatkozik a

6. Tétel. Tegyiik fel, hogy az f : («, 3) — R fiiggvény differencidlhaté
az a € (a, ) pontban.
i) Ha f az a-ban nd, akkor f'(a) > 0, ha f az a-ban csokken, akkor
f(a) £0.
ii) Ha f'(a) > 0, akkor az f fiiggvény az a pontban szigoriian nd,
ha pedig f'(a) < 0, akkor f az a-ban szigorian fogy.

BizoNYiTAs. i) Ha f az a pontban né, akkor a-nak van olyan K, (a) kornyezete, amely-
ben (3) teljesiil. Innen kovetkezik, hogy

r—a

x€(a—r,a+r), ©#a).
Ezt felhasznalva a 2.4. pont 1. Kovetkezménye alapjan azt kapjuk, hogy

) =t T8 =S

T—a Tr—a

0.

A lokalis fogyésra vonatkozoé éllitas hasonléan igazolhatd.

il) Most tegyiik fel, hogy f/(a) > 0. Ekkor a 2.4. pont 1. kovetkezménye alapjin
létezik olyan K, (a) kornyezet, amelynek minden pontjdban

f(z) = f(a)

>0 (ze€(a—ra+r), z#a).
T—a

Innen kovetkezik, hogy
f(z) > f(a), ha xz>a, és f(z)< f(a), ha z<a.

Ezzel megmutattuk, hogy az f fiiggvény az a pontban szigoriian né. Az allitds masodik
része hasonldan igazolhaté. [J

Megjegyezziik, hogy a 6. tétel i) része nem pontos megforditdsa ii)-nek. Az
(4) f(z):=2 (r€R)

fiiggvény a 0 pontban szigordan nd, ugyanakkor f/(0) = 0. Ez a példa azt mutatja, hogy
még az a pontbeli szigori novekedésbodl sem kovetkezik, hogy f/(a) > 0.
A lokalis szélséérték és a derivalt kapcsolatdara vonatkozik az alabbi

7. Tétel. Ha az f : (o,8) — R fiiggvény az a € («a,3) pontban
differencidlhaté és itt lokalis szélséértéke van, akkor f'(a) = 0.
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Bi1zoNYITAS. Indirekt mddon bizonyitunk. Az &llitdssal ellentétben tegyiik fel, hogy
f'(a) # 0. Ekkor a 6. tétel alapjan f’(a) > 0 esetén az f fliggvény az a pontban szigorian
né, f'(a) < 0 esetén pedig az f fiiggvény az a pontban szigorian fogy. Kovetkezésképpen
f-nek nem lehet lokéalis széls6értéke a-ban. A kapott ellentmondéssal az allitast igazoltuk.
|

A most bizonyitott tétel szerint az f'(a) = 0 feltétel sziikséges, de — amint arrdl
konnyen meggy6zodhetiink — nem elégséges ahhoz, hogy f-nek a-ban lokalis széls6értéke
legyen. Ez ut6bbit a (4) alatt értelmezett f fliggvény példdja mutatja. Ez ugyanis a 0
pontban szigordan nd, ugyanakkor f/(0) = 0.

Felhivjuk a figyelmet arra, hogy a 7. tétel az a-ban differencialhaté fliggvényekre
vonatkozik, s ezért pl. az abszolutérték-fiiggvényre nem alkalmazhaté. Ennek a fligg-
vénynek a 0 helyen minimuma van, de ebben a pontban nem differencidlhaté.

4.3. A differencidlszamitas kozépérték-tételei

Ebben a pontban bebizonyitunk hirom alapveto tételt, amelyeket a kés6bbiek sordn
gyakran felhasznalunk.

Rolle-tétel. Tegyiik fel, hogy az f : [a,b] — R fiiggvény folytonos az
[a,b] C R zdrt intervallumban, differencidlhaté az (a,b) nyilt inter-
vallumban és f(a) = f(b). Ekkor létezik olyan & € (a,b) hely, ahol

f€) =0

B1ZONYITAS. A feltétel szerint az f fiiggvény az [a,b] véges, zart halmazon folytonos.
Weierstrass tétele alapjan f-nek van abszolit maximuma és abszolit minimuma. Legye-
nek ezek

M :=max{f(z) : z € [a,b]}, m:=min{f(x):z € [a,b]}.

Ha M = m, akkor f allando, s ilyenkor az f derivaltja az (a, b) minden pontjaban eltiinik.

Ha m < M, akkor f(a) = f(b) miatt a fiiggvény a M és m szamok koziil legaldbb
az egyiket az (a,b) intervallum valamely & belsd pontjdban veszi fel. Kovetkezésképpen
f-nek a & helyen lokélis széls6értéke van. A 7. tétel alapjan f/(§) =0. O

A most igazolt tételbdl kozvetleniil adédik az aldbbi

Kovetkezmény. Ha f € Cla,b] N D(a,b) és f'(x) # 0, ha = € (a,b),
akkor f(a) # f(b).

B1zoNYiTAs. Az allitassal ellentétben tegytik fel, hogy f(a) = f(b). Ekkor a Rolle-tétel
miatt 1étezik £ € (a,b), melyre f/(£) = 0, ami ellentmond a f'(z) # 0, ha = € (a,b)
feltételnek. A kapott ellentmondéssal az allitdst igazoltuk. [J
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A Rolle-tétel altaldnositdsa az aldbbi

Cauchy-tétel. Tegyiik fel, hogy az f : [a,b] — R és g : [a,b] — R
fiiggvények folytonosak az [a,b] zdrt intervallumon és differencidlha-
tok az (a,b) nyilt intervallumon, tovdbba ¢'(x) # 0, ha z € (a,b).
Ekkor van olyan ¢ € (a,b) hely, hogy

B1ZONYITAS. A feltételek alapjan a kovetkezményt felhasznalva adédik, hogy g(a) # g(b),
s ezért a bal oldalon all6 tort nevezdje nem 0.
Az &llitas igazolasahoz vezessiik be a

F(z) = f(x) = Ag(x) (2 € [a,b])

fliggvényt, ahol a A € R szdmot ugy valasztjuk, hogy F kielégitse a Rolle-tétel feltételeit.
Nyilvdnvals, hogy F € Cla,b] és F' € D(a,b). Az F(a) = F(b) feltétel azzal ekvivalens,
hogy

fa) = Ag(a) = f(b) — Ag(b),
azaz

0 - f0)
9(b) — g(a)’

A Rolle-tételt az F fiiggvényre alkalmazva azt kapjuk, hogy 1étezik olyan £ € (a,b) hely,
ahol

0=F'(§) = f'(§) — Ag' (&)

Innen az

bizonyitandé allitas kovetkezik. [
A most igazolt tételbdl a g(z) := x (x € (a,b)) speciélis esetben adédik a

Lagrange-tétel. Ha az f : [a,b] — R fiiggvény folytonos az |a, b] zart

intervallumon és differncidlhaté az (a,b) nyilt intervallumon, akkor
létezik olyan & € (a,b) hely, hogy

A Lagrange-tételbél az f(a) = f(b) specidlis esetben visszakapjuk a Rolle-tételt.
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A Lagrange-tétel allitdsa — geometriailag fogalmazva — azt jelenti, hogy az f gra-
fikonjanak van olyan pontja, amelyben az érinté parhuzamos az (a, f(a)), (b, f(b)) vég-
pontokat 6sszekotd szelovel.

2. abra

Az emlitett tétel — figyelembe véve a benne szereplo fogalmak fizikai jelentését —
Ggy is interpretalhatd, hogy mindig van az atlagsebességgel egyenld pillanatnyi sebesség.

A most bizonyitott hdrom tételt a differencialszamitas k6zépérték-tételeinek nevezziik.
Az ezekben szerepld feltételek egyike sem hagyhaté el:
1. Az f(z) :=|z| (z € [-1,1]) figgvény az f € D[—1,1] feltételnek nem tesz eleget.
2. Ag(z):=0(-1=Z 2 <1), g(1) := 1 utasitassal értelmezett fiiggvény nem folytonos
az 1 helyen.
Nyilvanvalé sem f-re, sem g-re nem teljesiil a Lagrange-tétel dllitasa, ugyanis minden
¢ € (—1,1) pontban, ahol a derivalt 1étezik

g(1) —g(=1)

TZTED s pge -1y, 90D _y s g -

2
A Lagrange-féle kozépértéktételbdl kozvetelentil addodik az aldbbi

8. Tétel. Legyen f : (o, 3) — R differencidlhaté fiiggvény.
i) Az f akkor és csak akkor monoton névekedd, ha minden x € («, (3)
pontban f'(xz) = 0.
ii) Az f akkor és csak akkor monoton fogyd , ha minden x € (o, 3)
pontban f'(z) < 0.
iii) Az f akkor és csak akkor konstans, ha minden x € («, 3) pont-
ban f'(xz) = 0.
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B1zonvyiTAs. Ad i). Ha f monoton nové, akkor f minden = € (o, 3) pontban lokélisan
né, kovetkezésképpen a 6. tétel alapjan f'(x) > 0.

Megforditva, most induljunk ki abbdl, hogy f/(z) = 0 (z € (a,3)). Legyen a < 1 <
x9 < [ és alkalmazzuk a Lagrange-féle kozépérték-tételt az f fiiggvény [z, 2] inter-
vallumra vonatkozé leszlikitésére. Ennek alapjdn alkalmas ¢ € («, 3) szdmmal fenn4ll

" flw2) = f(a1)
o) — X
= f(¢)
X9 — 1
egyenlség. Minthogy f/ nemnegativ, ezért innen azt kapjuk, hogy minden, az értelmezési
tartomanyba esé x1 < z pontpéarra f(z1) < f(z2).
Ad ii). A monoton fogyé fiiggvényekre vonatkozé allitds ugyanigy igazolhatd.
Ad iii). Minthogy f pontosan akkor konstans, ha egyszerre monoton névekedd és
monoton fogyé, ezért iii) kovetkezik i)-bél és ii)-bsl. O
Megjegyezziik, hogy abbdl, hogy f’(z) = 0, (z € Dy), dltaldban nem kévetkezik, hogy
[ konstans a Ds-en. Ha f : (o, 3) U (7,9) — R, és f' = 0 Dy-en, akkor f-rél annyit
tudunk, hogy szakaszonként konstans, azaz

o ha z € (o, 8),
fl@) = { ca, haxe(y,9),

de ¢; nem feltétleniil egyenl6 co-vel. A derivaltfiiggvény egy érdekes tulajdonsiagat fogal-
mazzuk meg az alabbi allitasban.

Darboux-tétel. Legyen f : (o, 8) — R differencidlhaté, o < x; <
2 < B és f'(x1) # f'(x2). Ekkor minden f'(x1) és f'(x2) kizé esé ¢
szamhoz létezik olyan £ € (x1,x2) hely, amelyre f'(£) = c.

B1ZONYITAS. Vezessiik be az F(z) := f(z) — cz (v € (a, ) figgvényt. A F fiiggvény
is differencidlhaté és deivéltja F' = f' — c. Megmutatjuk, hogy F-nek az (x1,z3) inter-
vallumban van lokalis széls6értéke. £-vel jelolve F-nek egy ilyen szélsGértékhelyét, a 7.
tétel alapjan ebben a pontban F'(§) = f'(§) —c=0.

A lokalis szélséérték létezésének igazoldsahoz induljunk ki pl. abbdl, hogy

(5) f(x) <c< f'(z2).

Minthogy az F fliggvény [z, xo]-re vonatkozd lesziikitése folytonos, ezért a Weierstrass-
tétel alapjan F-nek az [z1,x2] zart intervallumban van abszolit maximuma és abszolit
minimuma. A (5) feltételbdl

F'(z1) = f'(x1) —c <0, F'(z2)= f'(x2) —c>0

kovetkezik. Innen — a 6. tétel alapjan — azt kapjuk, hogy F az x; pontban szigorian
fogy, az x5 pontban pedig szigorian né, kovetkezésképpen ezek egyike sem lehet abszolit
minimumbhely. F-nek a minimumhelye tehdt valéban az (z1,z2) egy belsé pontja. O
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A most igazolt tétellel kapcsolatban szokds a kdvetkezé fogalmat bevezetni.

Definicié. A g : (o,8) — R fiiggvény Darboux-tulajdonsagt,
ha minden olyan o < 1 < zo < 3 helyhez, amelyre g(x1) # g(x2) és
minden g(x1) és g(xa) kozé es6 ¢ szdmhoz létezik olyan £ € (x1,x2)
szam, hogy g(§) = c.

E széhasznalattal élve a Bolzano-tétel pontosan azt fejezi ki, hogy a — nyilt interval-
lumon értelmezett — folytonos fiiggvények Darboux-tulajdonsdgiak. A Darboux-tétel
pedig a kovetkezéképpen fogalmazhaté meg: Minden nyilt intervallumon értelmezett,
differencidlhato fliiggvény derivaltja Darboux-tulajdonsagu.

Ha valamely g € D(«, ) fiiggvény derivaltja folytonos, akkor — a Bolzano-tétel
alapjan — g derivaltja Darboux-tulajdonsigu. A fenti tétel szerint g’ akkor is Darboux-
tulajdonsdgi, ha ¢’ nem folytonos. Ilyen fiiggvény példdul a kovetkezo:

{xgsinl, (z e R,z #0),
x
0, (x =0).

g(x) =

1. Eldszor kiszamoljuk a fliggvény derivaltjat. A kozvetett fliggvény differencidlasi sza-
balya alapjan g minden 0-tdl kiilonb6z6 helyen derivalhaté és
1 1 1 1 1
/ — 9y sin = 2 L ()= 9psin = — 4 0).
g (z) xsmer:c €08 — ( x2) @sin — — cos — (x #0)
A 0 pontban valé differencidlhatdsdgot a definicié alapjan igazolhatjuk. A g fiiggvény
0 pontbeli kiilonbségi hanyadosara

g(x) — ¢(0)
z—0
teljesiil. Ezzel megmutattuk, hogy ¢ a 0 pontban is differencidlhaté és ¢’(0) = 0.

2. Igazoljuk, hogy ¢g’-nek a 0-ban nincs sem bal-, sem jobboldali hatarértéke, azaz g-nek
masodfaji szakaddsa van a 0-ban. Mivel

1
=xsin— —0, ha x—0
x

1 1
. / _ . . - -
(6) alclir%)g (x) = ilino 2z sin — —cos —,

és lir% 2xsin L =0, ezért ha nem létezik a h%li cos = hatarérték, akkor a (6) hatar-
r— r—

érték sem létezik. A lim cos% hatarértéket vizsgaljuk meg atviteli elv segitségével.

z—0+

Az (33511) = s,n € N¥), é (:1:%2) = m,n € N*) sorozatok vdlasztdsa esetén
lim x%l) = lim xﬁf) = 0+ teljesiil, de a fliggvényértékek sorozata
n—-+00 n—-+00
1
lim cos — = lim cos(2nm) = lim 1=1,
n—-+o0o x%l) n—-+4oo n—-+4oo
. 1 . T .
lim cos —5 = lim cos(5 +2n7m) = lim 0=0,
n—-+o0o ng ) n—-+oo 2 n—-+oo
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kiilonb6z6 hatarértékhez tart, ezért az atviteli elv értelmében a liI(I)l oS % hatarérték

x—0+

valéban nem létezik. A baloldali hatarérték hasonléan igazolhato.

Ezzel belattuk, hogy Bolzano tételét nem lehet megforditani, azaz ha egy fiiggvény
Darbboux-tulajdonsagt, akkor nem feltétlendiil folytonos.

Megjegyezziik, hogy a Darboux-tulajdonsagt fliggvényeknek nem lehet elséfaji szakaddsa
(lasd a 26. Feladatot). Tehdt, ha egy fiiggvénynek van els6faji szakaddsi pontja, akkor
nem Darboux-tulajdonsagu.

4.5. Feladatok

1. Hatarozzuk meg az aldbbi hatarértékeket!

. Inx -1 . Intgx . Incosax
a im c im —————
| b
zT—e T —e z—Z COS 2% z—0 In cos Bx
Intg x e’ —1 sinh x
d) lim _ner e) lim f) lim
z—F 1-— Ctg x r—0 x x—0 x

2. Legyen f(z) = +/ (z > 0). Hatdrozzuk meg az f'(3) és f/(10) értékeket.
3. Igazoljuk, hogy az alabbi fiiggvények a feltiintetett helyeken nem differencialhatdk:

a) f(x):=Va2 (z€R),a=0, b) f(x):=lz—-1] (zeR),a=1,
¢) f(z):=]cos(z)] (x€R),a=m/2.

4. Allapitsuk meg, hogy az alabbi fiiggvények értelmezési tartoményuk melyik pontjéban
differencidlhatdk, és hatdrozzuk meg derivaltjukat. (Ahol nem differencidlhatdk, ott
vizsgéljuk meg, hogy léteznek-e a jobb- illetve baloldali differencidlhdnyadosok.)

a) f(z):=|z| (z€R), b) flz) =:zlz| (z€R),

¢) flz):=Mhlz| (z€R,z#0), d) f(fc):={i_xx Ei;g;
I PO IV O R
O NS Ry llae:
LT e R I RTHE F G
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5. Hatdrozzuk meg az a,b € R egylitthatékat gy, hogy az f : R - R, f(z) = |x —a| +
x|z — b| fuggvény derivdlhaté legyen a valés szdmok halmazén.

a) Hatdrozzuk meg az a,b € R egyiitthatékat tgy, hogy az

a-e” (z £0),
f(l‘) = { \/m—b )

fliggvény derivalhaté legyen az R halmazon.

b) Hatdrozzukmeg az a,b € R egyiitthatdkat igy, hogy az f : R — R, f(z) = |z —a|+
x|z — b| figgvény derivdlhaté legyen a valds szdmok halmazdn.

¢) Hatdrozzuk meg az a,b € R egyiitthatékat gy, hogy az

o= {5 - i

sin 2z 4 bcos 3z (x> 0)

fliggvény derivalhaté legyen az R halmazon.

7. Hatarozzuk meg az alabbi fiiggvények derivaltjat:

9  2x+3

a) f(x):=ax*+br+c (xzeC), b) f(x)_m (x € R),
o) fla):= ijs (xR, z#dfc), d) f(z):=22Va? (z€R),

O f@)= 1Y @) £ f) =t meyE) @0,

8. Szamitsuk ki az aldbbi fiiggvények derivaltjat:

a) f(z):=tg(x) —ctglz) (xR, z#£kn/2 (keZ)),
b) f(x ::% (z € R, sinx # cosx),
(1 + 2?)arctg(r) — z

0 )= .

(x €R).

9. Szamitsuk ki az aldbbi valés fiiggvények derivaltjat. A fiiggvények értelmezési tar-
tomanya az R-nek az a legtdgabb részhalmaza, amelyen a kijelolt utasitasoknak van
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értelme.
a) f(z):=ctg(x) — ctg(n/4),
¢) f(z):=sin(z? — bz +1) +tg <;) ,
e) f(x):= arcsin (;2) ,

2

9) [f(z):= :

i) f(z):= ( +1) + In(Var + 1),
j)  f(x):=xsin(27),

0 ft) = (2t +1)V/3t + 273t +3,

n) f(y>:—<“3y) |

2 — 3yn
mmm)

p) f(z) = arctg (1—xcos(7rﬁ4) ;

s) f(z)y:=va?2+1—In (W) ,

w) f(x):= arcosh(lnz) + sin” 27,

y)  f(z):=tgh(z? + 1) 4 ctgh(z?® — 1),

)
r)=sm"xr -+ ——
f(z) -

f(x) := ze® + x,

f(z) := arctg (1 —l—m) ,

— T

f(z) := In(sin(z)),

f(z) :=In*z — In(lnx),
f(z) :==logy(3" + 5),

f(x) := arcsin (1:2362 1> )

2

f(l‘) .= esin 17

f(z) := arctg(Inx),

2z
f(z) := artgh (1-1—332> ,

f(x) := arcosh(cos ).

10. Szamitsuk ki az aldbbi valés fliggvények derivaltjat. A fiiggvények értelmezési tar-
tomanya az R-nek az a legtdgabb részhalmaza, amelyen a kijelolt utasitasoknak van

értelme.

a) f(z):=a" b) f(z)==aV"
d) f(x):= /x, e) f(z):=az")
g9) [flx)=a¥cte? h) f(x):

j) flx) =aerer, k) f(x):=a™""
m) f@) =2V, w @)=

¢) flx):=a'""

f) f(x) T 1’217

i) f(z):= (cosz)*n®,
0 @)= (nz)
o) f(x):= (arctg(x))

11. Legyen f(z) = 2° + ax? (x € R). Milyen x pontban teljesiil az f'(z) = f(x) feltétel?
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12. Igazoljuk, hogy az alabb felsorolt fiiggvények derivaltjai kielégitik a felirt egyenletet:

) f@) - F'() = ) (@) Iz = 1) (> 0)
= —_— = nr — X
a x 7t na zf'(z x x ,
;E2
b (@) i=we T /(@) = (1-2)f(z) (z€R).

13. Hatdrozzuk meg az (a, b) intervallumnak azt a & pontjat, amelyben az f(x) := 22 (z €
R) fiiggvény grafikonjanak érintdje parhuzamos az (a, f(a)), (b, f(b)) pontokat Gssze-
k&to szelvel.

14. Legyen f(r) = 22 (x € R) és g(v) := 1/x (x € R,z # 0). Hatdrozzuk meg az f és g
metszéspontjaban az f és g érintéjének hajlasszogét.

15.

16.

17.

a) Milyen szoget zdr be az y = x cosx gorbéhez az x = 0 abszcisszdji pontjaba hizott
érint6 az x tengellyel? Mi az érinto egyenlete?

b) Milyen szoget zar be az y = V&2 + 4o — 2 gorbéhez az x = 0 abszcisszaji pontjaba
huzott érint6 az = tengellyel? Mi az érinté egyenlete?

¢) Milyen szoget zdr be az y = /z gorbéhez az x = 1 abszcissz4ji pontjdba huzott
érinté az x tengellyel? Mi az érint6 egyenlete?

d) Igazoljuk, hogy az y = 2™ (n = 2,3,...) gorbéhez bdrmely origétdl kiilonboézé
pontba huzott érinté n-ed résznyit vag le az érintési pont abszcisszajabol!

e) Bizonyitsuk be, hogy az y = % hiperboldhoz hizott érinték a koordinatatengelyek-
kel 4llandé teriileti haromszogeket alkotnak!

f) Az y = a® (a > 0) fiiggvények koziil melyik az, amelyik 45°-0s sz0g alatt metszi az
y tengelyt?

A differencidlszamitds segitségével igazoljuk a kovetkezoket. (Adjuk meg, hogy mely

intervallumokon igaz az &llitds!)

a) Az y = cos 2z + 2sin® z fiiggvény konstans.

b) Az y = cos2x — 2cos? x fiiggvény konstans.

c) Az y = arccos(2x? — 1) — 2 arccos x fiiggvény konstans.

d) Az y = arccos x(4x? — 3) — 3arccos z fiiggvény konstans.

e) Az y = cos?x + cos? (% + x) — COS X COS (% + x) fliggvény konstans.

f) Az y = arctgx + arctg % fiiggvény konstans.

g) Az y = arctgx — arctg % fliggvény konstans.

h) Az y = arcsin(2zv1 — 22) — 2 arcsin z fiiggvény konstans.

a) Felveszi-e az y = x cosx fiiggvény differencidlhanyadosa a 0 értéket a (0, 7) inter-
vallumon?

b) Felveszi-e az y = {/x fiiggvény differencidlhdanyadosa a 0 értéket a (2,4) intervallu-
mon?

¢) Felveszi-e az y = x* fliggvény differencidlhdnyadosa a 3 értéket a (1,2) intervallu-
mon?

d) Bizonyitsuk be, hogy ha x > 1, akkor e* > ex.
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18.

19.

20.

e) Bizonyitsuk be, hogy ha z > 0, akkor {77 <In(1 +z) <z,
f) Bizonyitsuk be, hogy ha b > a > 0, akkor

a—>b

b

a—>
a

In

[IN
e
[IA

g) Bizonyitsuk be, hogy ha b > a > 0, n € N, akkor
n-(b—a)-a" <" —a"<n-(b—a) "L,

h) Bizonyitsuk be, hogy ha § > b > a > 0, n € N, akkor

(b—a) (b—a)
cos? a <tgb—tga< cos2b

i) Legyen f(z) := z(z + 1)(z + 2)(z + 3) (z € R). Igazoljuk, hogy az f'(z) = 0
egyenletnek harom valdés gyoke van.

Legyen f(z) := 2% +2, g(x) := 2% — 1 (z € [1,2]). Hatdrozzuk meg azt a ¢ € (1,2)

pontot, amelyre

teljestl.
Tanulményozzuk a Rolle-tételének alkalmazhatésagat a kovetkezo fliggvényekre:
x? (x € [-1,0]

a :[—1,1] = R, T) =

e DA

. cosw (x €10, %]
b 05 <R )= i
sin (xe (=5, 5],

Q) fi[-5,5) =R, f(z) = |sin’a]

Tanulményozzuk a Lagrange-tételének alkalmazhatGsagat az alabbi fiiggvényekre. (Ha
alkalmazhaté Lagrange-tétele, akkor hatarozzuk meg a tételben szerepl6 £-t is, ha

lehet. )
x? (z €10,1]
10,2 R, =
W 00~k f@={] i
b) fil-3.3] — R fla):=lni
¢) Hatérozzuk meg a p,q,r paramétereket ugy, hogy teljesiiljenek a Lagrange-tétel
feltételei: f:[a,b] = R, f(z):=paz®+qr+7r (p€R* qrcR)
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21. Igazoljuk, hogy azn e* = x + 1 egyenletnek a 0 szamon kiviil nincs mas valds gyoke.

22. Milyen intervallumon monotonok az aldbbi fliggvények 7

a) flz):=1—4z—42> (z€R), b) fl@)=2*(x—3) (z€R),
o) f@)=—= (@eR), d) f@) = 5——— (@ER),
e) f(z):= < :wi (x> 0), N f@)=2""" (zeR),

9) flz)=e7 (z€R,z+#a), h) f(z):=zhhz (z>0),

i) f(z) = % (z €R, z #0), D) f@) =z (zeR).

23. Hatarozzuk meg az aldbbi fliggvények lokdlis szélséértékhelyeit.
a) f(x):=2"-32"+3z+2 (z€R),

b) f(z):=22%+32° -~ 122 +5 (zv €R),
0 f@)=2P@—127 (zeR),

d) f(z):=2cos(x/2) +3cos(z/3) (x €R),
&) fl@)=a—(l+z) (&> -1),

f) flx):=z’z (z>0)

g9) f@):=ze™ (z€R),

DRI L P

24. Tgazoljuk az alabbi egyenlGtlenségeket.

1
a) x+;22 (x >0),

b) e>1+z (reR,z#0),
22
c) 177<ln(1+:17)<x (x >0),
22
d) cosx>177 (x € R, z #0).

25. Hatarozzuk meg az aldbbi fliggvények abszolit maximumaét és minimumat.

o SO =re
) f@)=a* (re[-1,3),
) f(@)

=sinz +cos’z (z €R),

(z € R),

Q, o o

) flx):=222% + 322 — 1204+ 1 (2 €[-1,5)),
) flz):=222% 4322 — 120+ 1 (2 € [-10,12)).

@
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26. Igazoljuk, hogy Darboux tulajdonsigu fliggvényeknek nem lehet elséfaju szakadésa.

27. Igazoljuk, hogy az f : (a,b) — R differencidlhaté fiiggvény akkor és csak akkor
szigortian monoton névé, ha minden x € (a,b) pontban f'(x) = 0 és az f' az (a,b)
egyetlen részintervallumaban sem azonosan 0.
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5. A differencidlszamitds néhany alkalmazasa

Ebben a fejezetben — a derivalttal Osszefiiggésben — néhany 1j fogalmat vezetiink
be, tovabba bemutatjuk a differencidlszamitas néhany alkalmazéasat. Tobbek kozott meg-
mutatjuk, hogyan lehet a differencidlszamitast hatarértékek kiszamitasara és szélséérték
feladatok megoldédsara felhaszndlni. A differencidlszamitas felhaszndlhaté fiiggvények ge-
ometriai vizsgalatara.

5.1. L'Hospital szabdly

A hényados hatérértékére vonatkozé tételben feltettiik, hogy a nevezd hatdrértéke
nem nulla. Ha a szamlal6 hatarértéke 0, a nevezéé pedig nem 0, akkor a hanyadosnak
nyilvan nincs véges hatarértéke. Ha a szamlald és a nevez6 hatarértéke egyarant 0, akkor
az emlitett tétel alapjan nem lehet a hatarértéket kiszamitani. Ezekben az esetekben
— amikor a hdnyados tn. hatdrozatlan vagy ,,0/0” alaku kifejezés — alkalmazhaté az
alabbi L’Hospital-szabaly néven ismert allitas.

1. L'Hospital szabaly. Legyen —0o < a < b < 00 és tegyiik fel, hogy
az f,g : (a,b) — R fiiggvények differencidlhatdk, tovdbbd ¢'(z) # 0,
ha z € (a,b). Ha

(1) lim f(z)= lim g(z)=0

r—a+ r—a+

és ha létezik a lim, f'/qg' (véges vagy végtelen) hatdrérték, akkor az
f/g fiiggvénynek is van jobboldali hatarértéke az a helyen és

(2) lim M — lim f'()

vt g(z) et g/(x)’

B1ZONYITAS. i) Vizsgdljuk el8szor az a > —oo esetet. Legyen f(a) := f(b) := 0 és
vezessiik be a

. f'(x)
3) A= xli%r g'(z)
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jelolést. Az atviteli elvet alkalmazva megmutatjuk, hogy minden a-hoz konvergil6 a <
Zn < b (n € N) szdmsorozatra

lim f(an)

n—oo g(zn)

Minthogy f,g € Cla, ] és f,9 € D(a,z,) (n € N), tovabba ¢'(z) # 0, ha z € (a,b), ezért
erre a fiiggvénypérra az [a, z,] intervallumban teljesiilnek a Cauchy-tétel feltételei. A
széban forgd tételt alkalmazva azt kapjuk, hogy létezik olyan &, € (a, ;) hely, amelyre

f(ﬂ?n) f(ﬂfn) B f(a’) f/(fn)
g(‘rn) g(xn) - g(a) g/(fn) .

Mivel a < &, < z, (n € N), ezért a rendér elv alapjdn lim &, = a, ezért azatviteli elv
n—oo
és (3) alapjdn
!/
A
n—infty gl(gn)

)

ahonnan ismét csak az atviteli elvet alkalmazva (2) mar kovetkezik.

ii) Ha a = —o0, véalasszunk olyan yo € R és ¢ > 0 szamot, amelyekre 3 :=yo—1/c < b
teljesiil és vezessiik be a

1
o(y) == (0<y<c)
fiiggvényt, amely a (0, ¢) intervallumot a (—oo, §) intervallumra képezi klesonosen egyér-
telmtien, hiszen ¢ szigorian monoton né, és li%1+ oly) = —oco, lim (y) =yo — % = 0.
y— y—c—

A (0, ¢) intervallumon értelmezett F := fop, G := goyp fliggvényekre — az a = 0 pontot
véve — alkalmazhaté a tétel mdr igazolt 1) valtozata. Valdban, pl. az dtviteli elv alapjan

lim F(y)= lim f(p(y) = lim f(z)=0,

y—0+4 y—0+ xr— —00
S, Gl) = lim, g(e(y) = lim_g(@) =0,

tovabba a kozvetett fiiggvény differencialasi szabalya alapjan

(4) F(y) = (fo) ) = F(ew)¢' (y) = y%f' (e). (e (0.0),
G'(y) = (g09) (4) = &' (0()¢¥' (v) = 59' (e). (ye(0.c).

Innen és a (3) alatti hatérérék 1étezésébdl — ismét az atviteli elv alapjan — kovetkezik,
hogy
P _ pfee)y) . f(a)
lim ——— = lim 54— = lim .
v=0t Giy) w0t (g o p)(y) e g ()

—
=
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Alkalmazva a tétel mar igazolt i) véltozatat azt kapjuk, hogy létezik a lir&_ % hatér-
y—>

érték, és arra

(5) S ) I (/) B 4 C)

<

y—0+ Gy)  y—=0+ G'(y) a——co g'(x)
(x

N

teljesiil. Az &tviteli elv alapjan a lim, . . @) és limy o4 P _ limy, 04 Llew)

G(y) 9(¢(v))
hatértékek egyszerre léteznek vagy nem léteznek és az els6 esetben a két hatarérték
egyenlé. Kovetkezésképpen (5) alapjan az f/g fliggvénynek is létezik a hatdrértéke a

—o0 helyen és arra fennall (2). O

Nyilvanvald, hogy hasonlé éllitds érvényes a baloldali hatarértékre is. A most vizsgélt
eset mellett gyakran eléfordulnak az in. ,00/00” tipusu hatarozatlan kifejezések. Ezekre
vonatkozik a

2. L'Hospital szabdly. Legyen —co < a < b < oo és tegyiik fel, hogy
az f,g : (a,b) — R fiiggvények differencidlhatdék, tovdbbd g'(x) # 0,
ha x € (a,b). Ha

(6) lim f(z)= lim g(z) =00

r—a+ r—a+

és ha létezik a lim, f'/g" (véges vagy végtelen) hatdrérték, akkor az
f/g fiiggvénynek is van jobboldali hatdrértéke az a helyen és

[@) @)

imat g(z)  a—at g'(z)

BizoNYITAS. i) A (3)-ban bevezetett jelolést haszndlva elészor tegyiik fel, hogy A véges.
A (3) és (6) feltételbdl kovetkezik, hogy létezik olyan 5 € (a,b) szdm, hogy f(z) >
0, g(x) > 0, ha z € (a, 3] és f'/g" korldtos ugyanebben az intervallumban.

A (3) hatarérték definiciéja alapjan minden € > 0 szdmhoz 1étezik olyan (a, @) C (a, )
intervallum, hogy ennek minden pontjaban

f'w) ‘ €
7 —Al< = € (a,a
™) it e (o)
teljesiil. Rogzitsiik az o szamot és az
_ 1— 4
f(.fl?) f(a) — f(:l?) f((I; (.’L‘ c (a7a))
9(z) —gla)  g(z)1- 2
azonossagbdl kiindulva vezessiik be a
1 — 9(@)
T(z) = % (z € (a,q))

f(@)
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fiiggvényt. Minden = € (a, ) pont esetén alkalmazhaté az f, g fliggvénypdrra a Cauchy-
féle konvergencia-kritérium az [z, o] C (a, §) intervallumon, azaz létezik olyan &, € (z, @)
pont, amelyben

1
= = . (z € (a,)).
Innen

) o e iy = e

kovetkezik.
A (6) feltételbdl és a T értelmezése alapjan nyilvanvald, hogy lim+ T(z) = 1. Mint-

hogy az f'/q' fuggvény korlitos az (a,«) intervallumban, ezért a (8) jobb oldaldn a
masodik tagnak a jobboldali hatérértéke 0 az a-ban. (Ha atviteli elvet alkalmazunk,
akkor egy korldtos, és egy nullsorozat szorzata nullsorozat.) Kovetkezésképpen létezik
olyan (a,7) C (a,«) intervallum, amelyben

f'(&) €

L (r@) - 1| < 5 (w€ (@)
teljesiil. Ezt és a (7) egyenlStlenséget felhaszndlva (8) alapjan
F@) ) | PED) el < [P ) ]
/(@) 7€) g TV AE e gien) T Y|

(x € (a,7)) kovetkezik, hiszen &, € (z,a) C (a,«). Ezzel véges A esetén megmutattuk,
hogy

lim 7f(33) =

v—at g(x)

ii) Ha A = oo, akkor — a fenti bizonyitds gondolatmenetét kovetve — (7) helyett a
kovetkez6t irhatjuk. A

!
im I'w) =00, lim T(z)=1
P ) R

feltételekbél kovetkezik, hogy minden P > 0 szdmhoz létezik olyan (a,a) C (a,3) inter-
vallum, hogy ennek minden pontjaban

')
9'(y)
teljesiil. Ezt felhaszndlva (8) alapjin

!/
2 L8 @ z2py =P (e (@)
mert minden = € (a,a) esetén &, € (x,a) C (a,a). Ezzel a = oo esetén is igazoltuk a
tételt. O

’ >2P, |T(z)] > % (z,y € (a,a))
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Megjegyzések

1. Az 1. és 2. tételben a jobboldali hatarértéket baloldali hatdrértékkel helyettesitve a baloldali
hatarértékre vonatkozé L’Hospital-szabalyokat kapjuk. Ezek hasonléan igazolhaték, mint a széban
forgo tételek.

2. Az egyoldali hatarértékek és a hatdrérték kapcsolatdbdl kiindulva konnyen megfogalmazhaté a ha-
tarértékre vonatkozé L’Hospital-szabaly.

3. Felhivjuk a figyelmet arra, hogy a L’Hospital szabdly nem minden esetben alkalmazhaté. El6fordul-

hat, hogy nem létezik a lim £-&) hatarérték, de a lim L&) hatsrérték létezik.
z—a 9" () z-—a 9(x)

Legyen példdul f(x) := 10z — sinz, g(z) := 2z + cosz (x € R). Ekkor lim f(z)= lim g(x) =
xr—+00 — 400

x
400, mindkettd fiiggvény mindeniitt differencidlhaté, de nem létezik a

f(=z) i 10 — cosx

im = lim -
z—+oo g/(x) a—+oo 2—sinzx

hatarérték, mert periodikus fliggvénynek nem létezik hatarértéke +oo-ben. Viszont egyszerli szamo-
lassal igazolhatd, hogy

f(=z) . 10z — sinx ) 10 — sinz 10
I i Y . lim ——— & — - _— 5,
z—too g(x)  w—+oo 2m4cosw  w—too 24 CBE 2

Azaz a tétel kimonddsdban nagyon fontos, és nem elhagyhaté a ,ha létezik a limq+ f’/g’ hatérérték”
feltétel.

A most vizsgalt ,0/0” és ,00/00” tipusi hatdrozatlan kifejezések mellett gyakran
eléfordulnak 1n. ,,0-00”, ,,00/(—00)”, ,0°7, 1”7 oo—o00” tipusi hatarozatlan kife-
jezések. Ezek az esetek is visszavezethetdk a ,,0/0”, vagy ,,00/00” tipusi hatdrozatlan
kifejezésekre.

A) A ,0-00” elnevezés olyan lim f(x)g(z) hatérértékre vonatkozik, amelyben lim f(z) =
Tr—a r—a
0 és lim g(x) = c0. Az fg= f/(1/g) vagy az fg = g/(1/f) atalakitast alkalmazva ez
Tr—a

a hatdrérték visszavezethetd a ,,0/07, illetve a ,,00/00” tipusra.

B) Az g helyett a —g fiiggvényre alaklamazva a L’Hospital-szabdlyt, kiszdmithatjuk az

»00/(—00)7, illetve ,0 - (—o0)” tipusi hatdrozatlan kifejezések hatérértékét.

C) Ha f pozitiv az (a € R) pont egy kérnyezetében, f,g fiiggvények mindegyike differ-
encidlhaté ebben a kornyezetben és, ha

lim f(z) =1, és limg(z)=+4occ vagy, ha
lim f(z) =0, ¢és limg(x)=o00 vagy, ha
lim f(z) =0, ¢és limg(z) =0,

r—a r—a

és az f9 fiiggvény hatarértékét szeretnénk meghatarozni az a pontban, akkor az

f(ﬁ)g(m) — elnf(m)g(z) _ eg(w)~1n f(z)
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atalakitast elvégezve a kitevében egy szorzatfiiggvényt kapunk. A L’Hospital szabaly
segitségével meghatdrozhaté az A := lim g(z)ln f(x), ,0 - c0” tipusd hatérérték. Ha
r—a
A € R, akkor az exponencialis fiiggvény folytonossiga miatt lim f(z)9(®) = e4, ha
Tr—a
A = +00 , akkor mivel lim €Y = +o0, ezért — példaul az atviteli elv alapjan —

y—+o00

lirf f(fﬂ)g(m) = 400, ha pedig A = —oc0 , akkor mivel lim e¥ = 0, ezért — példdul
r——+00 Yy——00

az atviteli elv alapjan — lim f(z)9@) =o.

Ha lim f(x) = +o0 és lim g(z) = +oo valamely (a € R) pontra, és f, g fiiggvények
r—a r—a

mindegyike differencidlhaté az a pontnak egy kornyezetben, akkor a fliggvényektél

fliggben, vagy — tortfliggvények esetén — kozos nevezére hozunk, vagy az egyik

fiiggvényt kiemeljiik, ha a L'Hospital szabdly segitségével szeretnénk a lim f(z)—g(z),

,00 — 00” tipusu hatarértéket meghatarozni.

Az aldbbiakban megmutatunk minden egyes hatarértéktipusra egy-egy példat.

Példak

1.

Legyen
f@)y=04x)" -1, g(x):=2 (zeR).

Ekkor lim, ¢ f(z) = lim;—0 g(z) = 0. Minthogy

) e+

e D
ezért ) _
g 2" =1
x—0 xX
Legyen

f(z) =2", g(z):=lnzx (z>0)

és vizsgaljuk az fg fuggvény jobboldali hatarértékét a 0 pontban. Az f(x)g(xz) =
Inz/x~™ dtalakitds utdn ,,00/00” tipust hatdrozatlan kifejezést kapunk. Minthogy

! 1 1
lim —3 @) _ — 1 /@ =—— lim 2" =0,
z—0+ (1/f)'(z) z—0+ nz—n1 n z—0+
ezért
lim " lnz = 0.
x—0+
Legyen

f() =%, (2> 0)
és vizsgdljuk az f fiiggvény jobboldali hatarértékét a O pontban. Az z% atirhaté

2% ="M (2> 0)



5. Alkalmazdsok 111

alakba a logaritmus fiiggvény ismert tulajdonsigai alapjan. Minthogy 1i%1+ zlnzx =0
r—

(lasd 6. példa), ezért
lim z% = 1.
r—0+

4. Legyen f(z) := (= — ﬁ) (x € RT\{1}) és meghatdrozzuk a fiiggvény hatdrértékét
az a = 1 pontban. Ez egy ,,00 — c0” tipusi hatarozatlansagi eset, ezért a L’Hospital

szabdlyt nem lehet kozvetleniil alkalmazni. Végrehajtva az

r—1—Inx
r)=—-"—" (zeR"\{1L
@)= oy @SR
atalakitdst, az a = 1 pontban egy ,,0/0” tipusd hatérértéket kell vizsgdlni. Mivel
a szamlalé és a nevezd is differencidlhatd a pozitiv félegyenesen, és a derivaltak
hanyadosanak

1—% . rz—1

9 I =l

hatdrértéke szintén ,,0/0” tipusi, de a szdmldlé és a nevezd is differencidlhaté a
pozitiv félegyenesen, ezért ennek meghatdrozasat is a L’Hospital szabdaly ismételt al-
kalmazasaval probaljuk elérni. Mivel 1étezik a a derivaltak hdnyadosanak, a

1 1

lim ———— =~
e=ll+Ine+ao; 2

hatérértéke, ezért a L’Hospital-szabdly értelmében 1étezik, és 1/2-del egyenld a (9)-es

hatéarérték is, és
1 1 1
1' = 1 _— = —.
;rl—>H11f($) ac1—>rnl <1na: 56—1) 2

5.2. Tobbszor differncidlhaté fuggvények

Ebben a pontban bevezetjik a magasabbrendii derivaltakat és bemutatjuk ezek né-
hany alkalmazédsat. Legyen H C R nyilt halmaz és f : H — R differncialhato fiiggvény.

Definicié. Ha az f € D(H,R) fiiggvény f’' derivaltja differencialhatd
az a € H pontban, akkor azt mondjuk, hogy f kétszer differencial-

hato a-ban. Az
f"(a) == (f')(a)

szamot az [ fiiggvény a pontbeli masodik derivaltjanak nevez-
ziik.
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Az elsbrendii derivalt mintdjara értelmezhetjitk a masodrendii derivéltat. Nevezetesen,
tegyiik fel, hogy az f fiiggvény minden x € H pontban kétszer differncialhaté. Ekkor az
7+ H — R, z— f"(x) utasitdssal értelmezett fliggvényt az f masodik derivaltjanak
nevezziik. Ehhez hasonlén — az f fiiggvény f(™) szimbSlummal jelolt n-edik derivaltjabol
kiindulva — rekurzidval értelmezhetjiik az (n + 1)-edik derivéltat:

!
7 (@) = () (@) (neN).
Emelett gyakran hasznaljuk az

af

dz™

(a) = £ (a)

jelolést. A H nyilt halmazon értelmezett f : H — R tipusu n-szer differencidlhaté
fiiggvények Osszességét a D™ (H,R) vagy az egyszeriibb D" (H), illetve DY, szimbdlummal
jeloljitk. Ezenkiviil célszerti még a 0-adik derivéltra az f(©) := f értelmezést bevezetni.
Ha az f : H — R fiiggvénynek minden n € N természetes szamra létezik az n-edik
derivaltja, akkor azt mondjuk, hogy az f akarhanyszor vagy végtelen sokszor differ-
encidlhaté és az ilyen tulajdonségu fiiggvények Gsszességét a D>°(H,R) vagy a D>(H),
illetve D szimbélumok valamelyikével jeloljiik.

Az n-edrend(i derivdlt értelmezése alapjan nyilvdnvald, hogy bérmely f, g € D™(H,R)
fliggvényre és minden A1, Ao € R szamparra
MSf+d2g € DV(H,R) b8 (Mf—+ X ag)™ = A f + 009" (neN).

A szorzat fliggvény n-edik derivéltjdra vonatkozik az alabbi

Leibniz-féle szabaly. Minden n € N természetes szamra és barmely
két f,g € D™(H) fiiggvény szorzatdra fg € D™(H) és

(10) (fg)™ = f:( ) 0 0=k,

k=0

B1zoNYiTAS. Az 4llitdst n-re vonatkozé teljes indukciéval igazoljuk. Az n = 0 esetben
a 0-adik derivalt definicidja alapjan az allitds nyilvanvalé. Tegyiik fel, hogy (10) fennall
n-re és ebbdl kiindulva igazoljuk n helyett (n+1)-re. Az indukeids feltetételt és a szorzat
derivalasi szabdlyat felhaszndlva azt kapjuk, hogy

o= (o) = (£ (1)) -
k=0

n

= (k)f (n+1 M"‘Z( )f(k+1) (nt+1-k)
0

k=
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Ha az els6 0sszegben a k = i a masodikban pedig a k =i — 1 jelolést vezetjik be, akkor
innen

(fg)m+D) = <z) Fgn+D 4 ; ((7;) + (l 7_1 1)) F@ gnt1=0) | <Z) flntbg

kovetkezik. Felhasznalva a binomialis egytitthatokra vonatkozd

)+ (=07 (=032 (=G =

azonossagot a bizonyitando

n+1 n4+1 ) ‘
(fg)(nJrl) _ Z ( ' >f(z)g(n+17,)

i=0 !
allitast kapjuk. [J

Mivel barmely polinom derivaltja is polinom, ezért a polinomok akarhanyszor differ-
encialhatoék, tovabba ha P n-edfoku polinom, akkor

P(n+1) — P(n+2) — ... = 0

Minthogy minden f raciondlis fiiggvény f’ derivéltja is raciondlis és Dy = Dy, ezért
a raciondlis fliggvények is akarhanyszor differencialhatok. Az exp, sin, cos, sinh, cosh
fliggvények differencialasi szabdlya alapjan nyilvanvald, hogy ezek is akarhanyszor differ-
encialhatok.

5.3. Taylor formula

Gyakran sziikség van arra, hogy bonyolult fiiggvényeket meg tudjunk , kozeliteni”
olyan fiiggvényekkel, melyek helyettesitési értékeit konnyen ki tudjuk szamolni, tulaj-
donsagait konnyen at tudjuk tekinteni, és amelyek ardnylag mégis jol , simulnak” a
megkozelitendd fliggvényhez. Ilyen egyszert fiiggvények példaul a polinomok, és ezek
aranylag jol illeszkednek is, ha a fokszamuk elég nagy. Persze a nagyon , rossz”, ,, ugral6”
fliggvényeket ezekkel sem lehet jol kozeliteni.

A kovetkezOkben n-szer differencialhato fiiggvényeket vizsgalunk, ezekkel kapcsolatos
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Taylor-formula. Legyen n € N, Kg(a) C R és tegyiik fel, hogy az
f : Kr(a) — R fiiggvény (n + 1)-szer differencidlhaté a Kg(a)-ban.
Ekkor minden © € Kgr(a) ponthoz létezik olyan a és x kizé esd &,
szdm, hogy az f(x) fiiggvényérték felirhaté a kivetkezd alakban:

f(:L‘) = (Tnf)(x) + (Rnf)(x) =

n (k) a (n+1) - 1
:Zf ( )(x—a)k-l-f(n_'_%!)(x—a)n-’_.

k!
k=0

A T, f polinomot az a ponthoz tartozé n-edik Taylor-polinomnak,
az R, f fiiggvényt Lagrange-féle maradéknak hivjuk.

B1zoNvYiTAS. Tegyiik fel, hogy z > a. Az x < a eset hasonléan vizsgalhaté. Legyen x
tetszbleges pont az (a,a + R) kornyezetben. Nyilvanvaléan megadhaté egy olyan S(x)
x-t6l fiiggo érték, hogy teljesiiljon az

(1) (@) = (T 1)(w) + ooy o =)
eldallitas, ahol
! a (n) a
1@ = @)+ L@ L0 e

A kérdés az, hogy 1étezik-e olyan &, € (a, ), hogy S(x) = f("+1)(¢,). Tekintsiik a

S(x)

(n+ 1)|(t —a)n+1 (t (a—R7a+R))7

P(t) == (Tnf)(®) +

polinomot, ahol S(x) a (11) el6allitdsban szerepld rogzitett szam. P egy (n + 1)-ed foki
polinom, tehat akarhanyszor differencidlhatd, és a derivaltjai az a pontban:

(12) P(a) = f(a), P'a)=f(a), P"(a)=f"(a), --- .
P™(a) = ™ (a), P™*V(a) = S(a).

S(z) definiciéja miatt P(z) = f(x) egyenldség is nyilvén teljesiil.

Tekintsiik az F(t) := f(t)— P(t) (t € (a— R, a+ R)) fiiggvényt. F nyilvan (n+1)-szer
differencidlhaté az (a — R, a + R) intervallumban, ezért barmilyen zért részintervallumén
folytonos, és (n+1)-szer differencidlhaté, valamint (12) miatt F®)(a) =0 (k= 0,...,n).
1. Mivel F(a) = F(x) =0, és F' € Clq 2] F' € D(a,0), €zért a Rolle-tétel alapjan létezik

&1 € (a, ), melyre

F/(fl) = f/(fl) - P/(fl) =0



5. Alkalmazdsok 115

2. Mivel F’ differencidlhaté az (a— R, a+R) intervallumon, ezért F' € Cjq¢,1 F' € D(q.¢,)-
F'(a) = F'(&1) = 0, ezért a Rolle-tétel alapjan létezik & € (a, &), melyre

F'(&) = f'(&2) — P'(&) =0.

n. Mivel F("=1 differencidlhat6 az (a — R, a+ R) intervallumon, ezért F(»~1) ¢ Cla,en_1]
Fn=1 ¢ Diae,_1)- F=1(g) = F=1 (¢, 1) = 0, ezért a Rolle-tétel alapjan létezik
gn € (aagnfl)a melyre

FMW(g,) = f™(g,) — PM(e,) = 0.

n+1. Mivel F(") differencidlhat6 az (a — R, a+ R) intervallumon, ezért F(") Cla.n) F) ¢
Diae,). FM™M(a) = FM(&,) = 0, ezért a Rolle-tétel alapjan létezik &, 41 € (a,&p),
melyre

F(n+1)(fn+1) = f(n+1)(£n+1) - P(n+1)(£n+1) =0.
Ezt Osszevetve (12)-vel azt kapjuk, hogy
S(z) = f (i)
Bevezetve a &, := &, 41 jelolést, a bizonyitandé allitast kapjuk. O

Ismeretes, hogy minden = € R szdmra

_ n+1
lim EZ9"
Ezt figyelembe véve adédik az alabbi

1. Kovetkezmény. Legyen f € D> (U,R) és tegyiik fel, hogy létezik
olyan M > 0 szam, amelyre

(13) lf™ (@) <M (zeU neN).

Ekkor minden x € U = Kgr(a) pontban lim,, .. (R, f)(z) = 0, kévet-
kezésképpen a lim (f(z) — (T,,f)(x)) = 0 minden x € U pontban.

Péld&k.

1. Legyen f(z) := exp(x) = ¢* (z € R). Felirjuk a fliggvény a = 0 koriili Taylor-
formulajat.
A valds exponenciilis fliggvény mindeniitt akarhanyszor differencialhato, és

fB@)y=e", fO0)=1 (keN,zeR),
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ezért minden x € R, és minden n € N esetén létezik £,, 0 és = kozotti szam, melyre
f ,’EQ (,C3 n efm

X
- _1 hll bl - n+1.
Zk' CESI LTI T R A S Prrus B

2. Legyen f(z) :=sinz (x € R). Felirjuk a fliggvény a = 0 koriili Taylor-formuldjat.
A sinus fiiggvény mindeniitt akdrhanyszor differencidlhaté, és

FE (@) = (=1)*sin, fERO) =0 (keNzeR)
FEFY (@) = (~1)* cosz, FEHD0) = (-1)* (keNzeR),

ezért minden x € R, és minden n € N esetén 1étezik &,, 0 és z kozotti szam, melyre

- p?h sin &
i — Y _1\n+1 T 2n+2 _
S ;;)( S YT @
x3 2P x2ntl sin &
—r— (=) _1)yntt T 2n+2
gty O g Ty TV g

3. Legyen f(z) :=cosx (x € R). Felirjuk a fiiggvény a = 0 koriili Taylor-formuldjat.
A cosinus fiiggvény mindeniitt akarhanyszor differencialhato, és

F@R) () = (=1)* cos z, f@0) = (-1)*F (keN,zeR),
FEE () = (-1 sina, FEHV0) =0 (keNzeR),

ezért minden x € R, és minden n € N esetén 1étezik &,, 0 és = kozotti szam, melyre

- 22k sin &
— 1) _qynt1 _SHSr 2ng1
cosw kzzo( Pam TV o
2?2 2t 2 sin &,
-1 il -1 n -1 n+1_ "5 2n41
SRR THR R S v TRl StV o g

4. Legyen f(z) :=sinhz (z € R). Felirjuk a fliggvény a = 0 koriili Taylor-formuldjat.
A sinus hiperbolikus fiiggvény mindeniitt akarhanyszor differencidlhaté, és

@) (z) = sinh z, fe0)=0 (keN,zeR),
f@RHD (2) = coshz, fE*D0)=1 (keN,zeR),
ezért minden x € R, és minden n € N esetén 1étezik &,, 0 és = kozotti szdm, melyre

D g2kl sinh &
: h _ T 2n+2 _
s ;(21454—1)! Tt

3 p2ntl sinh& 5,00
Sttt st T ey T enr ot
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5.

Legyen f(x) := coshz (x € R). Felirjuk a fliggvény a = 0 koriili Taylor-formuldjét.
A cosinus hiperbolikus fliggvény mindeniitt akdrhanyszor differencialhato, és

FP9)(z) = coshz, fE0) =1 (keNzeR),
F@k+D) (2) = sinh z, fEHD)=0 (keN,zeR),

ezért minden x € R, és minden n € N esetén 1étezik &,, 0 és = kozotti szam, melyre

n 2k .
Z T sinh&,
‘h = n+l1 =
coSE (2k)! + (2n + 1)!x

2 4 2n :
x x x sinh &
L_g2ntl

T AT
BT TR A O TR g

Megjegyzések

1.
2.

Az a = 0 pont koriili Taylor-polinomot MacLaurinpolinomnak hivjuk.
A 1. Kovetkezményben megadott (15) feltétel elégséges de nem sziiksérges ahhoz, hogy az f-et
Taylor polinomja tetsz6legesen ,, megkozelitse”.

. A Taylor-formula felhaszndlhaté az R, f maradéktag becslésére. A sin fliggvényre alkalmazva a

Taylor-formulét

$3 x5 x2n+1
. n —
S (’”**+f*"'+(*1) (2n+1)!)’ -

sin?n2) (¢,) 2n+2| < |z[>7+2
(2n+2)! = (@2n+2)!

. Vegyiik észre, hogy n = 0 estén a Taylor-formula a Lagrange-tételre redukélédik.

f(@) = f(a) + f'(&) (@ — a),

ahol &, a és x kozé esik. Ezért a tétel a Lagrange-tétel altalanositasanak is tekintheto .

. Ha valamely fiiggvény akdrhdnyszor differncidlhaté a Kpr(a) kornyezetben, akkor tekinthetjik a

fliggvény a-hoz tartozé tetszéleges fokszamu Taylor polinomjat. El6fordulhat, hogy a Taylor polinom
az a ponton kiviil sehol sem , simul” réd a fiiggvényre.

5.4. Konvex és konkav fuggvények

Ebben a pontban a differencidlszamitas egy ujabb, geometriai alklamazasat mutatjuk

be. A matematikdban de pl. az optikdban is haszniljék a konvexitds fogalmét. Ennek
értelmezése elott ezzel kapcsolatban bevezetiink egy fogalmat.

Definicié. Az z,y € R™ vektorok
(14) ar+Py (0=a,B=1, at+pB=1)

alaku linearis kombinacioit konvex kombinacidcknak nevezziik.
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Az x,y € R™ vektorok konvex kombinaciéi nyilvan
(15) A+ (1-Ny=y+Az—y) (0=A=1)

alakban is felirhaték. Ebbol a felirasbol lathato, hogy n = 1,2, 3 esetén a fenti linedris
kombindciok Osszessége az x és az y pontokat Gsszekotd szakasszal egyenls. Ebb6l ki-
indulva — geometriai széhasznalattal élve — a széban forgdé halmazt n > 3 esetén is
szakasznak nevezziik.

Definicié. Akkor mondjuk, hogy a H C R"™ halmaz konvex, ha a
H barmely két pontjat osszekots szakaszat tartalmazza, azaz minden
x,y € H pontra és 0 £ X\ < 1 szdmra Az + (1 — \)y € H teljesiil.

A fenti értelmezés alapjan nyilvanvald, hogy konvex halmazok koézos része konvex
tovabba az R konvex részhalmazai az R-beli intervallumok (ldsd a 12. Feladatot). A
monoton fliggvények mellett fontos szerepet jatszanak a konvex és konkav fiiggvények.

Definicié. Legyen H C R" konvex halmaz és f : H — R a H
halmazon értelmezett valos fiiggvény. Akkor mondjuk, hogy az f
fiiggvény konvex, ha minden z,y € H pontparra és ezek barmely
Az 4+ (1 =Ny (0 = X £ 1) konvex kombindcidira

(16) fOz+ (1 =Ny) = Af(z)+ (1 =) f(y)

Ha bédrmely \x + (1 — A)y € H konvex kombindcidéra

fQz+ (1 =Ny) 2 Af(z)+ (1 =) f(y)

teljesiil, akkor azt mondjuk, hogy f konkav. Ha a fenti egyenlGtlensé-
gekben az egyenlGséget kizarjuk, a szigordan konvex, ill. szigordan
konkav fiiggvény fogalmat kapjuk.

A tovébbiakban csak R — R tipusi konvex és konkav fiiggvényekkel foglalkozunk. Az
R-beli konvex halmazok emlitett jellemzésébdl kiindulva intervallumon értelmezett valds
fliggvényeket vizsgalunk. Mindenekel6tt a konvexitas egy geometriai dtfogalmazasat ad-
juk.

Legyen f : I — R az I C R intervallumon értelmezett konvex fliggvény. Kiindulva
az r1,x2 € I, 1 < o pontparbdl irjuk fel a (16) egyenlStlenséget az x € (x1,xz2)
pontban. El8szor megkeressiik, hogy mely A € [0, 1] szdmra teljestil az x = A\(x1 —x2)+2x2

egyenléség. Egyszeril atrendezéssel adddik, hogy A\ = :22:;1 , ezért az r szam az
Tog — T xr — T
a=\= , Bi=1=-A=
T2 —T1 T2 —T1

nemnegativ, a + 0 = 1 feltételnek eleget tevo egylitthatokkal eléallithatd az xi és xo
szamok konvex kombinacidjaként:

T = axy + fxs.
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E jeloléseket felhaszndlva (16) dtirhaté a kovetkezd, (16)-tal ekvivalens alakba:

To — T

(17) f(@) = fz2) + A(f(21) — flz2)) = fl22) + p— (f(z1) = f(a2))

_ f(ll?g) f(xl)($—1‘2)+f(1‘2)= f(:l?g) f(xl)(I—l'l)—Ff(JUl)

T2 —T1 T2 — 1
Ezt az egyenlOtlenséget geometriailag interpretalva azt kapjuk, hogy az f : I — R
fliggvény akkor és csak akkor konvex, ha barmely xi,x2 € I, 21 < x2 esetén az f
grafikonjinak {(z, f(z)) : © € (x1,22)} része nincs az (x1, f(r1)), (z2, f(x2)) pontokat
Osszekot6 szakasz felett. Ehhez hasonléan szemléltetheté a konkdv, illetve a szigortan
konvex és szigorian konkav fliggvény fogalma.

Egy tovabbi jellemzést fogalmazunk meg az alabbi allitasban.

1. Tétel. Az f : I — R fiiggvény akkor és csak akkor konvex, ha
tetszbleges x1 < y1, y2 < w2 I-beli pontokra

f1) = fly) o (@) = f(w2) o f(a2) = fly2)

1 — U Tl — T2 T2 — Y2

(18)

A

teljesiil. Az f akkor és csak akkor szigorian konvex, ha a (17) allitds
a < helyett a < reldciéval 4ll fenn.

A (18) éllitdsban a < jelet a 2, ill. a > reldciéval felcserélve a

konkavitassal, ill. a szigoru konkavitassal ekvivalens feltételt kapunk.

BizoNYITAS. i) Tegyiik fel el8szor, hogy f konvex. Ekkor az (z1, f(x1)) és az (z2, f(22))
pontokat 0sszekotd hirra az y; és az yo pontban felirva a (18) feltételt

f(z1) — f(x2)

fly) = pra—— (1 —21) + f(21),
) LI ) 1 )

adddik. Innen y; —x1 > 0 és yo — 29 < 0 figyelembevételével egyszerii atalakitas utdn
adédik a bizonyitandd egyenlGtlenség.

ii) Most induljunk ki abbdl, hogy tetszbleges x1 < y1,y2 < z2 I-beli pontokra fenndll
a (18) egyenlétlenség. Ekkor y; = yo = x vélasztds mellett (18)-bdl azt kapjuk, hogy

f(x1) — f(x2) < f(z2) — f(z)

1 — T2 Xo — X

)

ahonnan az (16)-tal ekvivalens (17) egyenléség egyszer(i dtalakitdsal kovetkezik. A
szigorian konvex, ill. a konkav fiiggvényekre vonatkozé allitds hasonléan igazolhatd.
|
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Differencialhaté fiiggvények esetén a derivalt felhasznalhaté a konvexitas jellemzésére.
Erre vonatkozik a

2. Tétel. Az f: (a,b) — R differencidlhaté fiiggvény akkor és csak
akkor konvex, ha f' monoton névekedd, és akkor és csak akkor
szigortian konvex, ha [’ szigoriian momoton névekeds. Az f
fiiggvény pontosan akkor konkdv, ha f’ monoton fogyd, és pontosan
akkor szigorian konkav, ha f' szigoriian monoton fogyd.

BizoNYITAS. i) Tegyiik fel el8szor, hogy f konvex és tekintsiik az (a,b) intervallum két
tetszOleges ©1 < xo pontjat. Ekkor az el6bb igazolt 1. Tétel alapjan minden z; < ¥,
Yo < X2 esetén fenndll a (18) egyenlStlenség. Ebbl y; — x1 és ya — xo hatdrdtmenettel
a hatararérték monotonitdsara vonatkozd tétel alapjén az

f(z1) = lim @) = fy) < 1) = [(z2) < lim f(z2) = f(y2)

Y1 —T1 xr1 — Y1 - Tr1 — To T y2—x2 To — Yo

= f'(x2)

bizonyitandé egyenlotlenséget kapjuk.

i) Most tegyiik fel, hogy f’ monoton névé és tekintsiink két (a, b)-beli x; < x5 pontot.
Vezessiik be az

f(x2) — f(21)

T2 —T1

U(z) = f(z1) + (z—21), r(x):=f(z) = Ll(z) (z€(ab))

fiiggvényeket. Az r értelmezése alapjin nyilvdnvald, hogy r(x1) = r(z2) = 0. Minthogy
¢ linearis fiiggvény és f differencidlhatd, ezért r is differencidlhato és

_ f() = fla)

Xro — I

(z € (a,b)).
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Az r fliggvényre az [x1,zo] intervallumban — a most mondottak alapjin — teljesiilnek
a Rolle-tétel feltételei (1 € Ciz, 2,], 7 € Dy ,20), T(71) = 7(72)), kovetkezésképpen van
olyan £ € (1, 22) hely, amelyre /() = 0. Minthogy f’ monoton névé és r’ ettél csak
konstansban kiilonbozik, ezért r’ is monoton nové, kovetkezésképpen

r(x) £0 (v Sz<§), r'(2) 20 (£E<a<a).

Innen kévetkezik, hogy r az [21, £] intervallumban monoton fogyd, a [, 23] intervallumban
pedig monoton nové. Mivel r(z1) = r(x2) = 0, ezért az [x1,&], [, z2] intervallumok
mindegyikén r(z) < 0. Osszefoglalva tehédt azt kaptuk, hogy az [x,z»] intervallum
minden z pontjidban r(z) < 0, vagy — ami ezzel ekvivalens —

< flxa) — f(fﬂl)

2o — 2, o) F (7).

f(x)

Ezzel megmutattuk, hogy f konvex.

iii) Ha f’ szigortian monoton nové, akkor a bizonyitds ii) részében a < reldciét a <
reldciéval cserélve fel, adodik a szigorian konvex esetre vonatkozé allitas elsé része.

iv) Ha f szigordan konvex, akkor f’ — a most bizonyftottak alapjén — monoton
novekeds. Megmutatjuk, hogy minden z; < z2 (a,b)-beli pontparra f(x1) < f(x2).
Ellenkezd esetben ugyanis f’ konstans, kovetkezésképpen f linedris volna az [x1, z5] in-
tervallumban. Ez viszont nyilvan ellentmond annak, hogy f szigorian konvex.

A konkav fliggvényekre vonatkozo 4allitas hasonléan igazolhaté. O
A most igazolt tételt a monoton fliggvények derivéltjara vonatkozo allitdssal kom-

binalva adddik a

2. Kovetkezmény.
i) Tegyiik fel, hogy f € D(Qavb), Az f fiiggvény akkor és csak akkor
konvex, ha minden x € (a,b) pontnan f"(z) 2 0.
ii) Ha f € D%a p) €s minden x € (a,b) pontban f”(x) > 0, akkor f
szigoruan konvex.

A tovabbiakban tobbszor felhasznédljuk a kovetkezd fogalmat.

Definicié. Akkor mondjuk, hogy az f : (a,b) — R fiiggvény az x¢ €
(a,b) pontban (el8)jelet valt, ha f(xg) = 0 és ha létezik olyan § > 0
szam, hogy

i) flz) <0 (z€(xo—0d,20)),  [f(x)>0 (z€ (z0,20+09)),
vagy
it) f(z)>0 (z€(xg—96,20)), f(x) <0 (z € (wg, w0+ 9)).
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Az i) esetben azt szoktuk mondani, hogy az f negativbdl pozitivba a ii) esetben pedig
pozitivbdl negativba megy at.

Definicié. Legyen f : (a,b) — R differencidlhaté fiiggvény. Akkor
mondhatjuk, hogy az xo € (a,b) hely f-nek inflexiés pontja, ha a

o(x) = f(x) = (f(zo) + f'(x0)(x — x0)) (x € (a,b))
fiiggvény az xo pontban elGjelet valt.

A most bevezetett fogalomnak a geonetriai tartalma a kévetkez6: Ha pl. a ¢ fliggvény
negativbdl pozitivba megy &t, akkor van olyan & > 0 szdm, hogy az f grafikonjdnak
{(z, f(x)) : * € (xg — J,x0)} része az xp-beli érintd alatt, a grafikon {(z, f(z)) : = €
(xo, o + 0)} része pedig a széban forg érinté felett van.

Egyszertien belathaté, hogy

ha az f € Dy fiiggvény az (a,xo) intervallumban konvex, az (xo,b) intervallumban
pedig konkav (vagy megforditva), akkor az xy pont az f-nek inflexiés helye.

Legyen példaul az f fiiggvény az (a,xo) intervallumon konvex, és konkév az (xq,b)
intervallumon. A 2. tétel alapjdn ekkor f’ monoton né az (a,zg), és monoton csokken
az (xo,b) intervallumon. Mivel ¢'(z) = f'(x) — f'(zo) (z € (a,b)), ezért ¢’ is monoton
né az (a,xo), és monoton csokken az (zg,b) intervallumon.

i) Ha ¢'(z) = 0, akkor ¢’ monotonitdsa miatt

()0 (z€(ab),

azaz — a 4.2./ 8. tétel alapjan — ¢ monoton csokken az (a,bd) intervallumon. Mivel
w(zp) = 0, ezért

)20 (x€(a,xg) 6 p(x) 20 (€ (x0,b),

azaz p az xg pontban valéban el6jelet valt, tehat az xy pont inflexids pontja f-nek.
ii) Ha ¢'(x0) > 0, akkor — a 4.2./ 6. tétel alapjdn — ¢ szigorian monoton nd az
pontban. Mivel p(zg) = 0, ezért ez azt jelenti, hogy létezik > 0 szdm, hogy

@) S0 (ze(xo—0d,20) és w(x)20 (x€ (xo,20+9),

azaz @ az xg pontban valéban el6jelet valt, tehdt az xy pont inflexiés pontja f-nek.
iii) Ha ¢'(z0) < 0, akkoraz el6z6hoz hasonléan beldthatd, hogy ¢ az z¢ pontban eléjelet
valt.

Példéul a sin figgvény a (—m/2,0) intervallumban konvex, a (0, 7/2) intervallumban
konkdv, ezért a sin fiiggvénynek a 0 inflexiés pontja.
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2. 4bra

Az intervallumra vonatkozé konvexitds mellet ennek az aldbbi lokdlis valtozatat is
szokéas értelmezni.

Definicié. Akkor mondjuk, hogy az f : (a,b) — R differencialhaté
fiiggvény az xo € (a,b) pontban lokdlisan konvex, ha létezik olyan
0 > 0 szam, hogy az xg d-sugard kiérnyezetének minden pontjaban

f(x) £ f(xo) + f'(xo)(x —20) (2 € (20 — 8,70+ 0))

teljesiil. Ha ez az egyenlStlenség a < helyett a = reldciéval teljesiil,
akkor azt mondjuk, hogy f az xy pontban lokdlisan konkd&v.

E definicié geometriai tartalma a kovetkezd: Az f grafikonjanak {(x, f(x)) : @ € (z¢—
0,0+ 9)} része az xo pontbeli érintd felett van. A most bevezetett fogalmat egybevetve
az intervallumra vonatkozd konvexitassal nyilvanvald, hogy valamely nyilt intervallumon
konvex fliggvény annak minden pontjaban lokalisan konvex. A most megfogalmazott
allitas megforditasaval kapcsolatban a 13. feladatra utalunk.

5.5. Fuggvénydiszkusszié

Korabban bebizonyitottuk, hogy az f : (a,b) — R differncidlhaté fiiggvénynek az
xo pontban szélséértéke van, akkor f’(xo) = 0. Ebben a pontban lokélis szélséértékre
vonatkozo elégséges feltételt adunk.

3. Tétel. Ha f" az xy € (a,b) pontban elGjelet valt, akkor f-nek az g
helyen lokalis széls6értéke van. Ha f' az xo-ban negativbdl pozitivba
megy at, akkor f-nek xp-ban minimuma van, ha pedig pozitivbdl
negativba megy at, akkor xy maximum hely.
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B1zoNvYiTAs. Tegyiik fel, hogy f’ az xp pontban negativbdl pozitivba megy 4t. Ekkor
van olyan ¢ > 0 szdm, hogy

()20, ha zp—d<ax<z9 68 f'()=0, ha o<z <z0+0.

Innen kovetkezik, hogy f az (x¢ — J,z¢] intervallumban monoton fogyd, az [xg, o + J)
intervallumban pedig monoton névé, kovetkezésképpen f-nek az x helyen valéban lokélis
minimuma van.

Az allitds masodik része hasonléan igazolhatd. [J

A most igazolt tételbdl kozvetleniil adédik az alabbi

3. Kovetkezmény. Ha az z € (a,b) pontban kétszer differencidlha-
té f : (a,b) — R fiiggvényre f'(xg) = 0 és f"(xg) # 0, akkor f-nek
az xo helyen lokélis széls6értéke van. Ha f"'(x¢) > 0, akkor ¢ lokdlis
minimumbhely, ha pedig f"(zg) < 0, akkor xo lokalis maximumbhely.

B1zoNvYiTAS. Valéban, ha f”(xg) > 0, akkor a 4.2. pont 6. Tétel alapjén f' az xg
pontban szigorian né. Mivel f/(z¢) = 0, ezért f’ az xo-ban negativbdl pozitivba megy
at. Ezért az el6z6 tétel alapjan xy minimumhely. A maésik eset hasonléan igazolhatd.[]

Tobbszor differencidlhaté fliggvény esetében a magasabberendi derivalt és a széls6ér-
ték kapcsolatara vonatkozik az alabbi

4. Tétel. Tegyiik fel, hogy az f : (a,b) — R fiiggvény az xo € (a,b)
pontban n-szer differencialhatd, ahol n 2 2, n € N és legyen

fl(@o) = f'(wo) =+ = f"D(zo) =0, f™ (o) #0.

Az f fiiggvénynek akkor és csak akkor van lokalis szélséértéke az xg
helyen, ha n pédros. Ekkor f(™(zq) > 0 esetén az x( lokalis mini-
mumbely, f™)(zy) < 0 esetén pedig lokalis maximumbhely.

Bi1ZoNYITAS. Az f("(29) > 0 feltételbsl kovetkezik, hogy az f(*~1 az xy pontban
(szigortian) novekeds, s mivel f(*~V(zo) = 0 ezért az ! fiiggvény itt negativbél
pozitivba megy at. Kovetkezésképpen van olyan § > 0 szam, hogy az f("~2) fiiggvény az
(xg — 9, zo] intervallumban monoton fogyd, az [xg, xg + J) intervallumban pedig monoton
novekeds. Mivel f("=2)(zy) = 0, ezért innen adédik, hogy az f("~2) fiiggvény az (z¢ —
8,z + 0) intervalumban — az zo helyet kivéve — pozitiv, kovetkezésképpen f(7—3)
szigorian noveked6 ebben az intervallumban.

Ezt a gondolatmenetet f("~1 helyett f("~3)-ra megismételve azt kapjuk, hogy az
fr=1)  fn=3)  f(n=5) ... fiiggvények az x pontban szigorian novekednek, az f("2),
fr=4)  f(n=6) ... fiiggvényeknek pedig az z helyen minimuma van. Ezt a gondo-
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latmenetet lehet konnyen attekinteni az alabbi tabldzatban.

x| (w0 —8,20) | 7o | (w0,70 +0)
i T

fln=1) _ < i

Fem N+ 0 o+

R e U

N+ 0

fo = o

A mondottakbdl kovetkezik, hogy paros n esetén az x( lokdlis minimumbhely, paratlan
n esetén pedig az f fliggvény az x( helyen szigortian novekedd, kovetkezésképpen itt nem
lehet szélséértéke.

Az f(™)(z) < 0 esetben az eléz6hoz hasonléan igazolhaté az llitas. OJ

A kovetkez6 tételben az inflexios pont 1étezésére vonatkozdan adunk egy sziikséges és
egy elégsés feltételt.

5. Tétel. Legyen f : (a,b) — R.
i) Ha f kétszer folytonosan differencidlhaté (f € ’D(2a7b), " €Clap)
és ha f-nek az xo € (a,b) hely inflexiés pontja, akkor f”(x¢) = 0.
ii) Ha f hdromszor folytonosan differencidlhaté az (a,b) intervallu-
mon és az g € (a,b) pontban f"(xg) = 0 tovabba &) (z) # 0,
akkor xq az f-nek inflexios pontja.

BizoNYiTAs. Ad i). Indirekt médon bizonyitunk. Az 4llitdssal ellentéteben tegyiik fel,
hogy f”(zo) # 0. Az f” folytonos az xo pontban, ezért a fokozatos véltozds tulajdonsdga
alapjan kovetkezik, hogy xzp-nak van olyan K,.(zg) kornyezete, amelyben f” &llandé
el6jelli. Vegyiik észre, hogy n = 1, és a = x( esetén a Taylor-formulaban fellép6 Lagrange-
féle maradéktag éppen az inflexids pont definicigjaban szerepld ¢ fliggvénnyel egyenld.
Tehat ¢ a kovetkezoképpen irhaté fel:

[ (&)

o(x) == f(x) = f(zo) — f'(w0)(z — 0) = B

(x—x0)* (v € K.(x0)),
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ahol &, € K,.(xg). Innen nyilvidnvals, hogy a ¢ fliggvény a K, (xg) kornyezetben dllandé
eléjelii, kovetkezésképpen g nem lehet inflexiés pont. Az ellentmondéssal bebizonyitot-
tuk az allitast.

Ad ii). Az f® folytonossdgabél kovetkezik— a fokozatos véltozas tulajdonsiga a-
lapjan —, hogy xg-nak van olyan K, (xg) kornyezete, amelyben f®) &llandé elSjelii. A
Taylor-formuldt n = 2 esetén alkalmazva és az f’(xo) = 0 feltételt figyelembe véve azt
kapjuk, hogy

o(x) : = f(x) = f(wo) — f'(wo) (@ — o) — M(ﬁf - $0)2 =

2
(3)
= fT(FI)(SU - .%‘0)3 (z € Ky(20)),

ahol &, € K, (z¢). Minthogy a jobb oldalon &ll6 fiiggvény az ¢ pontban jelet valt, ezért
ugyanez igaz a @-re is, kovetkezésképpen xy valéban inflexiés pont. [

Adott fliggvény esetén azokat az egyeneseket, melyeket a fliggvény , tetszOlegesen
megkozelit, de soha nem ér el”, aszimptotdknak nevezzik. FEnnek fajtdit, és pontos
értelmezését tartalmazza a kovetkezd

Definicid.
i) Akkor mondjuk, hogy az f : H — R (H C R) fiiggvénynek az
xo € H' pontban van fiigg6leges aszimptotdja, ha

lim f(z) =400 vagy lim f(z)= to0.

r—x0+ T—To—

Ekkor az x = x( egyenes az f fiiggvény fiiggbleges aszimptotdja.

ii) Akkor mondjuk, hogy az f : (a,+00) — R fiiggvénynek a +oo-ben
van vizszintes aszimptotdja, ha létezik a

lirf fle)=A€eR
véges hatarérték. Az y = A egyenletii egyenest az f +oo-ben vett
vizszintes aszimptotdjanak nevezziik.

iii) Akkor mondjuk, hogy az f : (a,+00) — R fiiggvénynek a +oo-
ben van ferde aszimptotdja, ha létezik olyan £(z) := ax +b (z € R,
a # 0, a,b € R) linedris fiiggvény, melyre
(19) lim (f(xz)—4(z)) =0.

r— 400

Az 0 grafikonjat az f +oo-ben vett ferde aszimptotdjanak nevezziik.
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A (19) alatti értelmezésb6l egyszeriien kovetkezik, hogy f-nek akkor és csak akkor van
ferde aszimptotdja, ha léteznek az

S {C) I.
a:= mEr-iI-loo = b= ’EEI—‘,I}OO (f(z) —ax)
hatdrértékek és az aszimptota definicigjdban szerepld lineéris figgvény: ¢(x) = ax+b (x €
R). Valéban, hiszen

i (f(@) ~ar - =t (22 ~a) <5) =0

r——+00 xr——+00 x

hatarérték csak akkor teljesiilhet, ha lim @ —a=0
r—+oo ¥
A fenti értelmezésben f : (—oo0,a) — R tipust fiiggvényekbdl kiindulva és a +oo
helyen vett hatarértéket a —oo-beli hatarértékkel felcserélve megkapjuk a —oo-ben vett
ferde/vizszintes aszimptota definiciéjét.

Az eddig ismertetett tételek alapjan valaszt tudunk adni azokra a kérdésekre, ame-
lyeket R — R tipusu fiiggvények grafikonjdval kapcsolatban szokés feltenni. Az ilyen
tipusu fliggvények diszkusszidjan — elsésorban — az aldbbi kérdések megvélaszolasat
értjik:

o Vannak-e a fiiggvénynek abszolut és lokalis maximum és minimum helyei 7
o A fiiggvény értelmezési tartoménya felbonthaté-e olyan intervallumokra, amelyekben

a fliggvény monoton ?

o A fiiggvény értelmezési tartomanya felbonthaté-e olyan intervallumokra, amelyekben

a fliggvény konvex, ill. konkav 7
o Vannak-e a fiiggvénynek zérushelyei és inflexios pontjai 7
o A fiiggvény értelmezési tartomanyanak torlédasi pontjaiban létezik-e a hatarértéke 7
o Vannak-e a fliggvénynek aszimptotai 7

Az aldbbiakban lefrjuk a teljes fliggvényvizsgdlat (fliggvénydiszkusszid) 1épéseit.

1. Meghatédrozzuk a fliggvény (f) értelmezési tartomdnydt (tovdbbiakban H). Megvizs-
galjuk a fiiggvény szimmetriatulajdonsdgait (paritds: péros, pédratlan), periodicitdsat,
folytonossagat, differencidlhatésagat.

2. Kiszamoljuk a fiiggvény derivaltjat azon a halmazon, melyen differencialhaté. Meg-
keressiik a derivalt zérushelyeit, és a derivalt eldjelébol kovetkeztetiink a fiiggvényiink
monotonitdsara, és szélsGértékeire.

3. Kiszamoljuk a fliggvény masodik derivaltjat azon a halmazon, melyen differencidlhato.
Megkeressiik a masodik derivalt zérushelyeit, és a derivalt eldjelébol kévetkeztetiink
a fliggvénytink konvexitdsdra, és inflexiés pontjaira. Az inflexiés pontban kiszamitjuk
az éls6 derivalt értékét, igy tudjuk, hogy mekkora a meredeksége az inflexiés pontba
hizott érintének.

4. Kiszamoljuk a fiiggvény hatdrértékét az

(1) xo € R pontban, ha
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o xg szingularis pontja a fiiggvénynek (zg € H', de z9 ¢ H),
o g szinguldris ponte a fiiggvénynek (ro € H, de f ¢ Cy,),
(2) £oo helyen, ha +oco € H'.
5. Kiszdmoljuk a fiiggvény derivdltjdnak (f') hatdrértékét az xy pontban, ha
o a fliggvény nem differencidlhaté az 2y pontban, de folytonos (f ¢ D,,, de f € Cy,),
o a fiiggvény nem differencidlhato6 az xg pontban, de létezik abban a pontban legalabb
féloldali véges hatarértéke (f ¢ D,,, de 3 (IBE%JF f(z) < oo, vagy wgg;_ flz) <

00)).
6. Amennyiben a fiiggvénynek +oo-ben plusz / minusz végtelen a hatarértéke, megvizs-
galjuk, van-e ferde aszimptotdja.
Az els6 hat pont eredményei alapjan dbrdzoljuk a fiiggvényt.
8. Leolvassuk a grafikonrdl a fiiggvény értékkészletét. Amennyiben nem tudjuk a fiige-
vény hozzarendelési szabdlyabdl megallapitani, hogy hany zérushelye van, a grafikonrdl
leolvashatjuk.

~

Az kovetkez6 harom példan bemutatjuk a fliggvénydiszkusszié most vazolt menetét.

1. Példa
Abrézoljuk az

z(a®+1)
f(x) T JCQ -1
fiiggvényt.
1) Nyilvanval6, hogy Dy R\ {1,—-1}. f péaratlan, azaz minden = € Dy esetén
—x € Dy, és
—z((—z)?2+1) —z(2®+1)
7)) = = = — Dy).
flee) = A -2 @) weDy)

Ezért a fliggvény vizsgdlatdndl elég a [0,00) \ {1} halmazra szoritkozni. f nyilvdn nem
periodikus, és a miiveleti tulajdonsagok alapjan értelmezési tartomanyén folytonos és
derivalhat6. Ennek a fliggvénynek konnyl meghatarozni zérushelyét is, nyilvan egyetlen
zérushelye az x = 0 pont.

2) A differencidlasi szabdlyok alapjin derivaljuk a fiiggvényt:

(Bz2 +1)(22 = 1) — (2® + 2)(22) _ xt — 42?2 -1
@17 @17

f/(x): (LCGDf).

f! zérushelye megegyezik a szdmlalé zérushelyével, ami egy z2-ben masodfoki polinom,
tehét zérushelye kénnyen megéallapithaté. Figyelembe véve, hogy z2 > 0, és 2 > 0,

44++/32
(@) pm = — =24 2V2, w19 =4\/24+2V2,

egyetlen pozitiv gyoke van az f' fiiggvénynek, nevezetesen z; := /2 + v2. Ennek
alapjan az f’ a [0,1), (1,21) és az (21, o) intervallumon allandé eléjelli. Magat az eléjelet
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kénnyen megkaphatjuk, példaul a szamlals (x+ /2 + 2v/2)(z— /2 + 2v/2) (22 —2+2V/2)
szorzattd alakitdsdbol. Ennek alapjan f/(z) > 0, ha « > z; és f'(z) < 0, ha z €
[0,21), z # 1. Az f fiiggvény tehat a [0,1) és (1, ] intervallumokon szigorian monoton
fogy6, az [x1,00) intervallumban pedig szigoriian monoton névé. Az x; helyen az f-nek
lokdlis minimuma van.

3) Az f masodik derivaltja:

(42 —8z)(2? — 1) — (a* —42? —1)-2- (2? — 1)2z  4a(2? + 3)

f//($) = (112 — 1)4 = (x2 — 1)3 (JZ S Df).

Minthogy az 22 + 3 tényez6 mindig pozitiv az f” eléjele konnyen megallapithato:
f(z) <0, ha xze€(0,1), f'(x) >0, ha x>1, és  f"(0) = 0.

Innen kovetkezik, hogy f a (0,1) intervallumon konkdv, az (1, 00) intervallumonn pedig
konvex. Mivel f” a 0 pontban el8jelet valt, ezért itt inflexiés pontja van. Az inflexids
pontban az érintd irdnytangense f’(0) = —1. A 2., 3. pont eredményeit célszerii egy
tablazatban is Gsszefoglalni:

x 0 (0,1) 1 (1,21) T (71, +00)
1 -1 — | szinguldris pont - 0 +
Vi 0 — | szinguldris pont + + +
f 0 . | szinguldris pont . lok. min. Ve
f | inflexiés pont | —~ | szingularis pont — ~ 3,33 —

4) Minthogy f folytonos a Dy minden pontjdban, ezért ezekben a hatdrérték a fiigg-
vényértékkel egyenld. Az értelmezési tartomanynak a Dy pontjaitdl kiilonbozé torlodasi
pontjaiban a fliggvény hatarértéke:

) w41 : 9 _ N S

Jp S =l =Ty = oo mert (et 1) =2, lim et —1=0-
2
1

lim f(z)= lim M =00, mert limz(z?+1)=2, lim 2?—1=0+
z—14 z—1+ % —1 z—1 rz—1+

. . z(z?+1) . (er%) B
L f@ = tn Ty T oL T

x2

5) Mivel f értelmezési tartoménydnak minden pontjéban differencidlhatd, és a 4)-es
pontban nem kaptunk véges helyen véges hatdrértéket, ezért nem kell f’ hatdrértékét
vizsgalni.
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6) Mivel lim f(x) = 400, ezért kerestink aszimptotdt. Mivel

T — 00
241 1+ 5
lim M: lim Tl lim %:1,
r—4+oo I r—too 2 — 1 r—+oo ] — =
. . 27 . (2)
S ) =) = i o =l g =0

ezért f-nek a +oo-ben van ferde aszimptotédja és £(z) = = (z € R).

7) f grafikonjdt a kovetkezd dbrdn szemléltetjiik:

>
<

\
\
\

\

\
X ——-
\

—

\

o
\
N———————

> X

—

3. 4bra
8) Az &brardl leolvashatjuk, hogy f értékkészlete a valds szamok halmaza.

2. Példa
Abrézoljuk az

fliggvény grafikonjat.
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1) Nyilvanvalé, hogy Dy = R f péros, azaz minden x € Dy esetén —x € Dy, és

2

flea)=e D =% = f(z) (¢ € Dy).

Ezért a fliggvény vizsgdlatdndl elég a [0,00) halmazra szoritkozni. f nyilvdn nem pe-
riodikus, és a miiveleti tulajdonsagok alapjan értelmezési tartomanyan folytonos és de-
rivdalhaté. Ennek a fiiggvénynek nincs zérushelye, mert az exponencialis fiiggvény nem
veszi fel a nulla értéket.

2) A differencidlasi szabélyok alapjén derivaljuk a fliggvényt:
flz)=e™  (=22), (z€R).
Nyilvanvald, hogy
f'(x) >0, ha z<0, f'(x) <0, ha x>0, f'(x)=0, ha =z=0.

Az f fuggvény tehdt a [0, +00) intervallumon szigortian monoton fogyd, a (—oo, 0] inter-
vallumban pedig szigoriian monoton n6vé. A 0 pontban az f-nek lokalis maximunma van.
A szimmetriatulajdonsdg miatt elég lett volna a monotonitast is a [0, +00) intervallumon
vizsgalni.

3) Az f mésodik derivaltja:
@) =e - (=2z) - (=2z) + e - (=2) =2(22° — 1)e™® (z €R).

Mivel az exponencidlis fiiggvény értékkészlete a pozitiv valés szdmok halmaza, ezért f”/
csak akkor nulla, ha 222 — 1 = 0, és el6jelét is ennek a mésodfoki fiiggvénynek az eléjele
hatérozza meg. Tehat f”(x) =0, ha z; = %, és

f(x)>0, ha 0<zx< \%, f’(x) <0, ha me(%,oo).

Innen kovetkezik, hogy f a (0,z1) intervallumon konvex, az (z1,+00) intervallumon
pedig konkdv. Mivel f” az x; pontban el&jelet valt, ezért itt inflexids pontja van. Az
inflexiés pontban az érintd irdnytangense f/(z1) = —m. A 2., 3. pont eredményeit
célszeri egy tablazatban is Gsszefoglalni:

x 0 (0, %) % (%, 00)
f/ 0 _ 7\/5 671/2 _
1 — - 0 +
f | lok. max. \ AV .
f 1 —~ inflexiés pont —
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4) Minthogy f folytonos a Dy minden pontjiban, ezért ezekben a hatérérték a fiigg-
vényértékkel egyenld. Az értelmezési tartomanynak a Dy pontjaitdl kiilonbozé torlodasi
pontjaiban a fiiggvény hatarértéke:

I = lim e =
AR = I e =0,

mert lim —2? = —o0, és limy — —oce¥ = 0.
r——+0o0

5) Mivel f mindeniitt differencidlhatd, nem kell f hatérértékét vizsgalni.

6) Mivel lirf f(x) =0, ezért a fliggvénynek v~ izszintes aszimptotdja van a +oo-ben.
T— 100

7) A fentiek figyelembevételével az f grafikonjit az aldbbiakban szemléltetjiik:

AY

> X

Sl
IS

4. abra
8) Az &brardl leolvashatjuk, hogy f értékkészlete a (0, 1] intervallum.

3. Példa

Jellemezzik az
2x

14 22

f(z) = arcsin

fliggvényt!

1.) f(x) egy Osszetett inverztrigonometrikus raciondlis tortfiiggvény. Ertelmezési tar-
tomanya a valdos szamok halmaza, mivel az alabbi egyenlétlensg barmely = € R esetén
teljesiil:

L
I

|

_

+

8

[ V)

+

N

5

N ~—
A A IIA
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2
A tengelypontokat az f(z) = 0 és = 0 helyettesitéssel kaphatjuk meg. arcsin HixQ =0
x

akkor és csak akkor, ha 2x/(1 + x?) = 0, azaz ha x = 0, és arcsin 0 = 0. Tehét a gérbe a
tengelyeket az origéban metszi. Mivel minden x € Dy esetén —x € Dy, és

—9 2
f(=x) = arcsin ﬁ = —arcsin 1 fo = —f(x),

igy a fiiggvény pdratlan, ezért elegendd csak a [0, +00) intervallumon vizsgalni.
f nyilvdn nem periodikus, és a miveleti tulajdonsidgok alapjan értelmezési tartoma-
nyan folytonos, a x = +1 helyen kiviil pedig mindeniitt differencidlhaté.

2) A differenciélési szabdlyok alapjan derivaljuk a fiiggvényt az R\ {£1} halmazon:

() = 1 '2(1—|—x2) —2x-2z (1+ 22)? 2(1 — a?) _
T (T +22)? (I—222 (1122
(14 22)2
2
1_$2 ) . (1 2) ) m, ha —1<x<1
= — . —— — S1911 — —_—
[1—22] 1+ a2 518 T2 2
—m7 hax<—1 Vagyx>1

Lathato, hogy az f’ fiiggvény nem veszi fel a nulla értéket, és mivel 1+ 22 > 0 (z € R),
igy f/(x) >0hax € (—1,1) és f'(z) <0, ha z € (—o0,—1) U (1 4 00), azaz [ szigorian
monoton nd, a (—1, 1) intervallumon, és szigordan monoton csékken a (—oo, —1), (1, +00)
intervallumokon. A fiiggvény nem differencidlhaté az 1 o = +1 pontokban, de a fiiggvény
folytonossiagabdl és monotonitdsabdl kovetkezik, hogy , hogy a ;1 = 1 pont helyi maxi-
mum-, mig az xo = —1 pont helyi minimum hely.

3) f’ a +1 pontokon kiviil differencidlhatd, és

4
_H—ixe, ha—l<x<17
f//(x): dx
—, haz<—-1Vazx>1.
1+ 22

Az f"(x) = 0 egyenl8ség akkor és csak akkor teljesiil, ha = 0, tehat a fliggvénynek
x = 0 helyen inflexiés pontja lehet.

1 elgjelét a szamldls el8jele egyértelmiien meghatdrozza, azaz f’(z) > 0 ha z > 1
vagy © € (—1,0), és f’(z) < 0 ha =z € (0,1) U (—o0,—1). Innen kovetkezik, hogy
f a(—o00,1), (0,1) intervallumokon konkdv, az (—1,0), (1, +00) intervallumokon pedig
konvex. Mivel f” a 0 pontban eldjelet valt, ezért itt inflexiés pontja van. Az inflexiés
pontban az érinté irdnytangense f/(0) = 2.

A 2.) 3. pont eredményeit célszerii egy tablazatban is Gsszefoglalni:
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x 0 (0,1) 1 (1,00)
f! 2 + | szinguldris pont| —
1 0 — | szinguldris pont| +
f Ve / lok. max. .
f |infl. pont | ~ /2 —

4) Minthogy f folytonos a Dy minden pontjaban, ezért ezekben a hatdrérték a fiigg-
vényértékkel egyenld. Az értelmezési tartomanynak a Dy pontjaitdl kiilonbozé torlddasi
pontjaiban a fliggvény hatarértéke — kihasznalva az arcsin fiiggvény folytonossagat—:

2
lim arcsin 1 = lim arcsin —

r—Foo + 2 r—to0 = +1

=0.

5) Mivel f a +1 pontokban nem differencidlhatd, de folytonos, ezért célszerti f’
hatdrértékét vizsgdlni ezekben a pontokban. (A paritds miatt elegendd az egyik pontban
megvizsgalni a hatdrértéket).

2

. / _ . — 3 . / _ . _
xl—l>nll+ f (x) B :clir{l-&- 1+ x2 1 oé& acligl— f (.’L‘) xligl— 1+ 2 L

Ez azt jelenti, hogy az egy pontban a fiiggvénynek a baloldali érintéje egy +1 mere-
dekségii, a jobboldali érintgje pedig egy —1 meredekségli egyenes.

6) Mivel lirin f(z) =0, ezért a fiiggvénynek vizszintes aszimptotdja van a +oo-ben.
T— o0

7) A fentiek figyelembevételével az f grafikonjit az aldbbiakban szemléltetjiik:
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8) Az abrardl leolvashatjuk, hogy f értékkészlete a [—7, 7] intervallum.

5.7. Feladatok

1. Igazoljuk, hogy az

f(@) =2 (z€(0,00), @>1),  g(x):=exp(x) (zeR),

h(z):=zlnz (z € (0,00))

fliggvények konvexek.

2. Igazoljuk, hogy az

flx):==2% (z€(0,00), 0<a<1l), g(z):==Inz (x € (0,00))

fliggvények konkavok.

3. Igazoljuk az alabbi egyenlGtlenségeket:

a) (m;—y) <z —;—y (z,y>0,x#y,n>1),

b) exp <x;y> < eXP(I);reXp(y)

(r,y €R, z #y),

c) (m—l—y)ln(x;z/) <zlnz+ylny (x,y >0, x #vy),

d) My < Mz + Ny (M 20,2220,A1+X2=1,2,9>0).
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4. Hatarozzuk meg az alabbi hatarértékeket a I’Hospital-szabaly segitségével:

0) lim cosh(z) — cosx’ b lim rtgr — 1’
z—0 2 z—0 2
tgx — 1— 2
¢) lim T . < , d) lim 7?0896 ,
=0z —sinx z—0 2 sin 22
) 1 ] a® — asina:
e) limars, f) ill%T (a>0),
)l | oy h) lim lnz - In(l —x)
g x—1>I(r)1+ " T ’ r—1— ’
1 n
i) lim — (@ > 0), j)  lim = (a>0,n>0),
r—oo & r—00 0T
ettt S 2 01
k)l = 0 Jim zme™,
1 1/zy _ lgz
m) lim AET e R lim
z—0 T T—00 (ln aj)T
) In(1—2) + 22 ' tg z — 1+ cos3z
0 im im
z—0 (1 + :L‘)5 — 1422’ P z—0 er —e™ 7" ’
tg z— 1 T_ =T 2
q) wr— r) lim &%~
z—Z sindx z—0 T —sinzx
In cos 3z nz
—oner £ Lm(2— )T
2 0 In cos 9z ) a:linl( @) ’
2 T
li -1 li —arct
u) m—1>I—|I-100(x nzx), v) Jim. (Warc g .73) )
2
1 . 3\
x) lin% (cosx)sm= | z) lim (cos ) .
r— T—00 x

5. frjuk fel az aldbbi f figgvények adott a helyhez tartozé n-edik Taylor-polinomjat, és
a Lagrange-féle maradéktagot:

W) 1) = —sa=0),

b) f@)=vV1-20+a3—Y1-3zx+22 (n=3a=0),
¢) [fx)=e"""" (n=5a=0),

d) f(z):=sin(sinz) (n=3,a=0),

&) f@) =L (n=6,a=0),

Q
—_
= =
—~ =
8
S—

Il

8

8

|

n
:\/-E (n=3,a:1),
1
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6. Milyen pontossaggal teljesiilnek az alabbi kozelito egyenléségek az adott intervallum-

ban 7
3 1
inr~r— — < -
a) sinz s~z 5 (|| = 2)7
23
b) tgmzz+§ (lx] £0.1),
22
¢) e“"%1+x+? (Jx] £0.2),
r a2
22
e) cosx~1-— 5 (lx] £0.2).
7. Igazoljuk, hogy
" T n—1 a°
va —|—x—a—nan_l = 2 a2n—1’

han =2, a>0,2>0.

8. A Taylor-formula felhasznaldsdval hatdrozzuk meg az aldbbi szdmokat adott r pon-

tossaggal:
a) e (r=10"7),
d) V5 (r=107"),

b)

sin 1

e) lgl

o

1

(r
(r

107%),
107°),

c)

cos 9°

flnl.2

107?),
1073).

(r

(r

9. Hatarozzuk meg a kovetkezo fliggvények a koriili n-ed foki Taylor-polinomjat és a

maradék tagot:

* :1—1—1‘2

Hatarozzuk meg mindegyik fiiggvény esetén, hogy hanyadfoku Taylor-polinomja ko-
zeliti meg a fiiggvényt 1072 pontossdggal az (a — 1/2,a + 1/2) intervallumon, illetve,
hogy negyedfoktu Taylor-polinomja mekkora intervallumon kozeliti meg a fiiggvényt

10~2 pontossiggal.

10. Bizonyitsuk be a Taylor-formula segitségével az alabbi egyenlGtlenségeket:

a)e®* < 1+z (zeR),
£C2 SCS

r< LT
c)e* S l1+zxz+ 5 + 5

(z € R),

2

b)e$§1+m+%
2
d) cosxgl—%
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11. A Taylor-formula alkalmazdsaval hatdrozzuk meg az aldbbi hatérértékeket.

)i Ccos & — e*""/j/2

b lim e’ sinx —396(1 + a:),
z—0 xT

¢) lim z3/? (\/:17+1+\/x7 72\/5),

d) lim <(x3 — 2%+ E)el/r — Vb + 1) ,
2—00 2
. a*+a " -2

0 lm T2 (),

f)  lim (x—len(1+1>>,
T—00 X

1 1
lim (= —
9) b (:v sinx) ’

1 — (cosz)*™"

2

h) lim

z—0 €T

12. Legyen

{ e~1/e’ (z €R, z #0),
0, (x =0).

i) Teljes indukciét hasznélva igazoljuk, hogy minden n természetes szémra

fM(z) = e~V p, (i) (x e R,z #0),

ahol P, egy polinom.
ii) Ennek alapjan mutassuk meg, hogy f € D®(R) és f(™(0) =0 (n=1,2,---).

13. Igazoljuk, hogy a H C R halmaz akkor és csak akkor konvex, ha intervallum.
14. Legyen

z?(2+sinl/z) (x € R,z #0),

f@%:{oy (z = 0).

Igazoljuk, hogy f lokdlisan konvex a 0 pontban, de nem konvex egyetlen 0-at tartal-
maz6 intervallumban sem.
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15.

16.

17.
18.
19.
20.

21.

Végezziik el az aldbbi fliggvények teljes diszkussziféjét:

a) f(x):=3z— a3, b) f(z) ::1—1—:102—%4,
) f@)=T Q) f@)i= @+ 1) - 22,
0 fl):=aha, N 1@ = i
9) flz):= %7 h)  f(x):=sin z + cos z,
i) fl@)=zte 9 f@) =1+,

2 LL’2 -
B f) = e, 0 @)=
m) f(x):=1—+/]z%2—1], n) f(z):=sinz + cos®z,
0) fla):=ae™, P I@) =g
0 f)i= e, S e
s) f(x):=Insinz, t) f(x) =2 —In(x+1),
u) f(z):= \/x2+1+\/x2—1, v) f(z) :Ze%—m7

_ jr=1 -z

w) f(z):= T+ 1 x) flx):= ol
y) f(z): =2z — 2arctg x, z)  f(x) := arcsin(3z — 42°).

Hatarozzuk meg azt a legnagyobb tertileti derékszogli haromszoget, amelynek atfogoja
¢, befogdinak Gsszege a.

Adott alkotéju kipok koziil hatdrozzuk meg a maximélis térfogatit.
Hatarozzuk meg az adott r sugard gombbe beirhaté maximalis felszind hengert.
Adjuk meg az R sugari gémbbe irhaté maximalis térfogati henger adatait.

Tekintstink egy v kezddsebességgel ferdén elhajitott testet. Hatarozzuk meg, hogy
a vizszinteshez viszonyitva milyen a szog alatt kell elhajitani, hogy a maximalis
tavolsagban érje el Gjbdl a vizszintest.

Egy vasut mellett fekvé A helységbdl bizonyos aruszallitmanyt irdnyitanak a vasittél
9 km tavolsiagra levo B helységbe. B-nek a vasutvonalra vald vetiilete A-t6l 30 km-
re van. Tudjuk, hogy 1 tonna aru vasuti szallitasi koltsége «, tehergépkocsival valo
szallitdsi koltsége pedig 8 (o < 3). Hatdrozzuk meg a vastutnak azt a pontjat, ahonnan
a B elységbe vezet6 egyenes ttnak kiindulnia kell ahhoz, hogy a szallitds a lehet6
legolcsébb legyen.
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22. Valaki egy gyalogit A pontjabdl egy ettdl a, a gyalogittdl b tdvolsdgra 1évé B pontjaba
akar a legrovidebb idé alatt eljutni. Mikor térjen le a gyalogutrdl, ha ott masfélszer
olyan gyorsan halad, mint az utat szegélyez6 terepen?

23. Adott az y?> = 2px egyenletii parabola, ahol p > 0. Hatarozzuk meg a parabola
tengelyére meroleges alapi parabola szeletbe beirhaté legnagyobb teriiletli téglalapot,
ha a parabola szelet alapjanak a cstcstél mért tavolsaga h.

24. Mekkora R kils6 ellenalldson keresztil zarjuk az e elektromotoros erejli és r belsd
ellenalldst galvanelemet, hogy a kiils6 ellenallds folytéan keletkezé I2R Joule-féle en-
ergia maximalis legyen 7

25. Hatarozzuk meg az r sugaru félgombbe irhaté maximadlis térfogati négyzet alapu
hasabot.

26. Vizszintes sikon allé fiiggbleges fald tartdlyban m magassagig viz van. A tartdly
falaban a viz szintje alatt x mélységben lukat {itve — a Toricelli-féle torvény alapjin
— a kidramlé viz sebessége /2gx, ahol g a gravitacids alland6. Az x milyen értéke
mellett jut el a vizsugar a legmesszebbre ?

27. Hérom darab a szélességii deszkalapbdl készitsiink trapéz keresztmetszetli valyut. Mi-
lyen a sz0g alatt hajoljanak az oldallapok, hogy a vélyu keresztmetszete, azaz a trapéz
teriilete, maximalis legyen ?

28. Osszuk fel a 4-et két részre Uigy, hogy az egyik rész négyzetének és a masik rész kobének
Osszege maximalis legyen .

29. Legyen a > 0 egy adott valés szam és m,n € N. Ha z és y olyan valés szamok,
melyekre z 4+ y = a, az 2™ - y" szorzat milyen esetben lesz a legnagyobb?

30. Hatédrozzuk meg az adott R alapsugaru, M magassagu kupba irhaté
a) legnagyobb térfogati,
b) legnagyobb paldstd hengert.

31. Hatdrozzuk meg az y? = 8z parabola azon pontjat, amely a (6,0) ponttdl a legkisebb
tavolsagra van.

32. Egy a alapu és m magassagu altaldnos haromszogbe szerkeszziink olyan legnagyobb
tertileti paralelogrammaét, melynek egyik oldala a haromszog alapjén fekszik. (Hany
megolddsa van a feladatnak?)

33. Hatarozzuk meg az r sugaru félgémb koré irt legkisebb térfogati kipot!

34. Hatérozza meg azt a P : R — R polinomfiiggvényt, amelyre a kovetkezok teljesiilnek:
(i) lim P@ =3

r— 400
(ii) Vo € R: P(—x) = —P(x),
(iii) A Q(2,—2) pont helyi minimuma a fiiggvénynek.
35. Hatdrozza meg azt a P : R — R polinomfiiggvényt, amelyre a kovetkezok teljesiilnek:

(i) lim 2@ =1,
z—+4oo ¥

(ii) Vz € R: P(—z) = P(x),
(iii) A Q(2,—16) pont inflexiés pontja a fiiggvénynek.
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36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

Hatdrozza meg azt a P : R — R harmadfokd polinomfiiggvényt, melynek a Ql(%, 2)
pont helyi minimuma, a Q2(—1, %) pont helyi maximuma a fiiggvénynek.

Adott az f(z) = ”21'2273‘_?'“’ (z €R, a,beR, a+#0) figgvény. Hatdrozzuk meg az a-t

és b-t ugy, hogy f(1) =2, és f'(2) = 0 legyen. dbrazoljuk az {gy kapott fliggvényt!
Adott az f(x) = #;2“ (x € R, 22 +nx + 1 # 0, m,n € R) fiiggvény. Hatdrozzuk
meg az m és n paramétereket gy, hogy az x = 0,s x = 2 pontokban a fiiggvénynek

helyi szélsGértéke legyen!

Adott az f(x) = ax(z —a)(z —b) (z € R, a,a,b € R) fiiggvény. Hatdrozzuk meg az
a-t és b-t ugy, hogy az f fiiggvénynek az x = % minimumpontja, az = 6 pedig maxi-
mumpontja legyen. Hatdrozzuk meg az « értékét gy, hogy az f fliggvény maximuma

6 legyen.

2t b . . ,
Adott az f(x) = erE=nE (x € R\ {=2}, a,a,b € R, a # 0) fiiggvény. Hatdrozzuk
meg az a és b paramétereket gy, hogy a 2x — 16y — 3 = 0 egyenletli egyenes ferde

aszimptotdja legyen a fliggvénynek.

Adott az f(z) = —””AH + ;\+1 (x > =1, A > 0) figgvény. Igazoljuk, hogy a

fiiggvénynek van olyan minimumpontja, amely nem fiigg A-t4l.

Igazoljuk, hogy
a) e® = z¢, barmely x > 0 esetén;
z*/Inz| £ = ha 0 <z < 1és a> 0;

)
¢) € Z1+In(1 + ), barmely > —1 esetén;
)

% < ﬁ, minden z € (0,1) U (1, +00) esetén.



