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Feladatok valds szamsorozatokkal

[rta és szerkesztette: Simon Ilona
Lektoralta: Dr.Pap Margit

Ahogyan a természetes szamok definicidja és ezaltal a 0 € N igaz vagy hamis volta
megegyezésen alapul, gy a sorzatok értelmezési tartomanya is eltérd lehet a kiillonb6z6
szakirodalmakban. A tovébbiakban taldlkozni fogunk 0-dik taggal indulé sorozattal (Pl.
(2n ,nE N)); de a porzitiv egészeken értelmezett sorozattal is (Pl.(an = 2”;1,11 € N*)),
itt az elsé taggal indul a sorozat. De példdul az (a, = /n —5,n > 5) sorozat az 6todik
taggal kezdddik.

1) Hatdrozzuk meg az aldbbi sorozatok alsé és felsd hatarat, valamint a legkisebb és
legnagyobb elemét (a minimumét és maximumét) amennyiben felveszi azokat!

2n —1 N
a)(anz - 7n€N> f)(fn:cos%,neN)
b) (bn_H,nGN*) g) (gn:n(*l)n7neN)

o 1113 1 2"—-1

2n —4 [ — _
c)(cn:n,nEN*> h)<2’2’4’4’”"2”’ on )

3n (1)

1 . — *

d)(dn:3n+ ,nEN*> Z)< n ,nEN)

4n )

1= (=1)" . - *
e)(en:(Q),HEN> ])(n n7n€N>

1 2n —1
Megoldas: a) a, =2 — —. Mivel 1 < 1 < 2 (n € N*), és egyszerii szdmoldssal
n’
lathatd, hogy barmely 1-nél nagyobb szam nem alsé korlat, ezért mf an = 1, s mivel ezt
az értéket fel is veszi a sorozat, mllr\% an = 1 Tovabba a sorozatnak felso korlatja a 2 és
€

barmely 2-nél kisebb szam nem felsd korldtja a sorozatnak, ezért sup a, = 2. De mivel
neN

ezt az értéket nem veszi fel a sorozat, ezért a sorozatnak nincs maximuma, tehat max a,
ne

nem létezik.



e)eg =0,e1 =1,e0=0,e3 =1, e4 =0 ... asorozat elemei viltakozva a 0 és
az 1 értékek lesznek, ezért alsé hatara 0 és mivel ezt az értéket a sorozat fel is veszi, a

legkisebb eleme is 0, felsé hatara és legnagyobb eleme 1. Tehat supe, = maxe, = 1,
neN ne

mig inf e, = mine, = 0.
neN neN
f) Kiszdmitjuk a sorozat néhany tagjat: f = (1, %,O, —g, -1, —%,O, %, 1, ?
Mivel a cos fliggvény periddikus, s periédusa 27, ezért a sorozat elsé 8 eleme periddiku-
san ismétlddik, és latjuk, hogy —1 < f,, <1 (n € N). Ennél jobb alsé és felsé korlatot
nem adhatunk, hiszen ezeket az értékeket fel is veszi a sorozat. Ezért in£I fn = —1,
ne

sup fr, = 1. Mivel ezen értékek felvétetnek, van legkisebb és legnagyobb eleme is a

neN

sorozatnak: min f, = —1 és max f, = 1.
neN neN

1 1
g) 90 = 07 g1 = ]-a g2 = 27 gs = gv g4 = 43 gs = 57 g6 = 67' e lét.]uka hOgy a sorozat

1
pdratlan tagjaibdl 8116 részsorozat az 1-t6l a 0-hoz kozeledik (gop11 = Tl (n € N)),
n

mig a paros sorszamu tagok alkotta részsorozat (go, = 2n (n € N)) feliilr8] nem korldtos,

ezért a sorozat felsé hatdra: supg, = +oo, s nincs legnagyobb eleme. Alsé hatara:
neN

1
inf g, =0, hiszen 0 < és 0 < 2n (n € N) tovdbbd barmely pozitiv szim nem alsé
neN , 2n—%1
korlat. Am gg = 0 miatt van legkisebb eleme, mig gn = 0.
ne

h) Itt Gjra két részsorozatrdl érdemes beszélni: mig a paratlan tagok monoton névekvéen

az 1-hez kozelitenek, addig a parosak monoton csokkenden a 0-hoz (ha, = 271%7 hopt1 =
22’27;:1?1 (n € N*)) Ezért irellfw hn, =0, :gg h, = 1, a sorozatnak legkisebb és legnagyobb
eleme nincsen, mert a 0-t, illetve az 1-et nem veszik fel a sorozat elemei.

2) Vizsgaljuk az aldbbi sorozatok korldtossdgdt és monotonitdsit; hatdrozzuk meg
also és felsd korlatait- amennyiben 1éteznek ezek!

2n? +1
-1 n=—75,5 €N
a)an:n ,n € N* D n? 42
n on N
2 n = —,1 €
D) by = 223 e 9) n =T
1
— h) hp =14+ (-1)"+(-1)"=,n e N*
Den=""8 en ) +(=D) (1)
1
d)dn:2n+47 N* i)in:n—ﬁ,neN*
gg ) CD" e
o * J) In = ,
e)en_n2+17n€N n

k) kpyo=knp1 +2-k2 (n € N), ko < ky
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n n—1 1
Megoldasok: a) a —a, = — = > 0 (n € N*), tehat
& ) iy " n+1 n nn+1) ( )
szigorian monoton névekvé a sorozat. A 0 < "T_l < 1 (n € N*) egyenl6tlenség miatt a

sorozat alulrdl és feliilrdl is korldtos, alsé korlatnak megfelel az a3 = 0, de barmely ennél

kisebb szam is, fels6 korlat pl. az 1, hiszen n- < 1 mivel az n — 1 < n igaz minden
n > 1-re.

2n 42 2n —2n?% —2n + 2
m+1)2+1 n2+1 B (n?2+2n+2)(n?+1)
monoton csokkend sorozatot kaptunk, melynek fels6é korlatja az els6 tagja, e; = 1, alsé

korlatja is van: pl. a 0, hiszen ha a szamlald is, a nevez is pozitiv, akkor az e, =
2n

€) epy1—en = < 0 (n € N*), szigordan

> 0. A sorozat tehat korlatos.

n?+1
f) A sorozat szigortian monoton névekvé, alsé korlatja: fo = %, fels6 korlat pl. 2,
2n? +1
mert ha vizsgaljuk az f, = 71274—2 < 2 egyenlGtlenség igaz voltat, latjuk, hogy a
n

2n? + 1 < 2(n? + 2) igaz, emiatt feltevésiink valéban teljesiil. Tehat korlatos sorozatrdl
beszélink.
ontl 2m 2"(2—-n—1) . »
g)gn_i_l—gn:m—mzw SO(nGN),depomtlv,han:O
ezért monoton csokend az els6 tagtdl kezdve, de a nulladik tag miatt ezt a sorozatrdl
altalaban nem allithatjuk. Fels6é korlatja a sorozat elsé eleme: d; = 2, alsé korlat a 0,

hiszen mind a 2", mind az n! pozitiv. Igy tjra korldtos sorozatot kaptunk.
h) A1 — hy = 14+ (=) 4 (=)o — 1 — (=) — (=1)"L = 2(—1)"+ +

n+1 n
()" (35 + 5) = (D" (24 A5 + +) a szorzat mésodik tagja minden n € N-re
pozitiv, mig az els6 véltakozva pozitiv illetve negativ, ezért a sorozat nem monoton. A
—1 alsé korlatja, a 2,5 fels6 korlatja sorozatunknak. Ez a sorozat tehat korlatos, de nem
monoton. (A pératlan tagokbdl 4llé részsorozat monoton névekvden tart a 0-hoz, mivel
hont1 = _#4-1 (n € N), a parosak altal alkotott részsorozat pedig a ho, = 2 + % (ne

N*), mely a 2-h6z monoton csékkenden tart.)

1) dpy1 — ip = n+1f%+17n+% = l+m > 0 (n € N*), tehdt a sorozat
szigorian monoton névekvo. Alsé korldtja pl. a 0, mivel n € N* esetén n > %, igy
in =N — % > 0, am feliilr6] nem korlatos, ezért a sorozat nem korldtos. Indirekt tton
lassuk be, hogy feliilrél nem korldtos: tegytik fel, hogy a K valds szam felsé korlatja a
sorozatnak: n — % < K V¥n € N*. Ekkor egyrészt n? — nK — 1 < 0 minden n € N*-ra,
mésrészt az n? —nK —1 < 0 n-ben mésodfokt fiiggvény megoldasai a pozitiv természetes
K —\/2K2ﬁ, K +\/2K?ﬁ

szamok N* halmazan a ( ) intervallum, mivel grafikus képként egy

folfelé nyilé parabola pontjai adédnak, s a masodfoka figgvénytlink negativ értékeket a
gyOkok kozotti szamokon vesz fel. A fenti megolddshalmaz nem egyezik meg a pozitiv
természetes szamok N* halmazaval. Tehat egy monoton névekvd, feliilrél nem korldtos
sorozatot kaptunk.

j) A sorozat nem monoton, de korldtos.



3) A hatérérték e-os értelmezését felhaszndlva bizonyitsuk be, hogy

9 e) lim =0
a)mn(3+>:3 n—oo n? + 2
n— oo n f) _2n2 + 1
9 9 im ——— = —o0
b) lim no_=Z n—eo m+1
_ dn+1 4 g) lim = +00
c¢) lim = - n—oo 1N
n—oo3dn—2 3 B i
— 1im —- =
) tim 211 n—oo 202 + 3
n—o00 477, 2

i) lim (n+ (—=1)") = 400
és minden esetben az € = 0,01-re adjuk meg a megfelel6 kiiszobszamot.

Megoldas: a) Legyen £ > 0 tetszSleges. Be kell latnunk, hogy létezik olyan N
természetes szdm (kiiszobindex), hogy barmely N-nél nagyobb indexii tagra |a,, — 3| < e.
Keressiink tehat egy olyan kiiszobindexet, melynél nagyobb indexii tagokra fennall, hogy:

2
3+ -3/ <=
n
A fenti egyenlétlenséget a kovetkezo ekvivalens formakba irjuk at:
2
—<e€
n
2
n>-,
€
tehdt létezik olyan N € N kiiszobindex (N = [2] + 1), hogy a sorozat N-edik tagjatol
kezdve minden tagja e-nél kisebb tavolsagra van a 3-t6l. Pl. ¢ = 0,01-re N = 201, azaz
a sorozat tagjai a 201-ik tagtdl kezdve a 3-nak 0,01 sugart kérnyezetében vannak.

b) Legyen ¢ > 0 tetszbleges. Keresendd egy olyan N természetes szdm, az un.
kiisz6bindex, hogy barmely n > N-re |a,, — §| < e.

2n 2 <
— — | <e.
3n+1 3
A fenti egyenlGtlenséget a kovetkezd ekvivalens formdakba {rjuk &t:

—2
— | <
E@n+nl c

3Bn+1) °

2
In+3>-
9
2 _
9
PO -t B
G :

n >
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tehét létezik olyan IV kiiszobindex, hogy a sorozat N-edik tagjatdl kezdve minden tagja
e-nal kisebb tavolsagra van a %—tél. Ezért a sorozat konvergens és tart a %—hoz. Pl
e =0,01-re N = 22, azaz a sorozat tagjai a 22. tagtdl kezdve legfeljebb 0,01 tavolsigra
lehetnek a %—tél.

11
— 46
c) N = 59 +1,d) N=[L]+1,e N=[/L-2]+1, amiaz e = 0,01-re

T
N=10,h) N = [Y=2] 1.

f) Azt a tényt, hogy a sorozat —oo-hez tart, a definicié alapjén latjuk be: igazoljuk,
hogy VM € R-hez létezik N € N, tgy, hogy barmely N-nél nagyobb indexii tagra a, <
M. Legyen M € R tetszleges. (Itt M tetsz8legesen kicsi szdm is lehet, pl. —100000)

—2n? +1
n+1
A fenti egyenlétlenség ekvivalens az alabbiakkal:
2?2 - Mn+1—-M
n+1
—2n* —Mn+1-M<0
ne (—OO, 77/1} U[n27 +OO)
(képként lefele nyilé parabolat adé fiiggvény a gyokokon kiviil negativ értéki)

M —/M?+8(1— M)

>
—4
M—/M?+8(1-M
[ +8( )] +1
—4
Példaul M = —100 vélasztéassal kapjuk, hogy az N = 51. tagtdl kezdve a sorozat értékei
—100-n4l kisebbek.

g) Azt, hogy a sorozat +oo-hez tart, a definicié alapjan ugy latjuk be, hogy meg-
mutatjuk, hogy VM € R-hez létezik N € N ugy, hogy barmely N-nél nagyobb in-
dexii tagra a, > M. A c) pontban ltottakhoz hasonl6é gondolatmenettel kapjuk, hogy

=

<M

<0

n (M < 0 esetén),

N =

4) Alkalmazva a monoton sorozatok konvergenciatételét igazoljuk, hogy a kovetkezd
sorozatok konvergensek:

377.
2 2 3
a><n!’”€N> 0 dy ===

1 n—_8
by (14— f—— _neN* - :
)<+ .2+23+ + )n ) e)e ™ ,neN
2n+4

1
1 1 1 _ *
C)<1+2++...+nz’n€N*> f)fn—?)T,nEN-




Megoldas: a) Itt felhasznéljuk azt a tételt, amely szerint ha egy valés szdmsorozat

3n+1 3n 3n(2 _ n)
C(n+1)! 0! (n+1)
negativ, ha n > 2, tehat a sorozat ugyan nem monoton, de a 3. tagtdl kezdve szigorian
monoton csokkend. A konvergencia szempontjdbol viszont véges sok tag viselkedése
nem szamottevs. Mivel 3™ > 0 és n! > 0, ezért 3, > 0, a nulla alsé korlatja lesz a
sorozatnak. A targyalt sorozat a harmadik tagtdl kezdve monoton csokkend és alulrél
korlatos, kovetkezésképpen konvergens. (Megjegyezziik, hogy egy monoton cstkkend
sorozat feliilr6l mindig korlatos, hiszen a nulladik vagy az elsé tagjandl minden tagja
kisebb vagy egyenld értékekkel rendelkezik.)

monoton és korlatos, akkor konvergens. a,41 — an, ami

b) b, =1+ ﬁ + % + -+ m, ez a sorozat szigorian monoton novekves, mivel
1
bpt1—bn = m > 0, am feliilrél korlatos is, mlve11+ + 3+ +n(n+1) =
n n
I+ 2 e =1 L 55—+ +*—m—2—m<2

Igy a sorozat monoton névekvé és feliilrél korlatos, tehat konvergens.

¢) Hasonléan kapjuk, hogy c¢,41 — ¢, = m > 0 (n € N), ezért a vizsgalt sorozat
szigorian monoton novekvo és 0 < 1+2%+3%+- . -+n% < 1+ﬁ+%+- : -+ﬁ < 2,
becslés miatt feliilrél korldtos, tehdt konvergens.

A d) és f)-beli sorozat monoton csdkkend, az e)-ben szerepld pedig monoton csokkend,
s mindegyik korlatos, kovetkezésképpen konvergens.

5) Igazoljuk, hogy az aldbbi sorozatok divergensek:
a)(14+(-1)", neN)
b) ((-1)", n€N)

1 1 1

Utmutatas: ¢) A Cauchy-kritériummal.

6) Hatédrozzuk meg az aldbbi sorozatok hatarértékét:

a) (7112 nEN*) d) (<2+711) (3—732) 5, neN*)
N s S

n3
1 4-
c) <2n, neN) f) <7_~_‘/1”737 nEN*).

on

Megoldas: Az a), b) és ¢) pontokban felhaszndljuk, hogy egy végtelenbe divergdls
sorozat tagjainak reciprokdbdl képzett sorozat nulldhoz konvergil, a d), e) és f) pon-
tokban pedig a sorozatok hatarértékére vonatkoz6é miveleti szabdlyok, az tigynevezett
hatdratmeneti szabdlyok alkalmazasaval: d) 30 e) 2 f) 2
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7) Elvégezve a megfeleld dtalakitdsokat, szamitsuk ki az aldbbi hatarértékeket:

a) lim (2n® +3n+1) =

n—oo _2 6 3 3 1
b) lim (2n? —3n+1) = k) lim # =
2 2
) lim (2 +4n — 3n?) = N lim (n +1 3n +1)
P n—oo\2n+1 6n+1
4) Jim, (2n” = 3n"+2) = m) fim AP 2E
1; ’I’L—I—I_ n— 00 n2
e)nl—{r;o n ) 124922 4...4n2 p?
2n + 2006 n) lim ni2 3"
f) lim ——— =
n?+3n+1 o) lim 3 =
g) lim ————— = n—oo n
n— o0 2n2 )1. 14+24+---4+n n
o2 + 1 p) lim (————— -2 ) =
h) 1im%: n—o nt2 2
nﬁm52+3n+_2 q) lim L e S o G Y
i) lim %: n—00 n3
n—oo 2n* +n + 1 ] 14+34+54+---+(2n—1)
n+1 r)nh_{rolo = =

e

Megoldés: a) lim (2n?+3n+1) = 400, itt a ”+00 + 00 = +00” miiveletet végeztiik
n—od
el.

b) A 700 — c0” hatdrozatlansdg miatt alkalmas dtalakitdsokkal a sorozatok hatdrérté-
keire vonatkozé értelmes miiveletekre vezetjilk vissza. Ez esetben ki kell emelniink a
legmagasabb fokszamu tagot, és igy a kovetkez6t kapjuk:

lim (2n? — 3n + 1) :nllrrgon2~(27%+n—12) = +o00.

n—oo

¢) —oo, d)—o0

e) Mind a szdmldléban, mind a nevezében levd kifejezés a 4o0o-be tart, ami az un.
722”7 hatdrozatlansdgi esetet eredményezi. Ez esetben az dltaldnos eljards, amelylyel

a sorozatok hatarértékére vonatkozo tun. értelmes miiveletekre jutunk az, hogy mind

a szamlalobdl, mind pedig a nevezobdl kiemeljiik az n legnagyobb hatvanyat, hogy
ntl _
n

egyszertisitéssel eltiintessiik a 7 22”7 hatdrozatlansdgot, s {gy a kovetkezdt kapjuk: lim
n—oo

lim 2R = gy HE g

n—oo n n—oo 1 ’

f) Hasonlban, a szdmlaléban és nevezdben is n-et kiemelve majd egyszeriisitve kapjuk,

2 2006
hogy lim L:Q.
n—o0 n
oon?+3n+1l (4244 14244 1
g) im ——— = lim ——2—"" = |im —2 " — —,
n—o0o In2 n—oo n2.9 n—oo 2 2

h) 21) 5 j) 0 k) —oc.



. n?+1 3n%2+1 o6t ni+6n+1—6n3—2n—3n2 -1
1) hm( - ): im =
n—oo\2n+1 6n+1 n—oo (2n+1)(6n+ 1)
. —2n? +4n 1
=lim —mm——— = ——.
n—oo 12n2 + 8n + 1 6
1424410 . n(n+1) on?+n 1
m) lim ——— = lim ——— = lim = —.
n—oco n2 n—oo  2n2 n—oo 2n? 2
. 124224 4+n? n? , nin+1)2n+1) n?
n) lim —— =1 -— =

. —2n%+n
= lim ——
oo 6(n +2)

1-3+2-44--- 2 1)(2 7 1
o) lim + +oetn(n+2) = lim nin+H@n+7) _ ahol felhaszndl-

n— oo n3 n—00 6n3 o g’ (o )
fuk, hogy 1-3-42-44 . n(n+2) = S0 k(k+2) = S, (k2 4-2k) = 00F )6( n+l)
2n(n+1) nn+1)2n+7)

2 6

= —0OQ.

+

8) Szamitsuk ki a kévetkezd sorozatok hatérértékét!

1 d)an:%,neN
a)<+(0,05)”3,neN*> 2.7 2n
2n e) a 2" 4+2-3" 435" neN
b)(5.((2)n_1> neN) LTI ST T
) n n
13 X f)an:#gn“,a>0,ﬁ>0,nel\?
n 2 _
g)an=————,n€eN
4.7 2m

Megoldas: a) Mivel az % és a 0,05 szdmok abszolit értéke 1-nél kisebb, ezért n-edik

hatvdnyuk a 0-hoz tart, s fgy lim (%+(0,05)”—3) = lim <(%) +(0,05)”—3) = -3.
n—oo n—oo
b) A |2 < 1 miatt lim (2)" =0, sigy lim 5-((2)" —1) =-5.
c)2-0=0.
d) A 7227 hatdrozatlansdgot latva mind a szamlaléban, mind a nevezében ki kell
emelniink a legnagyobb alapu tagot, hogy egyszertisitéssel eltiintessiik a 7 22”7 hatdrozat-
5.3n+7  5(3)"+1

lansagot: HILH;O R T nlgr;o W = 1, hiszen |2| < 16s [2| <1 teljesiil.

2"4+2-3"4+3-5" 3
e) nh—>Irolo 3 13 I 1 g 7 itt a szamlalét is, nevezot is 5”-el osztottuk.
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B
fm s =F  hea<p
a + 3" o1 (2)”
A T g T A T e Md<e
(8)'+1 _ _
A ey, e haa =0

g) 4

9) A sorozatok hatarértékeivel végzett miiveleti szabélyokat alkalmazva szdmitsuk ki
a kovetkezd sorozatok hatdrértékét!

d

) n2 7 9
Megoldas:

a) lim (2+1)° =23 =8

b) Gondoljunk a hatarérték és a miiveletek kapcsolatéra:

A A D) e A gy OO
4
2 1
¢) lim ( nt ) =0.
n—oo
32 1 .32+ =5
\/T lim = /32 =2.
TL—>OO — n—oo 2
n
3n — 1 3n2—nt1
e) Mivel a lim 71277%'_ = 3 hatérérték létezik és véges, ezért lim 2 »?+3 =
lim 3n=n+1 .
In—oo  n243  — 93 — 8.
10n® — 1 10n® — 1
f) Mivel a lim 2 T 0 10 hatérérték 1étezik és véges, ezért lim lg -
n—oo n3+1 n—00 nd+1

. 1on3 —1
gmml—QITJ:kﬂozL
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10) Szamitsuk ki a kdvetkezé sorozatok hatdrértékét!

a)a, =2n*—n?*+1, neN

. o n+2 N
b)a,=1+3n-n", neN Z)“"*\/mij’”E
¢)ap=vVn+2—+n, neN i) ap = 21 1 n>1
d)an=vVn2+n+1—vn2-1,n>1 vi(vn? +1-n)

Y8 —1

e)an:\/ﬁ(\/ﬁf\/ﬁ)vneN k)an:w 17n€N*
f)an:\/M—n,neN l)an:m,TLEN*

9) an=Vnt1-n—1,neN m) a, = V15, n € N’

h) a :7”12_3”“ neN n) a, = V3" +2", neN*
n n+1 P

Megoldas: a) lim (2n® —n? +1) = lim n® (2— 1 4+ L) = 400,

n—00 n—oo
b) lim (1+3n—n") = lim n"( + 3% —1) = —cc.
n—00 n—oo

¢) A 0o — oo tipusi hatdrozatlansig azon esetében, amikor v/a — Vb hatarértékét ker-
essilk, a v/a + Vb-vel, az in. konjugélttal valé beszorzassal tiintetjiik el a szamlalébhol
a gyokos kifejezéseket. Igy tehat a (va — vb)(va + Vb) = a — b azonossdg miatt a
szdmlaloban eltlinik a gyokos kifejezés, a nevezdben keletkezd \/E—i—\/g mar co+00 = 400
hatarértékii lesz.

(VATTvi) =l VP2 VATV o nd2on

1m — =
n—oo (Vn+2+4/n) n—co \/n+ 2+ +/n

lim
n—oo

2
lim ———=0
n—oo \/n+2++/n

d) Hasonlban, a konjugélttal valé bévitéssel: lim (\/n2 +n+1—+vn2-— 1) =

n—oo

) n+n+1—(n?-1) . n+ 2
= lim = lim =
n—oo\/p2 fn+14+vn2—1 n—coy/n24nt+14+vn2-1
. n(l+2) . 142 1
= hm n = hIIl %

Y Y L Y .

e) lim \/ﬁ(\/ﬁ*\/ﬁ): lim /n n+l—n Jn

n—00 n—oo ¥/ + 1+ y/n H’Wﬁ( 1+$+1)

f) lim (Va2 +20+3—n) = lim (VaZ+20+3 - Vi?) =

n—oo n—0oo
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n? +2n+3 —n? ) (24 2) . 2+ 3
lim > = lim = lim =
T oo \nZ2n + 34 Vn2  n—oo (124 %+1) "*“\/ﬁJrl
=1.

g) Alkalmazzuk, hogy a® — b = (a — b)(a® + ab + b?), vagyis a — b = ($/a — Vb) -
(Va2 + ab+ Vb2), igy a (Va2 + Vab+ V/b?)-val bdvitve a szdmlalébdl eltiinik a gyokos
kifejezés:

1—-(n—-1
lim (\/n—|— — n—l)— lim n (n ) =
n—o0 nﬂw¢n+1 +/(n+1)(n—1)+ ¢ (n—1)2
2
= lim =0.
%m\/n+1<+¢n+17p4<+¢n—1

3 1 3 1
VnZ —3n+ 1 1-o+q noyl-gtae
h) G YL Vo e T g, DV e e

n+2
i) Hasonléan, lim =1
) n—oo \/n2 4 1++n+2 2
vn2+1+n i Vn2+1+4++vn

j) lim ————— = =

TV ﬁ(x/nmwﬁ) | Tﬁwﬁ):m

lim ————— = lim = hm(
n— oo n n— 00 \/ﬁ n— oo

k) Alkalmazzuk, hogy a® — b3 = (a — b)(a® + ab + b?), {gy a kévetkezd hatdrértékhez
Y8 -1 (1/2)3 —13
jutunk: lim = lim ~——~%2—— = lim (({/2)2+ ¥2+1) =3.
) A s A s A (V2P 924

1)1, m) 1, n) 3.

11) Szamitsuk ki az aldbbi hatérértékeket:

n—1 . _2n5—3n2+1
U,)U,TLZT, eN d)an 74n3+2 7n€N
2n 2n2+3 n?+1
b) a, = ————, n€eN n = — N
) an n2+1 ¢) a 4n +5 2n+3’n6

o
S~—
S

|

m

Z
=

S
S

[

2 +1 N 2\ " 5\ " N
=213 g + 3 -3),ne
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3\" N
g)a'n:<2(2> —(—073)>,7’ZEN n)an:m,TLEN

h) ap=n®—n"+n* neN o)an={74>5,nEN

i) a,=vV3n—-2—-v3n+5 neN ) an = \/n+ Vi —vn, n€N

§) ap =V4n+6—+2n+5 neN .

k) an =vVn+2(v/n?2—1-n), neN* @) an = Z;+\/5ﬁ_\/ﬁ’n€N

z)an:LH%T,neN ron=len Ty e
;:ig:jl S)an:—mﬂ—ﬁn—i-25 neN

m) an = e nEN n+2

Eredmények: a) 1 b) 0 ¢)2 d) —oo ¢) § f) +oo g) 400 h) 400 i) 0 j) +oo k)
01)2 m)5n)1 o)1 p)3 q)+oo 1)lg2 s) 1.

12) Szamitsuk ki az aldbbi hatarértékeket:

. In—2 n-4
R I h i (55
a) lim (——) =3\ a2
noon i) ILm 3 3)
DmGry TR,
7) lim (14 ———)v"
c) lim (1+%)n néoo( \/ﬁ+11)
d) tim (232 £) lim nin(l+20)
n—oco'n + 5 . 1o
C 2ntls, D) lm (14 —5)
e hm( ) n—oo n
n—oo 2n — 3 1. n2
20 m) lim (1+-)
f) lim (14 =) e nl
n— 00 n n
. 2n 43\ n+1 n) nlijgo(o-9+g)
9) Jim (5, 5)

Iin
li 1.1+ —
0) lim (1.1+ —)
Megoldas: a) Mivel az alap az 1-hez tart, a kitevé pedig a +oo-hez, ezért az
an. 71°°” tipusi hatarozatlansagi esettel van dolgunk. Ilyenkor mindig a kovetkezd
alaphatarértékek valamelyikét hasznaljuk: lim (1 + %)n =e; lim (1 - %)n = é, vagy
u n—oo w n—oo
ezek altaldnositdsait: lim (1 + 1%) " =¢ s lim (1 — 1%) "= % a lim u, = 400
n—oo n n—oo n n—oo

esetén. nlim (”TH)H = lim (1 + %)n =e.

— 00 n—o0
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. no_oq. 1—1\" _ q: 1 no__ . 1 (’rL-‘rl)—l _
b) lim (Z57)" = lim (%555)" = lim (1-=5)" = lim (1- ) =
= nh_)n;o[(l — %H)HH} . (1 — %H)_l =el. 1= % vagy a sorozatok hatarértékeivel

. " . ‘ R PURT . lim by, ., .,
végzett miiveleti szabdlyok kozott szerepld lim abr = ( lim an)anw alapjdn eljarva:
n—oo n—oo

lim (;27)" = lim (2H51)" = T (1= 54)" = T [(1- 24)" 7 = L

n n n n+5,4_
D Jim ()" = Jim (5250)" = Jim (1= )™ = Jim (1= =) T =
= (1)" = et vagy
n—+3\2n n4+5-—2 2n . 1 2n 1 n;rs ﬁZn
Jim (22)%" = lim (2252)"" = lim (1- 2k)”" = lm (11— ) 7] =
=(c) =
e) e f)e? g) L h) (1)F i) e?
NS
j) nh_{%o(1+ \/53+1)\/ﬁ: nllngo(l'i_ \/ﬁiﬂ) D e’ vagy
z R N
i 1 )= i [ )
k) Jim nln(1+ L) = lim In(1+5)" =In Jim (1+.L)" =1In lim (14 L)% =
= ln(e%) = %

1
D lim (14 %)" = tim [(1+5)"] =" =1.

n—oo n—oo

nyn

) Tt oo (1 2)" = lim, oo (14 2)"]" = 400,

Az n) és o) pontban més tipust feladatokkal taldlkozunk: n) lim (0,9 + )" =0,

n—oo

hiszen az alap egy adott indextdl (a 20.-t6l) kezdve kisebb mint 0,95; igy 1-nél kisebb
abszolut értékii alapt hatvanyokbol allé sorozatrdl van sz, ezért a hataréréke kisebb
mint 0, &m nagyobb is mint 0, hiszen a sorozat tagjai pozitivak.

o) Hasonlé gondolatmenettel: lim (1.1+ )" = +o0.

n—oo
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13) Szémitsuk ki az aldbbi hatarértékeket:

1
n+2\"
d) li
) Jim (4n - 1)
n+3
e) lim ant 1)
n—oo \ N — 2
n+4 2n—1n+2
I
N
g) lim < )
n—o0 n
n2_2 2 n
Megoldésok: a) nlin;o(%) "= nlirrgo(%) "= nlirréo(%) V32=0-1=0

b) A hatarérték és a miiveletek kapcsolata miatt: lim (2 — 1)(3 + 2) 4 (-2)" =
2-3+0=6.

L 24++ 2 1
c nllrgo4_%—1 5
2
d) lim ( nt )n = 0, mert az alap egy %—hez tarté sorozat, ezért a rendor-elv

n—oo n — 1
segitségével lathaté, hogy kisebb és nagyobb, mint egy 1-nél kisebb alapt, tehat 0-hoz
tarto sorozat.

n+3

¢) Hasonldan, Tim (250 ¥ Jim (250)75T =t (21) /()T < 2.

n—oo n—oo
1=2.

f) Mivel az alap egy 0-hoz, a kitev$ pedig 2-hoz tarté sorozat, ezért
2n—1
lim (524 ) "7 =0.

n—oo 2n

g) lim (2— L)% = lim (2— 1)37is _ o3,

n—oo n—oo

wlo
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14) Szamitsuk ki az aldbbi hatarértékeket!

a) lim v/3n? +n+1 g) lim (V/n® — 14 /302 — 208 —2)
) lim (9nv/n = 20" =3vn) ) dim (n? — /nt 1)

¢) Jim (w4t #3024 1))t (81— VP 1 1)

d) lim (n* —V2n+1) j) Tim (Y/n2 =1~ {/n? + 3 +5)

) Jim (3n% =/ +20=5) ) Yun (/o2 + 304 1)

f) lim (20 — {/n? — 202 + 3)

n—oo

Megoldasok: a) lim V3n2+n+1= hm n\/3—|— + n2 = 400 -3 = +00.
b) 11n;o(9nf—2n —3f) = hm n (97—2—3n\1f) =400 (=2) = —o0.
c) hm (n —l—\/n4+3n2+1) = lim n? ( \/1—|—712 +n4) = 4002 = +o00.

A d) és e) pontokban hasonléan kapjuk, hogy hm (n —V2n + 1) = +00 és
lim (3n? — vn? 4 2n — 5) = +o0.

f) lim (2n— V/n3 —2n2 +3) = lim n(2— § 1—2+%):+oo-(2—1):+oo.
g) lim (\/n3—1+\/3n2—2n3—2 = lim n \/1——34—\/
:+oo-(1—\/§):—oo.

h) nh_{go(nz_ n4—|-1) :nh_{%o (\/7 V3:+)(\::+ vnt+ )

= lim —————

n—o0 y/n +\/n4+

i) lim (Vn? —1—+vn3+1) = lim n( \/1——— + L) = (400)(—00) = —o0.
j) lim (\/nz—l—\/n3+3n+5)— hmn \/f—— \/1 + 34+ 5)=

:—|—oo-( 1) = —c0.

K) Tim (n—V2nZ+ 30+ 1) = lim n(l- /242 + %) = —co.

n—oo n—o0
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15) Szédmitsuk ki az aldbbi hatarértékeket:

3n2—2n+1

) 1 2n — 1 2—5n
a 1m
n—oo n + 3

3n? —2n+1\ 3
b) Ui
)nggo n2—3n+2>
. [(n?=3n+5\7smia
c¢) lim
n—oo\3n2 —n+1
Vn—¥n
3—n
d) 1l
) Jim, 2n—|—1)

e) lim ( {/n-
n—00 on+3  dn+2
2n2 —n+1\"
I
LR A )
2n+44
)i n+3\ "
im

Eredmények: a) 2= =0, b) 371
e)1-5+3=1, f) +oot™ = o0, g) (3) > =4
16) Szamitsuk kil

1\ "+ I n-+1 n
a)nllrrgc(l+n 9%5& n+2
3
n 3 1\ "
b) lim (1—3 h) lim <” i )
n—oo n n—oo

N

N~ —— ———
3

1
¢) lim (1 + = nlggo( )
n—oo n
1 3n 1 ( 337L
d) lim (1+ — 1m 1 )
) n~>oo< n n_)oo 3+ E
1 n 1 3n+1
e) lim <1—|—2) ) lim {( ) (1—1—) }
n— 00 n n—>oo 2n
n n+1 5 . 5n2+8n+42
f) lim (1+ ) ) 1i n® +n?+b5n + 3nt6
n—o0 n?+1 Dl o T s

Eredmények: a) e, b) ¢) et =400, d) e3, e)el =1, f)e, g)e?,
h) e73, i) €5, j) +oo, k) e-e2 =e2, 1) e 3.
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17) Szémitsuk ki!

a) lim (2" 4 3™ +4™)

n—oo

b) lim (2" — 3" — 5")

c) nh_{r;o(lln T 5n)
. 2™ + 5"
2" 43" 4 5"

6) nlggo( 3n—1 + Fn—1 )

Eredmények: a) +o0o, b) —oo, ¢) 0, d)

1) i ()
2.3" 4 57
g )
. 2.5m_3.n
h) i (g5 o)
3. 4n _ gl

g) lim (

n—oo

i) lim (

n—o0

5, €5, )0, g1, h)+oo, i) +oo

18) Szamitsuk ki az aldbbi hatarértékeket:

. 3\" 3
o ((5) +1-3%)

d) lim (n®+2n — 3)
(

n—oo

e) lim (n? —2n +1)

n—oo

f) lim vVn2+n+1
) Tim 2n? +3n —2
Y oo dn —3n2 +1
h) lim (3n — 5n? +1)

n—oo

i) nlLrIgo(2n2 —Vn?2—-n+1)
j) Jim (n—/n? —n+2)

k) lim (n— v/n® —1)

D) lim (n* —v/nt —2n% + 4)

m) lim (\3/77,3—1— ig/n3—|-3)

n) lim (\?’/nBJrlf \‘0’/2n3+3n71)

n—oo

o) lim (f’/n3—3n2—1— f’/n3—1)

n—oo

p) lim ({S/n?’—f—l— €/n3—2)
n—oo

Eredmények: a) 0, b) —4, ¢) 4, d) +oo, e) +o0, f) +o00, g) —2, h) —o0,
i) +00, j) 3, k) 0, 1) +00, m) 0, n) +oo(l — v/2) = —oc0, o) —1, p) 0.
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19) Hatédrozzuk meg a hatdrértékekét:

271, 2—71/
a) (+ n e N*)

27n 437

i/ 3 _
6 (W neN)
n+2+vn+1

20) A renddr-elv alkalmazdsdval hatdrozzuk meg a kovetkezd sorozatok hatarértékét:

1 1 1 *
Van= gttty el
1 1 1
b) an = + o —— n e N*
) Vo2 +1  Von2+2 Von?2 +n ( )
n n+1 n+(n—1)
— AP (L N*
) an n—l—lJrn—|—2Jr + n+n (n €N
1 1 1

Utmutatss: a) T < R < pON] (k € {1,2,3,...,n}), ezért b, =

= ¢,. Mind a (b,, n € N*) sorozat, mind pedig a (¢,, n € N*) a

ap < ———
n24+n - T nZ4+1
0-hoz tart, igy a renddr-elv alapjin az (a,, n € N*) is.

1 1
b) < <
\/anb—i—n \/9n2+kn Von2 +1

= —— < ap £ ——— = ¢, (n € N*). Mind a (b,, n € N*), mind pedig a
n \/m — n = \/m n ( ) ( ) )7 p g
¢n, n € N*) az %—hoz tart, {gy a renddr-elv alapjan az (a,, n € N*) is.

(k€ {1,2,3,...,n}), ezért

b
(

c¢) Hasonl6an kapjuk, hogy a hatérérték +oo.
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21) A renddr-elv alkalmazdsdval hatdrozzuk meg a kovetkezd sorozatok hatarértékét:
1 1 1
w2 e T
b) a, = V1" +2" + - +nn
1 1 1

a) an = (n € N7)

) ap = + +o = ,n € N*
) an YnP+1  Ynr+2 InP +n (p )
d) a, = Y1m 427 4+ ... 410"
1 s s T
e) a, = cos — + cos + -4 cos
n+1 n n+1 n+n
1 2 n
"= —— - . - c N*
f)a n2—|—1+n2—|—2+ +n2—|—n (n )
) ! + L et !
an prg ... _—_—
g @2n)2 " 2n+1)2 2n+n—1)2
22) Igazoljuk, hogy a kovetkezd sorozatok konvergensek:
1
a) T, = 5(;1%,1 +1),n>2 =2
b) L > 1 0
n=———,N"=1, =
Y Yn—1+1 yo
€) zZn=+2n-1+2, n>2, 2 =2
d)tn:oz—l—tn_l,nzl, to =0
1
e)un:'<un1+ >,ﬂ>1,U0=1
2 Un—1
flon=vp—1+ 049, v9=1, v1=1 (Fibonacci-sorozat).

23) Az aldbbi sorozatok koziil melyek az (+,n € N*) sorozat részsorozatai?

11
d) <1a1»2737273)4)574757"‘>

24) Adjuk meg az alabbi sorozatok egy monoton részsorozatit:

a) (711 ne N*> b) <(_§)n, neN*> ¢) ((=1)>4, n e N*)
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25) Széamitsuk ki:

lim (a-n+bven? + 1),

n—oo

haa)a=1;b=1;ésc=1vagyb)a=2; b=—-1;ésc=1vagyc)a=1; b=—1;és c =
2vagyd)a=1; b=—-1;ésc=1

26) Szamitsuk ki:

b) lim (n+1- Van? + 2n + 1), ahol a > 0;
c) n]LII;O(Qn - m), ahol a > 0;

d) nlinéo(\/m — 3n), ahol a > 0;

e) nILngO n(\/m —n), ahol a > 0;
f) Jinéo(n—&— V14 an3), ahol a € R;

g) nlingo(n +1- m), ahol a € R;

h) lim (2n -1+ {/1—an3), ahol a € R;

i) nlingo(m —an), ahol a € R.

27) Szémitsuk ki a kovetkezd hatarértékeket, ha a, b > 0 valds szdmok:

2a™ — 3 n n
n—oo am + 1 ) i s
a—a " n n
e o) i e
; a™ 0" lim (a™ — ™).
c) nlirrgo s f) n_’oo( )

n—oo

( n+1_1> d) lim (Vo+1-2Vnt2+vn+3)
¢) lim Vb5n2 4+ 2n + 2

i Y E2m VR Al oo An+1

evnAA-Veds o, YiFl-va

¢) lim vn(vn+1-+n) n—0o /n? +2 — /n? + 1
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g) lim vn+1—+y/n k) lim Vn2(§/n+1—n—1)
n—oo /13 _ 3/n3
\/"2+2 v +12 ) lim %¥/n 7W_%
py G YRR ALIo2veTond 1o O VGRS T
n— 00 n
m) lim nyn(vn+1—+vn—-1-2yn
i) lim (¥/n3 +n2 — /n2 +2n) )n—’oo vl Vi)

. k n+2
J) T (\n+ Vi - i) n) lim n ( n+51>’(k€N)'
29) Hatdarozzuk meg a € R értékét tgy, hogy
1— 24 2 1
a) lim \/( e) n2—|—n T 2 legyen;
n— oo an
1—a22n2 +1
b) lim (1= a®)n® + = 3 legyen.
n— oo n
30) Szdmitsuk ki:
1+1)° -1
o) fim UFE) 1

n— oo (24_;)3_8
l+a+a?+-+a"

b) 1l ha a,b € (0,1) U (1,00).
)nl—{%o 1+b+b24-+0b7 a a, 6(7 )U(7OO)

31) Hatdrozzuk meg az a, b,és ¢ valds szamok értékét gy, hogy

lim n(an + /2 + bn + cn?) = 1 legyen.

n—oo
Eredmény: a = -1, b=0, c=1.
32) Hatéarozzuk meg a,b € R értékeit gy, hogy fenndlljon a kovetkezd egyenldség:

a) lim (v/1—n3 —an —b) = 0;

b) lim (V2n2 +4n+1—an—b) =2v2

1
c) lim(\3/3n3+2n2+n+1—an—b):3—\/§.
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33) Ha ag, a1, as, ..., a; valds szdmok és ag + a1 + az + - - - + a = 0, akkor szdmitsuk
ki a kovetkez6 hatarértéket rogzitett k € R esetén:

lim (ag¥/n+a1vVn+1+avVn+2+-+apvn+k).
n—oo

34) Széamitsuk ki:

124+ 22 4. 4n?

i
@) nhe 23 tn43
14+24...
b) lim — =t tn
n— o0 n2—|—2n
. 124324+ 4+ (2n—1)2
c) lim ;
n—00 nd —n?
22 442 ... 4 (2n)?
d) lim —— + (2n)

oo 12 4 32 .- —|—(2n—1)2;
1:1142- 214 +n-nl
m

1-442. .
) lim +2-5+4+3 S+ +n(n+3);
n—oo Cn+3
.1 a 2a (n—1)a .
g) lim — (x—l—f)—i— z+— )+ -+ lz+ — a,x € R rogzitett.
n—oo M n n n

35) Szdmitsuk ki az (a,,n > 1) sorozat hatarértékét, ha:

B2+ 4nd n N~k
a) a, = 3 v f)an Z:(k+1)
oo =
b)CI,nZZ ) — ;
— k(k+1) 9) an ;; (k+ DI+ kI
- 1
_ k42
) ap = h _ )
;k(k”) ) an Kt (k+ D)+ (k+2)0

K24 k-2

2
n k=1
o — 1 . , " 1
@ Z(2k—1)(2k+1)’ Z)“":gk(kﬂ)(km)?
11 k(k—1) "
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36) Igazoljuk, hogy a kovetkez8 sorozatok monotonok és korldtosak, majd szdmitsuk
ki a hatédrértékiiket!

n
n _n B .
a) an = on d) an o 9€ (—1,1),p € R rogzitett
|
b) an =nqg" (q € (0,1)) e) a, = n—n
_r b
C)an—a f)an:F7a>17oéeR_

37) A Cesaro-Stolz tétel segitségével szdmitsuk ki a kovetkezd hatarértékeket!

1+vV2+V3+--+Vn

a) lim
n—oo n
1 1 1
_— 1+ttt
n—o0 n
c) nh_)rrgo v (k eN)
141441
d) lm — 2" "Tn
n— 00 Inn

Emlékeztets: Cesaro-Stolz-tétel: Ha az x = (x,,n € N) és y = (yn,n € N) olyan
sorozatok, melyekre fenndll, hogy vy, > 0 (n € N), y egy nem korldtos, monoton névekvé

X — X X
Sntl TR ] hatdrérték, akkor létezik a lim —2 = |

sorozat, tovabba létezik a lim
n—oo yn

n=0 Yntl — Yn
hatarérték is.
38) Szamitsuk ki:

1+vV24+V3+---+Vn

.
@) fim o

1
b) lim —(In2+1In3+---+1nn)

n—oo n
& Tim 1+22V2432V3+---+4+n*Yn
n—oo n(n—|— 1)(n+ 2)

1 1 1
d) lim <++~-~+>
n—oo \ N 2n nn
) i L L + ! + + !
e m —_— — — e —_—
n oo n\In2 In3 Inn
39) a) Léassuk be, hogy ha az (z,,n € N) egy monoton sorozat, akkor a

<Jn_x1—|—x2—;~-'+$n’ neN*)
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sorozat is monoton;
b) ha lim x, =1, akkor lim o, =1.

n—oo n—oo

anrl _l
= b

40) a) Lassuk be, hogy ha az (z,,n € N) sorozat pozitiv tagi, és 3 lim
akkor 3 lim /z,, és lim =z, =1.

n—oo n—oo

b) Szémitsuk ki a kovetkezd sorozatok hatdrértékét!

n—oo I,

n

Ty = Vn!
Yn = ”VL n+1
Tp = Vn3 —3n+1

_,{/ 1 1 1
Ty = COS2 0083 COSn
nl2n+1
T, =
n

41) Szamitsuk ki a kévetkezd sorozatok hatérértékét!

c) xn:%ﬂl/(n—i—l)(n—i—m...(n—l—n)

R (2n)!
4) T (nl)2
N 33n(n|)3
€) &n = (3n)!

42) Adjuk meg az alédbbi sorozatok alsé és fels6 hatérértékét!

a) (z, = (-1)", n e N)

b) (yn=3<1—i>+2-(—1)”, neN>
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Feladatok valos szamsorokkal

Feladatok val6s szamsorokkal

1) A részletosszegek sorozatdnak vizsgdlatdval igazoljuk, hogy az aldbbi sorok konver-

gensek és hatdrozzuk meg az 6sszegiiket!

a) i 100 - (0,9)"
k=0

k=1

Megold4ds: a) A geometriai sorok &sszegképlete alapjan > 100 - (0,9)"
k=0

k

— 1 . £ < k _ _ _ 2 4G
=100 2y = 10005 wowivnis 5 (-0 = & (-5) =y e
1 5 13

k k
& 1 1 x (1 > (1 1
—_ —_ = — — = — _— 2 -

)= E06) +E6) ~yrig iy

A d) pontban megldtjuk, hogy a szummadcids index k = 1-t6] megy, ezért hozzadva és

k k
kivonva az 1-et, a kovetkezéhoz jutunk: > (=) =Y () —1=r—-1=¢.
k=1 \7 k=0 \7 o7
2) A részletosszegek sorozatdnak vizsgalataval dontsiik el, hogy az aldbbi sorok konvergensek-

e és hatarozzuk meg az Osszegeiket!
)—1 +—1 + +71 +
Y1293 n-(n+1)
SR I S
1-3 35 @n—1)-2n+1)
Nt 1
°) ;k(k+1)(k+2)
poL By B
6 36 6"



26

1 1 1 1
I v A e T IR £ p e
1 1
Diz*tsot Tt @0 (2nts)
1 1 1
g)ﬁ+ﬁ+'”+n-(n+3)+
SEE 0+ 1
4 36 n?(n+1)
L1 2 n
D5ttt G e T
= 1
]); (n+1)

o0
Megoldas: A definicié alapjan a > a sor akkor és csak akkor konvergens, ha az
k=0
n-edik részletosszegek (S, = > _jar = ap + a1 + -+ + a,, n > 0) sorozata konvergens.
oo

Ekkor definicié szerint > ap = lim S,. A fenti sorok konvergencidjat tehat a definicié
k=0 n—oo

alapjan vizsgalva arra torekszlink, hogy az S, kifejezést a lehetd legrovidebb, un. zart
alakba irjuk, és ily médon szamoljuk az S,, hatarértékét.
1 1 1
a) Elemi tortek Osszegére bontjuk a sor n-edik tagjdt: —— = — — ———,
n-(n+1) n  (n+1)
11 1 1 1 1 1 1 1

h Sp=1l— -4 —— =1——. Ezért — =
allonnan 573 3+3 IR n+1 n+1 e nZ1n (n+1)

= lim S, = lim (1—

n—oo n—oo

T 1) = 1, kovetkezésképen a sor konvergens és Osszege 1.
n

1 1 1 1
b) Hasonlé gondolat ttel: = — ért S, =
) Hasonlé gondolatmenette @n=1)-@ntD) 2 <2n—1 2n+1>,ezer

RS U B D 1 e 1 i
_ - - — — — — — — . a
D 373 5 m—1 2n+1) 2 m+1) &

o 1 ! 1\ 1
= 1nm = ezért a sor onvergens és osszege .
p> 1 1- = 5 czért k 1

1(2n—1)-(2n+1) n—oo2 2n+1
¢) A k-adik tagot elemi tortek Gsszegére bontjuk:

1 _é+ B N C  A(k*+3k+2)+ B(k* 4+ 2k) + C(k* + k)
E(k+1)(E+2) k  k+1 k+2 k(k+1)(k+2) ’
tehat A= 1 B=—1, C = 1 kivetkezik sfgy;ZE(l—iJrL)
27 ’ 2 ’ k(k+1)(k+2) 2 \k k+1 k+2 )"
1/1 1
A részletosszegsorozat n-edik tagja: S, = 3 (2 — m , eképpen
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e 1 . 1/1 1 1
Eﬁuk+nm+m‘WE&2<2‘<h+nw+w)_4'

342" 3 2" 1 1, . ,
d) A o :67—1—6—”:5—1—3—"atalakltastelvegezvesn:%4—%—1—2%—1—3%—1—---—1—
1

~ 5n -5 11

R EEE € R R e B e B i
1-1 1-1 20 ' 2

1 & 3n+ 2" 1 1 3
———. Ebbdl a kovetkez6 Gsszegre jutunk: > 2 _ lim (14-——- )=—.
2.3n a1 67 noeol 0 202m 2.3n0 2

23 11 : 1 1 . ) n 1
e) %7 f) 907 g) 187 h) 1, i) s, = 3 (1—m)7 gy anlm =3

Ha a sor n-edik részletésszegsorozatit, (S,,n € N)-et nem tudjuk zart alakra hozni,
akkor a konvergencidjat a Leibniz-szabaly, a gyokkritérium, a hanyadoskritérium, vagy az
Osszehasonlitdsi (majoraldsi) kritérium valamelyikével tudjuk vizsgédlni. Ilyenkor altald-
ban nem tudjuk megadni a sor Gsszegét, de el tudjuk donteni, hogy konvergens-e.

3) Dontse el, hogy az aldbbi sorok koziil melyek konvergensek!

= (1)
(1) Z \/ﬁ 0o . 1
oo €) Z(—l)" T on—1
(_1)n+1 n=1
DD -

Utmutatas: A Leibniz-kritériummal egyszerti szamolds eredményezi a vélaszokat.

4) A gyokkritérium vagy a hanyadoskritérium alapjan igazoljuk, hogy az aldbbi sorok
konvergensek:

oo oo n
0S5 0L
oo ! oo n
w%& )2%
[e'e] 1 oo2n2
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530 (2’ =
— (2n)!- (n—1)! >, (n—1)12n
~ 0D Dher
)Z 1 n=1 n
'] n o0
= (logn) 03 (64+1)(2-6+1)...(n-6+1)
oo n 7T+1)(2-7+1)...(n-7T+1)
k 1 1 n=1
23t
n=1
Megoldasok: a) A gyokkritérium alapjan lim /a, = lim [ % = lim \éﬁ =

= — < 1, miszerint a sor konvergens.

2

o0
j) A 21 m sor konvergens a gyokkritérium alapjan, mivel a nlin;o a, =
n=

= lim =0<1
n—oo logn
k) A lim {/a, = lim (3 + 2) = < 1 miatt adédik a vizsgélt sor konvergencisja.
n—oo n—oo
. . n+2006 1
B n/n2 o (V21
) i, Ve = iy Y= I S =a <
!2n+1 n
n) Alkalmazzuk a hanyadoskritériumot: lim |“=| = lim n n =
n— 00 n n—00 (’n, + 1)”"‘1 (n — 1)'2”

n+1
2
= lim 2 ( n ) = — < 1. A vizsgdlt sor tehat konvergens.
e
1)(2- 1)...(n- 1
| gy OHD@64D)(n641)

an n%oo(7+1)(27—|—1)(n7+1)

o) Hasonléan, lim |
n—oo

. (n+16+1 4
= lim — 2~ =081,
AL P T N A
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5) Dontsiik el, hogy az aldbbi sorok konvergensek-e!

n 1000 1000 - 1001 1000 - 1001 - 1003
a)imo‘o DT+ 13 * 1-3-5

et )4+ .7+4.7~10
b)i(n!)Q Y9756 72610

n;) )Z (2 4 cosnw)

(1.5)"n! n=1

c) Z nn & n2

n=1 Z) Z (2 I )

> gnpl n=1 n
d) Z nn n—1

o0 (’I’L')2 (2n2—|—n—|—1)
e
)7;1 2n? k;) n§+4sin%+---—|—nzsin21n+...
l) N 2172 N 22393 N 23$4 N gn—1,.n N
3 ) 7 2n—1
1-2 5, 1-2-3 4 n! "
met gt st T T @
24 9 2’
n) x sttt Tt

o0

1-2-...-
0);(”""1)(714-2)...(271)
P ne ™

Eredmények: a), b) és c¢) konvergensek; d) divergens; e), f), g), h), i), j), k) kon-
vergens, 1) |z| < 3 esetén konvergens, m) |z| < 2 esetén konvergens, n) |z| < 1 esetén
konvergens, o) konvergens, hdanyadoskritériummal, p) konvergens, hdnyadoskritériummal.

6) Bizonyitsuk be, hogy divergensek!

7
b) > /0,3 e) Y (Vn+1-+/n)

DI DDV
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7) Dontsiik el, hogy az aldbbi sorok koziil melyek az abszolut és melyek a feltételesen
konvergens sorok!

oo . 1
G)Z(—l)"ﬁ l+qg+q*+-+q"+...
Hl+q+2¢*+--+ng" +...

D> (12 L (1)t

o n? 9)1_272_‘_372_...4_ 3 + ...
c)g;(l)n.loi” h)j“\l/%+sgl¢2;+m+%
S 1 1 -nH"
d)z(_;# Z’)logZ_log3+”.+(log31 +
n=1
Megoldasok: ¢) A > 07, (—1)" - % = 10%2 — log3 4 1054 véltakozé elbjeli sor

konvergencidjahoz elegend megmutatni, hogy |a,| > ‘£n+1‘ (n=2,3,...)és a, — 0,
azaz hogy tagjainak abszolut értékébol allé sorozat monoton csékkenGen tart a nulldhoz.

logn +1 < logn

n+1 =

monoton novekvd volta miatt az "vn+1 < {/n egyenlétlenséggel egyenértékli. Ez
minden n € N szdmra igaz, hiszen a "*/n + 1 > {/n forditott egyenlétlenséghdl n(n+1)-
edik hatvanyra emeléssel ellentmondédshoz jutunk. Tehét (a,,n > 2) sorozat monoton
csokkend, és lim %87 — lim log ¢/n = log1 = 0. A sor tehét feltételesen konvergens,

n—oo n—oo

mivelhogy nem abszolut konvergens: IN € N, hogy a,, = IO% >1(n>N)

ekvivalens azzal, hogy log "*v/n + 1 < log ¥/n, ami a log fiiggvény

d) A sor @ > 1 esetén abszolut konvergens, hiszen ekkor a > 7, n% sor konvergens.

Ha 0 < o < 1, akkor a sor a véltakozé eljelli sorokra vonatkozdé kritérium (Leibniz-

kritérium) alapjdn konvergens. A konvergencia itt feltételes, hiszen a Y-, ni sor di-

=
vergens erre az o -ra.
e) Ha |g| < 1, akkor a sor abszolut konvergens.

f) A hanyadoskritérium alapjan a 1+¢q+2¢%+---+ng" +. .. sor abszolut konvergens,

[(n+1)g" |

hiszen lim .
[ng™|

n—oo

alkalmazhattuk a hanyadoskritériumot.

= |g| < 1, ezért a sor tagjainak abszolut értékeibdl alkotott sorra

. o 1 . o (=)t
g) Mivel a ) ", - sor konvergens, ezért a )~ , “—z— sor abszolut konvergens.

2 : sin nx 1 2 2 o] 1 _ e o] 1
h) Lathatjuk, hogy | v | < —~, tovdbbd a " | = Yo —g sor konvergens,
igy a vizsgalandod sor abszolut konvergens.
i) A sor konvergens, hiszen az a,, = (lggl;)n sorozat monoton csokkenden tart a nullahoz,
="

logn

dm nem abszolut konvergens, hiszen | | > % Ekkor tehat feltételesen konvergens.
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8) Dontsiik el, hogy az aldbbi sorok koziil melyek az abszolut és melyek a feltételesen
konvergens sorok!

1 1 1 1
N-mtm pie-
b)l 1 1 n 11 1 1
2 2 22 3 2 4 2¢
1 1 n 1
¢ _ _
log2 log3 log4

d),1+ifi+if
V2 VA A

)sina+81n2a sin 3o

9 4 9

1 1

1- = -

A6

Eredmények: a) abszolut konvergens: |a,| = ﬁ <L

| sin na|

e) abszolut konvergens: |a,| = 3

8) lan| = (527" < ()™

1
S qz

9) Az sszehasonlitkritérium alapjdn dontsiik el, hogy az aldbbi sorok konver gensek-

o1 nvn— 1 Zvn+ —Vn
= 1
b)
;107“3 Zn +100\F
9>
n=1 n?+10 )i 1000, —
1 n Ve " - cosn
e’} 1 —
d) —_— "
712::1\/’5 = 1.2
- Ze "10g(1+5)”
1 n=1
e)z 2 e’}
n=14n —1 Z\/ﬂ-f—l—\/ﬁ
2
— n-—log’n
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1 1 1
Megoldasok: <> ————— =" ——— és fel-
g a’) anl n\/m anl (n_ 1)\/m anl (TL— 1)3 es 1e

2
hasznéljuk, hogy egy adott tagtdl kezdve (a mésodik tagtdl) teljesiil, hogy ﬁ < 2%,
1 1 1
tehat 3200 | ———— < (2)7 - 3%, —. Tehat a 3.°° | — konvergens sor majorélja a
n—1)2 nz n
vizsgélt sort, mely emiatt konvergens kell legyen.

b) Sorunk minordnsa egy divergens sor, ezért divergens sort kaptunk: o T3 >
n

1 . 0 1 1 oo 1
1ty (M2 3018 s g, g > A 2, = 0
1 1 1
c) 210 < —esay ., 3 sor konvergens, igy adddik a széban forgd sor konver-
genciaja.

1 1 1
d) — > — ol di 5, 1 ki .
) N esay.  sor divergens, igy sorunk is az

e) konvergens

1 1 1
f - —3
) V/n(n? + < Vn(n?)  nz

\/n-i- —-Vn

g) A > \f sor divergens, ezt ugy latjuk be, hogy megadjuk egy di-
n
vergens minoransat. Aképpen becsiiljuk a sor n-edik tagjit, hogy (\/ n+1+ /n)-el

vn+1l—yn n+1l—n
S e SR T

1 1
> AN > — —  sor tehét e
2¥m+1l-vntl 2¥n+l-vVn+l 2(n—|—1) 2 .

miatt konvergens a sor.

bovitjik a tortet:

"=19(n+1)
divergens minoransa a vizsgalt sornak, mely ezalapjan divergens kell legyen.
n?+100y/n _ n?+100y/n n? + 100n? 101

VA VT T e - ) e =) Vi

101
= = CA101YY (73 sor konvergens, igy

<

Va(n—=1) ~Vn—=1(n-1) (n—1)
a kezdeti sorunk is konvergens.

i) [n'%0%e" . cosn| < nt0%em A S pl%%0e~n sor konvergencidjat beldthatjuk
n+1 100067(n+1) n+1 en
( 2000 = )1000

n e—n en+1
sor konvergenciaja biztositja a vizsgalt sor konvergenciajat.

j) an = e "In(l + %)”2 =ne "In(1+ )" 4m (1 + 1)" < e miatt In(1 + 1) <

n

n—1)2

N\w

1 ,
hényadoskritériummal: — — < 1Igy a majorans
e

Ine = 1, igy a, = ne "In(l + )" < Z A 3> I sor konvergencidjat lassuk be
n+1

4 e . n+1 , , s

a hanyadoskritériummal: % = £ = "’nlé — % < 1. A széban forgd sor tehat

n
en

konvergens.
K) vn+1—+/n 1 < 1 _
n—log?n  (Vntl+ym)(n—logn)  (vi+vmn)(n—log’n)
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Feladatok valds szamsorokkal
1
= —————— Folytassuk tovabb a becslést nyn 5 — %, ezért egy bi-
2y/n(n —log“n) 2y/n(n —log”“n)
1 1 1
nyn < 1, tehdt . = —. A
2v/n(n —log*n) ~ nyn  n2

zonyos n-t6l kezdve 5
2y/n(n —log” n)
+ sor pedig konvergens, mely majoralja sorunkat

Yol 73
nz2
10) Az 6sszehasonlitékritérium alapjén dontsiik el, hogy az aldbbi sorok konvergensek-

| “)i(l+n>2

2
—~ 1+n

Zm—f
O S (WFT - Vi)

n=1

)3 VL

11) Mutassuk meg, hogy az aldbbi sorok divergensek
n+ 1

i

12) Igazoljuk, hogy az aldbbi sorok konvergensek és hatdrozzuk meg az Osszegiiket

> (=1)n ! > 1
>Z(2)— DD 41
= /1 1 =1
b)z<2n+3n> 272
n=0 1=1
1 =1

N2
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13) Az aldbbi sorok koziil melyek konvergensek?

a) Y~ 3/0,01 < 1y
n=1 h)z -
> 1 — n

b);@

oo on
C) Z m n=1

n=1 . > 1
o j); (Inn)"
d)g 1+ n? > 1 n\”n"
= 93 (5)
Z \/W D f: n"
ny L s
n=1 2n m) i (_1)n
< nl = V/n(n+2)
9 om
n=0

14) Igazoljuk, hogy:

2 oo
(Zq) :Zn+1)q” ha |¢g| < 1
n=0
(Zq> =qun ha |q] < 1
n=0

15) Szémitsuk ki az aldbbi sorok Gsszegét:

a)iGﬂ, n) 5_02(05 (1)n+1)

n=1

VL (5 +5)
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16) Az x szdm mely értékeire konvergensek az aldbbi sorok?

d) Z (272!!30"



