1. MAatrixok

1. Definicid. Legyen k és n két pozitiv egész szam. Ekkor az R feletti k x n-es
méatrixon egy olyan téglalap alakd tablazatot értiink, melynek £ sora, n oszlopa van
és elemei valos szamok. Ennek megfelelGen egy k x n-es métrix altalanos alakja:

aij; a2 ... Qin
Q21 Q22 ... Q2p

A=| . (1)
Q1 A2 ... Qkp

1. Megjegyzés. A targyalas leegyszeriisitése céljabol nem vezetjiik be kiiloén a vektor
fogalméat. Az n koordinéatas vektorokat (oszlopvektorok) n x 1-es matrixoknak tekin-
tjik. A sorvektoroknak pedig az 1xn-es méatrixok feleltetheték meg. A tovabbiakban
ha kiilon nem hangsilyozzuk vektoron mindig oszlopvektort értiink.

2. Megjeqyzés. A valos szamok teste folotti k x n-es matrixok halmazat R¥*™ jeloli.
A matrixokat nagybetiikkel (A, B,...), az oszlop-vektorokat alahuzott kisbetiikkel
(a,b,...) a sor-vektorokat pedig (a”,b”,...) jelekkel jeloljiik. (A legutébbi jelolés
magyarazatara lasd a 5) Definiciot.

2. Definici6. Két matrixon pontosan akkor egyenld, ha elemeik rendre megegyeznek,
azaz legyen A, B € R¥" ekkor

1.1. Matrixmiiveletek

3. Definicié. Legyen A, B € R¥*" Ekkor A és B matrixok sszegén egy olyan C €
€ RF¥*™ szintén k x n-es matrixot értiink, amelynek c;j elemeire ¢;; = a;;+0;;, vagyis

ai; a2 ... Qip b11 b2 ... b1,
A+B _ CL.21 A92 ... QA9n n le b22 e bgn _
Q1 A2 ... Qfp bkl bkg c. b}m
ajn+biy ap+biz ... a,tan,
| Gt ba1  azp+bay ... gy +boy,
a1 _.‘_bkl ar2+bra ... Apntbiy

1. Tétel. A k xn-es mdtrizok korében az 6sszeadds asszociativ, kommutativ, létezik
nullelelm (az a mdtriz, melynek minden eleme 0) és minden elemnek létezik ellen-
tetje, vagyis (RF¥*", +) struktira egy Abel-csoport.

4. Definicié. Legyen ACR**" és A\€R. Ekkor az A métrix \-szorosan azt a C' € R
szintén k x n-es matrixot értjiik, amelynek c¢;; elemeire ¢;; = A-a;;, vagyis

ayp a2 ... Qip )\'CLH )\'0,12 Cen )\'CLln

a1 QAo22 ... Q9p A 921 A Ao ... A Aop,
)\'A - )\' . =

Q1 A2 ... QAkp /\-akl )\'akg Ce )\-a;m



2. Tétel. Az R-beli skaldrokkal vald szorzdsra az aldbbi tulajdonsdgok igazak (A, B€
eRM N ueR):

i A+ p)A= A+pA
i M(A+B) =\A+\B
iii (M)A = \pA) =
wlA=A
1. Kovetkezmény. (R + .} egy vektortér.

5. Definicié. Az A € R¥™ métrix AT transzponaltjan azt a AT € R™* matrixot
értjiik, melynek elemeire

ai =a;1<i<n1<j<k,

azaz az AT matrixot tgy kapjuk, hogy az A matrix elemeit a fsatlojara tiikrozziik.

6. Definici6. Legyen A € R¥*" 65 B € R"™". Ekkor C' = A-B € R¥*" és az i-edik
sor j-edik eleme:

Cij = apnbij+apbyj+- -+ ainby; = Z aisbsj 1 <1 <n1<j<r.

s=1

3. Megjegyzés. A 6 Definiciobol nyilvanvald, hogy két métrix pontosan akkor szoroz-
hato Gssze, ha az els6 matrixnak (A) ugyanannyi oszlopa van, mint ahany sora a méa-
sodik matrixnak (B). Az 1xn és az n x 1-es matrixok tehat sszeszorozhatoak, vagyis
képezhets egy sorvektor és egy ugyanannyi koordindtaval rendelkezé oszlopvektor
szorzata. Konnyen ellenérizhets, hogy ez a mtvelet a kozépiskoldban tanult skalaris
szorzatot adja vissza.

<ab>=d"b

4. Megjegyzés. A méatrixok szorzasdhoz praktikus irdsmod a kovetkezs. Helyezziik el
az A és a B matrixot az alabbi abra szerint.

bll . . blr
b21 R . bgr
b31 e . bgr
L bnl . . bnr i
-&11 a2 ... aln' i ]
21 A22 ... Q9pn

Qi1 A2 ... Qip .

Q1 Qg2 ... Qg
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1.2. Specialis matrixok

7. Definicié. Az LeR™ "™ matrixot alsoharomszog-matrixnak nevezziik, ha a f6atlo-
ja folott csak 0 elemeket tartalmaz, vagyis ¢;; = 0, ha i < j.

8. Definici6. Az U € R™" matrixot fels6haromszog-matrixnak nevezziik, ha a
foatloja alatt csak O elemeket tartalmaz, vagyis w;; =0, ha 7 > j.

5. Megjegyzés. Az fels6haromszog méatrixokakat szokéas U-val (Upper) és R-rel (Right)
is jelolni.

9. Definici6. Az D € R™*" matrixot diagonalis-matrixnak nevezziik, ha a f6atlojan
kiviil csak 0 elemeket tartalmaz, vagyis d;; = 0, ha i # j.

1.2.1. Miiveletek specialis matrixokkal

3. Tétel. Legyen Ly, Lo e R™™" két alsohdromszog-madtrix és A€R eqy skaldar. Ekkor
a) ALy

b) L1+ Lo,

c) Ly Ly

szintén alsohdromszég-mdtriz.

4. Tétel. Legyen Uy, Uy € R™™ "™ két felséhdromszog-mdtriz és NER eqy skaldar. Ekkor
a) \-Uy

b) Uy £Us,

c) Up-Us

szintén felséhdromszég-mdtriz.

5. Tétel. Legyen Dy, Dy € R™*" két diagondlis-mdtrix és A € R eqy skaldr. Ekkor
a) \-Dq

b) D=+ Ds,

c) Dy-Ds

szintén diagondlis-mdtriz.

6. Megjegyzés. Tekintsikk a D - A szorzatot, ahol D = diag(diy,dss, ..., dn) egy
diagonalis-matrix és az A matrix sorai rendre al,al, ... al. Ekkor a szorzatmatrix
sorai rendre dyjal, dypal, ... d,,al. Vagyis diagonalis métrix-szal gy szorzunk,
hogy a masik méatrix sorait rendre megszorozzuk a diagonalis-matrix adott soraban
1évs elemével.

7. Megjegyzés. Tekintsiik a B - D szorzatot, ahol D = diag(dyy,dss, ..., dn,) egy
diagonalis-méatrix és a B métrix oszlopai rendre by, s, . .., b,. Ekkor a szorzatmatrix
sorai rendre dq1b;, daob,, . .., du,b,,. Vagyis diagondlis métrix-ot Ggy szorzunk, hogy
a szorzo méatrix oszlopait rendre megszorozzuk a diagonalis-matrix adott oszlopaban
1évG elemével.



2. Determinansok

10. Definicio. A det(A)R"*" — R leképezés rendelje az A matrixhoz az alabbi
szabaly alapjan szamolt értéket:

det(A) 1= (=1)"Va15(1))a20(2)) - * Gno(m))

g

s st

ahol o végigfuta az 1,2, ..., n szdmok 6sszes lehetséges permutaciojan. Vagyis képez-
ziik az Osszes olyan n tényezss szorzatot, amelyben az A matrix minden sorabdl és
oszlopabdl pontosan egy elem szerepel. Ezeket a szorzatokat asszerint lassuk el els-
jelellel, hogy az oszlopindexek permutéacidja paros(+) vagy paratlan(—).

8. Megjegyzés. Nem kell megijedni a fenti definiciotol. Szinte soha nem szamoljuk a
determinanst a definicié alapjan. A szamoléasokhoz sokkal praktikusabb a kovetkezd
tételeket hasznélni.

11. Definicié. Tekintsiink egy n-edrendd determinanst. Hagyjuk el az i-edik sort
és a j-edik oszlopot, igy egy (n—1) x (n— 1)-es determinans keletkezik. Az a;;
elemhez tartozo A;; elGjeles aldeterminanson ennek a determinansnak a (—1)"+-
szeresét értjiik.

6. Tétel. Kifejtési tétel
Ha eqy sor minden elemét megszorozzuk a hozzdtartozo eldjeles aldetermindnssal,
az 1gy kapott szorzatok dsszege a determindnssal eqyenld:

det(A) = aﬂAil + CLiQAZ'Q +- - +ClmAm = Z CLZ‘inj

j=1
7. Tétel. Determindns barmely sora, vagy oszlopa alapjdn kifejthetd.

8. Tétel. det A = det AT

e

2. Kovetkezmény. Az eldzd tétel alapjan nyilvanvalo, hogy bdrmely tétel, ami a
determindns soraira megfogalmazhato, igaz a determindns oszlopaira is.

9. Megjegyzés. A fenti tétel alapjan nyilvanvald, hogy a matrix determinénsa vissza-
vezethet6 2-odrendd determinansok kiszamitasara. Kénnyen beldthaté akar a defini-
ci6 alapjan is, hogy az

A:

a b
c d

méasodrendd determinans értéke: det(A) = ad — bc.

A kovetkezd tulajdonsagok a kifejtési tétel alapjan kdnnyedén igazolhatoak.

9. Tétel. Diagondlis, vagy hdromszog-mdtrix determindnsa a fédtlobeli elemek szorza-
ta.

10. Tétel. Ha a determindns valamelyik sordnak minden eleme 0, akkor a deter-
mindns értéke 0.

11. Tétel. Ha valamelyik sor minden elemét A € R szdmmal megszorozzuk, a deter-
maindns értéke is A-val szorzodik.



12. Tétel. Ha a determindns két sora egyenld (azaz a megfeleld elemekre rendre
megegyeznek), akkor a determindns értéke 0.

13. Tétel. Ha a determindns két sordt felcseréljiik, a determindns értéke (—1)-
szeresére vdltozik.

14. Tétel. Ha a determinans eqyik sordhoz eqy mdasik sor \-szorosdt hozzdaadjuk, a
determindns értéke nem valtozik.

10. Megjegyzés. Az eléz6 tételek alapjan a matrixot haromszog-matrixra transz-
formaljuk, melynek determinénsa megegyezik az eredeti matrix determinanséval.
(Gauss-eliminacioszert lépések)

2.1. MaAatrix inverze

12. Definicié. Az A € R™" matrix inverzén azt az A~' € R™"™ matrixot értjiik,
amellyel

AAT=ATA=1,
ahol I az egységmatrix, vagyis egy olyan diagonalis métrix, amelynek a f6atlojaban
1évs elemek mind 1-esek.

15. Tétel. Matriz inverze az alabbi formula alapjdn hatdrozhato meg, ha det A # 0

1
-1 T
= o
det A
ahol 2T az A adjungdlt-mdtriza (FIGYELEM, nem keverendd éssze a mdtriz ad-
Jungadltjaval!ll), amelynek i-edik sordnak j-edik eleme a mdtriz A;; eldjeles aldeter-
minansa.

11. Megjegyzés. A métrix inverzét nagyon ritkdn szamoljuk a fenti tétel alapjan.
Erre vannak joval hatékonyabb modszerek (pl. Gauss-Jordan eliminacio).

2.1.1. Specialis matrixok inverze

o

a_[a b A,l_abfl_l d —b] 1 d —b
e d]’ S lecd]  detA| —c¢ a | ad—bc| —c a
Azaz 2 x 2-es métrix inverzét ugy kapjuk, hogy a f&atlobeli elemeket felc-
seréljiik, a mellékatlobelieket pedig —1-gyel szorozzuk, majd beszorozzuk az

igy kapott matrixot az eredeti matrix determindnsédnak reciprokaval (
(FIGYELEM, a modszer csak 2 x 2-es méatrix esetén miikodik.)

1
T d)-

O Alsoharomszog-matrix inverze alsoharomszog-matrix, fels6haromszog-matrix
inverze pedig fels6haromszog-matrix.

(3]
dy 0 ... 0
. 0 da 0
D = diag(di1, daa, . . ., dpp) = : : 0
0 ... 0 dun



diagonalis matrix inverze a

= 0 0
0 ! 0
1 1 1 Ton
D! =diag(—,—,...,—) = ) 22
g(dn dao dnn> : 0
0 ... 0 4=
szintén diagonéalis matrix.
3. Linearis egyenletrendszerek
13. Definici6. Az
aTi+ ATt ... T, = b= b
a1 X1+ QA92Xo+ ... QopTy, = bg = bQ
Am1T1+  AmaTot ... QupTn = bm - bm

alki rendszert (m egyenletbdl 4116 n ismeretlenes) linearis egyenletrendszernek nevez-
ziikk. Azt az x1, 2o, ..., x, € R szam-n-est, amely kielégit az Gsszes (m darab) egyen-
letet, az egyenletrendszer megoldasanak nevezziik.

12. Megjegyzés. A fenti alak helyett gyakran irjak a linearis egyenletrendszert vektor-
egyenletként a kdvetkezs forméaban.

Az =),

ahol az A € R™*" matrix i-edik soranak j-edik eleme az egyenletrendszer a,; egydit-
thatoja, a be R™ vektor koordinatai rendre az egyes egyenletek jobboldalan taldlhato
értékek és az x € R™ vektor az ismeretleneket tartalmazza.

14. Definici6. Legyen v,,v,,...,v, € R™ n darab vektor és A\, \g,..., A\, €R n
darab szam, ekkor a

U= A0y + Ay, ., Ay, ER™ ER™
vektort a vy, v,,...,v, vektorok egy linearis kombinaciojanak nevezziik.

16. Tétel. A linedris egyenletrendszernek pontosan akkor létezik megolddsa, ha a
jobboldal-vektor elddll az A mdtrix oszlopvektorainak linedris kombindcidjaként.

17. Tétel. Cramer-szabdly
Legyen n=m és legyen det(A) # 0, ekkor a linedris egyenletrendszernek létezik
megolddsa €s az eqyértelmi és az alabbi maodon eld is allithato

ahol D=det(A) és a D; determindnst gy kapjuk, hogy D-ben a j-edik oszlop helyére
a jobboldal-vektort (vagyis b-t ) irjuk.



4. Sajatérték-probléma

15. Definici6. Legyen A € R™*" négyzetes matrix. Ha 1étezik olyan A € R, hogy
valamely v # 0 vektor esetén

Av =\, (2)

akkor A-t az A vektor egy sajatértékének nevezziik v pedig egy a A-hoz tartozo
sajatvektor.

18. Tétel. Ha v eqy A-hoz tartozo sajatvektor, akkor c-v, ¢ € R is eqy a \-hoz
tartozo sajatvektor.

19. Tétel. Ha v, €s vy, \-hoz tartozo sajatvektorok, akkor v, + v, is eqy a A-hoz
tartozo sajatvektor.

3. Kovetkezmény. A fenti két tétel alapjan nyilvanvalo, hogy az A mdtrixz adott X
sajatértékéhez tartozo sajatvektorok, kiegészitve a O wvektorral, vektorteret alkotnak,
ezt nevezik a \ sajdtértékéhez tartozd sajdtaltérnek, jelélése X*.

20. Tétel. A kiilonbozd sajdatértékekhez tartozo sajdtvektorok kilénbozdek, vagyis
XM Xx*2 ={0}.

21. Tétel. A (2) sajdatérték egyenletnek pontosan akkor van a O vektortdl kilonbézd
megolddsa, ha
det(A—\-1)=0,

ahol I az egységmdtrix.

16. Definicié. A k4(\) = det(A— A-1) polinomot az A matrix karakterisztikus
polinomjanak nevezziik.

4. Kovetkezmény. A sajdatértékek a karakterisztikus polinom gyokei.
22. Tétel. Diagondis, vagy hdromszég mdtrix sajdatértéker a fddatloban lévd elemek.

17. Definici6. Az A és B métrixokat hasonlonak nevezziik, ha létezik olyan S nem
szingularis matrix (det S # 0), hogy B = SAS™!. Jelolése: A ~ B.

23. Tétel. A karakterisztikus polinom invaridns a hasonldsdgi transzformdciora,
vagyis det(A— ) =det(B— M), ha A~ B.

5. Kovetkezmény. Hasonlo mdtrizok sajatérétker azonosak.

6. Kovetkezmény. Gyakran haszndlt maodszer a sajdatértékek meghatdrozdsa, hogy
a mdtrizot hasonlosdgi transzformdciokkal specidlis alaki mdtrizra transzformdljuk
(diagondlis-, vagy hdromszogmdtriz).



