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Integrdlszdmitds

Dr. Pap Margit

Bevezetés

Ez a jegyzet a Schipp Ferenc altal irt Analizis I. és Analizis II. jegyzetek folytatasa.
A jegyzetben a matematika tanarképzés szempontjabdl fontos integralszamitds témakor
keriil bemutatasra, figyelembevéve a matematika BSc szak tantervét.

A jegyzetben a kotelezd tananyagon tilmenden néhény olyan rész is szerepel, amely
az ismeretek elmélyitését szolgdlja. Az elméleti anyag mellett sok megoldott és kitiizott
feladatot is tartalmaz, amelyek a gyakorlds mellett az anyag mélyebb elsajatitdsat, a
levelez6 oktatasban az anyag 6nalld elsajatitasat is lehetové teszik.

Az dbrak a jegyzet fiiggelékében talalhatok.

Az abrékat Pilgermajer Akos készitette.

A jegyzet szerkesztésében Horvath Gyorgyné segitett.

Ezuaton is koszonom mindkettéjik munkdjat.

Tovabba koszonom Dr. Eisner Timea preciz lektori munkdjat és észrevételeit.
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1. Egyvéltozds fuggvények hatarozatlan integrdlja

1.1 A primitiv fuggvény fogalma

Tekintsiik az I (I C R) intervallumon értelmezett f : I — R fiiggvényt . Ebben a
paragrafusban a kovetkezo kérdésekre keressiik a valaszt:
A) Milyen feltételek mellett van olyan F : I — R fiiggvény, amelynek a derivéltja az I
intervallumon az el6re adott f figgvény?
B) Hogyan hatdrozhat6 meg egy ilyen tulajdonsigi F fiiggvény, ha ismerjik az f-et?
Ezzel kapcsolatos az aldbbi fogalom.

Definicié. Legyen f: I —R. Az F : I — R fiiggvényt az f primitiv
fliggvényének vagy antiderivaltjanak nevezziik, ha

1) F derivdlhaté az I intervallumon (F' € D(I)) és

2) F'(z) = f(x) (Vzel).

Nyilvanvald, hogy ha F' az f-nek primitiv fiiggvénye és ¢ barmely az I intervallumon
értelmezett konstans fggvny, akkor

(F+o) =F =

alapjan F' + c is primitiv fliggvénye f-nek.
Megforditva, ha Fy és Fy a f fggvny primitiv fliggvénye az I intervallumon, akkor

(I —F)=F-F=f-f=0

figyelembevételével azt kapjuk, hogy F; — Fy allandé. Kovetkezésképpen f primitiv
fliggvényeinek Osszessége valamely F' primitiv fiiggvényébdl kiindulva

{F+c:ceR}

alakban adhaté meg.

A primitiv fggvny fogalma altalanosithato olyan f fiiggvények esetére is, amelyek véges
szamu diszjunkt intervallum egyesitésén értelmezettek. Ebben az esetben azonban nem
érvényes az az allitas, hogy két primitiv fggvny csak egy allandéban kiilonbozik.
Példaul tekintsiik az f : R\ {0} — R, f(x) = 2? fiiggvényt. Ekkor az

3
F,G:R\ {0} =R, F(Jc):%ésa
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3

%—i—l, 2 <0
=13

34—2, z>0

fiiggvények derivélhatdék az R\ {0} halmazon, és ezen a halmazon
Fl(z) = f(z) = G'(2).
A két fliggvény kiilonbsége, a G — F azonban nem az dllandé fiiggvény az R\ {0}-n, mivel

1, <0
2, =>0.

Gz) — F(z) = {

Definicié. Legyen f : I — R olyan fggvny, amelynek van primitiv
fiiggvénye. Az f fggvny primitiv filiggvényeinek halmazat az f
fiiggvény hatarozatlan integraljanak nevezziik, és az

/ f(2)dx vagy / f

Az [ szimbélum az integrél jel. Az integral jel alatt szerepld f fiiggvényt integrandus-
nak is nevezziikk. Ha ismert a f egy F primitiv fliiggvénye, akkor a f hatdrozatlan in-
tegralja:

szimbolummal jeloljiik.

/f(x)dx ={F(x)+c¢,ceR}

A gyakorlatban a hatarozatlan integral felirdsakor a halmaz jel6lésére haszndlt kapc-
soszarodjelek kifrasatdl el szoktak tekinteni.

Azt a leképezést, amely differencialhaté fliiggvényekhez derivéltjukat rendeli differ-
encidl-operatornak nevezziik és a D szimbdlummal jeloljiik, azaz

D:D(I)— F(I), Df=/f" (feD{)),

ahol F(I) az I intervallumon értelmezett fiiggvények halmaza.
A D leképezés
D'(I)={Df: f D)}

értékkészletét alkotjak azok a fliggvények, amelyeknek van primitiv fiiggvénye. A D
leképezés nem injektiv és az f € D'(I) fiiggvény D altal létesitett Esképei, azaz a

D(f) = {F € D) : DF = f}

fliggvényhalmaz az f fliggvény hatarozatlan integralja.
Adott fggvny primitiv fliggvényeinek a megkeresését integralasnak nevezziik.
Az aldbbiakban néhany gyakran el6fordulé fggvny primitiv fliggvényét adjuk meg.
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I. Alapintegrdlok

f:I—R F:T—-R, (ceR) I az ért.tart.
ssz.|integrandus a f primitiv fliggvénye részintervalluma
(F'(z) = f(z), Yo e 1)
1llf(z)=1 Flz)=xz+c¢ ICR
n+1
2/f(x)=2", neN F(as):z+1+c ICR,
a+1
3\f(z) = 2%, aeR\{-1} F(x):z+1+c I C (0;+00)
1 1
= — - C
4| f(x) xf’nEN\{O} F(x) (n—l)-x”—1+c I CR\ {0}
s\f0) = = F) =2y3+c 1€ (05)
6/f(x) =e” F(z)=¢€¢"4c¢ ICR
T
f(z) =a®, a>0, a#1 F(m)zlia—i—c ICR
1
8f(x):; F(z)=In|z| +¢ I CR\ {0}
9/f(x) =sinz F(z) = —cosxz +c ICR
10|f(z) = cosz F(z) =sinz +¢ ICR
1
11)f(x) = =1+ tg’z |F(x) =tgx+c I CR\
cos? x -
{(2k+1)5|kez}
1
12f(a:)=sin2x:1+ ctg?x|F(z) = —ctg x + ¢ I CR\
{km | k € Z}
1 1 T—a
13f(:c):m7a7£0 F(x)—%111x+a‘+c I CR\
{-a;a}
1 1 T
14f(z):m,a7é0 f(x):garctga+c ICR
1
15|f(z) = Tr— a#0 |F(z)= arcsing +c IC (—|al,|al)
1
16f(a:)=\/ﬁ,a7é0 Fx)=In(z+vz?+a?)+I CR
1
17f(x):ﬁ,a7é0 F)=Inlz++vaz2—a|+c [I C
—a
(=00, —a) U (z,+00)
et 4L e % ) et — e
18|f(z) = cosh z = 5 F(z) = sinh T=—— I=R
19|f(z) =sinh x = c _26 f(z) = cosh x% I=R




1. Egyvaltozos fiiggvények hatarozatlan integralja 5

A tablazatban feltiintetett F' primitiv fliggvényeket, ha derivaljuk visszakapjuk a
megfeleld f-et. Példdul az f(x) = ——— flggvény primitiv fiiggvénye F(x) =

Va2 + a?
In(z + Va2 + a?) + ¢. Valéban, ha kiszdmitjuk az F derivéltjdt, akkor a kovetkezSt
kapjuk:

F'(z) = (In(z + Va2 +a?) +c¢) = (x+ Va2 +a2) =

1
T+ V2 + a?
1 T 1

]_+ = =
x+\/x2+a2( \/x2+a2) Va2 +a?

Tehdt [ f(xz)dz = F(x) +c, (c €R).

Felmeriil a kérdés, hogy milyen tualjdonsagu fiiggvényeknek 1étezik primitiv fliggvénye?
A kovetkezOkben a primitiv fiiggvény létezésének egy sziikséges, de nem elégséges
feltételét adjuk meg. Ezért emlékeztetiink a Darboux-tulajdonsag definiciéjara:

f(z) VzeR.

Definicié. Az f : I — R fiiggvény (I C R intervallum) Darboux-
tulajdonsagu, ha két felvett fiiggvényérték kézott minden kézbeesd
értéket is felvesz, azaz minden x1,x9 € I, 1 < X2, és minden f(x1)
és f(x2) koz6 es6 ¢ szdmhoz van olyan € € (x1,x2), amelyre f(§) = ¢
teljestil.

Mivel a Darboux-tétel szerint barmely fggvny derivaltja Darboux-tulajdonsagu, ezért
érvényes a kovetkezo allitas:

1. Tétel. Haaz f fiiggvénynek az I intervallumon van primitiv
fiiggvénye, akkor az f Darboux-tulajdonsagu.

Ezzel a primitiv fiiggvény létezésének egy sziikséges feltételét adtuk meg. (Késébbiekben
megmutatjuk, hogy ez egy sziikséges de nem elégséges feltétele a primitiv fiiggvény
létezésének.) A fenti tételnek azonnali kovetkezménye a kovetkezd két allitds:

1. Kovetkezmény. Ha I C R intervallumon értelmezett f : I — R
fggvny,
fI) ={f(@):wel}

értékkészlete nem intervallum, akkor az f fiiggvénynek nincs primitiv
fiiggvénye.

2. Kovetkezmény. Ha az f : I — R fiiggvénynek van elséfajii
szakadasa, akkor f-nek nincs primitiv fiiggvénye.

Példak olyan fuggvényekre, amelyeknek nincs primitiv fuggvénye:

1) Az
-1, <0
1, x>0

FiR=Rf0) = {



6 1.1 A primitiv fiiggvény fogalma

fiiggvénynek nincs primitiv fiiggvénye.
Valéban, az értelmezési halmaz R intervallum, de az értékkészlet f(R) = {—1,1}
halmaz, nem intervallum. Tehdt az 1. Kovetkezmény alapjan, f-nek nincs primitiv
fliggvénye.
A 2. kovetkezmény alapjan, ha az f : I — R fiiggvénynek van primitiv fiiggvénye, akkor
f-nek csak masodfaju szakadasi pontjai lehetnek.
Az aldbbi példdban olyan fiiggvényt mutatunk be, amelynek 0-ban masodfaju szakaddsa
van, értelmezési tartomanyanak barmely részintervalluman Darboux-tulajdonsagi, de
mégsincs primitiv fiiggvénye.  Tehdt a Darboux-tulajdonsdg a primitiv fliggvény
létezésének sziikséges, de nem elégséges feltétele.
2) Tekintsiik az

0, z <0
fTR=R, f(z)=9 . 1 1
sin— ——cos—, x>0
x x x
fliggvényt.
Nem nehéz belatni, hogy a f fiiggvény Darboux tulajdonsagu.
Mivel az

f1:(=00,0] = R, fi(z) =0,

1 1 1
f2:(0,40) = R, fo(x) =sin— — —cos —
r oz x

fiiggvényeknek van primitiv fiiggvényiik, ezek:
1
Fi(z) =c, Fy(z) = xsin —,
x
ezért, ha az f fliggvénynek lenne F' : R — R primitiv fiiggvénye, akkor
F|(,OO,0] =F+co=c+c:=k és F|(O,+oo) =Fy +co.

Barmely primitiv fggvny derivalhatod, tehat folytonos. Kovetkezésképpen F folytonos
a 0-ban, és igy

F0)= lim F(z)=%k F0)= lm F(x)=cy,

z—0,2<0 z—0,2>0

ahonnan k = co. Tehat ha f-nek a F' primitiv fliggvénye lenne, akkor az F' fggvny a

kovetkez6 alaku lenne:
k, haz <0
F(z) = 1

k+xsin—, haxz>0.
T

Barmely = > 0 esetén
F(z) —
7(37) F(0) = sin l
z—0 T
Mivel az © — sin — fiiggvénynek nincs hatarértéke az x = 0 pontban, ezért F' nem
x

derivalhat6 az x = 0 pontban.

Ez ellentmond annak, hogy F' derivalhté az R-en. Tehat F' nem lehet f-nek primitiv
fliggvénye.
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A kovetkezdkben elégséges feltételeket adunk a primitiv fliggvény 1étezésére. Késébbiekben
igazolni fogjuk a kdvetkezd tételt.

2. Tétel Barmely intervallumon folytonos fiiggvénynek van primitiv
fiiggvénye.

Koénnyen igazolhaté, hogy hatvanysorok osszegfiiggvényeinek mindig van primitiv
fiiggvénye, amely maga is eloallithaté hatvanysor alakjaban. Erre vonatkozik a kévetkezo
tétel.

3. Tétel Legyen a, € R,n € N,zy € R és tegyiik fel, hogy a

o0
Z an(x —x9)" hatvdnysor R :=
n=0

1
lim sup {/|ay|

konvergancia sugara nem nulla. Ekkor az
oo
f(z) = Z an(x —z0)" x € (xo — R,z0 + R)
n=0

utasitassal értelmezett f Gsszegfiiggvénynek az

o}

(1.1) F(z):= Z n?—ll(x —20)"™ z € (39— R,z + R)
n=0

utasitassal adott fggvny egy primitiv fiiggvénye.

B1zoNYiTAS. Mivel az (1.1)-ben szerepl6 hatvénysor konvergencia sugara

1 1
= lim ""/n 4 1limsup == R,
lim sup n+\1/ |C:T_l|1 jax|
n

azért az (1.1) hatvénysorral egy F : (o — R, xo+ R) — R fliggvényt értelmeztiink. Mivel
a hatvanysor Osszegfiiggvénye a konvergencia tartomany barmely bels6 pontjaban de-
rivalhato és derivaltjat tagonkénti derivalassal szamitjuk ki, ezért F' derivalhaté barmely
x € (xo — R,x0 + R) pontban és

o0 a o0
Fl(z) = " _(n+1)(zx—29)" = an(x —x0)" = f(z), Vx e (vg— R,z0+ R),
@)= 3 L0 D )" = Sl )" = f@), Ve € (o~ oo + 1)
ami azt jelenti, hogy F' az f-nek primitiv fiiggvénye. ]

1.2 Miveletek primitiv fuggvényekkel

A differencialasi szabdlyok felhasznédlasaval egyszeriien igazolhaték az alabbi, hatarozatlan
integralok meghatarozasira vonatkoz6 miiveleti szabéalyok:
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4. Tétel. Haaz f,g:1 — R fiiggvényeknek van primitiv fiiggvénye
és A\ valds szam, akkor az f + g és \f filiggvényeknek is van primitiv
fiiggvénye és

Jt@ + g@nds = [ st + [ gla)aa,
/)\f(ac)d:c _ )\/f(:zc)d:c.

Bi1zoNYITAS. Legyen [ f(z)dz = F(z)+c1, (c1 € R) és [ g(x)dz = G(x) +c2, (c2 € R),
akkor az F' és G derivalhatok I-n és

F=f G=g.
Innen kovetkezik, hogy F' + G és AF derivalhaték I-n és

(F+G)=F+G =f+g
(AF) = \F' = \f.
vagyis F' + G primitiv fliggvénye f + g-nek, és A\F primitiv fiiggvénye \f-nek. Tehdt
J(f(@) + g(x))dz = {F(z) + G(z) + ¢, (c € R)}, azaz [(f(x) + g(x))dz = [ f(z)dz +

J g(z)dz és
JAf(z)de = {\F(z) +c¢,c € R} = X [ f(z)dz. [ |

1.3 Gyakorlatok

Hatdrozzuk meg a kovetkezd fliggvények primitiv fiiggvényét (az f értelmezési tar-
tomdanya az a legh6vebb R-beli halmaz, amelyen a kijelolt miiveleteknek értelme van):

1) f(ar)z% 2) f(z) =22 + 22+ 3
3) f(z) =x+% 4) f(z) = z\/z
5) f(w) = 2(a? - 1) 6) f(x) = x3+3x2m— vt
7) f(z) = (x;;)g 8) f(x) = vz
9) f(z) =asinz + beosz 10) f(x):em—i—x?’—i—?—%—l—?)
11) f(z) = % 31372 12) f(z) = 2/ + 22V/x*
1 1
13) f2) = == 1) f() = ———
1 1
15) f(z) = T 16) f(z) = N
1 1
17) f(z) = —5 18) f(x) = N
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19) () = 55— 0 10) = 55 s

21) f2) = 55— 22) fla) = 25_*14:52
1 1

23) fla) = ———— M@ = T ses

1.4. Integralasi eljarasok.

Az alapintegrélok és a hatarozatlan integralokra vonatkozé miiveleti szabalyok mellett
a hatarozatlan integralok kiszdmitasakor még két mésik integralasi szabdlyt szoktunk
alkalmazni. FEzek az G.n. parcialis integralas szabalyai és az integralas helyettesitéssel.

1.4.1. Parcialis integrdlds szabalya.

A szorzatfiiggvény derivaldsi szabdlyabol kovetkezik a

4. Tétel (Parcidlis integralds szabdlya.) Legyen f,g két de-
rivalhaté fggvny az I intervallumon (f,g € D(I)). Ha az f'g
fiiggvénynek van primitiv fiiggvénye, akkor ¢’ f-nek is van primitiv

fiiggvénye, és
/fg'=fg—/f’g~

BizoNYiTAs. Mivel f,g derivalhatok, és (fg) = f'g + fg', ezért fg' = (fg) — fg.
Tehat az fg' fggvny felirhaté két olyan fggvny kiilonbségeként, amelyeknek van primitiv
fliggvénye, kovetkezésképpen fg'-nek is van primitiv fliggvénye, és

[t9=[war=[ra=ts- [ 1
|

Ezzel a tétellel az fg’ fggvny primitiv fiiggvényének a meghatdrozdsat az f'g primitiv
fliggvényének a meghatarozasara vezettiik vissza. Ez a mddszer akkor hatékony, ha
J f'g egyszeriibb mint [ fg’. Az aldbbiakban bemutatunk néhény fontos esetet, amikor
a primitiv fliggvény meghatarozhaté parcidlis integralassal.

1. Tipus

/P(Jc)e‘”“clalc7 a # 0, ahol P(z) egy polinom.

Ebben az esetben az f(z) = P(x), ¢'(x) = e*® szereposztédssal célravezetd a parcidlis
integralas. A kovetkezd feladattal szemléltetjik az eljarast.
la) Hatdrozzuk meg az [ we®dx hatdrozatlan integralt.
Az f(z) ==z, ¢'(x) = e* (x € R) valasztds esetén f' =1, g(z) = e”, és igy:

/:Ee‘”dx—/fg—fg /fg—xe /e””dx:xeife$+c, (ceR).
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Ha az integrandusban az e” mellett szereplé polinom n-ed fokt, akkor a parcidlis
integralast egymasutan n-szer alkalmazva jutunk eredményhez.
1b) Példdul:

/zzexdx:/xz(e“’)’dx:IQe“’f/(x Yeldr = z%e” 2/ () dx =

= 2%e® — 2(ze” — /(x)’e“ﬂdm = 2?%e” — 2ze” + 2e" + ¢, c € R.

2. Tipus

/P(w) In zdz, ahol P(x) egy polinom.

Ebben az esetben az ¢'(x) = P(x), f(x) = Inx szereposztdssal célravezetd a parcidlis
integralas.

2a) Hatédrozzuk meg az [ 2™ Inzdz hatdrozatlan integralt.
Legyen f(x) = Inx, ¢'(x) = 2™ (x > 0) és tegyiik fel, hogy n # —1. Ekkor g(z) =

anrl
f z"dr = paE x > 0 és parcidlis integraldssal a kovetkezot kapjuk:
n

/l’ lnmdl’—/fg—fg /fg— /zrjllida:

$n+1 anrl
= 1 dx Inz — R).
n—i—ln /n—|—1 Tl (n—|—1)2+c’ (c€R)

Ha n = —1, akkor g(z) = Inx,x > 0, ebben az esetben

/ln—xdx—ln m_/lnx

A fenti Osszefliggés a keresett [ medm fliggvényre egy egyenlet. Ezt megoldva

/lnx ln z+e¢ (ceR).

2b) Hatdrozzuk meg az [ Inada-et. Legyen ¢'(z) = 1, f(z) = Inz, 2 > 0. Ekkor g(z) = ,
7'(2) = 1/a.

1
/1lnxdz:zln:rf/zfdz:xlnxforc, (ceR).
x

3. Tipus

/e‘” sin bxdx vagy /e‘” cos bxdzx.

A fenti integrdlok esetében ha a szorzat barmely tagjat jeloljuk f-el a masikat meg g'-tal
az eljaras célravezeto lesz.
A kovetkez6 feladattal szemléltetjiik az eljarast.
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Hatdrozzuk meg az [ e” sin xdx hatdrozatlan integralt.
Legyen f(z) =sinz, ¢'(z) = ¥, x € R. Ekkor f'(z) = cosz, g(x) = €”.

/em sinxdr = e sinx — /ex cos xdx.
Az [ € cos zdx meghatdrozasa érdekében, alkalmazzuk még egyszer a parcidlis integralds
szabélyat az fi(x) = cosz, ¢'(x) = e* szereposztdssal. Ekkor fi(z) = —sinz, g(x) = e*
tovabbé
/ex sinxdr = e*sinx — /ex cos zdx =

=e“sinz — [e” cosz — /(— sinx)e®dz] =

= e sinx — e cosx — /sinxerda:.

Tehat:

/eI sinzdr = e sinx — e* cosx — /sinxe“”dx
Ahonnan: )

/em sinzdz = 5(6"C sinz —e®cosz) +¢,c € R.
4. Tipus

’Az integral jel alatt valamely inverz trigonometrikus fiiggvény szerepel.

Hatdrozzuk meg az [ arctg zdz 2 € R integralt.

1
Legyen f(z) = arctg z,¢'(z) = 1,2 € R. Ekkor f'(z) = ﬁ,g(x) =z
x
/arctg xdy = /f(x)g’(x)dx = x arctg ¥ — / %de.
' T
Mivel ( In(2? + 1)) = i ezért

1
/arctg xdx = /f(a:)g'(z)da: =z arctg x — B In(z? +1) +c,c€R.

1.4.2. Példak

Parcialis integralassal hatarozzuk meg az alabbi integralokat:
1) [2*Inzdx 2) [In®xdx
3) [2*In*wdx 4) [x?e*dax
5) [(2® —22% + 1)e“dx 6) [(2* — 2z)chz dx
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7) [ x? cosz dx 8) [sin?xdx

9) [sin" zdx 10) [ cos® zdx

11) [cos" zdx 12) [a™e**dx

13) [e”sin2zdx 14) [ e** cos fz dx
15) [e*(sinz — cosz) dx 16) [ arcsinz dx
17) [z arctg zdx 18) [ zarccosz dx

1.4.3 Integrdlds helyettesitéssel

A kozvetett fiiggvény derivaldsi szabalyabol adodik a kovetkezd tétel.

5. Tétel. (Integrdlds helyettesitéssel) Legyenek I és J intervallumok
és tekintsiik az
p:I—-J f:J—-R

fiiggvényeket, amelyek a kévetkezG tulajdonsdgokkal rendelkeznek:
a) o derivdlhaté az I intervallumon,
b) legyen F a f primitiv fiiggvénye,

ekkor az (f o p)¢’ fiiggvénynek az F o ¢ fiiggvény primitiv fiiggvénye,
kévetkezésképpen

/(f0¢)¢’=FO<p+C7 (c€R).

B1zoNYiTAS. Mivel f-nek az F primitiv fiiggvénye a J intervallumon ezért F' derivalhaté
és F'(x) = f(x), Vo € J.

Figyelembe véve, hogy a ¢ derivalhatd I-n, ezért F o ¢ is derivalhatd I-n és a fggvnyek
kompozicidjara vonatkozé derivélasi szabdly alapjan

(Fop)(t)=F'(p) ¢ (t) = fp(t) - ¢'(t), Vt € L.

Tehdt az F o fiiggvény az (f o)y’ primitiv fliggvénye, azaz [(fop)y’ = Fop+e, (c €
R). n

A kovetkezOkben néhany példan keresztiil bemutatjuk a helyettesité moddszer alka-
Imazdasat.
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1.4.4 Példak

1) Hatédrozzuk meg az
/(at +b)"dt, a#0,n#—1.

integralt.
Legyen ¢(t) := at + b, f(z) = ™. Ekkor ¢/(t) = a és az integraljel alatti kifejezés
felirhato

Jtatvran = [ pewne o
xn+1
n+1

alakban. Mivel az f(x) = 2™ fiiggvénynek F(z) = primitiv fliggvénye, ezért az

elobbi tétel alapjan

/(at+b)"dt: F(pt) +c= L ~M +e¢, (ceR).

T a n+1

/tg tdt te (—gg)

<] t
Atgt= Lnt alakot frva, legyen cost = p(t), ekkor ¢'(t) = —sint és legyen f(z) =

2) Hatdrozzuk meg

integral.

cos
1/x. Tehdt az integraljel alatti kifejezés felirhat6

sint _ @' (t) o /
/costdt N / o(t) dt = /f(<P(t))<P (t)dt

alakban. Mivel az f fliggvénynek a F(z) = In|z| egy primitiv fiiggvénye, ezért

/tg tdt=—F(p(t)) +c=—In|cost| +¢, (ceR).

3) Hatdrozzuk meg
1
sint

integralt.
1. Médszer. Azért, hogy az integral alatti kifejezést f(p(t))¢’(t) alaka fiiggvényként
irjuk fel, a kovetkez6 atalakitast végezziik

1 sint sint

sint sin%t 1 —cos2t’

Jeloljik ¢ := cost, ¢'(t) = —sint, legyen f = =2 amelynek a F(z) =
—x
1 rz—1 e eis g .
——In egy primitiv fiiggvénye. Ekkor
2 |z+1

= [ £ Gt = [ ftetneo -

sint ©
cosx — 1

R).
cosx—i—l‘—i_c’ (c€R)
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2. Médszer A kovetkez6 dtalakitdasokat is végezhettiik volna

1 N Y GE)

sint 2t (t/2)  tg (¢/2)
1+ tg 2(/2)

t 1
Ha o(t) = tg 5,]"(3:) == jelolés hasznéljuk, akkor F(x) = In|z|, és a helyettesitési

1
sint

moédszer alapjan

t
tg 2‘ +¢, (c€R).

Megjegyzés

A kiilonb6z6 médszerek alkamazédsa sordan kapott eredmények latszélag kiillonbozbek, azonban megfeleld
atalakitdsokkal ki lehet mutatni, hogy a kapott eredmények egymastdl legfeljebb egy konstansban térnek
el.

4) Hatdrozzuk meg
/\/1 Tt dt, te(—n/2,7/2),

integralt.
A kovetkez6 atalaktast célszerii végezni:

1+ tg?t
/\/1+tg2t dt = [ =8 g
V1+tg2t
Legyen ¢ : (,I’ E) SR () =gt () = 1+ tg %, [ R >R, f(a) = ———.
2°2 V1+ a2
Ekkor F(z) =In(x + /1 4 2?) az f primitiv fiiggvénye és

/\/1—|— tg2tdt—/\/%dt—/f(go(t))@’(t)dt_
— F(p(t)) + c=1In (tg t+ \/1+tg2t> +e, (ceR).

Az 5. Tétel néhany specidlis esetét a f konkrét megvalasztdsaval a paragrafus végén
tablazatban foglaljuk Gssze.
Az elsé helyettesitési mddszer esetében igyeksziink az integraljel alatti h(t) kifejezést

h(t) = f(e(t)¢'(t)

alakban felirni. Ekkor a h egyik H primitiv fliggvényét az f fliggvény F primitiv
fliggvényébol az I és ¢ Osszetett fliggvényeként kapjuk

H=Foop.

Vannak esetek, amikor konnyebb a h = (f o )¢’ fiiggvény primitiv fiiggvényeit megk-
eresni, mint az f fiiggvény primitiv fliggvényeit. Ilyenkor bizonyos feltételek mellett az
eldzé tételt forditott irdnyban alkalmazzuk : megkeressiik a h = (f o @)@’ fliggvény H
primitiv fliggvényét, F-et H-bdl ugy kapjuk meg, hogy:

F=Hoyp L
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Azért, hogy az eljaras minden 1épése helyes és elvégezhet legyen, a kdvetkezd feltételeket
kell kirénunk:

6. Tétel (Mdsodik helyettesitési mddszer)
Tekintstik az I és J valos intervallumokat és az

p:I—-J f:J—=R
fiiggvényeket, amelyek a kévetkezb tulajdonsagokkal rendelkeznek:
a) ¢ bijektiv, derivdlhaté és a derivalt fiiggvénynek nincs valds gydke
az I intervallumon,

b) ah = (f o)y fiiggvénynek van primitiv fiiggvénye, legyen ez H,

ekkor f-nek a H o p~! egy primitiv fiiggvénye, vagyis

/f(x)dSU:HOtp_l(x)—kc,ceR.

BizoNYiTAS. Mivel H primitiv fiiggvénye h-nak, H derivdlhat6 és H' = h = (f o )¢’
Az a) tulajdonsdg alapjan a ¢! inverzfiiggvény derivalhaté a J intervallumon, tehdt
H o o1 derivdlhaté a J intervallumon és

(Hop ™) (2) = H'(¢7 (@) (7" (2) = (fo )¢ (@)@ (¢ (@) (¢! (2) =

= f(@)¢ (¢ (z ;: T T .

Tehat H o p~! az f egyik primitiv fiiggvénye. [ ]

Megjegyzések

1. Az a) és b) tulajdonsdgok helyettesithetk a kvetkez6 erésebb feltételekkel:
a’) ¢ bijektiv, derivdlhatd, a derivalt folytonos és a derivélt fiiggvényének nincs gyoke az I interval-
lumon,
b’) f folytonos a J intervallumon.
Az a’) és b’) tulajdonsagu fliggvények esetében a két helyettesitési mddszer egyenértékii.
2. Ha az f fiiggvény primitiv fiiggvényét meg tudjuk hatarozni az alapintegrdlok, a parcidlis integralas
vagy a helyettesitési mdédszer segitségével, akkor azt mondjuk, hogy az f elemien integralhatdé.
3. Vannak olyan fiiggvények is, amelyeknek van primitiv fliggvényiik de az nem hatirozhaté meg
az el6bb felsorolt mddszerek egyikével sem. Az ilyeneket elmien nem integrdlhaté fiiggvényeknek
nevezziik. Ilyen példdul az f(x) = e=*?. Ha az elemien nem integrdalhatoé fiiggvény egy hatvanysor
osszegfliggvénye, akkor a 3. Tétel alapjan meg tudjuk hatarozni a primitiv fiiggvény hatvanysorba
fejtését.

Példak
Szamitsuk ki a kovetkez6 fliggvények primitiv fiiggvényeit:

2x
/ € dx.
1+e*

)
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2z

Az f: R — R, f(z) = = folytonos fliggvény. Legyen e® = ¢, innen x = Int.

Legyen ¢ : (0,4+00) — R, ¢(t) = Int. Ez a fliggvény bijektiv, az inverz fliggvénye

1
'R — (0,00) t = o7 1(z) = €%, derivéalhaté: ¢ (t) = te (0, 00) és derivéltjanak
nincs gyoke.

Megkeressiik az
fle(t) - ¢'(t) = -
P T T T 1+

fliggvény egy primitiv fliggvényét, amelyet H-val jeloltink:

[y da= [ a= [Fa- [ =

=t—In(l+t)+c=H(),ceR.

Innen a 6. Tétel alapjan

2x
€ o —1 R x
/1+€xdx—H090 () =€® —In(l1+4¢€*) +c,ceR.

1
Roviden: e =t =z =Int, do = n dt, tehat

2z t2
/ ¢ da::/
1+4e* 14+
:el'_

1
t 1
In(1+¢€®)+xz+c,ceR.

~dt=t—In(l+t)+c

1
/72dsc, x> 0.
z(1+4In*x)

Roviden: t =Inx = z = €t, dv = eldt.

1 1 1
/x(1—|—ln2x) v /et(1+t2) ¢ 1+ 2

=arctgt +c =arctg(lnz) +¢,c € R.

) [ Va? —a? z € (—a,a), a pozitiv.
Legyen ¢ : ( 72r’72r — (—a,a) ¢(t) = asint, a > 0, ¢ bijektiv, derivalhat6 és
t) #£0, Vte( g,g) x):arcsing;
= ) (t)dt = Va2 —a?sin®t - acost =
9(t) = ¢(et))e
= a2 cos? t,

/ " /f /QQCOSQtdﬁaQ/HCTOS%dt:

= 2( +sintcost) +c=G(x),c € R

a? T [ a?
[ f@)dz = G~ (z)) = 5 <arcsina—|—a 1—) +c,ceR.



1. Egyvaltozos fiiggvények hatarozatlan integralja

17

v . . . a
Roviden: x = asint = t = arcsin —, dx = acostdt

x
/\/a2—x2dx:/\/a2—a251n2t~acostdt:/aZCOSQtdt:

1 2t a?
:a2/+(3%:%(t+sintcost)+c:

a? L oz 22
= —|arcsin—+ —\/1—— | +c,c€E.
2 a a a?
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Hatarozatlan integralok tablazata
o : I — R folytonosan derivalhaté fiiggvény, c € R

(14) J

(15) J

1) [¢"(@) dar—@::(f)ﬂ, neN
2) [ % (2)¢! (z)da = ‘p:j(f) +e aeR\{-1}, () C (0,00)
(3) [a*@ ' (z)dw = a;(:) +e,  aeRL\{1}.
@) [ “Z((f)) de =ln|p(@)| +¢, pla)#£0, Vo el
(5)[@25)(”3_)&2 ZQZn\iEiilZ o(z) £ +a, Ve € I, a £ 0
© fwggg S PN:T O
7) [ ¢(@)sinp(e)de = —cos p(x) + ¢
8) [ ¢'(z)cosp(x)dr =sinp(x) + ¢
) [ Cof;(:()x) dz = tg o(z) + o(z) ¢ {(% + 1)%’ ke Z}, Ve el
0) [ Suf o — ctg o(z) + o) ¢ {kr | keZ), Vo el

(1) [¢'(x) tg

(12) [¢'(x)

ctg(p(z))de =In|sing(x)| + ¢, @) ¢ {kr|keZ}, Vel
— (@) + VE@ +a +e, a0
S C) N In |p(x) + v/?(x) — a?| + ¢, #ll) ¢ (~co, ~a) vagy
20 oI) < (a,00),0> 0
__ 2@ 4~ aresin @ te,  a>0, o(I) C (—a,a)

(p(x))dr = —In|cos¢(z)| + ¢, w(m)¢{(2k+1)%‘k€2}, Ve el

a? — ¢*(x)
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1.4.5. Gyakorlatok

A helyettesitési modszert alkalmazva hatarozzuk meg a kovetkezo fiiggvények primitiv

fliggvényeit:
1) [ cos(3t —1)dt

3) [
5) [
Uy}

dx

9 fxlnx

11. [2zsin(l + 2?)dx

2

It
sinx

1+ cos?x o

1+tg’z
tgx

dz

dx

13. fsin3 x cos? dx
15. [
sin 2x

17. | ———dx
f sin?z + 4

sinx + cosx

sinx — cosx

x
19. | ——=dx
J Vv1—z24

2) [2t(t3 +1)5dt
83 + 62
4 -
Vi 5™
1
6
) f COS T

8) [ 2% dx

Inz

10 —d

) P
12. [sinz cos® zdx
14. fsin3 xdx

16. [(tgz +tg® z)dx

sin 2x

18. | ——=dx
J V1 —costz
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1.4.6. A racionilis fliggvények integralasa

1. Elemi tortfuggvények

Definicié. Elemi tortfiiggvénynek nevezziik az 1. f(z) := apz™+an_12" 14 -+ajx+
ap, T € R;
2 f@) = D (n € N) 0
. fl) i =———— (n x # a;
(z —a)" ’
Az + B

3. =——
/(@) (az? + bx + )™
alaku figgvényeket.

n €Nt (b2 —4ac <0),z €R

Tétel. Barmely raciondlis fiiggvény felbonthaté véges szami elemi
tortfiiggvény Gsszegére, vagyis, ha

ﬁIHRﬂ@:g% (Q(x) #0, Va € 1)

racionalis fiiggvény, ahol P és () relativ prim polinomok, és ) valds
egyltitthatos irreducibilis tényezGkre bontasa

Qz) =(z —a))™ ... (x — am)* (2% + prz + q)* ... (2 + ppz + ¢,)""
(2% + piz + q; = 0-nak nincs valds gydke, i = 1,n),

akkor
m A(l) A(i) A(i.
= L 1 2 {677
f(x) (fE) + v (x _ az)a’ (m _ ai)o‘l_l T —a
j=1 (@ +pjr+q;)% (2% +pjo+q;)%! 22 +pix+ qj

(L polinom, A;ci),B}(Lj),C}(lj),pj,qj €R, p? —4q; <0).

Bontsuk elemi tortfliiggvények osszegére az f : I — R raciondlis fiiggvényeket:
1) f(@) Tr+4
x) = .
23 4 22 — 8z — 12
Megoldds. Ha a szdmldlé fokszdma kisebb mint a nevezé fokszdma, akkor L(z) = 0.
El6szor a nevezot valés egyiitthatds irreducibilis tényezok szorzatdra bontjuk.
23+ 2% —8r — 12 = (z + 2)%(z — 3), igy

Tx +4 A B C

@+22(z—3) @+2’ "z+2 z-3

Az A, B, C valés dllanddékat a hatarozatlan egyiitthaték médszerével szamitjuk ki:

Tx+4 :A(m—3)—|—B(x+2)(m—3)+C(m+2)2'
(x4 2)2%(z — 3) (x4 2)2(z — 3) ’
Tr+4 _ (B+C)2*+ (A—B+4C)z + (—3A - 6B+ 4C)

(x+2)2(x—3) (z+2)2(z—3) ’
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ahonnan a
B+C=0
A—-B+4C =7
—3A—-6B+4C =14

egyenletrendszert kapjuk, melynek megolddsa: A =2, B = —1, C' = 1. Tehét

2 1 1
1@ =i a2 toss

%) fla) = x* — 1423 + 2922 — 262 + 9
T T @2 —r + 123z — 2)

Megoldds.

o — 1423 +292° — 260 +9 Az + B Cx+D . E
(22 -2+ 1238z -2)  (@2—2+1)2 22—2+1 3z-2

A hatédrozatlan egyiitthaték médszerével azt kapjuk, hogy

A=2 B=0,C=0, D=—-4, E=1, tehét
2x

4 1
f(x): 2 - + .
(x2—2z+1)2 22—z+1 3x-—2

3) () 2z 4 627 + 922 + 1
x) =
(x+1)3
Megoldds. Ha a szamldlé fokszama nagyobb mint a nevezd fokszama, akkor elészor
elosztjuk a szamldlot a nevezovel. A maradékos osztds tétele alapjan

P(z) = L(x) - Q(z) + Pi(x), ahol gr P, < gr Q. Ekkor

P = H2) QCS:(C;)JF P@) )+

P (x
A fenti kifejezésben a 1(2) tort szamlaléjanak fokszama kisebb mint a nevezo fokszdma,

ezért a felbontds az el6z6 példakhoz hasonléan torténik.
A szamlalét a nevezdvel osztva, azt kapjuk:

322 -2z +1
— 2 _—
o) =24 =y
322 —2x 41
% elemi tortekre bontésa:
T
32 —2r+1 B A 4 B n C
(x+1)3  (2+1)3  (z+1)2 z+1°

A hatérozatlan egyiitthaték mddszerével szamolva
A=6, B=-8, C =3, tehat

flz)=2z+ 0 i + 5

@t 1P @rl? ol
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2. Az elemi tortfiiggvények integralasa

LAz f: T >R, z— a, 2" +ap_12" "+ - -+ a1x + ap polinomfiiggvényt tagonként
integraljuk.

Példa
5 3 2 3 7 1
/(3x4—7o:2—|—x+2)da: = 3% —7%—!—%—!—21:4—0 = 5x5—§z3+§—x2+2m+c,c eR.
A
I Az f: 1 - R, z — Goar (n € N* I C (—o0,a) vagy I C (a,+0o0)) fiiggvény
integrélasa:
a) Han =1, akkor [ dr=Aln|z —a|l+c¢,ceR.
xT—a
A A 1
b) Ha n > 2, akkor [ dx = — . +ec,ceR.
(x —a)” n—1 (z—a)!
Megjegyzés
Ha f(z) = m (m # 0) alakd, akkor f(z) = % - @ _la)n, ahol % = —a. Tehdt az f(z) =
% raciondlis fiiggvény integrédldsa visszavezethetd az elébbi esetre.
mx + p)™
Példak:

Szamitsuk ki a kovetkez6 fliggvények hatdrozatlan integraljat:
1
Megoldds. Legyen p(x) =x — 3, ¢'(z) = 1.

[t@ds= [ @) @)

Il
|
w
S
&
&
_l’_
o
|
|
|
w
Jr
o
o
m
=

7 5
2 = ——— —00, —— 3
) f(@) (2x+5)3’$€( ’ 2)
Megoldds. Legyen ¢(x) =2z + 5, ¢'(x) = 2.

/f(:v)dx = g/ap_?’(:r)go'(x)dx = g . %24,0_2(:5) +c= 1 m +c,ceR

Axr+ B

— € N*, A = b? — 4dac < 0) fii ¢
(ax? 4+ bx + )™ (n ac ) fliggvény

III. Az f : I — R, f(x) =

integraldsakor elészor az ax? + bx + ¢ = a

b\ A
(:c + > — ] atalakitast végezzik

2a 4a?
el. At = x4+ — valtozdcserével az aldbbi tipusu integralokra vezetjik vissza a
a
fliggvény integrélasat:
1 x
Vet D et

c) f%dw d) f(id:r n # 1.

x2 + a?)n
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Az a) integrdl az alapintegrdl szerint:

1 1 T
/md.ﬁr:a arctg E+C7CER.

A b) és c) integralokat helyettesitéssel szamitjuk ki. Legyen ¢(z) = 2% + a2, ekkor
o' (x) = 2,

1 ! 1
/de—f/(p(x)dm:§1n(x2+a2)+c,ceR.

2+a2 " 2] o)

| Gt =3 [ ¢@) e e = g e e (£ 1)

x2 + a2)n (332 + a2)n71

A d) tipust integralt egy rekurzids osszefiiggés segitségével hatdrozzuk meg. A rekurzids
Osszefiiggéshez parcialis integralassal jutunk.

1 1 a? 1 2 +a® — 2?
In - d = —5 ’d = — 7d =
/ (22 + a?)" T / (22 +a?)" T / (z2 +a?)n v

1 7 1 / 2z%dz
a2 T 9,2 (22 + a2)"”

A parcidlis integralds alapjan ez utébbi integral a kovetkez6 alakra hozhaté (f(x) =
z,9'(z) = 22 /(2% + a®)" jeloléssel)

2zdr z 1 dx _
/(z2+a2)" T (1-n)a?+a)" 1 1 fn/(zQJraQ)"*l N
T 1,1
(1-n)(@2+a®)1 1-n

kovetkezésképpen

T 2n—1
I, = I, =2,3,....
" 2(n—1)a2(a? 4 a2)n! * 2(n —1)a2™" L=

Mivel I;-et mar kiszamitottunk, a fenti rekurzié segitségével I, kiszamolhaté barmely
n=2,3,... értékére.
Az + B

AlJy,=[————dz, (n>1A=0b*—4ac < 0) integrdl kiszdmitdsa visszaveze-
(ax? + bx + c)»
thet6 az I,-re a kovetkez6 atalakitasokkal:
2B 2B
A an—&——a A 2a:r—|—b+—a—b
= — / A =2 A dx =
" 2a ) (ax?+br+c)m 2a (az? + bz + )™
A ) ! bA d
i/mdﬁ(&i)/ z ,
2a ) (ax?+ bz + c)» 2a nl(+ 3)2 " ﬁ]n
2a 4a?
b
Az utébbi integralban az y = x + % vatozdcserét elvégezve az
a
A bA b
Jn = B——)I, —
2a(1 —n)(az? + bz + ¢) 1 + 2a) (+ 2a)
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eredményre jutunk.

Példéak:
Szamitsuk ki a kovetkez6 fliggvények hatarozatlan integraljat:
1
1. = -———=,zcR.
F@) = e

Megoldds. Felhasznaljuk a 3. b) pontban felirt rekurzids &sszefiiggést:

1
I = [ ——dz=arctgz +c,c € R;

2+ 1
1 1 T 1 T
L= ———do == — I e t R:
2 f(x2+1)2 x 2<x2+1+ 1) 2<x2+1+arch>—|—c,ce ;
1 1 T
L= [ dr=-|—" 35| =
I Gt = [

—1 ;v —|—§ v +arctgz || +c,ceR
o 2\z2+1 g ’ '

4| (224 1)2
Tehat ) 5 5
x x
/f(l')dxzjgzzm+§ x2—|—1 +§arctgx+C,C€R.
1
2. == R.
f(@) x2+3x+4’x€ . 3
Megoldds. A =9—-16 = -7, f(x) = T 7 CAt = x+§, dt = dx helyettesitéssel
T + 5 + Z
az f fliggvény integréljat a kovetkezd integréalra vezetjiik vissza:
1 2
/ dt = ﬁarcth\ﬁt—i—c,ceR
V7 7 7
Pl

tehat

/f(x)dm _2VT ety 27 (r + z) 2V7 V7(2z +3)
7

+c= - arctg +c,ceR.
3z —95
3. =0
f(@) 222 + 62+ 5’
Megoldds. A nevezé diszkriminansa: A = 36 —40 = —4, a nevez derivéltja: (222 + 6z +
5) =4dx +6.

r €R.

4<x—g>+6—6
/ dx

222 4+ 6x + 5
/ 4xr + 6 dx—g/ 1 e
222 + 62 +5 2 202 + 6z +5

40+ e, 2
L= | ;5——F—dr= =1 = In(2 R.
' /2x2+6$+5 * /gp(x) np(x)] +c=In(22” + 62 +5) +c,c €

o(r) = 222 + 62 +5, ¢ () = 4x + 6.

JECCZE

= W




1.

Egyvaltozos fiiggvények hatdrozatlan integralja 25

1 1 1
Iy = _— — — d =
2 /2x2+6x+5 2/ N2 /1N
(+3) - (3)
1 3
:2-2arctg2<x+2>+c:arctg(2a:+3)+c,c€R.

Tehat

1 1
/f(x)d:v = zll — ?9[2 = Zln(?xQ +6x+5)— 59 arctg(2x +3) +c,c € R.

1.4.7. Trigonometrikus fuggvények racionalis kifejezéseinek

integraldsa

1. Egyszeriibb tipusok

1. a) sin® ! z cos® x alakn kifejezések integraldsakor a kovetkezd dtalakitdsokat végezziik:
sin?" 1 g cos® x = sin 2 sin®" z cos® x = sin (1 — cos? )" cos” x.
A hatvényozds és a szorzds miiveleteket elvégezve, az f(z) = cosz, f'(z) = —sinx

jelolést haszndlva, az Osszeg minden egyes tagja Af™(x)f'(x) tipusi lesz, tehédt az
integralas tagonként elvégezhetd lesz.

Példak: 1. a)-hoz

. [sin® zdx = [sinzsin® vdr = [sinz(1 — cos® z)?dx =

[sinzdz — 2 [sinx cos? zdz + [ sinx cos® xdx =
—cosz+2 [ f'(z) fA(z)dz — [ f'(x)f(z)dx =

2 . 1 2 . 1
fcosx+§f3(x)fgfs(x)+c:cosx+§coijfgcos5x+c,c€R.

2

[sin® rcoszdr = [sinasin®zcoszdr = [sinz(l — cos?z)coszdr = |[sinaxcos

zdx— [sinzcos® wdr = — [ f'(z) f(x)dz+ [ f'(x) f*(z)dx = —%f2(x)+if4(x)+c =

1 1
ficosszr icos4x+c,c€R.

2n+1

cos zsin® 2 alaku kifejezések integraldsakor a kovetkezd atalakitést végezziik

k

cos®™ L zsin® & = cos  cos®™ zsin® x = cos 2(1 — sin? )" sin” z.

A Kkijelolt miiveleteket elvégezve, az f(x) = sinz, f'(z) = cosz jelolést haszndlva,

az Osszeg minden egyes tagja Af™(z)f'(x) tipusi lesz, tehdt az integrélds tagonként
elvégezhetd lesz.

Példék 1. b)-hez:

. [cos®zdr = [cosxcos? zdr = [cosx(l — sin®z)dr =

= [cosxdr — [ coswsin® zdx

:sinm—gsin3x+c,ceR.
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2. [cos® zsin® zdr = [ cosz cos? zsin® zdr = [ cosz (1 — sin® )% sin® zdr =

= [coszsin® zdr — 2 [ cosasin® zdr + [ coszsin® zdr =
1 . . .
= gsm?’mf gsm5x+ ?sm7x+c,c e R.
1. ¢) Ha az integrandusban a szinusz és a coszinusz is paros hatvdnyon szerepelnek, azaz

sin®" z cos?™ x kifejezést akarjuk integralni, akkor a kétszeres szogfiiggvényeire tanult
azonossagokat hasznaljuk az integrandus atalakitdsara, azaz az

. 1.
sinxcosx = 551n2x

. 9 1 —cos2x

sin“z = ——
2

9 1+ cos2x

oS = ———.

Osszefiiggéseket.
Az [ sin?" x cos®™ xdx integralban elvégezve a fenti 6sszefiiggések alapjan az dtalakitdsokat
az 1l.a) vagy 1.b) tipusu integralok kiszdmitdsa lesz a feladat.

Példak 1. c)-hez:

1—-cos2 1 1 1 1
1. fsinzxdx:f¥dx=ix—§fcos2xdas=§x—zsin2m—|—c,c€R.

1 52 1 1 1 1 1
2. [costzdr = I(M)de = f(z + 5 cos 2r + ZCOS2 2z)dr = Vi Zsian +
1.1 4 1 1 1 1
nydm: Zac—l—isin2x+§x+§sin4z+c,ceR.
in” 2
3. [sin®zcost zdr = [(sinz cosz)? cos? vdx = | e e

1 .1- 4z 1 2 1 1
T Zf C;S ‘ +c20$ xélx: 1—62f(1+cosix—cos4x—0052fcos4x)dx = E(m—i—
%sin2x - Zsinllx - f%dx) = E(x—k 58111236 - Zsinéla: - EsinGm—F

Zsin2x) +c,ceR.
A fenti példdban taldlkoztunk az [ cosax cosbrdz tipust integrallal és ldttuk, hogy

kiszamitasakor a koszinuszok szorzatat kifejeztiik koszinuszok Osszegével. Az eljaras
altaldban is alkalmazhaté. Az

/ cos ax cos brdr, / cos ax sin bxdz, / sin ax sin bxdx

integralokat gy szamitjuk ki, hogy el6szor az integrandus alatti kifejezéseket atalakitjuk
a kovetkez6 trigonometrikus azonossagok segitségével

1
cos ax cos bx = i(cos(a + b)x + cos(a — b)x)
1
sin az sin bx = fi(cos(a + b)x — cos(a — b)x)
1
cos az sinbxr = i(sin(a +b)x — sin(a — b)x),

majd tagonként elvégezziik az integralast.
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2. Az [ R(sinz,cosz,tgx,ctgr) (ahol R egy raciondlis kifejezés) alakd integralok
kiszamitaskor mindig célravezeto a

t— 1t g 2 2t 1—¢? tat 2t
- - Xr = —7F Sy = ——x COS L = ——— =
) 1+ 1+ 1+ T
. t2
C =
(Y
helyettesités.
Példak:
_ . 1+coszx T . [
1. Szémitsuk ki az [ —————dz z € (0, 7> integralt.
1 —sinz 2
Elvégezve a fent leirt valtozo cserét a kovetkezét kapjuk:
1—¢2
1+cosz 1+1+t2 2 2 2
/7,@:/ dt:/iidt.
1 —sinz o2t 14t (1—-1)21+1¢2
1+¢2

Az integrandus t-ben raciondlis tortfliggvény, amit parcialis tortekre bontunk.
2 2 A B Ct+D

(1—t)21+82  (t—1)2 N (t—1) e
4=AL+1)+Bt—-1)(t>+ 1)+ (Ct+ D)(t —1)%
4=(B+0O)+(A-B—-2C+D)t>?+ (B+C —2D)t+(A— B+ D).
Az egyltthatdk egyenléségébdl a kovetkezo egyenletrendszert kapjuk:

B+C=0
A-B-20+D=0
B+C-2D=0
A—-B+ D=4,

amelynek megoldasa A = C' =2, B = —2, D = 0. Behelyettesitve az egyiitthatokat

/ﬂ—Qlf)zlftzdt:/<(t—21)2_(t31)+t22jl>dt:

2 (142 2 )
——— —2In[t -1 — S dt=———-2In|t - 1| +In(1 +¢ R.
— n| |+/(1+t2) o n| | +In(1+t°)+c,ce
1 2
Teh4t fﬂdmzfxi721n|tg£71|+ln(1+tg2§)+c,c€R.
1—sinz tg= — 1 2 2
2

sinx T
2. Szdmitsuk ki az I(z) = [ —————dx, z € (—7, f) .
sinx + cos T 4" 2
Hasonléan mint az el6z6 feladat esetén, elvégezve a valtozdcserét a

tdt
74/ (12 +1)(12 -2t — 1)

integrélhoz jutunk, amely elemi tortekre bontéssal egyszertien kiszdmithatunk. Azonban
fel szeretnénk hivni a figyelmet arra, hogy ezt az integralt még két masik eljarassal is
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meg lehet hatarozni.
Ha az integrandus alatti racionélis kifejezére teljesiil az R(sin x, cosx) = R(—sinx, — cos z)

egyenl6ség, akkor a t = tgx,dr = 5 helyettesités egyszertibb racionélis in-

1+t
tegralandé fiiggvényhez vezet, mint a t = tgg helyettesités. Az eléz6 feladat megoldasa

ezzel a helyettesitéssel a kovetkezd lesz:

sin x tgx t
)= [ —2T g = Y L S
(=) / sinx—i—cosxdx /tgx—i—ldx / (t+1)(¢? —|—1)dt

1 1 t+1 1 1
- —— dt=-(—Int+1|+-Int*+1 tgt =
/( t+1+t2+1> 2( n|t+ |+2n| + |+arcg>+c

1 1
3 (—ln|tgm+1|+21n|t92x+1|+33> +ec.

Egy harmadik megolddsi eljards a kovetkezs: Tekintsik a J(z) = [ %
sinx + cosx

integralt. Vegyiik észre, hogy

I(z) + J(z) :fwi—_ﬂdx:x—l—c
sinz + cos

sinx — cosx sinx + cosx

/
dx:_f(. )dx:ln|sinx+cosx|+c.
sinx + cosx

I(z) —J(z) =

(z) () =] sinx + cosx
1

Innen I(x) = g(ln |sinx + cosz|) + ) + ¢, c € R. Az eredmények latszdlag kiilonboznek

egymastol, de azonos dtalakitasokat végezve igazolhatdk, hogy legfeljebb egy konstansban
kiilonboznek. (Ennek ellendrzését az olvaséra bizzuk.)

1.4.8. Irracionalis fuggvények integralja

Az irraciondlis fliggvények altalaban elemien csak akkor integralhatdk, ha felirhatok
megfeleléen vélasztotott Uj valtozénak racionalis fiiggvényeként . A kovetkezdkben
néhany ilyen esetet targyalunk.

b
1. Az [R| =z, { axid dx, n > 2 természetes szdm, R raciondlis kétvaltozos
cr
valés fiiggvény. Ekkor a
ar +b o
cx+d ’

valtozo cserével a t valtozéban raciondlis integralhoz jutunk.
Azaz tekintjik az

dt" —b
z=(t) =

a— ct™

helyettesitést az R fliggvény értelmezési tartomanyanak egy Z intervallumabdl. Ekkor
a ¢ : I — T derivaltja folytonos, ¢, ¢’ raciondlis fiiggvények, tehdt R(p(t),t)¢ (1)
raciondlis fiiggvényt értelmez és hatarozatlan integralja 1étezik és a tanult eljarasokkal
kiszamithato.
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Példak: Szamitsuk ki a kovetkezd hatarozatlan integralokat:
1.
/(:17 +2)vz + 1dz.
Jeloljik

t=vr+1, ekkorz=pt)=t>-1, p:R—R, ¢ (t)=3t

Alkalmazva a fenti helyettesitést a kovetkezot kapjuk:

/(x +2)Vz + ldx = /(t3 +1)3t3dt = LA S

7 4
:%(\3/x+1)7+z(\s/x+l)4+c,c€]R.
2.
1 /1—x
1/ ~1,1).
/a: 1+xdm x e (-1,1)
Jeloljitk

1—2 1—¢? —4t
t= =pt) = —— : (0 -1,1 (t) = ———.
Vizs © ©() e ¢ (0,+00) — (=1,1), ¢'(t) CENE
A fenti helyettesités alkalmazdsaval a kovetkezét kapjuk:
1 [1—2 ?P4+1 4t —t2
— de= | —st——=dt=4 | ———————dt =
/x\/1+x v /1—t2 &+ 1) /(1—t2)(1+t2)
1 1 1 1
=4 1— —— | ——=dt =4arctg t +2 —t+ ——— | dt =
/( 1—t2>1+t2 arctg b+ /(1—t2+1+t2>
1—=z 1
t—1 [1— \/ -
’+c=6arctg x—&-lni +c,ceR.
14z

t+1 11—z
+1
1+

= 6arctg t + In

2. Az R(x,va? —2?), © € (—a,a), a > 0, alaku integralok, ahol R kétvaltozds
valés racionalis fiiggvény.

Ha az integrandus fiiggetlen véaltozénak, az x valamint v/a? — z2-nek raciondlis
fliggvénye, akkor az

x = asint, a >0, te(—n/2,7/2), dx = acostdt,

Va2 — 22 = \/a2(1 —sin®t) = acost

helyettesitéssel a t trigonometrikus fiiggvényévé alakithato.

Példa: Szamitsuk ki a kovetkezd hatarozatlan integralt:

/x2\/4 —22dz,z € (—2,2).
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Az
x =2sint, te(—nw/2,7/2), dr=2cost,

helyettesitést alkalmazva a kovetkez6t kapjuk:

/xQ VA4 — 22dx = /4sin2 tV4 — 4sin® t2 cos tdt = / 16sin? t cos® tdt =

1
= 4/5in2 2tdt = 2/(1 — cos4t)dt = 2t — 5sin4t+c =
22
V4 —22(1 - =)

=2arcsin§— 5 +c,ceR.

3. Az R(z,va?+ 2?) alaku integralok, ahol R kétvaltozds valds racionilis
fiiggvény.

Ha az integrandus fiiggetlen véltozénak, az x, valamint va? 4 z2-nek a raciondlis
fiiggvénye, akkor az

r=asinht, t€R, dr=acoshtdt, +/a?+x2=1/a2(1+sinh®t) = acosht
helyettesitéssel a gyoktényezd kikiiszobolhetd.

Példak: Alkalmazva az el6z6 helyettesitést, szamitsuk ki a kovetkezd integrélokat:

/SL‘2 V14 22dx
Az

x =sinht, t€R, dzr=coshtdt, \/1+:r2:\/(l—i—sinth):cosht

helyettesitéssel

/xQ\/ 14 22dx = /sinh2 t cosh? tdt

integralhoz jutunk. Mivel sinh? ¢ = (cosh 2t —1)/2, cosh? ¢t = (cosh 2t + 1)/2, ezért
1 1
/xQ\/ 1+ 22dx = 1 /(cosh 2t — 1)(cosh 2t + 1)dt = 1 /(cosh2 2t — 1)dt =

1 cosh4t—|—1dt E_sinh4t+z £+ cR
1 2 41° 32 Ty qgroect®

Mivel = sinht és sinh4t = 2sinh2tcosh2t = 4sinhtcosht(sinh®¢ + cosh®t) =
4sinht/1 4 sinh? t(sinh® t + 1 + sinh? t) = 42v/1 + 22(1 + 22?), ezért

1 1
/xQ\/ 1+ 22dx = gzV 1+ 22(1+22%) — garsinh x+cceR.
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3
X
T
/ VA + 2542

El6szor a nevez6bdl kiemeliink 5-0t a nevezobol:

x3 1 3
——dx = - | ———dx.
V4 + 2522 ) 2

(5)2 + 22

2 2 2
Ha x = gsinht, akkor a gyok alatti mennyiség (g)2 +a2 = gcosht és dx =

2
Z cosh tdt,
5 COS

: 3
/ x?) 1 / ﬁ sinh® ¢ 92 8 3
——dr = - =22 _coshtdt = — sinh” tdt =
2
V4 + 2522 5 : cosh t 5 625

8 . 2 8 . 2 8 .
—— [ sinh sh“*t — 1)dt = — | sinh sh — —— [ sinh =
g5 | st t(cosh”t — 1)dt o5 | siB t cosh” tdt o5 / sinh tdt

8 3 8 1\/ 2 4\/2
D3t — — cosht+c= =1/ (2)2 +22)3 — —1/(£)2 + 22 R.
175 08 ao5 €08 +c 3 ((5) + x2?) 55 (5) +xz2+c¢,c€

4. Az R(xz,vz? —a?) alaku integralok, ahol R kétvaltozdés valés raciondlis
fiiggvény.

Ha az integrandus a fiiggetlen véltozénak, z-nek, valamint v/z2 — a?-nek a raciondlis
fiiggvénye, akkor az

x =acosht, t€[0,00), dr=asinhtdt, /22 —a%= \/a?(cosh®t — 1) = asinht

helyettesitéssel a gyoktényezd kikiiszobolhetd.

Példak:

/\/de, 2> 1.

Jeloljiikk x = cosht, ¢ > 1, akkor dx = sinhtdt, /22— 1=sinht és

h2t —1\°
/\/(x2 —1)3dx = /sinh3tsinhtdt = /sinh4 tdt = / <COS) dt =

2
1 1 1 1 h4t+1 1 1
:Z/cosh22tdtfi/costhdtJth:Z/%dtfzsinhﬁﬂrzt:
1 . 1 . 3 1 9 1
:3—251nh4t—zsmh2t+gt—|—c:ga:\/xz—l(Qx —1)—§x x? -1+

3
+ garcosh x+c,ceR
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x2—a: 3

vV Vazz —9 2

Emeljiink ki a nevezobol 2-6t:

Jits ]

Jeloljikk x = ;cosh t, t>1,akkor dr = gsmh tdt, 2 — <2> = gsinht és

2
3 3
1 (2) cosh?t — 5 cosht 3
2 -z
- — sinh tdt =

v 4362 2 % sinh ¢

4

fx\/xQ H —arcosh— +c,ceR.

5. Tekintsiik az [ R(z Var? 4+ bz + c)dr, integralt ahol R kétvaltozés valés
racionalis fuggveny

2/%&7%/00%&# gsmh?tf §s1nht+ 196t+c,:

Az R értelmezési tartomdanya fiigg a mésodfokd trinom eldjelétél és az R fiiggvény
nevezOjétél. Az integrdlt mindig az értelmezési tartomany egy 7 C R intervallumén
vessziik. Ha az integrandus a fiiggetlen valtozénak, z-nek, valamint vax? + bz + c-nek
a racionalis fiiggvénye, akkor a paraméterek természetétdl fliggben a kovetkez6 modon
alakitjuk at az irraciondlis kifejezést:

I. Médszer.

I. a) Ha a > 0, akkor /a-t, ha a < 0, akkor \/—a-t emeliink ki a gyokjel elé.

1. b) Legyen a > 0, akkor a kiemelés elvégzése utdn a gyok alatti mennyiséget felirjuk
két négyzet Osszegeként vagy kiilonbségeként (azaz a médsodfoku kifejezést kanonikus
alakra hozzuk):

/ b b\> b2
vax? +bx+c=+a 12+7z+3:\/5 e+ ) (S 2.
a a 2a a 4a?

Jeloljiik A = b? — 4ac-vel a masodfoku kifejezés diszkrimindnsat és végezziik el az

b
y=x+—, dr=dy
2a

vatozocserét, igy az
A

b
/R(x7 \/am2+bx+c)dx:/R(y—%,\/5 2—@)dyz

A
:/Rl(y, y? — @)dy,
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ahol R; szintén egy kétvaltozds raciondlis kifejezés.
Ha a A > 0, akkor az utébbi integralt a 3.-ban targyaltak alapjan az

VA VA
V=5 cosht, te€0,00), dy= 0 sinh tdt,
a a

valtozé csere alkalmazdsaval szamitjuk ki. Ha a A < 0 akkor 2.-ban térgyaltak alapjin
az

vV—A —A
T = sinht, teR, dx= cosh tdt
2a 2a

valtozdcserével vezetjiik vissza raciondlis tort integraljahoz.
I. ¢) Ha az a < 0, akkor \/—a-t emeliink ki az integral jel aldl és kanonikus alakra hozzuk
a gyOk alatti masodfoku kifejezést:

b2
Var? +br+c=+—-a\—x _,w_, \/—a\/ :E—i— —&—4—2—5:
a’> a

—\/Ta\/ a:+ )+A

4q2°

Ha a A < 0, akkor a gyok alatti mennyiség x barmely értékére negativ, tehdt az
integrandus a valds szdmok halmazin nem értelmezett és igy a feladat nem oldhaté
meg.

Ha a A > 0, akkor el6szor az

yzac—l—i dx =dy

2a’

vatozdcserével

/ A
/R(sc,\/aa:2+bx+c>da::/R<y—2ba,\/—a —y2—|—4a2>dy=
/ A
_ a2
/R2 <y7 Yy + 4a2> dy7

VA VA
Y= Aal sint, te(—w/2,7/2), dy= al cos tdt
a

majd az 1. alapjan az

valtozdcserével vezetjiik vissza raciondlis tort integraljara.
II. Médszer. Az Euler féle helyettesitések.
II.a) Ha az a > 0 akkor az

+2

Var? +br+c=var+t, z= 2\f_tc—|—b o), @:I—T dr=¢'(t)dt

valtozieserét végezziik el. Mivel ¢’ folytonos, ¢ és ¢’ raciondlis fliggvények ezért a
vatozocsere alkalmazésa soran

/R(m, Vax? 4+ bx + ¢)dx = /R(cp(t), Vap(t) +t)¢' (t)dt.
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Ez utébbi integralban az integrandus t-nek raciondlis fiiggvénye, tehat kiszamithato.

Példa: Az el6bbi médszer alkalmazasaval szamitsuk ki a kovetkez6 integralt:

dx
— 7€ (0,+00).
/m+\/m2+x—|—1 ( )

A kovetkezé helyettesitést végezziik: Va2 + x + 1 = x+t. Az egyenléség mindkét oldaldt
2

t*—1
négyzetre emeljik, majd kifejezziik x-et és azt kapjuk, hogy = = T2 = o(t)
, , / 2(t - t2 - 1) , 2
@+ (—00,1) — (0,+00) tovabba ¢'(t) = - Elvégezve a helyettesitést a

kovetkez6t kapjuk:

/ dx 7/ 1 2(tt22)dt/ 2(t — 12 — 2) .
r+vVeZtar+1 2t2—1+t 1-202 ) t-2)1-2t)
12t

3t+2 8 1 7 1
= l————)dt=t+ - | —=dt+ - | ——=dt =
/( EDESTL +3/t—2 +3/1—2t
8 7 8
:t+§ln|t—2|—gln\l—2t|+c:\/x2+x—|—1—x+§1n‘\/x2+x+l—x—2‘—
7
—éln‘1—2(\/x2+m+l—x)’+c,c€R.

IL.b) Ha a ¢ > 0 akkor alkalmazhatjuk a kovetkez6 helyettesitést.

Vazr? +bx +c=+/c+tx.

Mindkét oldal négyzetre emelése utan a szabadtagok kiesnek, majd ha mindkét oldalt
elosztjuk z-szel és kifejezziik z-et a kovetkezot kapjuk:

b—2y/ct
oo D2Vt

g elt), dr=¢(t)dt.

Elvégezve az el6bb bemutattotak alapjan a helyettesitést ismét racionalis tortfiiggvény
integraljahoz jutunk.

Példa: Alkalmazva az el6bb bemutatott eljarast szamitsuk ki:

/ gz, x>0

Vrz+3z+1

Jeloljiikk 2 + 3x + 1 =1 4 tz-el. Az utébbi egyenl8séghdl kifejezve x-et
3—2t 2% — 6t + 2

kapjuk. Elvégezve a véltozdcserét a kovetkezot kapjuk:

x 3—2t 3—2t\ " 262 — 6t +2 39t
/ P T /t2—1(+t2—1> (2 —1)2 /(tz_l)z
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/( > 1= | =

! 1 1 1 1
2dt /((t1)2 BENE (t+1)2)dt:

\_/\_,

(t?
(t2
1

3 1
= = —7—1 t—1+hnt+1] — —— =
5\ n| | +1In|t + 1 t+1>+c
- 1 3 1
= 5 B —_
<‘/.’E2+3I+1—1> 2 \/$2+3$+1—1_1
-1 .
T
Va2 +3 1-1 Va2 +3 1-1
—1In S —1|+1n TS + 1] -
T T
1
—W 7 +c,ceR.
re+3r+1— i1
T

II.c) Ha az az? + bz + ¢ = 0 méasodfoku egyenletnek az z1,z, valés gyokei, akkor az
1j ismeretlent a kovetkezOképpen is bevezethetjiik:

Var? +bx+c=tlx —x).

Az z-et ismét konnyen ki tudjuk fejezni a t segitségével. Figyelembe véve, hogy
az r1, Ty gyokok ezért ax® + bx + ¢ = a(x — x1)(z — 13), négyzetre emelve a fenti
egyenlséget a kovetkezdt kapjuk:
a(z —z1)(z — x2) = t3(x — 21)?,
ahonnan )
are — t°xq
T =——-7— = ().
PR o(t)

Elvégezve az © = ¢(t) helyettesitést az eredeti integralt raciondlis tort integréljdra
vezetjiik vissza.

Példa. Alkalmazva az el6bb bemutatott eljarast szamitsuk ki:

1
/ dr, x> 2.
T+ Va2 —3z+2

Az 22 — 3z 4+ 2 = 0 egyenlet gydkei az x1 = 1, x5 = 2. Jeldljiik

Va2 =3z +2=tx—1).

Innen (z — 1)(x — 2) = t3(x — 1)?, egyszeriisitve (z — 1)-gyel (x — 1 # 0 mivel = > 2)

_ t2—2 2t , S ) .
azt kapjuk, hogy = = 2 1 dxr = mdt. Elvégezve a vatozdcserét a kovetkezot

kapjuk:

/ 1 / 2
T+ V22— 37+ 2 t2—2 tt2—2 (t2—-1)2"

1
t2—1 )

2 -1 2t t
:/(t2—t—2) (t2—1)2dt:2/(t+1)2(t—2)(t—1)dt'
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A fenti raciondlis tort integréldsdhoz elszor a tortet elemi tortekre bontjuk

t A B C D

t+1)2(t—-2)(t-1) (t+1)2+t+1+t—2+t—1’

Az egyutthatdk egyenlové tételébol azt kapjuk, hogy

B+C+D=0
A+2B+C+4D =0
A-B-C+3D=1

—24-2B—C+2D =0,

3 —11 12 1
h, A=-B=——0=—,D=—.
arontiah £ =75, 0" 10P 10
1 —A
dx = +Bln|t+1|+Cln|t —2|+ Dlnjt — 1| +c=
z+Vx2 -3z +2 t+1

—A x—2 z—2 x—2
=——+Bl|y/—— +1|+Cln|y/—— = 2|+ DIn| -1 +¢,
r—2 rz—1 rz—1 r—1
—+1
z—1

ceR.

5. A binom-differencial integralja. Igy nevezik az

/xm(a + bx™Pdx, m,n,p € Q

alaki integrédlokat, ahol az m,n, p egyidoben nem egész szamok. Ha 2™ = t, akkor az

1
=(t), dr= —tw Lt
n

Sl

r=t

helyettesitést végezziik (ha n pédratlan, akkor ¢ € R, ha n pdros, akkor t > 0) és a
kovetkez6 integralt kapjuk:

1 m+1
(*) /J;m’(a—l—bw")pdm = f/t " “(a + bt)Pdt.
n

Ezutan a kovetkez6 eseteket kiilonboztetjitk meg:
m+1

a) Haapés —1 egész szamok, akkor az integralandé fiiggvény racionalis, tehat

ki tudjuk szdmitani az integraljat.
1

1
—lzgaholaz

n S
s és q egész szamok relativ primek, s # 0. Ekkor az utébbi integralban a kovetkezd
helyettesitést végezziik:

b) Ha a p egész és mtl_ 1 nem egész szam, akkor legyen
t=u®=1(u), dt=su*"'du

igy az
Sl /uq“*l(a + bu®)Pdu
n
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d)

integralhoz jutunk, ahol p, q, s egész szamok, igy egy raciondlis tortfiiggvény integraljat
kell meghataroznunk.

Ha az

egész szam, akkor a (x)-gal jelolt integrdlban a médsodik tényezé lehet

. T p r . . ; ‘ .
irraciondlis fliggvény. Ha p = —, ahol r és v relativ prim egész szamok v # 0, akkor
v

a+bt=2z" dt= %z“fldz

helyettesitéssel a

v 2V —a m+1
"

%(b)

m+1

_ _ v _ _
1Zr+v 1dz _ —— / Zr+v 1 (Z'u _ a) -~ 1d2’
nb n

integralhoz jutunk, ahol r, v, € Z, azaz az integralandé fliggvény raciondlis.

1
Ha azm+

+ p egész szadm, akkor a (x)-gal jelolt integrélt a kovetkezd alakban

irjuk:
1 m 1 m bt\*
/xm(a+bx”)pdx = f/t a4 bt)Pdt = —/t el (ﬁ) dt.
n n

A fenti integralban szerepl6 két tényez6 koziil csak a masodik lehet irracionélis. Legyen

k
p=7 ahol k és £ relativ prim egészek ¢ # 0. Végezziik el a

a—i—bt:Zg
t

valtozdcserét és egy raciondlis tort fiiggvény integréljahoz jutunk.

Példa. Az el6z6ekben bemutatott helyettesitési eljarasok alapjan szamitsuk ki a

kovetkezd hatdarozatlan integralt:

I(z) = / \3/2_;/%5,

ha z € (0, +00).

Az integralt a kovetkezé alakba irjuk:

I(z) = /x—%(z %) da,

1 1
Igy mar latjuk, hogy m = —3 n=p= 3" El6szor az

Y=t x=1tdc=3t%dt, t>0

helyettesitéssel az

I(z) :/t’l(Qft)%3t2dt:3/t(2—t)%dt
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m+1  —1/3+1

=2 8 tehat t
73 egész, tehdt a c¢) ese

integralhoz jutunk. Eszrevessziik, hogy

alapjan a

2—t=2% t=2-23=4(t), ¥:(-00,2) — (0,4+00), dt=—32%dz

helyettesitéssel
9
I(z) = 3/(2 — 23)2(=32%)dz = —9/(z6 —22%)dz = —?27 + 224 +e=
:-%(2—15)%+§(2—t)%+c=—§(z— %)%+g(2—w)%+c,ceR.
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1.5. Osszefoglalé feladatok

Hatarozzuk meg, hogy melyik halmazon 1étezik primitiv fliggvénye az aldbbi fliggvényeknek,

és hatarozzuk meg a primitiv fliggvényeiket!

L1) f(z) =zln(z? +1) 2) f(x) = (22 + z + 3)e**
3) fla)= (23 +z+1)e " 4) f(x) = xcos2x
5) f(z) = a3 sin 3x 6) f(z) = e Tsin2x
7) f(z) = €** cos® x 8) f(x) =sin(lnx)
9) f(x) = 2%sinh x 10) f(z) = arccos(4x + 1)
11) f(z) =z arctg = 12) f(z) = arctg v2z —1
13) f(z) = CO:j i 14) f(z) = zln i - 1
arccosx — earCSinfL’ . z
17. f(2) = In(z + VIF 22) 18) fz) = x&m
3
IL 1) flo) = T— 2) fla) = ——
1 x°
S)f(x):x2—3x+2 4)f(x):m
1 1
5)f(33):m G)f(ﬂf):m
222 22% —da? + 2 -5
N I@ = VIO =
x |
NI = om 31 10) f@) = 577
1 2T+ 1
11) f(z) = 2@ 1) 12) f(z) = 21
1 sin®
ML 1) f(z) = cos 2z 2) f(z) = cos
3) f(z) = sin?z 4) f(z) = costw
5) f(x) = sin® 2z 6) f(z) = sin® 2z cos® 2z
7) f(x) = sin® zcosx 8) f(x) = sin* xcos® =
1 1
9) J(z) = sin x cos T 10) f@) = 2sinxz — cosx + 5
1 1 —sinx
11) f(x):m 12) f(l’):m
1 sin? z cos =
13) f(z) = NGE 1) f(@) = o osa
15) flz) = B2 16) f(a) = ———

C 1+4sin’z

cos? zsin® x
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et 63:1:
IV. 1) f(a) = 2) o) =
et —1 e
3 f@) = S 0 J@) = ——
_ 1 o ver+1
5) (x)_e””+e—””+2 6) /(@) = e
7) f(z) = sh3x 8) sh2x chx
9) () = ch's 10) f(2) = o
V. 1) f(z) = (x+3)vV2z +1 2) f(z) =xv/xz+2
x4+ 2 _jz+1
T+ 2 s T+1
) fla) = o[ 6) fa) = {5
— x
2 T _ a?
9) f(z) = 2*V1 — 22 10) f(x) T
11) f(z) = (2 + 3)/(1 — 22)3 12) f(z) = 22V1 + 22
13) f(z) = xﬁ:g 14) f(z) = 23VaZ — 1
1 T
1 1
I = e s W@ = T =
19) f(2) = —— 20) f#) = 55—
/=S | 22 — 3z 42
_ 1+
WD) = et
VI. Adjunk rekurzids Gsszefiiggést a kovetkez6 integralok kiszamitdsara. (n € N*)
1) f(z) =sin" x 2) f(z) = cos™x
1
3) f(z) ="z 4) f(z) = -
5 f) = — 6) f() = tg"a
7 f(z) = ctg"x
VII. Mutassuk meg, hogy a kovetkezo f: R — R fliggvényeknek van primitiv fiiggvényiik:

sin x
yhax #0
) f(:v>—{ E 7
1 yhax =0
tg 2x

yhax #£0

2) f<x>{2 o
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VIIL

IX.

XI.

1 1
3) f(m):{xQe 22 hax#0
0 zhax =0
4) f(z) = |z|
5) f(z) =1 —=?
6) f(x) = max(1,2?)

V2 —4r+4 ,haxz>0
z+1 ,haxz <0
e* ,hax >0

m
2 yhaz <0
7 1) ={
1
cos— ,haz#0
x
0 yhaz =0
Mutassuk meg, hogy a kdvetkezd f : R — R fiiggvényeknek nincs primitiv fliggvényiik:
1) f(z)= sgn x
2) flz) =]
3) f@)=(1+2?% sgnx
0 ,haz <0
4) f(x) = { 1

. 1 1
sin— — —cos— ,haxz>0
T x x

tg x T
— yha x =

]

f
f

Hatarozzuk meg az a valds szam azon értékeit, amelyre a kovetkezd fiiggvényeknek
van primitiv fiiggvényiik:
x? yhao <1
2 f(x):{%:—i—a yhaz >1
22 —2x ,haxz <0
2) f(z) =1 a2 ,ha z € [0, 2]
3r+a L,hazx>2

!
3) f(:v){smx yhax #£0

a shax =0

. Adjunk példat két olyan fiiggvényre, melyeknek az R-en nincs primitiv fiiggvényiik,

de az Osszegiiknek van primitiv fiiggvénye.

Bizonyitsuk be, hogy az f,¢g,h: R — R

1 1 1
f(x):{%csin—cosx ,hax;éOéSg(x):{QxSinx yhaz #0

T
0 ,har =0 0 ,hax =0

valamint h(z) = g(x) — f(z) fiiggvényeknek van primitiv fiiggvénye, de a h?(z) =
(g(z) — f(x))?, h? : R — R fiiggvénynek nincs.
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XII. Bizonyitsuk be, hogy az f,g: R — R

1 1 1 1
sin?— —sin— ,hax #0 sin2§+sin§ yhaz#0
fwy=4, ¢ @ ésgle)=1 |
- yhaz =0 - yhaz =0
2 2

fiiggvényeknek van primitiv fiiggvénye, de a h = fg : R — R fiiggvénynek nincs.
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2. Hatdrozott integral

2.1. Archimédesz mdédszere a parabola alatti terulet
kiszamitdsara
Feladat. Hatérozzuk meg az f(x) = 22 fiiggvény grafikus képe, az Ox tengely az
x =0,z = 1 egyenesek altal hatarolt sikidom teriiletét.

A teriilet meghatédrozasa érdekében osszuk fel a [0, 1] intervallumot n egyenld részre.
A kapott osztépontok halmazat jeloljik 7-val:

1 n
T:{x0:07x1:E7...,xkzﬁ,...,xn:521}.

Lasd a 2.1 dbrat. A megadott osztépontokhoz tartozé ,,f grafikonjaba beirt téglalapok”
teriiletének Osszege:

3
|

1 n—1 ;9 n—1
fr) =Y (=Y o LY e
k=1 k=1 k=1
1 (n=1n@2n-1) m-1)2n-1) 1 ) 1 ) 1
-t = e = (- 0) (- 0).

amely novekszik az osztopontok n szdmanak noévelésével.
Az f grafikonja ,koré irt téglalapok” teriiletének Gsszege:

n 1 k 2 n k2 1 n
Sn<f,7>:2n-(n) Sy Ly e
k=1 k=1 k=1
1 n(n+1)2n+1) _ (n+1)(2n+1) _

n3 6 6n2

| =

(+2) (2
n n

amely csokken az osztépontok n szamanak noévelésével.

Ha nagyon sok osztépontot tekintiink, akkor a ,beirt” és ,koré irt téglalapok” teriiletének

Osszege nagyon jol megkozeliti (hidnnyal, illetve tobblettel) a kiszdmitandé teriiletet.

Vagyis a felvetett probléméara valaszt kapunk, ha kiszamitjuk az s, vagy az S, kife-

jezéseinek a hatarértékét midén az n tart a végtelenbe.

—1D(2n—-1
T = lim s,(f,7) = lim (né(—;) = lim S,(f,7)=
n—oo n—oo n n—oo
_ i P DCrHD) L
n—0o0 6712 3

1. Kérdés. Lehet-e a mddszert dltalanositani barmely fliggvényre? Bizonyos
fliggvényosztalyok esetén elméletben jé a mddszer, de gyakorlatban nem mindig sikeriil
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a s, 6és a S, Osszegeket olyan (zdrt) alakra hozni amely lehetévé teszi a hatdrértékiik
n

1 k
kiszamitdsdt. Példaul az f(z) = sinz,z € [0,1] esetén S,, = >, —sin — fels6 kozelitd
k=17
Osszeg hatarértékének meghatarozasa nem egyszert.
3
, x
Eszrevétel. A f(z) = 2? fiiggvénynek a F = 3 fiiggvény primitiv fiiggvénye

(F'(z) = f(x) Yz € [0,1]). Vegyiik észre azt az érdekes tényt, hogy

Ennek alapjan felmeriil az a sejtés, hogy a primitiv fiiggvény ,,megvaltozasa” megadja
a gorbe alatti sikrész teriiletét bizonyos fliggvényosztalyok esetén.

2. Kérdés. Milyen fliggvényosztalyok esetén igaz az, hogy a primitiv fiiggvény
ymegvaltozasa” megadja a gorbe alatti sikrész tertiletét 7

A kovetkezékben a fent megfogalmazott kérdésekre adjuk meg a vélaszt. Meg-
mutatjuk, hogy az f : [a,b] — R korldtos fliggvények esetén a bemutatott eljards
altaldnositasa a hatarozott integral definiciéjdhoz vezet. Az altalanositds érdekében az
[a,b] intervallumot n nem feltétleniil egyenld részre osztjuk. Az igy kapott osztépontok
segitségével vezetjiik be az [a, b] intervallum felosztdsanak fogalméat. Az adott felosztdshoz
tartozé ,beirt” és  koriilirt” téglalapok teriileteinek Osszegével definidljuk az s, és S,
alsé ill. felsd kozelits Osszegeket. Megmutatjuk, hogy ha az f korldtos az [a, b]-n akkor
a barmely lehetséges médon felirt alsé kozelité Osszegek halmazanak van szuprémuma
és az Osszes lehetséges moédon felirt felsé kozelité Gsszegek halmazanak van infimuma.
Az olyan fiiggvényeket, amelyekre igaz az, hogy az alsé kozelité Osszegek szuprémuma
egyenld a felsd kozelitd Gsszegek infimumaéval, az [a, b]-n hatdrozott integréllal rendelkezé
fiiggvényeknek, vagy egyszerlibben [a, b]-n integrdlhaté fliggvényeknek fogjuk nevezni.

A késObbiekben a mésodik kérdésre is fogunk valaszolni. Nevezetesen, megmu-
tatjuk, hogy azokra a fiiggvényekre, amelyek egyidSben integralhatdk az [a,b]-n és van
primitiv fiiggvényiik igaz az, hogy az [a, b]-n vett hatdrozott integrdljuk éppen a primitiv
fiiggvényiik [a,bl-n vett megvéltozdsdval lesz egyenlé. Ezt a nagyon fontos eredményt
a Newton-Leibniz tételnek nevezziik és a gyakorlatban ezt hasznéljuk, ha valahanyszor
ki akarunk szamitani egy hatarozott integralt. s most térjiink rda a hatarozott integral
preciz definicidjara.

2.2 A hatdrozott integral fogalma

1. Definicié

Legyen I = [a,b] egy zdrt, véges intervallum. Az I intervallum a
és b végpontjait tartalmazé véges részhalmazait az I intervallum
felosztasainak nevezziik, amelyet altalaban

T={a=x90<w1 <...Tp_1 <x, =0}

alakban irunk.

Az I felosztdsainak halmazat F(TI)-vel jeloljik. Nyilvdnvald, hogy barmely két 71, 75 €
F(I) felosztasra 1 Utg € F(I), 11 N 72 € F(I).
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2. Definicié

Legyen f : I — R egy korlétos fiiggvény és T := {xg,x1,...x,} € F(I)
az I intervallum egy felosztasa. Jeléljiik

m; = inf{f(x): 2,1 <z <z}

M; =sup{f(x) :z;—1 <z < a;}
Az

n

S(f7) = Z(mi —zi—1)M;,

i=1

ill. az .
s(f, ) = Z(l’z — Ti—1)m;,

i=1

szamot az f-nek a 7 felosztashoz tartozé felso, ill. alsé kozelito
Osszegének nevezziik.

Lasd a 2.2 abréat.

Az f fliggvény korldtossagabol kovetkezik, hogy m;, M;, (i = 1,n) véges szdmok.
Kovetkezésképpen a S(f,7) és a s(f,7) is véges szdmok Ha f(x) > 0,2 € I, akkor
S(f,7) az ,f grafikonja koré irt”

{(z,y) eR?* 12,y <2 < ;,0 <y < M;}
téglalapok teriiletének Gsszegét jelenti. A s(f,7) az ,f grafikonjdba beirt”
{(z,y) eR? 1y <2 <;,0 <y <y}

téglalapok teriiletének Gsszegével egyenlo.

Ha az f fiiggvény negativ értéket is felvesz, akkor az m; és M; szamok kozott lesznek
negativ szdmok is. Ebben az esetben az s(f,7) és S(f,7) a beirt és koriilirt téglalapok
egyesitésével adédé halmaz elGjeles teriiletének nevezziik.

Nyilvanval6, hogy m; = inf{f(z) : z;—1 < z < x;} < sup{f(x) : x;o1 <z < 23} =
M; (i=1,2,...n), kovetkezésképpen barmely 7 felosztas esetén:

(1) s(f,7):= Z(% —x;_1)m; < Z(Jcz —x;_1)M; = S(f, 7).

i=1

Azaz barmely 7 felosztdshoz tartozd alsé kozelité Osszeg kisebb vagy egyenl6 mint a 7
felosztasahoz tartozo felsd kozelitd Gsszeg.

1. Tétel. a) Ham,m € F(I) és 7, C 7o, akkor

s(f77—1)§8(f77—2)7 S(faTl)ZS(fvTQ)v

b) Barmely két 11,9 € F(I) felosztdsra

S(fa Tl) < S(f7 TZ)'
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Ha 7 C 7o, akkor a 75 tobb osztépontot tartalmaz. Ilyenkor azt mondjuk, hogy a
7o felosztds a 71 felosztds finomitasa. A tételt elsd részét ugy is megfogalmazhatjuk,
hogy a felosztas finomitasaval az alsé kozelits 6sszegek nem csékkenek, a fels6
kozelit6 6sszegek pedig nem nének, a masodik részét pedig ugy, hogy barmely
alsé kozelits 6sszeg kisebb vagy egyenld, mint barmely fels6 kozelité Gsszeg.
B1zoNviTAs. Az a) allitds igazoldsdhoz tegytk fel el8szor, hogy 7o csak eggyel tobb
pontot tartalmaz mint 7, azaz legyen 7o := 71 U {2’} ; ahol m = {a =2z¢g <21 < -+ <
Tiog < T < oo Zpog < Xy = b} s ;1 < 2’ < x;. Ekkor s(f,7)-bdl az s(f, m2) ugy
adddik hogy az m;(x; — 2,_1) tag helyett az

m/ (' —zi_1) + m" (z; — )
Osszeget irjuk,ahol
m' =inf{f(z): 21 <x <2}

és
m” =inf{f(x): 2’ <z <z}

Mivel m',m"” > inf{f(z) : z;—1 <z < x;} = m;, ezért
mi(z; —xi_1) = mi(x’ —xi1) +mi(x; —2') <m/ (@’ —x;_1) +m” (z; — 2)
s igy valéban

s(fim) < s(f, 7).

Felhasznalva a
M’ = sup{f(z) :zi1 <z <a'}, M’ =sup{f(z):a' <z <z} <M,
egyenl6tlenséget hasonléan adodik, hogy
S(f,m) 2 5(f,72)-

Az §ltaldnos esetben 7i-hez m5-nek egy-egy (71-ben nem szerepld) pontjat véve véges
sok 1épésben megkapjuk a 75 felosztast. Mivel a most igazoltak alapjan minden egyes
lépésben s(f,71) nem csokken, S(f,72) pedig nem nd, ezért valéban fenndllnak a bi-
zonyitandé

s(fym) < S(fi72),S(fim1) = S(f,72)

egyenlotlenségek.
A b) 4llitast felhaszndlva a most igazolt &llitdst és az (1) egyenlStlenséget, a
kovetkezdképpen bizonyithato:

(2) s(fﬂTl)Ss(fvTIUTQ)SS(fleLJTQ)SS(fuTQ)

A (2) egyenlStlenség alapjan nyilvdnvals, hogy barmely korlatos f : I — R
fiiggvényre a {s(f,7) : 7 € F(I)} szdmhalmaz feliilr6l, a {S(f,7) : 7 €
F(I)} szamhalmaz pedig alulrél korlatos, tehat a sup{s(f,7),7 € F(I)} és
inf{S(f,7),7 € F(I)} léteznek és végesek.
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3. Definicid.

Az L.(f) = sup{s(f,7) : 7 € F(I)} szdmot az f(Darboux féle)
alsé integraljanak, az I*(f) := inf{S(f,7) : 7 € F(I)} szdmot az
fDarboux-féle fels6 integraljanak nevezziik.

Azt mondjuk, hogy az f : I — R korldtos fiiggvény (Riemann-
integralhatd) (Iétezik az [a,b]-n a hatdrozott integrélja, réviden in-
tegralhatd), ha I.(f) = I*(f). A kézos L.(f) = I*(f) szdmot az f
fiiggvény Riemann-integraljanak (réviden integrdljanak) nevezziik,
és az alabbi szimbolumok valamelyikével jeloljiik:

1(f), / 7 / ' fl)de.

Az [a, b] intervallumon Riemann-integralhaté fliggvények halmazat R]a, b]-vel jeloljiik.
A fenti értelmezésbél a (2)-es alapjan kovetkezik, hogy:

L(f) < IT°(f).
Figyelembe véve a S(f,7) és s(f, ) geometriai jelentését kézenfekvé az allabbi:
3. Definicié.
Azt mondjuk, hogy az F : [a,b] — Ry fiiggvény esetén a
H::{(J:,y)€R2:a§x§b,0§y§f(x)}

halmaznak (‘az f : [a,b] — R fiiggvény grafikonja alatti tartomdnynak
vagy szubgrafikonjénak) van teriilete, ha f integrdalhaté és akkor az

f;} f szamot a H halmaz teriiletének nevezziik:

b
T(H) ::/ f(x)dx.

Lasd a 2.3 abrat.
Az f:[a,b] — R_ fuggvény esetén a

K:={(z,y) eR*:a<2<b, f(z)<y<0}

halmaznak akkor van teriilete, ha f integralhaté és

b
T(K):= —/ f(z)dz.

A kovetkez6kben kiszdmitjuk a definicié alapjdn néhdny egyszer(i fiiggvény [a, b]-n vett
hatarozott integraljat, ha létezik.

Példak:
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1) Legyen f(x) =1,z € [a,b] . Hatdrozzuk meg az f integraljét.
Mivel barmely 7 := {xo,...,z,} € F(I) felosztasra

S(f,7)=s(f,7)= Z(xl —xz;1)=b—aq,

/abf:b—a.

2) Hatédrozzuk meg az g(z) = z,z € [a, b] integréljat.

ezért :

A g fliggvény integréljanak kiszdmitdsahoz tekintsiik a 7, = {a, a+hy, a+2h,, ...

nhy,}(n € N) felosztdsokat, ahol h,, = (b — a)/n. Ekkor

k=1 k=1

b—a)’n(n—1
ooy G0

n

S(9.7a) = 3 hula+khy) = a(b - a) + (b—a)y’n(n+1)

— 2n?
Mivel
lim n(n+1) ~ lim n(n—1) 1
n—o00 2n2 n—oo In2 2’
ezért , 2 g ,
sup s(g, 7,) = inf S(g,7,) = a(b — a) + ( —2a) = ;a )
Innen

sup s(g, 7n) < Li(g) < I*(g) < inf S(g,7n)

b b 2 _ 2
b*—a
g:/acdx: .
/a . 2

alapjan kovetkezik, hogy

A késébbiekben belatjuk, hogy a fliggvények viszonylag tdg osztalya integralhatd.

2) Van azonban olyan fiiggvény is, amely nem integralhaté . Tekintsiik példdul

a kovetkez6 fliggvényt:
1, xeQnlo,1],

Dla):= { 0, €01\ Q.

Mivel minden intervallum tartalmaz racionalis és irracionalis szamot, ezért barmely

[xi—1, ;] C [0,1] esetén

inf{D(x) :z;—1 <z <x;} =0, sup{D(z):zi—1 <z <z} =1

Innen nyilvédnvald, hogy minden 7 = {xg,z1,...,2,} € F(I) felosztésra s(D, 1) =
0,S(D,7) =Y (¥ —x;—1) - 1 =1, mivel I.(D) = 0 # I*(D) = 1 kovetkezik, hogy

D valéban nem integralhato.
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Az integralhat6sdgnak egy egyszerii és j6l hasznédlhaté kritériuma adhaté meg az alabbi
fogalommal.

5. Definicid.
Az
Qf,7)=S(f,7) —s(f,7) TeFU)
szdmot az [ : I — R korldtos fiiggvény T € F(I) felosztasdhoz tartozo

oszcillaciés 6sszegének nevezziik.

Léasd a 2.4 abrat.

Az oszcildcids Osszeg geometriail jelentése nem mds mint a (2.4) dbrdn a bevonalkdzott
sikrész teriilete. Az 1. Tétel a) 4llitasdbdl egyszeriien kovetkezik, hogy az I intervallum
barmely két 7 C 7o felosztasara

Q(f7 Tl) Z Q(.fa 7_2)3

azaz a felosztds finomitdsdval az oszcildciés Osszeg csOkken. Az oszcillaciés Osszeg fo-
galmét felhasznalva az integralhatosag kovetkezo sziikséges és elégséges feltételét tudjuk
igazolni:

2. Tétel. (Oszcildcids kritérium)
Az f: I — R korldtos fiiggvény akkor és csak akkor integralhato, ha

(3) Ve >0 37 € F(I) felosztds gy, hogy QUf,7) <e.

B1zoNvyiTAs. Elészor tegyiik fel, hogy f integralhatd, azaz I,.(f) = I'*(f) = I(f). Ekkor
az I, és I'* értelmezése alapjan

Ve >0 3r € F(I) dgy, hogy I(f)—e/2<s(f,m) <I(f),

Ve>0 3rm e F(I) ugy, hogy I(f) < S(f,m) <I(f)+e/2.

Legyen 7 := 11 U To. Ekkor az 1. Tétel a) édllitdsa alapjan azt kapjuk, hogy

I(f) —e/2 <s(f,m) <I(f) < S(f,7) < I(f) +¢/2,

azaz valéban Q(f,7) = S(f,7) — s(f,7) < e.

Most induljunk ki abbdl a ténybél, hogy f-re teljesiil a (3) &llitas. Mivel barmely 7 € F(I)
felosztdsra 0 < I*(f) — L.(f) < S(f,7) — s(f,7), ezért (3) alapjan nyilvanvald, hogy
I*(f)—L.(f) = 0. Ezzel beldttuk, hogy (3)-bdl az f integralhatdsaga valéban kiovetkezik.
|

Megjegyzés

Az integral értelmezéséhez felhasznalt alsé és fels6 Osszegek mellett szokds még az in. Riemann-féle
kozelitd Osszeget vagy téglanyssszeget bevezetni.
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5. Definicid.
Tetszbleges 7 = {xg,...,xn} € Fla,b] esetén legyen a felosztds
norméja: ||7|| := max{x; —x;_1 :i=1,...,n} és vezessiik be az

A= {52(51,...,§n):xi_1§£i§xi,i:1,...,n}

tn. kézbeesé pontok rendszerét. A
o(f,7,8) = f&) @i —xim1) 7€ Fa,b], €A,
i=1

szamot az f : [a,b] — R fiiggvény ( (7,&)-hez tartozé) Riemann-féle
kozelité 6sszegének nevezziik.

Nyilvanval6, hogy barmely 7 € Fla,b], £ € A, esetén
s(f,m) <o(f.7,8) < S(f,7).

A o(f,7,€) szdm az [x;_1,x;] intervallumok f6lé f(&;) "magassdggal” rajzolt téglalapok
teriiletének Osszegével egyenld, amelyet a (2.5) dbran szemléltetiink. Lasd a 2.5 dbrat.

6. Definicid.

Akkor mondjuk, hogy aco(f,7,§), T € Fla,b], & € A, téglanydsszegeknek
az I szam a hatarértéke, ha

Ve >0, 36 > 0, V7 € Fla,b], amelyre ||7|| <6, VE € A+ |o(f,7,8)—1I] <e.

Bebizonyithaté a kovetkezo tétel:

3. Tétel. Azf :[a,b] — R fiiggvény akkor és csak akkor integralhatd,
ha a o(f,7,£), 7 € Fla,bl,{ € A, Riemann-féle kozelits dsszegeknek
van hatarértéke és ez a hatarérték az f integraljaval egyenld.

A Riemann kozelit6 0sszegek segitségével bevezetett integralhatésag fogalma esetén az
f :]a,b] — R fiiggvényrdl nem tételeztiik fel, hogy korlétos az [a, b]-n. Azonban igazolni
lehet, hogy ha f : [a,b] — R fliggvény Riemann kozelit§ dsszegeinek egy véges I szédm a
hatarértéke, akkor ebbdl kovetkezik az f fliggvény korlatossdga. Valoban:

Tétel 4. Ha az f : [a,b] — R integrdlhaté az [a,b] intervallumon,
akkor f korlatos [a, b]-n.

B1zONYITAS. Legyen I = f; f és e = 1, akkor a Definicié alapjan létezik olyan § > 0,
amelyre V7 € Fla,b]-re, amelyre |7| < § és V€ = (£,...,&,), & € [ti—1,t:] igaz az, hogy
lo(f,78) — Il <1l. Ar={to=0<t; <--- <ti_1 <t <--- <t} felosztds minden
[ti—1,t;] intervalluman, kivéve az [tj_1,t;]-t, rogzitsiink egy-egy & € [ti—1,1;] kozbeesd
értéket, &;-t pedig valasszuk tetszélegesen az [x;_1,x;]-ben. Ekkor a

n

o= f&)ti—ti)

i=1
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minden tagja a j-ediket kivéve rogzitett és eleget tesz a |0 — I| < 1 egyenl6tlenségnek,
ij S [tj—latj}- Innen

ol =lo =T+ I <|o—I+[I| <1+ |},
tehdt o korlatos. A o kifejezésébil:
1
&) = ——— o =D f&)ti—tia) |, V& €t
i =t —
i#]
Mivel t;,t;_1, &, @ # j, ti—1,t; rogzitettek és o korldtos ezért f(§;) is korldtos.
V€ € [tj—1,t;]. Ez azt jelenti, hogy az [t;_1,t;]-n f korlatos. Mivel a j-t tetszblegesen
valasztotuk, ezért ez azt jelenti, hogy a 7 felosztas barmely részintervalluman f korlatos,

kovetkezésképpen f korldtos [a, b]-n. |

1. Kovetkezmény. Ha az f : [a,b] — R fiiggvény nem korldtos az
[a, ] intervallumon, akkor f nem integrdlhaté [a,b]-n.

2.3. Mdveletek integralhaté fliggvényekkel

Két fiiggvény Osszegének és egy fliggvény szamszorosanak integralhatésagara vonatkozik
az alabbi tétel.

4. Tétel. Tegyiik fel, hogy az f,g : [a,b] — R, fiiggvények in-
tegralhatdk és legyen A € R. Ekkor f + g és Af is integralhaté és

/ab(f+g)=/abf+/:g, /ab(Af)=A/abf-

BizoNY{TAs. Legyen 7 := {xq,...x,} € Fla,b] és vezessiik be a kovetkezd jeloléseket:
F;:=sup{f(z):x € [xi—1, x|}, Gi:=sup{g(x):z € [zii1,x;]},
fi=nf{f(x) 2z € w1, 2]}, ¢ :=inf{g(z): 2 € [xi-1,2:]}
t=1,...,n

Az alsé és fels6 hatér értelmezése alapjan nyilvdnvald, hogy fi+¢g; < f(z)+g(x) < F;+G;,
ha z € [z;_1,;], ahonnan

fit+gi <inf{f(z) +g(z) : 2 € [wi—1, 2]} < sup{f(z) +g(z): 2 € [vi1, 23]} <
<F+G;

kovetkezik. A most kapott egyenl6tlenséghdl (x; — x;—1)-gyel vald szorzds és Osszegzés
utan a kovetkez6 adddik:

s(f,m)+s(g.7) <s(f+g,7)<S(f+g.7)<S(f,7)+ S(g,7).
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Ezt az egyenl6tlenséget felhasznalva el6szor az 6sszeg integraljara vonatkozé allitast iga-
zoljuk. Az 1. Tétel a) része és (1) alapjdn barmely 7,72 € Fla, b] felosztdsra

s(fym) +s(g,m2) <s(fimUT) +s(g,mUT) <s(f+g,mUm) < L(f+9).

Innen el6szér a 71 € Fla,b] majd a m» € Fla,b] felosztédsokra a bal oldal fels6 hatardt
véve - kovetkezik, hogy I.(f) + I.(g9) < L.(f + ¢g). Hasonl6an igazolhaté az I*(f + g) <
I*(f) + I*(g) egyenlStlenség. A most kapott egyenlStlenségeket egybevetve

I(f)+1(g) = L(f) + L(9) < L(f +9) < I"(f +9) < I°(f) + I"(9) = I(f) + 1(9)

kovetkezik. Innen nyilvanvald, hogy f + g is integralhaté és f (f+9) = f f+ f g- AXf
fiiggvényre vonatkozé allitas egyszert kovetkezménye az ’ ‘ ‘
s(Af,m)=As(f,m) S(Af,T)=AS(f,7) A>0,
s(Mfim) = AS(f, ) S(Af,7) = As(f,7) A<0,

egyenldségeknek. Ez utébbi egyenloségek a fels6 és alsé hatar ismert tulajdonsagaibdl
kozvetlenill adédnak. A szorzat és a hanyados fiiggvény integralhatdsdgéara vonatkozik
az alabbi tétel, amelyet bizonyitas nélkiil jelentiink ki:

5. Tétel. Legyenek f,g : [a,b) — R integralhaté fiiggvények.
a) Akkor fg is integrélhato.
b) Ha ezen kiviil

Im >0 gy, hogy V€ l[a,b], m <|g(v)]
is teljesiil, akkor f/g is integrdlhatd.

Az integréilds egy maésik fontos tulajdonsigdra (az tn. intervallum szerinti addi-
tivitdsra) vonatkozik az aldbbi tétel.

6. Tétel. (Intervallum szerinti additivitas.) Legyen a < b < ¢ és
f i [a, ] — R egy korldtos fiiggvény. Az f fiiggvény akkor és csak akkor
integrdlhatd, [a, c]-n ha f-nek az fi := f |[a4], f2 := [ |[p,¢] lesziikitései

integralhatok és
c b c
[r=Le] s

A tétel bizonyitasat ldsd [1]-ben.

Lasd a 2.6 abréat.

A tovdbbiakban az [a,c| intervallumon integralhaté filiggvények halmazat
jeldljikk Rla,c]-vel, az f € Ra,c] fuggvény valamely [o,3] C [a,c| intervallumra
vonatkozé f,, ) lesziikitésének integrélja legyen az [ f f

Az f; f jelolés hasznalatédnal eddig feltettiik, hogy a < b. Az f: f szimbolumnak a = b
és a > b esetén is célszerti értelmet tulajdonitani. Erre vonatkozik az aldabbi

8. Definicié.

Legyen [ f:=0 és, ha f € R[b,q] f(ff =— [, f,a>b.
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7. Tétel. Legyen a < b és f,g € Rla,b]. Ha f(z) < g(x),x € [a,b],

akkor
b b
/ fS/ g.

BizoNvyiTAs. Legyen 7 := {zg,71,...,2n} € Fla,b]. Az f < g feltételbdl kovetkezik,
hogy inf{f(z) : € [z;—1,2]} < inf{g(x) : © € [zi_1,24]}, ¢ = 1,...,n ezért nyilvin
s(f,7) < s(g,7). Innen azt kapjuk, hogy

I(f) = sup{s(f,7) : 7 € Fla,b]} <sup{s(g,7) : 7 € Fla,b]} = I(g),
s ezzel az allitast bebizonyitottuk. |

Mivel tetszéleges f € Rla,b] fiiggvényre —|f(z)| < f(x) < |f(z)], ezért a most bi-
zonyitott egyenltlenség alapjan kapjuk, hogy

—/abf(x)|dxg/abf(x)dxé/ab|f($)|d$,

ha a < b. Innen adddik az alabbi

Kovetkezmény. Tetszéleges f € R|a,b] fiiggvényre (a < b esetén)

I/abflé/ablf-

Az el6z6 tétel egy masik kdvetkezménye az aldbbi allitds, melyet gyakran az in-
tegralszamitas els6 k6zépérték-tételének is neveznek.

8. Tétel (Els6 kozépérték tétel.) Legyen f,g € Rla,b] és tegyiik

fel, hogy g > 0. Ekkor az m := inf{f(z) : x € [a,b]}, M := sup{f(z) :
x € [a,b]} jelolésekkel fenndll a

b b b
m/gé/fgéM/g-

Ha ezenkiviil f € Cla,b] ( folytonos az [a,b] intervallumon), akkor

b b
3¢ € [a,b] gy, hogy / fg:f(ﬁ)/ g.

BizoNyiTAs. Mivel m < f(z) < M és g(z) > 0, ha z € [a,b], ezért mg(x) < f(z)g(z) <
Mg(x). Innen az eléz6 tétel alapjdn az elsé &llitds egyszeriien kovetkezik.

Ha f € Cla,b], akkor F := (f; 9)f € Cla,b], s mivel f: fg az F fiiggvény minimuma
és maximuma kozé esik, ezért a Bolzano -tétel alapjan

b b
3t € [a,b] dgy, hogy / fo=F() = fE) / 9).
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|
A most igazolt tételt g = 1 esetben alkalmazva az aldbbi egyenlétlenséget kapjuk:

1. Kovetkezmény. Tetszéleges f € R(I) fiiggvényre és minden a,b €
I,a # b szamparra

b
nf{f(z) : o € [a, ]} < ﬁ/ F<sup{f(z) : 2 € [a,B]}.

Ha f folytonos az [a,b]-n a késébbiekben igazolni fogjuk, hogy integrdlhaté [a,b]-n.
Ebben az esetben az inf{f(z) : € [a,b]} = m az f [a,b]-n felvett minimumadval, a
sup{f(z) : = € [a,b]} = M az f [a,b]-n felvett maximumadval lesz egyenl6. Ebben az
esetben az el6z6 kovetkezmény alapjan a kévetkezot kapjuk:

2. Kovetkezmény Legyen f € Cla,b] és m = min{f(z) : z € [a,b]},
M = max{f(x): x € [a,b]} és a < b, akkor

b
a) m(b—a) < [ f(z)dz < (b—a)M,

b) valamint létezik olyan £ € [a,b] gy, hogy

/ f(@)dz = f(€) - (b a)

Lasd a 2.7 4brat.

2.4. Integrdlhatd fliggvények

Ebben a paragrafusban megmutatjuk, hogy a folytonos fiiggvények, a monoton
fliggvények, a szakaszonként folytonos fiiggvények és a szakaszonként monoton fliggvények
integralhatok.

9. Tétel Ha f:[a,b] — R folytonos fiiggvény, akkor integralhato.
B1zONYITAS. Az allitds igazoldsdhoz a 2. Tétel alapjin elég megmutatni, hogy barmely
f € Cla,b] fuggvényre a kovetkezd tejesiil:

(4) Ve >0 37 Fla,b] gy, hogy Qf,7) <e.
Mivel f € Cla, b], ezért f egyenletesen folytonos az [a, b] intervallumon, kovetkezésképpen
Ve > 0, 3§ > 0 ugy, hogy ha z’,z" € [a,b], |z’ — 2"| < §, akkor
€
no_ "
7))~ 1) < 5

Legyen 7 := {zo,21,...,2n} € F(I) olyan felosztds, amelyre max{z; — x;—1 : i =
1,...,n} < 0 tejesiil.
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Mivel f folytonos az [a,b] intervallumon ezért felveszi infimumét és szuprémumadt az
[zi—1,2i]-n legyenek ezek m; = min{f(z) : x;-1 < = < a;} = f(a}), M; = max{f(x) :
xic1 <@ < ax;} = f(af). Mivel 2,2} € [z;-1,2;] és max{z; —x;—1:i=1,...,n} <4,
ezért az egyenletes folytonossag alapjan M; —m; = f(z}) — f(a}) < e |z, — 2| < § és
gy az Q(f, T) oszcillacids Gsszegre.

n

Qf,7) =Y (M —ma) (i — ;1) < 5 i . Z(ivz — i) =¢

i=1

bizonyitandé egyenlétlenség adddik. Innen kovetketkezik, hogy az f integrélhato. |
A monoton fiiggvények integralhatésagara vonatkozik a kovetkezd

10. Tétel. Ha f:[a,b] — R monoton, akkor integralhatd.

Bi1zONYITAS. Az el6z6 tétel bizonyitdsdhoz hasonléan most is elegendd beldtni, hogy a
(4) 4llitas telesiil. Ha f(a) = f(b), akkor f dllandd, s ezért ebben az esetben az &llitds
nyilvanvalo.

Tegyiik fel, hogy f monoton novekedd, f(a) < f(b), és tekintsiink egy olyan 7 =
{zo,..., 2z} € F([a,b]) felosztést, amelyre max{(z; —x;-1) : i =1,2,...,n} < FO—F@
teljestil. Ekkor f monotonitdsa miatt

sup{f(z): @iy <a <} = f(xg), inf{f(x): 2 <o <} = flria)

s {gy az Q(f, T) Osszegre az

n

5‘ n
Qf,7) =D (i) = flaim)) (@i — zi1) < OBS0] ;u(m — flwir)) =

i=1 i=1

€
= m[(f(m) — f(@0)) + (f(x2) = f(x1)) + -+ (f(zn) — flzn_1))] =
€ €
= @) (f(zn) = flz0)) = o ) (f(b) — fla)) =
becslés adddik. Ezzel a tételt igazoltuk. -

A tovabbiakban tobbszor hasznaljuk az integral kovetkezo tulajdonsdgat, amelyet bi-
zonyitas nélkiil jelentiink ki.

11. Tétel Ha az f integrdlhaté fiiggvényértékeit véges sok helyen
megvaltoztatjuk, akkor a kapott fiiggvény is integralhato, és integralja
az f integraljaval egyenld.

Az el6z6 tétel alapjan nyilvanvalo az alabbi;

Kovetkezmény. Ha f € C(a,b) és léteznek az f(a+0), f(b—0) véges
hatdrértékek, akkor f € R[a,b].

A folytonos fiiggvények mellett leggyakrabban el6forduld fiiggvények az tin. szakas-
zonként folytonos fiiggvények. Ezekre vonatkozik az aldbbi:
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9. Definicid.
Akkor mondjuk, hogy az f : [a,b] — R fiiggvény szakaszonként
folytonos, ha létezik az [a, b] intervallumnak egy olyan 7 := {xg, ..., 2, }

felosztdsa, amelyre a kovetkezOk teljesiilnek:
a) f|($i71’wi) S C(l‘i_l,l‘i) 1=1,2,...,n,
b) léteznek az f(x;—1 +0), f(z; — 0)( = 1,2,...,n) véges egyoldali
hatarértékek.
A kovetkezd dbrén egy szakaszonként folytonos fliiggvény grafikus képét szemléltetjiik.
Lasd a 2.8 abrat.
Az el6z0 tételt felhasznalva adddik:

Kovetkezmény. Legyen f : [a,b] — R egy szakaszonként folytonos
. Tn} az el6z8 definiciéban szereplé halmaz.

b n oo
[r=x)

Hasonl6 allitas érvényes u.n. szakaszonként monoton fliiggvényekre.

fggvny és 7 = {xo,..
Ekkor f integralhato és

10. Definicid

Akkor mondjuk, hogy az f : [a,b] — R fiiggvény szakaszonként
monoton, ha létezik olyan 7 := {xo,...,z,} € F(I) felosztds, hogy
fi@i1,20)(@ = 1,2,...,n) monoton és léteznek az f(x;—1 +0), f(z; —
0)(i =1,2,...,n) véges egyoldali hatdrértékek.

2.5. Newton-Leibniz-formula

Az el6z06 paragrafusban bemutatott két példa jél mutatja, hogy kozvetlentil a definicié
alapjan az integral kiszdmitdsa a legegyszeriibb fiiggvények esetén is hosszadalmas és
bonyolult feladat. Az alabbi tétel alapjan, ismerve az integrélhaté fliggvény egy primitiv

fliggvényét, az integral egyszeriien meghatirozhato.

Tétel 12. (Newton-Leibniz-formula): Ha az f[a,b] — R fiiggvény
integralhato és f-nek létezik F primitiv fiiggvénye, akkor

b
/ f=F(b) - F(a).

BizonNYiTAS.  Legyen 7 = {xg,Z1,...,%,} az [a,b] intervallum egy felosztdsa. A
Lagrange-féle kozépértéktétel szerint van olyan &; € (2,1, ;) pont, hogy

F(x;) = F(xio1) = F'(&)(xi —wi1) = f(&) (@i —xic1) (i=1,2,...,n).
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Innen - figyelembe véve az F' = f egyenlOséget - az F(b) — F(a) szdmra a kovetkezSt
kapjuk:

F(b) = F(a) =Y (F(z;) = F(zi-1)) = Y f(€)(xi — im1).
i=1 i=1
Mivel inf{f(z) : © € [xi—1, 2]} < f(&) <sup{f(x):x € [x;_1,z;]}, ezért

s(f,7) S F(b) = F(a) < 5(f, 7).
Felhasznélva ez utébbi egyenlétlenséget, és azt a tényt, hogy f integralhaté [a, b]-n
I(f) = sup{s(f,7) : 7 € Fla,b]} < F(b) — F(a) < inf{S(f,7) : 7 € Fla,b]} = I(f)

azaz valéban f; f=F(b) — F(a). Ezzel az allitdsunkat igazoltuk. |
A Newton-Leibniz-tétel feltételei koziil egyik sem hagyhaté el. Belathato, hogy a
tételben szerepl6 feltételek egymastdl fliggetlenek, azaz egyikbol sem kovetkezik a masik.
Létezik olyan integralhato fiiggvény , amelynek nincs primitiv fiiggvénye és megadhatd
olyan fiiggvény amelynek van primitiv fliggvénye és nem integralhato.
1. Egy egyszerii példa olyan fliggvényre, amely integralhatd, de nincs primitiv fiiggvénye
1, haxze(0,1]
a sign: [-1,1] — {-1;0,1}, signxa=¢ 0, haz=0 fiiggvény.
-1, haze€]ll,0)
Mivel a sgn fiiggvénynek az x = 0 els6faju szakadasi pontja, ezért nem Darboux-
tulajdonsdgu tehat nincs primitiv fiiggvénye. Azonban az sgn fiiggvény integralhato
mivel,
a (0,1]-on sgnz =1 = fol sgnxdr =1
a [—1,0)-4n sgnz = —1 = f_ol sgnxdr = —1, tehat

1 0 1
/ sgnrdr = / sgnxdx + / sgnxdr = —1+1=0.
-1 -1 0

Tehét a sgnz integralhaté a [—1, 1]-en, de nincs primitiv fiiggvénye a [—1, 1]-en.

12
2. Tekintsik az f : [-1,1] — R, f(z) = {%Sﬂlmgxcosxg, z € [-1,1]\ {0}

0, =0
fiiggvényt. Konnyl belatni, hogy a

F:[-1,1] =R F(z)= { x?%%, z € [-1,1]\ {0}
0, z=0

fiiggvény az f-nek primitiv figgvénye, azaz F'(x) = f(x), Vo € [-1,1]. F folytonos
Vao # 0 pontban. Mivel

2% sin —| < x? ezért lin%) F(z) =0= F(0),

X T—
tehat F folytonos a 0-ban, kovetkezésképpen F folytonos az R-en. Vizsgaljuk az F
derivalhatésagat a O-ban:

1
2 .
F _ F 0 T~ sim — 1
lim M = lim R lim xsin — = 0.
x—0 x—0 x—0 x x—0 x
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Tehdt F' derivdlhat6 O-ban, és F'(0) = 0.
Az xy # 0 pontban F szintén derivalhaté. sszefoglalva: F' derivalhaté R-en és

1 9 1 -2
Fl(z) = 2xsmﬁ—|—x (cost>~<x3> ,x;«éOZ

0 , =0
1 2 1
2rxsin— — —cos— , x#0
= 2 x 2
0 , z=0.

Azonban f nem korldtos a 0 kdrnyezetében, mivel 1étezik példaul az x,, = 1/v2nm,n €
2
N* sorozat igy, hogy lim x,, = 0 és lim f(z,,) = lim ( sin 2nm — 24/2nm cos 2mr) =

vV 2nm
—00. Mivel az integralhatésdg definci6jét az [a,b]-n korldtos fliggvény halmazin
vezettik be, ezért f nem integrdlhaté. Az f fliggvénynek az F primitiv
fliggvénye példdul a [—1,1] intervalumon, de f a [—1,1]-en nem korldtos,
ezért nem intergilhaté a [—1,1]-en
Jéval nehezebb ugyan, de lehet olyan f fliggvényt is konstrudlni, amelynek egy [a, ]
intervallumon van primitiv fiiggvénye, korlatos, de mégsem integralhaté.

11. Definicié
Legyen f € Rla,b], és xqg € [a,b] tetszbleges rogzitett szam. Az

x— F(x /f YV € [a,b],

utasitassal értelmezett F fiiggvényt az f fliggvény xy pontban eltling
integralfiiggvényének nevezziik.

Az integralfiiggvény tulajdonsigaira vonatkozik az alabbi

13. Tétel Legyen f € Rla,b] és F a f valamely zo € [a,b] pontban

eltiing integralfiiggvénye. Ekkor

a) F folytonos az [a,b] intervallumon.

b) Ha f folytonos valamely x € [a,b] pontban, akkor F' differencidlhatd
az x pontban és F'(x) = f(z).

B1zoNviTAs.
a) Mivel f integrdlhaté [a,b]-n, ezért korldtos. Legyen M az |f| figgvény egy felsd
korlatja. Ekkor tetszdleges x1,x2 € [a,b], 1 < x2 pontpdrra

|F(2) - x1|—|/ /f|—|/ 71 < M(ws — o)

teljesiil. Innen - pl. az atviteli elv alapjan- F' folytonossaga egyszertien kovetkezik.
Valéban, ha x az [a, b] intervallum tetszéleges pontja és Vz,, € [a,b] egy olyan sorozat,
amelynek hatarértéke x, az el6bbi egyenlétlenség alapjan

|F(zn) — F(x)| < M|z, — =,

ahonnan kévetkezik, hogy lim F'(z,) = F(x), ha limz,, = x. Azaz F(z) folytonos a
tetszOlegesen vélasztott « € [a,b] pontban, vagyis F folytonos [a, b]-n
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b) Az f fliggvény = (belsd ) pontbeli folytonossdga azt jelenti, hogy
(5) Ve >0 36>0 ugy, hogy ha te€ (x— 4,2+ 9)
fla) —e < f(t) < flz) +e

Innen a kozépérték tétel alapjan kovetkezik, hogy tetszéleges 0 < |h| < & szdmra

f(z) _E<h/ f<flz)+e,

azaz
1 z+h
|f(x)—g g fl<e.
Ezzel [*" f = F(x + h) — F(z) figyelembevételével azt kapjuk, hogy

Ve>0 36>0 ugy hogy V0 <Ih|<d

|f(z) = (F(z+ h) — F(z))/h| <e.

Ez pontosan azt jelenti, hogy F' differencidlhaté az x pontban és F'(x) = f(x). Az

intevallum végpontjaira - a megfelel6 egyoldali kérnyezeteket figyelembe véve - hasonléan

igazolhatd. |
A most igazolt tétel alapjan nyilvanvalé az alabbi

1. Kovetkezmény: Ha f € Cla,bl, akkor az x — F(z) = [ f,z €
[a,b], z¢ € [a,b] az f xo-ban eltiing primitiv fiiggvénye.

Az el6bbi allitds azt mondja ki, hogy az [a, b] intervallumon folytonos fiiggvényeknek
van primitiv fliggvényik.
A tovébbiakban tobbszor hasznalni fogjuk a
[F(2)); == F(b) - F(a)

jelolést. A Newton-Leibniz-féle formulabdl egyszertien kovetkezik a hatarozott integréalra
vonatkozo in. parcialis integralasi szabaly.

2. Kovetkezmény:(Parcidlis integralds) Ha az f : [a,b] — R,
g : [a,b] — R fiiggvények differencidlhatdk és f’,g" € Rla,b], akkor

b b
(6) / 19 = F)g(b) — f(a)gla) - / fg.

BizonyiTAs. Mivel (fg) = f'g+ fg' és a feltételek alapjan f'g + fg' € R|a,b], ezért az
fg figgvényre alkalmazhaté a Newton-Leibniz-féle formula, kovetkezésképpen

F(B)g(b) — F(a)g(a) = /ab(fg)’= / (f'g+ f) / Flg+ / 72

Innen azonnal adédik a (6) egyenldség. |
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Az eléz8 tétel alapjan egyszerlien addédik a hatdrozott integralra vonatkozé un.
helyettesitési tétel:

14. Tétel. (Helyettesitési tétel) Legyen f € Cla,b] és ¢ : [a, B] —
[a,b] egy folytonosan differencidlhaté fiiggvény. Ekkor

L f(f) = "(Fow).

BizonNYiTAS. Mivel f, (f o )¢’ folytonos fiiggvények, a 13. Tétel alapjin az

Fla) = /t)f(y)dy, re(@d) GO= [ (7oL by 1€l

utasitdssal értelmezett fiiggvények differencialhatok és
(7) F=f G =(fop)y.

Megmutatjuk,hogy F(¢(t)) = G(t)Vt € |a, (], ahonnan t = [ esetén a bizonyitandd
allitast kapjuk.
A kozvetett fliggvény differencidldsi szabédlydt felhaszndlva a (7) alapjan nyilvanvald,

hogy
(Fop) =(Fop) =(fop) =G

Kovetkezésképpen F o ¢ — G allandé. Mivel az F' és G értelmezése szerint

o(a) &
F<¢<a>>=/( | f=o=/ (f o 0)¢' = Gla),

ezért valéban F o — G = 0. |
A helyettesitési tételbdl kovetkezik a kovetkezd két allités.

1. Kovetkezmény: Legyen f : [—a,a] — R pdros, integralhatd
fiiggvény az [—a, a] intervallumon. Ekkor

_a flx)dx = 2-/0(1 f(x)dx.

Lasd a 2.9 abrat.
BizoNYyfTAs. Az f?a f(z)dx integralt az x = p(t) = —t,t € [—a,0] valtozdcserével
alakitjuk 4t. Figyelembe véve, hogy f(—t) = f(t), majd az integrdldsi hatdrok
felcserélésével kapjuk, hogy

0 0 a a
[ o - / F(—t)(~1)dt = / F(t)ydt = / f(x)d.

Felhasznalva az integrdl intervallum szerinti additivitasét

a 0 a a
9 f(z)dx = » f(a:)dac—l—/o flx)dx = 2/0 f(z)dz.
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|
2. Kovetkezmény: Legyen f : [~a,a] — R pdratlan integralhaté
fiiggvény az [—a, a] intervallumon, akkor
f(z)dz = 0.
Lasd a 2.10 abréat.
BizoNYiTAS. Az ff)a f(z)dx integralt az x = p(t) = —t,t € [—a,0] valtozdcserével
alakitjuk 4t, figyelembe véve, hogy f(—t) = —f(t), majd az integrdldsi hatdrok
felcserélésével kapjuk, hogy
0 0 a a
fayde = [ f-t)-Ddt = [ syt = [ sy,
—a a 0 0
Felhasznalva az integrdl intervallum szerinti additivitasét
a 0 a a a
f(z)dz = f(z)dz —l—/ f(z)dz = —/ f(z)dz —|—/ f(z)dz = 0.
—a —a 0 0 0
|

A pératlan fiiggvények grafikus képe szimmetrikus a (0,0) pontra nézve. Ennek a
tulajdonsagnak ismeretes egy altalanosabb alakja, amelyet a geometriai szemlélet alapjan
a kovetkezéképpen fogalmazhatunk meg.

Ha az f : [xo — a,20 + a] — R fiiggvény grafikus képe szimmetrikus az (zo, f(z0))
pontra nézve, akkor az dbra (2.11)-nek megfelelden a szubgrafikon teriilete egyenlé az
ABCD téglalap teriiletével.

Lasd a 2.11 abrat.

A geometriai szemlélet alapjan kapott tulajdonsdg matematikai definicidja a kbvetkez6:

Definicié. Az f : [vg — a, 20 + a] — R fiiggvény grafikus képe szim-
metrikus az (xo, f(zo)) pontra nézve, ha Vx € [0, a] esetén

Jf(wo — ) + f(wo +2) = 2f(20).

Tétel. Ha az f : [v9 — a,z0+ a] — R folytonos fiiggvény grafikus képe
szimmetrikus az (xo, f(xo)) pontra nézve, akkor

xro+a
/ f(z)dz = 2af(xo).

0o—a

BI1zONYITAS.

/jﬁa f(z)dz = /:0 f(z)dx + /xﬁa fla)dz.

Zo
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Az els integralban végezziik el az © = x¢ — a + y, dx = dy; a mésodik integrélban pedig
az x = xg + a — y, der = —dy valtozocserét. Igy

xo+a a a
| @ [ f@o—atndy+ [ saota-yay

o—a

- / o —aty)+ flao+a—y))dy.

Mivel y € [0,a] ezért a —y € [0,a]. Figyelembe véve a grafikus kép szimmetria tulaj-
donsagat az

f(xo—(a—y)) + flzo+ (a —y)) = 2f(20),

kovetkezésképpen

xo+a a
/T f(x)dx = /0 2f(xo)dy = 2af(xo).

Tro—a

Megjegyzések

1. Ha a fuggvény pératlan a [—a, a] intervallumon, akkor a grafikus képe szimmetrikus a (0;0) pontra
nézve, f(0) =0, igy innen is megkapjuk a 2. Kévetkezményt.
2. A szimmetriafeltételt az [a, b] intervallumon az

f@+fatb-n=2r TV veepy

egyenléséggel fejezziik ki.

A kovetkezokben a hatarozott integralok kiszamitasat mutatjuk be néhany megoldott
feladaton keresztiil. A feladatok nehézségi foka fokozatosan né. Elszor a Newton-Leibniz
formula azonnali alkalmazasaval kiszamithaté hatarozott integralokra adunk példékat.
Majd késébb a parcialis integralas és a helyettesitési szabalyok alkalmazasat mutatjuk
be hatarozott integralok kiszamitasanal.

2.6. Megoldott feledatok
2.6.1. Egyszerii feladatok a Newton—Leibniz formula
alkalmazasara

Szamitsuk ki a kovetkez6 hatarozott integralokat:

1.
5 375 3 3
1 124
/szz—{z} :5———:—
. 3], 3 3 3
2. 27 27 27
1 1 2 2 1
/ —=dr = x”3dx = [mi‘} 27[9—4]:—0
s VT 8 3 8
3.

| 1 2
/0 x_gdx:[ln|x—3\]0:1n2—1n3:1n§.
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4.
3 3 g 3 _(cosz) -
/ tgasdx:/ sma:dz:/ de:_[mcosx”;:
s =~ COSX ud COST 4
4 4 4
2 1

2.6.2. Parcidlis integralassal kiszamithaté hatdrozott
integralok

Ha f, g : [a,b] — R differencidlhaték és f’, ¢’ € Rla,b] akkor

/ fd' = F(D)g(b) — f(a)gla) — / f'g.

1.
2 2 2
/xexd:r:/ x(em)'dx:[xem}gf/ Bde:2€27[em}g:262762+1:6271
0 0 0
2.
e e 4 4 e e 4 4 47e
. 1
/xslnwd:c:/(x—)’lnmdx: il R 7/ T lde=S |2 =
) L4 el PR A 1 |16,
I
4 16 16 16 16
3.

1
/ |arctz|dx
-1

Mivel az integraljel alatt abszolutérték van, ezért el6szor felbontjuk az abszolut értéket.
Felhasznalva az integral intervallum szerinti additivitasat a kovetkezot kapjuk:

1 0 1
/ |arctgx|de = / |arctgx|dx + / |arctgx|de =
- 1 0

1 —

0 1
= —/ (a:)’arctgxdw—i—/ (x) arctgzdr =
0

-1

0 1
1 1
=— [xarctgx]gl + [1 xmdx + [xarctgx](l) - /0 xmdx =
1% @1+a2?) 11422
arctg( )+2[1 2 x + arctg 2A Rl
- 1

0
B 1 2 1 2 T _
—2—1—[2111(1—&—95)}_1 {2ln(l+x)}0—2 In2
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4.
T
/ x2 cos zdx

—T

Mivel az integrandus pdros fliggvény és a [—m, 7]-n integrélunk, ezért

/ x? cos xdr = 2/ x? cos xdr = 2/ 2?(sinz) dr =
0 0

—T

= 2[x?sin z]] —4/ xsinxdmzél/ x(cosz)'dr =
0 0

=4[z cosx]] — 4/ cosx = —4m — Afsinz|f = —4r
0

5.
s
/ xt sin xdx
—Tr
Mivel az integrandus pératlan fiiggvény és a [—m, 7]-n integrélunk, ezért anélkiil, hogy
a parcialis integrélast egymasutan négyszer alkamaznank, a 2. kovetkezmény alapjan

kovetkezik, hogy az integral értéke 0.

6.
Ey
/ rtg’rdr
0

Végezziik el a kovetkez6 atalakitast:

tg*z = (tg’x +1) — 1 = (tgz)’ — 1,

tehat

s il
4

i i i =
/ rtg’zdr :/ x(tgx) dx —/ xdx = [xtgx]d —/ tgrdr — [z
0 0 0 0 2
2 2
T Tom_m V2
=1 + [Incos | 35 =1 32 +1In 5

) =

7. Bizonyftsuk be, hogy I,, = fO% sin™ xdx integrél teljesiti az n I, = (n — 1)I,_2, n > 2
rekurziot.
A rekurziés Osszefliggést a parcidlis integralas segitségével igazoljuk. Ennek érdekében

az I,-et a kovetkez6képpen irjuk fel:

™ s

Z : 72
I, = sin” xdx = sin“ x - sin" " “ xdx =
0 0

B 3 El
= / (1 —cos? z)sin" 2 xdx = / sin" "% xdx — / cos® xsin" "% xdx =
0

0

0 0

fud s . 1 /

3 o 2 sin"" "z
=1, 9 — / cos z -(cosx - sin” 2zzc)dac =1, 9 — / cos T () dx =

o —_— _
0 e 0 n 1
con—1 2 1 z n

=1, o— sin""tx-cosx| — sin™ xdzx.

n—1 n—1J
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Innen a kovetkezo Osszefiiggést kapjuk:
IL,=1,_o— mln, ahonnan n I, = (n — 1)I,,_o.
9. Az el6bbi rekurziét felhasznélva igazoljuk, hogy
I
A (251%)'1.)!! ' \/inﬁ - \E abol
2n)l'=2n2n—-2)...2, Cn—-DN=02n—-1)(2n—-3)...1.
Ezt az osszefiiggést WALLIS-KPLET néven ismerjtik.

B1zZONYITAS. Az elébbi rekurzié alapjan meg tudjuk hatdrozni az I,, sorozat altaldnos
tagjat.

Iy = 2n7112n_2: 2n—1 27173[2”_4:“': (2n71)(2n—3)...110:
" 2n 2n 20— 2 2n(2n —2)...2
(2n — 1N 2n -~
T a7 T a2
2n 2n(2n — 2)
Ipntr = 1 Iop—1 = Gnt )@ 1)12n—3 ==
2n(2n —2)...2 (2N

Cn+1@2n—1)...1 " 2n+D)I’

(mivel Iy = fog sin® zdx = g és I} = fog sinzdr = 1)
Tehat )
Ln  (2n—1) - @+l _[@n-DI o -

Lt (2ol o)l | (2

Mivel Vx € [0, %} esetén sinx € [0, 1], ezért

0 < sin"*'z < sin” 2, ahonnan az kovetkezik, hogy 0 < I,4+1 < I,, azaz a sorozat
monoton csokkend.
Innen azt kapjuk, hogy

2n+1

——1Ion41, azaz
2n

Iopy1 <oy < Ippq1 =

1 < Ign < 2n +1
Ion i1 2n

L, 2n — 1)!! 2
lim —2 = lim (")-\/2n+1] %21»

n—oo Igpy)  n—oo (2n)!!

, tehat a rendérelv alapjan

ezért
) (2n)!! 1 ™
lim . =4/=.
n—oo (2n — I! 2n+1 2
d'n/ n 1 n .
10. Legyen P,(z) = % = [2"(x — 1™)]™), n € N. Igazoljuk, hogy
x
1 0 sham#n
(Po, P} = / Po()Pon()dz = {  [l]?
0 ,ham =n.

2n +
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BizonyiTAs. Tekintsiik az f(x) = 2" (x — 1)™ 2n-ed fokd polinomot. Mivel az z = 0 és
x = 1 n-szeres gydkei a polinomnak, ezért f*)(0) = f#)(1) =0, ha k € {0,1,...,n — 1}
és f)(0) #0 f™(1) #0.

Ha m = n, akkor felhasznalva a fenti tulajdonsagokat azt kapjuk:

/ Py (2) Py () = / £ @) (fD (@) da =
— [0 (@) 0 / £ (@) (10D () e =
/ SO (@) (f 2 ()Y der =

= [=f" @) - FO P @) + /0 fr (@) P @)de = - =
— n 1/ f2n 1 f/(x)dl':
=~ (o / FCM (@) - f(a)dz] =

/ e (z) - f(z)de = (-1 )”/0 [™(z — 1)z (2 — 1)"de.

Mivel az f(z) = 2™ (z — 1) egy 2n-ed foki polinom, ezért ™ (z) = (2n)!.
Ismét n-szeri parcidlis integralds utan azt kapjuk, hogy:

1 1
-1 @) () f(z)dx = (—1)"(2n)! 2"(x — 1)"dx =
1)/Of (2)f(2)d <1><2>'/0 (x — 1)"d

(~1)"(2n) H( S Zh] - [ 1)”1dx] _

= (=1)"(2n)! (_ni 1) /01 2 = 1) dy =

T i G /1 2"z — 1) 2da =

n+1 n+2

! 1 12
== (1" (2n)! ~ / iy =
(n+1)(n+2)...(n+n) J, 2n+1
Ha m # n, tegyiik fel, hogy n > m. Legyen g(x) = 2™ (2™ — 1), ekkor P,,(z) = ¢"™)(z),
g®(0)=g®(1)=0kec{0,1,...,m — 1}, és fgy

1 z)P,(z)dx = 1(m):c(")a: x = 1(m)x- =1 ()Y dx =
/OPmuPn()d /Og () (@)d /09 (2) - (f D (@))d
= (g™ (@) - OO (@) — / gD (@) F0 ) () =

0
1
_ / ™) () (F) (z)) dr

@@+ [ g @ = =
0

1
= [ g s = o
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mivel n > m = m+n > 2n, igy a g(x) = 2™ (x™ + 1) 2m-ed foku polinom (m + n)-dik
derivaltja 0. ]

2.6.3. Hatarozott integral kiszamitasa helyettesitéssel

Amikor a hatdrozatlan integralban nem az alapintegralok valamelyike szerepel az egyik
leghatékonyabb modszer az integral kiszamitasara az integralds helyettesitéssel. Gyakran
a bonyolult integrandust

B
/ Fo(t)g (Bt

alakban lehet felirni. Ha az f és ¢ eleget tesz a Tétel 14 feltételeinek, akkor a fenti

integral:
»(8)
/ f(z)dx.
e(a)

Formadlisan: jeloljik x = o(t)-vel, dz = ¢'(t)dt , az ij hatdrok pedig ¢(a) és ¢(3) lesznek.
Megtehetjik azt is, hogy a hatarok figyelembevétele nélkiil helyettesitéssel kiszamitjuk
az integrandus hatarozatlan integraljat, majd az eredményt visszaalakitjuk az eredeti
valtozo fiiggvényévé és az eredeti hatdrokat helyettesitjiik be. Azonban ez utébbi eljaras
hosszadalmasabb.

Példak:

1. Szamitsuk ki az feeg ﬁdt integralt.
Tekintsiik a p(t) = Int, ¢ : [e,e?] — [1,2], folytonosan differencidlhaté fiiggvényt.
Kiszamitva a derivaltjét ¢'(t) = % szrevessziik, hogy az integraljel alatti kifejezés

1
¢'(t) - —— alakba frhaté.

p(t)
1 1
Ha tekintjiik az f:[1,2] — [2, 1}, f(z) = - akkor, az integréljel alatti kifejezés az

/ 1 o ,
() - o0 @' (t) f(p(t)) alakra hozhato.

Mivel az f folytonos, ¢ folytonosan differencidlhaté, tehat, ezért

e2 1 &2 / 50(62)
/e mdt:/e @(t)f(¢(t))dt[0(e) f(z)dx =

’1
:/ —dz =[Inz]? =In2.
1 T

x  sin2t
2. Szamitsuk ki [? —————dt.
’ Jo 1+sin®t
™
Tekintsiik a ¢(t) = 1 +sin’t, ¢ : [07 5] — [1,2], ¢'(t) = 2sintcost = sin 2t. Igy az

integraljel alatti kifejezést a kovetkez6 alakban {rhatjuk

sin2t _'(t) _ . ¢
LisimZt  ot) 7 () o(t)
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1
Legyen f(z) = Pl €[1,2].

Mivel a ¢ és f fliggvények eleget tesznek a 14-s Tétel kdvetelményeinek, ezért

™

/0 A / 2 w'(t)ﬁdt _ / O F(p)dt

/]:0()5) Fa)de /12 1

= [ —dz=[nz]} =2
—dz [lnz]; =In

Szamitsuk ki az fO% In(1 + tg z)dz integralt. Tekintsiik az f : [O, E] — R, f(z) =

7r
In(1 + tg x) fliggvényt. Vegyiik észre, hogy az f a [07 f} intervallumon teljesiti a
szimmetria feltételt, azaz:

f(x)—i—f(%—x) — In(1+ tgx)+1n(1+ tgx(%—x))
In(1+ tgx)—i—ln(l—i—iliii) -

=In(1+ tgw)—l—lnm:ln(l—&— tgx)+1In2—1In(l+4 tgz) =

s
—In2 Vv {0,,}_
n T € 1

Innen az x =

N

— vy, dr = —dy valtozdcserével a kovetkezdt kapjuk

/ In(1+ tgw)d:cf/wl (1+ tg(Z*y))(*dy):

/ 14 tg 4—y))dy:/oz(ln2—ln(l+ tg y))dy =

]
n2—/ (1l + tg 2)dz,
0

ENE]

M:&

ol

ahonnan

jus

2 ™
/ In(1+ tg z)dz = —1n2.
0 8

t2
. Szdmitsuk ki az f — dt integralt.
Az integrél jel alatti klfeJezest a

1 1 IR
21+ t—=
v ") rep ()
1 1y 1 1\°
tQ(t2+t2> t2+t72 (t t> +9
. . Lo
alakba tudjuk frni. ppen ezért a ¢(t) =t — . véltozéesere lenne alkalmas a [—1,1]

intervallumon. Azonban a ¢(t) nem értelmezett a ¢ = O-ban, ezért ¢ nem folytonos a
[—1, 1]-n, kovetkezésképpen nem tesz eleget 14-s Tétel kovetelményeinek. A problémat
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2
tigy tudjuk kikiiszobdlni, hogy meghatérozzuk a h(t) = —

1
1 figgvény H (t) primitiv

fiiggvényét. Mivel h(t) folytonos a [—1,1]-n ezért van primitiv fiiggvénye és in-
tegralhato, tehdt a Newton-Leibniz formula alapjan

/1 h(t)dt = H(1) — H(—1).

1

t2+1
Az [ " i 1dt hatarozatlan integral kiszdmitasdhoz t < 0 ést > 0 esetben alkalmazzuk

t— L vdltors ’tAfdu ! tg —— + 16ség alapja
az u =t — — valtozdcserét. Az [ ——— = —— arctg — + ¢ egyenl8ség alapjdn a
- e iy, A gy g alapj
h(t) primitiv fliggvénye

1 1 1

— arctg — |t——)+c1 , hat<O0

2 " < t) !

H(t)=1 ¢ ,hat=0

iarct 1<t—1)+c hat>0

alakd lesz. A c¢1,co,c3 konstansokat gy hatdrozzuk meg, hogy H(t) folytonos és
derivalhato legyen R-en. Tehat

s 0
lim Ht) = ——=+4+c¢ = lim Ht)=——=+c3 =c¢
t=0_ () W2 L= 50 (t) 9032 3 2
2 s
=c3 = —= + ¢ = —= + ¢1 és konnyen lehet ellenorizni, hogy a
3 22 1 NG 1 Y gy
L t L <t 1>+ hat <0
— arctg — [t — — c ,
\/§ g\/§ t 1
s
H(t) = m“'cl ,hat=0

(e

€ [-1,1], azaz H a h primitiv fiiggvénye. Igy f h(t)dt =

s
arctg >++01 ,hat>0 c eR
V2

7
fiiggvényre H' = h(t), V
H(+1) — H(-1) = l

A primitiv fiiggvény kiszamitasat a kovetkezo leirassal kiiszobolhetjiik ki:
-1 42 0 42 1,2
t 1 t 1 t 1
/ 1%dt:/ * dt—i—/ Cr =
o 41 L tr41 o t*+1
1 I
()
———dt + lim —Ldt =
e—0 1 1 2 e—0 1 2
=<0 t——) +2 =07 (-2 42
t t
= im |arctg — |t — - 1m arcg— - - =
=8 Vel il e vauo b/l

s<0

i ; 1 ( 1) . ; 1 ( 1)
m arctg — (€ — — — l1m arctg E— - =
= ANV AN

E.
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5. Szémitsuk ki [, \/1+ adz.

Legyen f(z) = 14+ vz, x € [1,4] és tekintsik a ¢1 : [1,2] — [1,4], ¢1(t) =
t2 folytonosan differencidlhaté fiiggvényt.

Ekkor
/14 Ve vade = | ™ i - / a0yt =

1(1)
2

:/ vV14+t-2tdt.
1

Ez utébbi integral kiszamitdsa egyszeriibb, ha az 1+t = u, @2 : [2,3] — [1,2],
wo(u) =u—1=t, ph(u) =1 helyettesitést alkalmazzuk

»2(3)

2
/ \/1+t'2tdt:/
1 ¥2(2)

5 25 23
=2|-u? - -u
3

3
\/1+t-2tdt:/ Vu-2(u—1)du =
2

3

8
= 5 (6V3-V2).

5 2

Nagyon sok esetben csak formalisan irjuk le a valtozocsere 1épéseit, példaul az el6zé
integral esetében ez igy nézne ki:
— Jeloljiik \/z = t, ha x € [1,4] akkor t € [1,2], v = t2, akkor dx = 2t - dt, {gy

4 2
/ \/1+\/de:/ V1+t-2tdt.
1 1

— Jeloljikk 1 +¢ =u, hat € [1,2] akkor v € [2,3], t =u — 1, dt = du
2 3
/\/1+t-2tdt:/ Vi 2(u — 1)du.
1 2

A két egymésutdni valtozd cserét egy lépésben is elvégezhettiik volna az y = /1 + /x
helyettesitéssel. Ennek elvégzését az olvasora bizzuk.
A formadlis véltozd csere téves eredményhez is vezethet, ha az integréaldsi intervallum
valamely pontjdban az f vagy a ¢ nem teljesiti a véltozdesere tétel kdvetelményeit. A
kovetkez6 példa segitségével ezt szeretnénk megvilagitani.

. 27 dz .
6. Szamitsuk ki a ——— integralt.
z 2 Jd 4 —3coszx & -
A formalis valtozdcsere eredményeként a kdvetkezét kapnank: jeloljik a tg§ = t-vel,
1—¢2 2
cost = ,x = 2arctg t, de = mdt. Az 1j integrédlasi hatarok ha x; = 0

akkor t1 = tg 0 = 0, ha zo = 27 akkor to = tg m = 0 igy azt kapnank, hogy a fenti

integrél az
0
1 2
. dt =20
/0 A (11—t 1412

1+

1
N 4 —3cosz
pozitiv, ezért az integral sem lehet 0. A hiba abbdl adédik, hogy a tg 5 nem értelmezett

Ez az eredmény azonban téves, mivel az integral jel alatti kifejezés az
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a7 € [0,27] pontban. Ezt ugy kiiszobolhetjiik ki, hogy az integrilt a kovetkez&képpen

irjuk fel:
™ 1 2m 1
I= —d —dzr =
/0 4 —cosz x+/ﬂ 4A—cosz
T—€ 2 1
= lim —— dz + lim —dz.
e—0y Jo 4 —coszx =04 Jrpe 4 —cosT
A [0,m — €] és [ + €,27] intervallumokon alkalmazhaté a ¢t = g g azaz ¢(t) =
2 arctg t = x helyettesités. Igy a kovetkezd eredményre jutunk
(%) 2 tg 1 2
I = lim : dt + lim . dt =
SO A=SiE T 0 y(agey 4 -3y 140
tg(*3%) 9 2
= li ———dt + i —dt =
si%l_,_ 0 T2 + 1 + 8ir(r)1+ tg(=£2) T2 +1
2 tg( 5= 0
=—| lim [arctg\ﬁt] (%) + lim {arctg\f?t} =
7 E—)O+ 0 E—>O+ tg(%)
€

2 —
= 7 L vt 7 (1757 ) < g aretg7 (75 ) =

- B -5

. Bizonyitsuk be, hogy, ha f : [a,b] — [c,d] folytonos és monoton novekvé fiiggvény és
f(a) =c¢, f(b) =d, akkor

b d
/ f(:c)dx—i—/ f_l(y)dyZbd—ac.

A fenti Osszefuggést (a,b,c,d > 0) értékeire a kovetkez6képpen lehet geometriailag
interpretdlni: mivel f folytonos és monoton névekvé, f(a) = ¢, f(b) = d ezért bijektiv,
tehat van inverze.

Az f; f(z)dx = Ty aszubgrafikon teriiletét adja meg. Az fcd 71 (y)dy pedig a grafikus
kép az Oy tengely y = ¢ és y = d altal hatarolt sikrész T teriiletével egyenlo.

Lasd a 2.12 abrat.

b d
/f(m)dx—f—/ fHy)dy = Ty + Ty = bd — ac.

A bizonyitdshoz a mésodik integrdlban végezzik el az y = f(x) véltozdcserét, dy =
f'(z)dx, ha y = ¢ akkor © = a; y = d akkor x = b, majd integrdljunk parcidlisan

/cd I i = /ab U@ @i~ [ " of @) —
= [f(x)z]® — /ab f(x)dz = bd — ac — /ab f(z)dz.

Innen atrendezéssel azt kapjuk, hogy

b d
/ f(x)dw+/ fﬁl(y)dyZbd—ac.
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8.

10.

Igazojuk, hogy

/ tg xzdx —|—/ arctg rdr = —.
0 0 4

a bizonyitast ugy is el lehetne végezni, hogy kiilon-kiilon kiszamitjuk az integralok
értékeit, majd Osszeadjuk az eredményeket. Azonban vegyiik észre, hogy alkalmazni

lehet az el6z6 feladatot az f : [0, %} — [0,1], f(z) = tg x fiiggvény esetén. Ennek

alapjan

i

z 1
4

/ tgacdx—i—/ arctgmdmzlz—O-OZE.

0 0 4 4

Bizonyitsuk be, hogy

1 T
1 1
og/ e g cm et
o D 2

Az egyenlétlenségben szerepld integral elemien nem integralhatd, ezért az integrél
becsléséhez a 8. Tétel 2. Kovetkezményét haszndljuk. Tekintsik az f : [0,1] — R,

e’ +1
f(z)=In 5

fliggvényt. Mivel

2 e’ e’
/
= ¢ _— = - 1
() i e’”—|—1>0 Va € [0, 1]

ezért a fliggvény a [0, 1] intervallumon monton névekvd, gy

f(0) < fx) < f(1) Vae[0,1].

/0 () < /O ' fla)de < /0 e,

1
T+1 1
Og/lne+ dx§1n6+ .
0 2 2

Bizonyitsuk be, hogy ha f, g : [a,b] — R integralhat6 fliggvények, akkor

b 2 b b
x)g(z)dr | < r)dx g (z)dz | .
(/afm()d) <</af2()d></a 2<>d>

Mivel f és g integralhaték az [a,b]-n, ezért a 5. Tétel alapjan az f - g, f?, g% is
integralhatdk az [a, b]-n. Legyen \ € R egy tetszdleges valés szdm. Akkor az (A f +g)?2
is integralhaté az [a,b]-n. Mivel (\f(z) + g(x))? > 0 ezért

Innen

tehat

/b(Af(a:) +g(2))%dz >0 VYAER.

Ez egyenértékii a kdvetkezovel:

b b b
/\2/ fz(x)da:+2)\/ f(:v)g(x)dx+/ g*(x)dr >0 VYAER.
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Ha a bal oldalt igy tekintjiik mint A-nak egy mésodfok kifejezése, mivel fob f?(z)dz >
0, akkor a fenti kifejezés pontosan akkor nem negativ, ha diszkrimindnsa A < 0, azaz

b 2 b b
A=4 </a f(a:)g(x)dx) —4 (/a f2(x)dx> (/a gQ(I)dx> <0,
b 2 b b
( / f(x)g(z)dx> < ( / fz(x)dz> < / g2<x>dz> .

ahonnan
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3. Az integralszdmitds alkalmaz3sai

3.1. Hatarérték kiszdmitasa integral segitségével

Az el6z6 fejezet 3. Tétel alapjdn lattuk, hogy az f fiiggvény [a, b]-n vett hatdrozott in-
tagralja a Riemann kozelit6 0sszegek hatarértékével egyenld. azonban, azt is szemléltettiik,
hogy még nagyon egyszerii fliggvények esetében sem biztos, hogy a hatarértékszémitds
ismert moédszereivel meg tudjuk hatarozni a Riemann kozelité osszeg hatarértékét. Meg-
mutattuk, hogy a hatérozott integral kiszamitdsanak legfontosabb eszkoze a Newton-
Leibniz formula, amely lehet6séget ad egy nagyon széles fiiggvényosztaly hatarozott in-
tegraljanak kiszamitaséra.

Ez ad lehetéséget arra, hogy azon sorozatoknak a hatarértékét, amelyek &ltalanos
tagja egy adott fliggvény egy Riemann kozelité Gsszegével egyenld, hatdrozott integral
segitségével szamitsuk ki.

A kovetkez6kben ennek az eljarasnak a mozzanatait szemléltetjik.

Tekintsiik az f : [a,b] — R folytonos fiiggvényt és az [a, b] intervallumot osszuk fel n

egyenld részre. Igy a felosztas osztépontjai x; = a + 14 — % alakiiak lesznek, z;y1 —x; =
b—a ,
és
n
b—a b—a b—a b—a
T=<a,a+ ,a+ 2 yee,a+ 1 s, a+mn =b,.
n n n n
Ha a & = (&,&,...,&,) pontrendszernek az elemi intervallumok bal illetve jobboldali

végpontjait vessziikk (§; = x,41 vagy z; = x;y1), akkor a kovetkezd integral kozelitd
Osszegekhez jutunk

n—1 n—1
S =Y (@ip1 — ) f(&) = b;aZf(aJrib;a) =
i=0 i=0

= — [f(a)+f<a+b_na>+---+f(a+(n—1)b;“>]

illetve

n

S = (wir1 — i) f(&) = b;azn:f<a+ib;a> -

i=1 i=1

_b-a [f<a+b_a>+f(a+2b_a>+~-~+f(a+nb_a>}.
n n n n




3. Az integralszamitas alkalmaz&asai 75

Mivel az f fliggvény folytonos az [a, b]-n, integrélhaté [a, b]-n, ezért a fenti integrélkozelité
Osszeg hatédrértéke egyenld a fiiggvény integraljaval az [a, b]-n, kovetkezésképpen

b
lim S, =1lim S, = / I

Ha egy sorozat altaldnos tagja az S, vagy S, alakban irhatd, akkor a sorozat
b

hatarértéke [ f.
a

Ha az [a,b] = [0, 1] és f folytonos a [0, 1] inervallumon, akkor

1S AN !
nlgroloﬁ;f (n) _/0 f(z)dx.

Példak:

1. Szamitsuk ki a kovetkez6 hatdrértéket:

I 1 n 1 " n 1
im |[—— 4 —— 4+ — .

A sorozat dltaldnos tagjat a kovetkezé ekvivalens alakban irjuk fel:

LRSS SRV S 5 I SRR SRR
a, = —— - . - = | —_— - e
" 1 2 n
n+1 n+2 2n  n 1o 147 14—
n n n
szrevesszilk, hogy ez az Osszeg az f : [0,1] — R, f(z) = 72 fliggvény a
x
1 2 1 2
T=<0,—,—,..., n felosztashoz, a & = (, — e, n) kozbees6é pontrendszeréhez
n’'n n n’'n n

tartozo integralkozelité Osszege, azaz

an=if<£i><mi—xi_1)=§j L (:LJ;l):

142
1+ -

éppen a tekintett sorozat altalanos tagjaval egyenlé.
Tehat

1
. 1
nlin;o an = /0 T —|—3;d$ = [In(1 + 2)]§ = In2.

2. Szémitsuk ki az (a,,n € N) sorozat hatarértékét, ha

.
n2+1 n2422 n? +n2’

ap =



76

3.2. Sikidomok teriilete

Az éltaldnos tagot a kovetkezOképpen alakitjuk at:

1[ n? N n? - n?
a = — .o —_— =
" nn24+1 n2422 n? +n?

1 1 1
— 2+
n 1 2
1+ (= 14+ (=
L n n

ik, h ; . 0,1 — R, -
szreveszil ogy ez az Osszeg az f : [0,1] — f(x) 522
1 2 2

n 1 n .. .
0,—,—,...,— p felosztashoz, a & = (, —een, > kozbees6é pontrendszerhez tar-
nn n n'n n

tozd integralkozelité Gsszege, azaz

figgvény 7 =

an = Y FE) i~ wi) = |
) )
n n
Tehat
1y -
liman:/o 1+x2dx:[arctg x]O:Z.
Feladatok:

Az el6z6ekben bemutatott mddszerrel szamitsuk ki a kovetkezé dltalanos tagu soroza-

tok hatarértékét:

3.

3 _1+ n_ R T
ap = — [ [E— . -
n | n+3 n+6 n+3(n—1)
1] 1 2 n
Ap = — 1+7+ 1+7+"+ 1—"_7
n n n n
Tl . m .27 . (n—l)ﬁ}
ap = — |sln — 4+ s — + -+ - 4 sin ——
n n n n
LS S
an: e -
VAn2 —1  /4n2 — 22 4n2 —n?
Lo
an:n e -
(n+1)* * (n+2)? (2n)?

2. Sikidomok tertlete

Az integral definiciéjdban szereplé fogalmak bevezetése soran kitértiink ezek geome-

triai jelentésére. Az f : [a,b] — R, integrdlhaté fiiggvény ,grafikonja alatti tar-
tomdanya” (szubgrafikonja), a

H::{(Sc,y)GRz:aﬁzﬁbﬁSySJc(fE)}CRz
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halmaz, amelynek a teriiletét a

integréllal értelmeztiik.
Lasd a 3.1 abréat.

Megjegyzések

1. Ha az f(z) nem pozitiv az [a, b]-intervallumon barmely pontjidban, akkor a grafikus kép az =z = a,
x = b és az Ox 4ltal hatdrolt sikrész teriilete (14sd az dbra)

z b
T(H) = |f(@)\de.

a

Lasd a 3.2 abrat.
2. Ha f,g € Rla,b] két olyan fiiggvény, amelyek teljesitik az f(z) < g(z),Vz € [a, b] feltételt, akkor az

Ui={(z,y) €ER*:a<z<b, f(z) <y <gx)}

halmaz (az f és g kozotti sikrész) teriiletét az aldbbi utasitdssal értelmezziik

Lésd a 3.3 dbrat.

A kovetkez6ben bemutatjuk a fenti formulak alkalmazaséat a tertletszamitasban.
Példak:

1. Hatdrozzuk meg az f : [0;71] — R, f(x) = sin « fiiggvény szubgrafikonjdnak a teriiletét.
Mivel a fliggvény a [0, 7]- n nemnegativ, ezért

Tz/ sinxzdr = [—cosx]j = —cosm+cos0=14+1=2.
0

Lasd a 3.4 abréat.
1
2. Hatdrozzuk meg az [ : {;e] — R, f(z) = lnz fliggvény szubgrafikonjinak a
e
teriiletét.

1
Mivel a fiiggvény az [, e] -n el6jelet valt ezért
e

e 1 e
T:/ |lnx|dx:—/ lnxda:—l—/ Inzdz.
1/e 1/e 1

A parcidlis integrélas modszerét alkalmazva:

e

€ € 1
ng/ Inz - (z) «dr=|Inz - =z f/ — - x dx=
1 ~~ ~—~ ~—~ ~~ 1 €T ~~
f g’ f g9 1 \f/’/ g9
=[z-Inz]{ — [z] =elne—1lnl —e+1=1.



3.2. Sikidomok teriilete

1 1 2
T :—[mlan/e—i—[xH/e:—g—l—l—g :1—;

Tehat T =2 — g

e

Lasd a 3.5 abrat.

. Szamitsuk ki az y? = x és y = 22 egyenlet{i paraboldk altal hatdrolt sikidom teriiletét!
El6szor meghatarozzuk a gérbék metszéspontjait.

Ennek érdekében megoldjuk az , egyenletrendszert és megkapjuk a metszéspontok
y=x

koordinatait, amelyek a kovetkezdk: x1 = y1 = 0 és 2o = yo = 1. A siklapot hatédrol6
fiiggvények: f,g:[0;1] — R, f(x) = /z, g(x) = 2. A sikidom teriilete tehdt

1

— ' — = 1 z—2?)dr = A
T—/O [f(x) g(w)]dwf/o (Vo —a%)de = =3

Lasd a 3.6 abrat.
. Szamitsuk ki az f,g: R — R, f(z) = 2% — 4, g(x) =  — 2 egyenlet{i parabola illetve
egyenes altal hatarolt sikidom teriiletét!

fla)=a®—4 - .

Az egyenletrendszer megoldésai: ©1 = —1,y1 = —3és xo = 2,y, = 0,
g() =z =2

igy a metszéspontok: A(—1;—3) és B(2;0). Tehdt a sikidom teriilete

2 3

= /_i[g(x) — f(@)]do = /_21(2+x—x2)d:c _ [Qx—k . gr_l -

9
—=4,5.
2

Lasd a 3.7 abrat.

. Hatarozzuk meg az R sugart kor teriiletét.

A széban forgd sikrész

Krp={(z,y): ~R<z <R,—VR?—a2 <y<VR? -2}

halmazzal egyenlo, s igy a definicié alapjan
R R R
1) = [ VR [ (VR [V
-R R _r

1
Az ¥ = Rsint helyettesitéssel, dz/dt = Rcost,cos®’t = 5(003 2t 4+ 1) figyelembe
vételével azt kapjuk, hogy

w/2 /2
RcostV R? — R2sin? tdt = 2R? / cos? tdt =
—7/2

T(Kg) =2 /

—7/2

= R? / (cos 2t + 1)dt = Rz[% +472, = R,
—m/2

Lasd a 3.8 abrat.
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2 2
6. Hatarozzuk meg az — + =i 1 egyenletil ellipszis altal hatarolt sikidom teriiletét.
a
2 2 b
Az % + Z—Q = 1 egyenlethdl: y = +—+va? — 2. Legyen f : [0;a] — R, f(z) =
a a

b b
E\/ a? — x2. A negyed-ellipszis tertilete: T} = foa E\/ a? — x2dx.

dx
Legyen x = asint az 4j valtozo, igy T acost és dr = acostdt, ekkor

b 2 bl bl
T = — / Va2 — a2 sin? ba cos tdt = ab/ V1 —sin? tcostdt = ab/ cos? tdt.
a Jo 0 0

1 2t
A cos?t = —’_C% fokszamcsokkenté képletet hasznélva:
ab [2 ab sin2v]%  ab 7 mab
T =— 1 20)dt = — |t = 2.2 =
1=, (1 + cos2t) 5 [ +— L 5 5= 1

A teljes ellipszis teriilete: T' = 4717 = wab.
Lasd a 3.9 abréat.
7. Hatdrozzuk meg az dbrdn szemléltetett korcikk teriiletét (0 < a < 8 < 7/2).
Az abran lathato U tartomany az aldbbi f és g fliggvények ”grafikonjai kozotti
sikrésszel” egyenl6:

£ )_{xtgﬁ 0 <z < Rcosp,
= VR? — 1?2 Rcosﬁgngcosa,g

U:={(z,y) eR*: g(x) <y < f(2)}.

Egyszert szamolassal kapjuk, hogy

Rcosa Rcosa 112'2 Rcos 1
/ g:/ xtgadxtga[] = —R?sinacos a,
0 0 2], 2

(r) =xtga, (0 <z < Rcosa)

és hasonléan

Rcos 3 1
/ xtg fdx = §R2 sin (3 cos (.
0

Végiil az * = Rcost,(a < t < () helyettesitéssel, dx/dt = —sint,sin®t = (1 —
cos 2t) /2 alapjan

Rcosa 2

a B
V R? — 22dx = —/ R%*sintdt = %/ (1 — cos2t)dt =

Rcosf3 163
R in2t]”  R? R R?
5 [tsn; ]a2(6a)251nﬂcosﬂ+281nacosa

adédik. A kapott eredményeket egybevetve az U korcikk teriiletére az ismert

2

Rcosa
rw)= [ (-0 =G 6-a)



80 3.3. Polarkoordinatak segitségével megadott sikidomok teriilete.

képletet kapjuk. Megjegyezziik, hogy ez az Osszefliggés tetszoleges 0 < a < < 27
esetén is érvényes és hasonléan igazolhatd. Ha o = 0 és 3 = 2m akkor visszakapjuk a
kor teriiletét.

Lasd a 3.10 abrat.

3.3. Polarkoordindtak segitségével megadott sikidomok
terulete.

Az eddigiekben a fiiggvény altal hatarolt sikidomot a koordinata rendszerben az y =
f(z), € [a,b]-el in. Descartes koordindték segitségével definidltuk. Ismeretes, hogy
a sikban egy P pont helyzete egyértelmiien meghatarozott akkor is, ha ismert az OP
szakasz hossza, az OX pozitiv féltengely és a PO egyenes altal kozrezart szog, jeloljik

ezeket
r=0P, ¢=XOP q,pc]0,2m).

Lasd a 3.11 abréat.
1. Definicié.
Az (r, ) € [0,400] %[0, 27) szdmpdrt a P pont poldrkoordinatdinak
nevezziik. A polarkoordindtak és a Descartes-koordindtak kozotti
kapcsolat
T =7cosp
Yy = rsinp.

2. Definicié

Adott ¢ : [, 5] — [0,400) 0 < a,B < 27w folytonos fiiggvény
segitségével értelmezett

U={PeR*:a<p<p,0<r<o(p)}
tipusd halmazokat szektorszerii idomoknak nevezziik.

Lasd a 3.12 abrat.

Kérdés: Hogyan hatarozzuk meg egy polarkoordinatdk segitségével definidlt szek-
torszerii sikidom teriiletét?

Legyen 7 := {to,t1,...,tn} € Fla, 0] egy tetsySleges felosztéas és vezessiik be az

Mi = max{g(t) : ti,1 S t S ti}, m; = mm{g(t) : ti,1 S t S tl}

jeloléseket.
Jeloljiik (rp,@p)-vel a P € R? pont polarkoordinatdit és legyen

Ki:={PeR?:t;_1 <pp<t,0<rp <M}
ki:={PeR*:t,_1 <pp<t;,0<rp<m}.

Lasd a 3.13 abrat.
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Ekkor a K; és k; korcikkek egyesitéseként addédé halmazokra nyilvan

OKZ >UD O k;
i—1 i=1

2
teljesiil és a tekintett korcikkek teriileteinek Osszege pedig a % fiiggvény 7 felosztashoz

tartozé alsé illetve felsé kozelité Osszegei, azaz:

1 0?
2

§Z:t —tl 1M S(?,T)
illetve

1 2

3 Z ym? = 5(92 T
Mivel ¢ € C[a, 8] ezért 02 € R[ , 0] és1/2 fﬁ 0? az egyetlen olyan szdm, amelyre minden
T € Fla, f] felosztés esetén S ( ,T) és s( 22, 7) kozé esik, ezért kézenfekvé az U teriiletét
ezzel az integrallal értelmezni.

3. Definicié

Adott o : [a, ] — [0, 400) folytonos fiiggvény segitségével értelmezett
U:={PeR’:a<¢p<p,0<r<op)}

tipusi szektorszeri idomok teriilete definicé szerint

Példa:

1. Legyen o(p) = €?,0 < ¢ < m/2. Hatdrozzuk meg a U := {P € R? : a« < ¢ < 3,0 <
r < o(¢)} halmaz teriiletét.

/2
T(U) — / / e2<PdS0 — 1[62%?]7!'/2 —_ l(eﬂ' _ 1)
2 Jo 4t 10 4 '

4. Definicié

Legyenek o1, 02 : [a, ] — [0, 400) folytonos fiiggvények, és tegyiik fel,
hogy 0 < oo < B < 2w és 01(p) < 02(p), < ¢ < (3. Ekkor a

Vi={PeR:a<p<f0l(p) <r<olp)}

halmaz tertiletét a 5
1
(V)= [ (- &)

utasitdssal értelmezziik.



82 3.4. Gorbe ivhossza.

E definfcié alapjan az dbrén lathaté korgytirti-cikk teriilete 1(R? — r?)(8 — a).
Paraméteres alakban megadott sikidomok teriilete

Ha a sikrészt egy egyszerii sima zdrt gorbe hatdrolja (3.14 4bra) és a
hatarolé gorbe egyenlete paraméteres alakban:

z = z(t) de ., , . .
, t € [t1,ta] akkor — = 2/(t) és doz = /(t)dt. A sikrészt teriilete:
y=y(t) dt

T = / : y(t)x' (t)dt

ty

Lasd a 3.14 abrat.

Példa:
1. Hatarozzuk meg az

r=acos>t
y=asin®t ’
t € [0; 27 paraméteres alakban adott ASZTROID vagy CSILLAGGORBE teriiletét.

Lasd a 3.15 abrat.
A szimmetria miatt elegendd az elsé negyedben 1évo teriiletet meghatédrozni.

Ha x a 0-t6l az a-ig valtozik, akkor t a %—tél a 0-ig fog valtozni, ezért:

T to 0 %
1° / y(t)a' (t)dt = —3a2/ sin? t cos? tdt = 3a? / sin? t cos? tdtd =
t1 % 0
. /’2' (1 - cos2t>2 1 +C082tdt,
o 2 2
1-— 2t 1 2t
alkalmazva a sin®t = % és cos?t = ﬂ% fokszamcsokkentd képleteket.
12¢% (% ) 3a> [T .,
T = / (1 —cos” 2t)(1 — cos2t)dt = N sin® 2¢(1 — cos 2t)dt =
0 0

3q2 [ 3 5
. / sin? 2tdt — / sin? 2t cos 2tdt] -
0 0

32 [ [ 1—cosdt, 1 [3
_ / S / sin® 2t (sin 2t)'dt | =
2 0 2 2 0

36271 1 . 1 sin®26]% 3a2 1 7
= —t— —sin4t — - - o=
2 2" 8 2 "3 |, 2 227 3

3.4. Gorbe ivhossza.

A térgérbék fvhosszénak értelmezéséhez felhasznaljuk az R2-beli tévolsag fogalmit.
Tetszbleges © = (z1,72),y = (y1,92) € R? pontok tavolsdga

Iz —yll= V(1 —y1)? + (51— 2)%.
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Legyen I' C R?, egy sima gorbe, és ¢ = (¢1,¢2) : [, 3] — R? a T egy folytonosan
differencialhaté paraméterezése: ¢ € C!([a, 3],R?). Ez azt jelenti, hogy a ¢1, s :
[a, B] — R folytonosan differencidlhaté fiiggvények. Tekintsiik az [a, 8] intervallum egy
T ={to,t1,...,t,} felosztdsdt. Ekkor ¢(¢;) € T'(i = 1,...,n) és a ©(t;—1), ¢(t;) pontokat
Osszekotd szakasz hossza a || p(ti—1)—@(t;) ||. Jeloljik £(p, 7)-val a szébanforgd szakaszok
hosszanak Osszegét:

Up,T) = Z | o(ti-1) — @) |l -

Lasd a 3.16 abrat.

Az l(p,T) szdmot a ¢(t;—1),p(t;) (1 = 1,...,n) pontokat Osszekot6é szakaszok

egyesitéseként adédé halmaz a ¢(t;) (i = 1,...,n) cstcspontokkal rendelkezé I'-ba irt

torott vonal hosszanak is szokds nevezni.
Ha 7" = 7U{t'} t' € |, B8] akkor a hdromszog egyenlStlenség alapjan £(p, ) < £(p, 7).
Innen kovetkezik, hogy tetszdleges 11,72 € Fla, 8], 71 C 72 felosztdsokra

£(<)0’ Tl) < 8(307 7—2))

azaz a felosztds finomitdsaval a beirt torottvonalak hosszisdga nem csokken. A most
bevezetett jeloléseket felhaszndlva értelmezziik a I' ivhosszat:

5. Definicié

Akkor mondjuk, hogy aT' C R? sima gérbének van ivhossza (vagy mds
szoéval rektifikdlhatd), ha

{tp,7) : 7 € Flo, 8]}
korldtos szamhalmaz. Az
() := sup{l(ep, 7) : 7 € Fla, B}
szamot a I' gorbe ivhosszanak nevezziik.

A rektifikdlhaté gorbék ivhosszat tehat a gorbébe irt torott vonalak hosszanak felsé
hatérdval (szuprémumdval) értelmezziik, feltéve, ha ez véges.

Megjegyzés

A T ivhossza latszélag fiigg a I' paraméteres eldallitasatél. Megmutathaté azonban, hogy ha i a v egy
masik paraméteres elballitasa, akkor

sup{£(p,7) : 7 € Fla, B} = sup{l(y, 7) : T € Flo, A]}-

Innen nyilvanvald, hogy £(¢) = £(¢), azaz a I" {vhossza nem fiigg a paraméterezéstsl. A tovédbbiakban
ezért £(p) helyett gyakran az (") jelolést hasznéljuk.

Az ivhossz és az integral kapcsolatdra vonatkozik az aldbbi tétel.
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1. Tétel. Legyen I' C R? egy sima gérbe és ¢ = (¢1,p2) €
C([o, 8], R?) a T’ egy paraméterezése. Akkor T rektifikilhaté és T'
ivhossza

()= | e 1= / "SGR + (o)t

Kovetkezmény. Legyen T' egy f : [, 3] — R folytonosan differ-
encidlhaté fiiggvény grafikonja. Ekkor ¢(t) = (¢, f(t)),t € [, 5] a
I' egy paraméteres eldallitdsa. Mivel ¢'(t) = (1, f'(t)), ezért ebben a
specialis esetben a I grafikuskép ivhossza:

s
oI :/ V14 (f(t))%dt

A bizonyitdst ebben a specidlis esetben végezziik el, azzal a megjegyzéssel, hogy ha-
sonléan jarunk el az altalanos esetben is.

B1zONYITAS. A feltevésbdl kovetkezik, hogy a
te I+ (1)) (te b))
fiiggvény zart intervallumon folytonos, tehédt korlatos, azaz létezik olyan M > 0, amelyre
L+ (f/(1)? <M Vi€ |[a,p.

Legyen 7 = {zq,...,z,} € Fla, [] tetszSleges felosztas. Alkalmazzuk az f fuiggvényre
minden [2;_1,2;],7 € {1,...,n} intervallumon a Lagrange tételét. Igy van olyan &; €
(zi—1,x;) amelyre

fl@i) = f(@im1) = f1(&)(zi — 2i-1).
Ekkor az

V(@i —mi1)? + () — flwim1))? =

M=

() =

1

o
Il

M=

V314 (f'(&) (@i —xim) < MZ(% —xi_1) =M —a)
i=1

1

o
Il

az [, O] intervallum bdrmely felosztdsa esetén. Kovetkezésképpen az f grafikus
képének van {vhossza. Mésfeldl vegyiik észre, hogy az £(f,7) a /1 + (f")? figgvény
7 felosztasdhoz és a € = (&1, ..., &,) kozbeesd pontrendszerhez tartozé Riemann kozelitd

Osszege, azaz:
((f,7)=o(v1+(f)?&7)
Mivel a /1 + (f*)2 fiiggvény folytonos, ezért integralhatd, {gy

B8
Jim o(,/1+(f/)275,T):/ I+ ()2t

n— 00
lImII—0
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Kovetkezésképpen

B8
r) = / VI ()2t

Példak:
1. Szamitsuk ki az r sugard kor keriiletét (ivhosszat)!

Az r sugard, origd kozponti kor egyenlete: 2 + y? = r?) innen y = f(x

)

+vr?2 — a2, & € [0;r] az els6 negyedben 1év6 negyed kor, melynek {vhossza:

Jo VTFTF@Pda, abol ['(x) =~ fgy

t=af F‘“‘l/ F‘”‘”/ T

= 4r arcsm ] rlarcsin 1 — arcsin 0] = 4r - 5 = 27T
rlo

~

=~

Tehat az r sugari kor keriiletének hossza ¢ = 27r.
2. Hatarozzuk meg a ciklois ivhosszat, ha a gérbe paraméteres egyenletrendszere:

{m:r(t—sint) € [0:2n]

y =71(1— cost).

A paraméteres egyenletrendszer alapjan

A gorbe ivhossza:

2m 27
Ez/ \/T2(1—COSt)2—|-TZSiD2tdt=T V1 —2cost + cos?t + sin® tdt =
0

0
2
:r/ v/2(1 — cost)dt.
0

t t
Mivel 1 — cost = 2sin? 2 igy figyelembe véve azt, hogy sin 3 >0, hat € [0;27]

27 27 t 2m
Z—r/ \/4sm dt—2r/ sin — dt—27“|: 20052} =
=2r|

= 2r[—2cosm + 2 cos 0] = 8r.

3.5. Poladrkoordindtakkal megadott gorbe ivhossza.



86 3.6. Forgastest térfogata.

Legyen (x,y) € R? és tegyiik fel, hogy (z,y) # (0,0). Ekkor (z,y) felirhaté a
polarkoordinatak segitségével

T =rcosy,
{ 4 0<p<2m, 0<r < +400).

Yy =rsing,
Bizonyos I' C R? gorbéket gyakran tn. polarkoordinatds alakban adunk meg. Ez azt

jelenti, hogy kiindulva egy r : [o, 3] — [0, 400) folytonosan derivalhaté (¢ € C'[«, 3])
fiiggvénybol a I' gorbe egy ® paraméterezését a

®(p) := (r(p) cosp,r(p)sing) ¢ € [a, ]

alakban adjuk meg. Tehdt p1(p) = r(p) - cosp, pa(p) = r(p) - sinp. Az r geometriai
jelentését a (3.17) dbra szemlélteti. Ha r(p) folytonosan differencidlhatd, akkor & is
folytonosan differencialhato, és

' (p) = (r'(p) cosp — () sin g, ' (@) sin  + () cos p).

Egyszeri szamolassal adodik, hogy

I2'() lI= \/M(@)]Q + [P (D)2 = Vr2(e) + (7 (9))?,

ahonnan a a polarkoordinatas alakban adott I' sima goérbe ivhosszara az

16
(r) = / V@) T (7 (9)Pde

képlet adddik.
Alkalmazds. Ha I' az r sugart kor, akkor r(¢) = r = konstans. Igy a kor keriilete

e 027r Vr2 + 0dp = 27r képletbél is addédik.

3.6. Forgastest térfogata.
Legyen f : [a,b] — R folytonos fiiggvény és tegyiik fel, hogy f(x) > 0,z € [a,b]. Az
f grafikonja Oz tengely koriili forgatasaval adodo
H:={(z,y,2) eR* :a <x <by*+2* < f(2)}

forgéstest (ldsd a 3.18 abrét) térfogatdnak definicidjahoz tekintsik az [a,b] egy 7 :=
{zo,x1,..., 2, } felosztésit és vezessiik be az

M; :=max{f(z) :zi-1 <z <z;} my:=min{f(z):z;—; <z <z}
H; = {(z,y,2) €R®: 2,y < <,y + 22 < M?}

hi ={(z,y,2) € R’ ty 1 < <y, y” + 22 <mi}

jeloléseket.
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Ekkor a H; és h; hengerek egyesitésébdl adodé halmazokra fennall

i=1 i=1

és a széban forgé hengerek térfogatinak Gsszege a wf2 fiiggvény 7 felosztdshoz tartozé
felso iletve als6 kozelité Gsszege, azaz:

S o aMP (i —xia) =S(xf2 ), > mmi(zi—xiy) = s(nf, 7).
i=1 i=1

Mivel 7f? € Cl[a,b] ezért az f; 7f? az egyetlen olyan szdm, amely minden 7 € Fla, b]
esetén a s(mf?,7) és S(mf?, 1) kozé esik. Ezek alapjan kézenfekvd a kovetkezd definicié

6. Definicié

Legyen f : [a,b] — R folytonos fiiggvény és tegyiik fel, hogy f(x) >
0,z € [a,b]. Az f grafikonja Ox tengely koriili forgatdsdval adédé

H:={(z,y,2) €ER®:a <z < by’ + 22 < f(2)}

forgastest térfogata definicié szerint

V(H) := n/ab 2.

A képlet érvényes akkor is, amikor f az [a,b]-n negativ értékeket is velvesz.
Példak:
1. Hatérozzuk meg az R sugard gomb térfogatat.
Lasd a 3.19 abréat.
Az f(z) := VR? — 22(—R < z < R) fiiggvény grafikonjanak Oz tengely koriili for-
gatdsdval megkapjuk a (0,0,0) kézépponti R sugart gombét.
E gomb térfogata:

R 3
7r/ (R? — 2%)dx = 7[R*x — 23 /3|F = AR i

_R 3
2 2
2. Hatdrozzuk meg az — + i 1 egyenletli ellipszis x tengely koriili forgatdsabdl
a

szarmazé forgéstest (FORGAS-ELLIPSZOID) térfogatat.

Lasd a 3.20 abrat. b
V=m[? fiz)dz, ahol f(z)=y = " a? — x2.
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3.7. Forgas feliilet felszine

Paraméteres alakban adott gorbe megforgatasaval szarmaztatott test
térfogata.

altal hatarolt gorbeiv x tengely koriili forgatasakor keletkez6 test térfogata:

x = z(t)

=y(t)

Ha a fiiggvény paraméteres alakban adott, akkor a t1 és to paraméterértékek

V=m /t2 Y2 ()2 (t)dt.

t1

Lasd a 3.14 abrét.
Szamitsuk ki a forgasi asztroid térfogatat!
Az asztroid paraméteres egyenletei: © = acos®t, y = asin’t, t € [0, 2]

ta
V= 7r/ y?(t)a' (t)dt, ' = —3acos®tsint.
ty

Szimmetria okokbdl elég az x € [0;a] intervallumon meghatdrozott fél-térfogatot
szamolni, igy t € [I;O}. Az 1 = 0 pontnak a t; = T az & = anak a to =0

szogek felelnek meg. Ezért a féltérfogat

14 0 3
5 =7 / —3a®sin® t cos? t sin tdt = 3ma3 / (1 — cos? t)? cos® tsin tdt.
z 0

d
Legyen z = cost igy d—j = —sint és sintdt = —dz.
0 1
V= 67ra3/ (1 — 22322 (—dz) = 67Ta3/ (22 =32 + 325 - 2¥)dz =
1 0

1
= 6ma’ {23_32:54_327_29] :671.(13(1_2_‘_3_1):3277513.
0

3 ) 7 9 3 79 105

Ha az y = f(z), « € [a, ] folytonos bijektiv fiiggvény grafikus képét az y tengely koriil
forgatjuk, akkor az igy keletkez6 forgastest y; és yo ordindtaju pontjai altal hatarolt
térfogata:

Y2
Vo= [P

at

ahol = ¢g(y) az y = f(x) fliggvény inverze.

Hatédrozzuk meg az f(x) = Inz, x € [1;¢?] fiiggvény y tengely koriili forgatdsakor
keletkezo test térfogatat!

Az f(x) =Inz, f:[1,e%] — [0,2] bijektiv fiiggvény inverze, a g : [0,2] — [1, €], g(y) =
e¥, ezért a keletkezett forgastest térfogata:

2 2 2
Vo= [ Gdy=r [ evay=7 [ i)y
0 0 2 0

Alkalmazva az [ ef®) . f'(y)dy = ef®) + ¢ képlettel megkapjuk a V}, értékét:

Vyzg[629+c]§:g[e4+c—eo—c] :g[e‘l—l].




3. Az integralszamitas alkalmaz&asai 89

3.7. Forgasfelilet felszine

Legyen f : [a,b] — [0, +00) egy folytonosan differencidlhaté fliggvény, és jeloljiik
H-val az f grafikonjanak z-tengely koriili forgatasdval adédé forgasfeliiletet:

H = {(2,y,2) e R’ 1z € [a,b], 4" + 2° = f*()}.

Lasd a 3.21 abréat.

Tekintstiik az [a,b] egy 7 = {xo,...,z,} felosztdsdt és a 7 &ltal meghatdrozott f
grafikonjaba irt torottvonalat. E torottvonalat az x- tengely kortl megforgatva egy
csonkakuppaldstokbdl Osszerakott forgasfeliiletet kapunk. Az dbran feltiintetett P;_1 P;
szakasz forgatdsabdl ad6dé csonkakupot sikba teritve egy korgytriicikket kapunk, ame-
lyet az 3.22 dbran szemléltetiink. Ennek teriilete

1

5h,~(27rf(x¢) +2rf(xi-1)),

ahol

Tj — Tj—1

hi =/ (zi —xi_1)2 + (f(z:) — f(zi1))? = (2 — l‘i—l)\/l + (ﬂxl)_ﬂxl—l))

a P,_1 P; szakasz hossza.
A Lagrange-féle kozépérték tétel alapjan van olyan &; € (x;_1, ;) pont, amellyel a h; a
kovetkez6 alakban irhaté fel:

hi = (z; — xi—1) /14 (f'(&))2
Mivel f folytonos az [a,b]-n a Bolzano-tétel alapjan barmely két fiiggvényérték kozotti
értéket is felvesz az [x;_1, z;]-n. Kovetkezésképpen van olyan 7; € [z;_1,x;] pont, amelyre
1
f(n) = 5( f(z;) + f(x;—1)) teljesiil. Ezeket felhaszndlva az emlitett csonkakippaldstok

felszineinek Osszegét felirhatjuk a

27TZ F) V1 + (f1(6)* (i — i) = oQRufv/ 14 ()2 7,8) + 77

alakban, ahol

n

0-(27Tf V 1+ (f/)Q’T’ g) = 27TZ f(gl) V 1+ (f/(gz))Q(xl - .137;—1), g = (617 7§n)
i=1
a2nfy/1+4 (f)? € Cla, b figgvény egy Riemann-féle kozelit dsszege, és

n

ry = 2m Z(ff(&) + fm)V1+ (&) (@i — zi1).

i=1

Legyen ||7|| := max{z; —z;—1 : i =1,...,n} w, :=sup{|f(u) — f(v)| : Ju—v| < |7|,u,v €
[a,b]}, és jeldljiik f-el az f grafikonjanak hosszat. Ekkor

n
Irr| < 27w, Z h; = 2ww, L.
i=1
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Innen f-nek az [a, b]-n valé egyenletes folytonossaga alapjén kévetkezik, hogy . — 0, ha
|7] — 0. Mivel o(27f/1+ (f")2,7,§) — 27 f:f\/l + (f7)? ha |7] — 0, ezért kézenfekvd
az alabbi definicio

7. Definicié

Az f € CYa,b] (az |a,b]-n folytonosan differencidlhaté) fiiggvény
grafikonjanak az x-tengely kortili forgatasaval kapott H forgasfeliilet
F(H)-val jelélt felszinét az

b
FH) = 27r/ Fa) /T (F(2))dz

integrallal értelmezziik.
Példak:

1. Hatdrozzuk meg a G := {(v,y,2) € R®: 22 +9? + 22 = R?} R sugarti gémb felszinét.
Mivel a gomb az f(z) = VR2—a%2,—R < x < R fiiggvény grafikus képének Ox
tengely koriili forgatdsaval szarmaztathato, ezért alkalmazva az elébbi képletet, az
(f(2))? = 2%/(R? — 2?) figyelembevételével

R 2 R
F(Gr) = 27r/ VR? — 22 \/HRde = 27TR/ do = AR*m
—R — T “R

adédik.
2. Hatdrozzuk meg az f(z) = 23, z € [0;1] fiiggvény altal meghatdrozott forgdstest
felszinét!

1 1
; 1
F:27r/ ac?’\/1+9x4dx:27r/ (1+9m4)5(1+914)"%daﬂ:
0 0

1

7 | (1+924)2 ™ 3 ™

SRR vl G 1 _1):71\/1—1.

18 3 27(02 g7(10VI0—1)
2

0

3. Hatdrozzuk meg az f(x) = cosz, x € {O; g] fliggvény altal meghatdrozott forgastest

felszinét! . -
Mivel f : [O, 5} — R folytonosan differencidlhaté [0, 5}41 és f'(z) = —sinx;

z
F = 27r/ cos zV 1 + sin? zdz.
0

t
Legyen t = sin x, igy pr cosx és dt = cosxdzx.
x

1
F:27T/ V14 t2dt.
0
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2

Bévitsiik az integrdl alatti gyokmennyiséget onmagaval: /1 +t2 = PR igy a

felszin kiszamitasat a kovetkezd két integral kiszamitdsara vezetjiik vissza

B

=) e /ﬁ

dt + 2

| e

1
Az elsd integrélra az f ﬁdt = In(t++/1 + t2)+c képletet, a mésodikra a parcidlis
+

integralas modszerét alkalmazzuk:

1 : .
/O m = [n(t + V1 +t2)] (14++v2) —In1 =1In(1+ v?2).

1 t2 1
= 1+ t2)dt =
/0\/1+t2 /0 2\/1+t2 / )
1
=t 1—|—t2](1)—/ \/1+t2dt:\/§—/ V14 t2dt.
0 0

Igy a felszin a kovetkez6 egyenlet megoldésa:

1
F =27In(1+V?2) +27n/§—27r/ V1+t2dt .
0
N—— —Y
F

Tehat 2F = 2n[In(1 + v/2) + /2), ahonnan
F =n[ln(1 4+ v2) + V2]

Paraméteres alakban adott gorbe forgatasaval szarmaztatott forgastest
felszine.

rz=ua(t) tE€ [ti;to]

y=y(t)
Cl[t1,t2], akkor az Ox tengely koriili forgatéassal szdrmaztatott forgdstest felszine:

Ha a fliggvény paraméteres egyenlete { , ahol xz(t),y(t) €

F=or / yVEOP + WO

T =acos>t
4. Hatérozzuk meg az asztroid felszinét!

y=asin®t

Szimmetria miatt elég a felszin felét meghatdrozni. Mivel ' = —3acos? tsint, 3y =
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3asin®t cost, ezért

z
F= 27r/ asin® t\/9a2(sin2 t cost +sin* t cos? t)dt =
0

N

LR
= 6ma’ / sin® t4/sin? t cos2(sin® ¢ + cos? t)dt =
0

3 3
= 6ma’ / sin® ¢ sin t cos tdt = 6ma’m / sin* t cos tdt =
0 0

m
sin® t] 2

0

= 67ra2/2 sin® t(sint)dt = 6ra? [
0
1
5

127a?
5

Tehat az asztroida forgatdsival szarmaztatott test felszine F' =
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3.8.0sszefoglalé feladatok

I. Szamitsuk ki a kovetkezd hatarozott integralokat:

T
L f sin® zdx
0

3. [ cos*zdx

—T

s
5. [ 2®coswzdx
—TT

13. [2?In(1 + z)dx
0

L 3r+1
15. | ——dx
of Vz?+1

2
17. [ e®max{l,2%}dx
0

T + xe”

1
19. l’; f(x)dz, ahol f(z) = {

vz +4

T
2. [ sin® zdx

4. f:vsin2 xdx
0
1

6. [V4—a2dx
0

3
8. [xVa? + 3dx

0

4 1
10, [————da
1 Vb +4dx — 22

In2

12. [ Ve* —1dx
0

w
INE)

14. [ In(1+ ctg x)dz

ISEl H

Lz
16. | ——dx
of Vi —z?

2 2
18. [min < ) dz
0

R

,hax <0
yhax >0

II. Szamitsuk ki a kovetkezo sorozatok hatarértékét:

n n2

1. z, = k§1 m
3 = E (:) o(5)?

n 1
2.1 =) 14 o712
12 km
4. = — tg —
“n n ,;::1 g n

II1. Bizonyitsuk be a kovetkez6 egyenlotlenségeket:
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1

1
1. 3 < [VI+ 22z < V10 2 [ (2-e)dzz2
0

1
1 1
3. [z arctg xdx > [In(1 + 2?)dx
0 0

IV. Vezessiink le rekurzios osszefiiggést a kovetkezo integralokra, és ha lehet szamitsuk ki
az értékiiket:

1 3
1. I, = [a"e"dx 2. I, = [ cos™ zdx
0 0
! 1
3.1, = [(1—2*)"dx 4. I, = [y *"V1 — 22dx
0
1 e
5. I, = [In(1 + 2™)dx 6. I, = [(Inz)"dx
0 1
V. Tanulméanyozzuk a kovetkez6 fliggvények integralhatésagat:
1
2 Jhax=—, neN*
n

Lfi0) =R flx)=

n
2 ,h 0,1

2 o=k -2, Inrebing
o h 0,1

R e

VI. Szamitsuk ki a kovetkezd fiiggvények grafikus képei altal hatarolt sikrész teriiletét.
1. f(z)=vVz+1, glx)=+v1—2, xe€[-1,1].
2. f(x)=lnz, g(z)=I’z zc(l¢

3. f(z)=3—-22, g(z) =22

5. f(x) = T2

6. Az 22 + y? = 16 kor teriiletét az x2 = 6y parabola ketté osztja. Hatdrozzuk meg
mindkét teriilet nagységat.

7. Szémitsuk ki az y = 22, y = 2% és y = egyenletli gorbék altal hatéarolt elsé

negyedbeli sikidom teriiletét.
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10.

11.

2 2
Az % + 42 = 1 egyenletii ellipszis belsejét az % — y? = 1 egyenletii hiperbola

hérom részre osztja. Szamitsuk ki mindegyik teriiletét.

Szamitsuk ki az
> =8(2—1x2) és y* =242+ 1)

egyenletll paraboldk kozti sikrész teriiletét.

Hatarozzuk meg az
xz=1t(l—1t)

Y= 21— 1)} te[0,1]

paraméteres egyenletrendszerrel megadott zart gorbe altal hatarolt sikidom teriiletét.

Hatarozzuk meg az
x=t(5— 2t)

1 te[,Q}

paraméteres egyenletrendszerrel megadott zart gérbe altal hatarolt sikidom tertiletét.

VII. Szamitsuk ki az aldbbi szektorszerli idomok tertiletét:

1.

2.

3.

{P(r,gp)eRzz @6{ il W}, OS’/‘SGCOSZQO} (a >0).

T
{p(r,p) €R*: @€ 0,27], 0 <7 <1+ cosgp}
(kardoida altal hatdrolt sikrész)

{P(r,p) eR?: ¢ €[0,7], 0 <r <4y/cos2p}
(lemniszkata altal hatdrolt sikrész)

VIII. Hatérozzuk meg a kovetkez6 gorbék {vhosszat:

1.

4.

f(x)=e*, z€]0,1]

fx)=chz, ze€l0,ln2]

f(x)=Inz, x€(l, ¢

f(z) =Incosz, z¢€ [0, g}

—sinr, ¢ € [0,2n] (cikloisz)

4
1

=2cost —cos2t t € [0,2n] (epicikloisz)
2

sint — sin 2¢
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2 1
z(t) = 3 cost + 3 cos 2t t € [0,27n] (hipocikloisz)
" (t) = gsintf 1sin2t

=3 3

8. r=e"% ¢ € 0,2n] (logaritmus spiral)

9. r =y, p € [0,7] (Archimédesz-féle spiral)
10. r = é, ¢ € [m, 2] (hiperbolikus spirdl)
11. r =1+ cosp, ¢ € [0,27] (kardoida)

IX. Hatérozzuk meg az f : [a,b] — R grafikdjdnak z-tengely koriili forgatdsival ad6déd
forgastest térfogatat és felszinét.

Lf:L2] =R fl@)=3+v0—2?
2. f:[l,e] =R f(z) =Ing

3. f:[0,1] =R flx)= cha
4.f:[0,ﬂHR f@)= tgz

5. f:[0,7] = R f(z) =sin’z

6. f: {o;] —R f(z) = arcsin z

7. f:[le] =R flz)=znz

X. Hatdrozzuk meg az f : [a,b] — R grafikus képének az y-tengely koriili forgatdsdval
keletkezett test térfogatat és felszinét.
1. f:[-1,2] - R fl@y=+vz+1

2. f:[l,e] =R fl@)=Ilnz

3. f:[0,1] =R f(z)= shzx
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XI. Hatarozzuk meg a kovetkez6 paraméteres alakban megadott gorbék z-tengely koruli
forgatasaval keletkezett testek térfogatat és felszinét.

. xz(t) =t —sint, t€[0,2n]
"] y(t) =1 —cost
) x(t) = 2cost —cos2t, t€ [0,
" | y(t) = 2sint —sin 2t
(

wf)=t+7, 1€y
3.
y(
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4 Improprius integral

4.1. Improprius integralok konvergencidja

Az integralhatosag kérdését eddig csak véges intervallumon értelmezett korlatos
fiiggvényekkel kapcsolatban vetettiik fel. A gyakorlati alkalmazdsokban azonban el6fordul,
hogy olyan fiiggvények integraljara van sziikség, amelyek a széban forgé intervallumon
nem korlatosak, vagy az integralasi intervallum hossza végtelen (pl. az elektromos po-
tencidl értelmezésénél). Ez indokolja az inproprius integralok bevezetését.

A hatarozott integral kiterjesztése végtelen hossziusagu intervallumokra.

1. Definicié

Az improprius integralok elsé tipusanak definiciéja. Legyen f :
[a, +00) — R olyan fiiggvény, amely integralhaté barmely [a, x|,z > a
intervallumon. Azt mondjuk, hogy az

/a i

imroprius integral konvergens, ha az F(z) := f; f(t)dt fiiggvénynek
a +o00-ben véges hatérértéke van, azaz létezik az L = lim,_ oo [ f(t)dt
hatarérték és véges. Ebben az estben definicié szerint

/a+<><> ft)d:= lim /: ft)dr = L.

r——+00
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2. Definicid.
Ha az f : (—o0,b] — R olyan fiiggvény, amely integrdlhaté barmely
[x,b],z < b intervallumon. Azt mondjuk, hogy az

/_ ; F(t)dt

imroprius integrdl konvergens, ha a G(x) := f; f(t)dt fiiggvénynek
létezik a —oo-ben véges hatarértéke, azaz létezik az L = limy,_, _ o fj f(®)dt
hatarérték és véges. Ebben az estben definicié szerint

b b
/ fit)d:= lim f(t)dt = L.

r——00
x

3. Definicid.
Ha az f fiiggvény minden véges [x,y] intervallumon integrdlhatd és
létezik az

L=  lim /yf(t)dt

I— —00,Yy—+00
és véges, akkor

/+Oof(t)dt:: Jim /:f(t)dt:L.

o Tr— —00,Yy——+00

A hatarozott integral kiterjesztése véges hossziisagu intervallumon értelmezett
nemkorlatos fliiggvényekre.

4. Definicié

Az inproprius integral masodik tipusanak definiciéja. Legyen
az [ : (a,b] — R nem korldtos fiiggvény az a pont kérnyezetében.
Tegyiik fel, hogy barmely x € (a,b] esetén f integrdlhatd a [x,b] inter-
vallumon. Azt mondjuk, hogy az

/abf(t)dt

improprius integral konvergens, ha az G(x) := f; f(t)dt fiiggvénynek
a a pontban van véges jobboldali hatarértéke, azaz létezik az L =
limg ot ff f(t)dt hatdrérték és véges. Ekkor definicié szerint



100 4.1. Improprius integralok konvergenciaja

5. Definicié

Ha az f : [a,b) — R olyan fiiggvény, amely nem korldtos a b pont
kornyezetében, de integralhaté barmely [a, z],x € [a,b) intervallumon,
és a F(z) := ff ft)dt fiiggvénynek a b pontban van véges baloldali
hatdrértéke azaz 1étezik az L = lim,_,— [ f(t)dt hatédrérték és véges,

akkor az ,
/ ft)dt

improprius integral konvergens, és

/abf(t)dt — lim /:f(t)dt:L.

r—b_

Ha az el6z6 definiciékban L nem létezik, vagy végtelen, akkor az improprius
integral divergens.

6. Definicié

Ha az f fiigvény az (a, b) intervallum egyik végpontjdnak kérnyezetében
sem korldtos, de minden olyan [x,y] intervallumon integrdlhatd, ame-
Iyre a <z < y < b, tovabba létezik a

Yy
lim F(t)dt
r—a,y—b [,

hatarérték, akkor

/ b fWdt= tm [ fa

r—a,y—b J,

Ha az f fuggvény az [a, b] intervallum belsejébe es6 ¢ pontban nem értelmezett és a ¢
pont kornyezetében nem korlatos, akkor az integral additiv tulajdonsagénak érvényben
tartdsdval az [a, b] intervallumon vett inproprius integral értelmezése visszavezethetd az

[a,c) és (c,b] intervallumokon vett inproprius integralokra. Ha az [ f(t)dt és fcb ft)de
improprius integralok egyidében konvergensek, akkor f; f(t)dt is konvergens és

/abf(t)dt - /acf(t)dt + /be(t)dt.

Példak:

Szamitsuk ki a kovetkez6 improprius integrélokat:

1.
+oo

/ e~ ! sin tdt.

0
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int t
Az f(t) = e tsint fiiggvény primitiv fiiggvénye az F(t) = —w -t
A definicié alapjdn
+o0 x
e 'sintdt = lim e“tsintdt = lim [F(x) — F(0)] =
0 xr——+00 0 xr— 400
i sinx +cosx __, 1 1
= lim |[——— ===
T—+00 2 2 2’
mivel a SN+ cosw korlatos és lim e™® =0.
r——+0o0
2.
! =1\ 1
/ sin — dt lim — (> sin —dt =
2 z—4o00 [2 t t
2 =
. 17" 1 T
= lim |cos—-| = |cos— —cos—| =1.
T—-+00 |2 T 2
3.
o0
/Sintdt = lim [—cosz]j = lim [—cosz+1].
xr— 00 r—1+00
0
Mivel a cosx fliggvénynek a +oo-ben nincs hatarértéke, ezért az improprius integral
divergens.
4.
dt = lim [arcsint]® =
/ V].—t2 r—— 1/ \/].—t2 I*)fl[ ]Z
r>— r>—
= lim [—arcsinz + arcsin0] = +—
=
5.
= +/1\f
_1V1—1¢2 1—¢2 1—1t2
= lim / + lim /
$—> 1 \/1—t2 y—>1 \/1—t2
= lim [arcsin t]+w + hm [arcsin t]§ = .
rz——1 y—1
r>—1 y<l1
6.
[
1 vt o Vit
xr o0
= lim t~3dt + lim tT3dt
z—0 1 y—0
x<0 y>0
. 32" 3.2 3
= lim |=t3 + lim |=t3 :77+oo 00
e—0 (2 |, y—0 [2 ], 2
<0 Z—00



102 4.1. Improprius integralok konvergenciaja

1 : ®
sin ¢
| Tt = tim [ (ancsine)avesin it =
0

\/1—t2 z—1J0

<1
1 xr
= lim { (arcsin t)z} =
r—1 2 0
<1

7T'2

1 1
= ilfi [2(arcsin z)? — §(arcsin 0)2} =3
<1

1 1
/ Intdt = lim (t) Intdt =
0

z—04 /.

1
= lim [[tlnt];—/ 1dt] = lim [-zlnx — 1+ z].

z—04 z—04

A lim xlnzx kiszamitasara a L'Hospital szabalyt alkalmazzuk:

.’E—>0+3
1
1 Inz) -
lim zlnz= lim —— = lim (nx)l = lim —%- = lim (—z) = 0.
z—04 z—04 1 z—04 (1 z—04 _i z—04
T z x2
Tehat a fenti improprius integral értéke —1.
9. Milyen @ € R szamra konvergens az
—+oo
/ t*dt
1
improprius integral?
Mivel .
otl_g
/Itadt: S a7l
1 Inz a=—1,
ezért innen nyilvanvalé, hogy a < —1 esetén létezik az
¥ 1
L= lim t*dt = —
z—+o0 [y a—+1
hatarérték és véges.
Ha o > —1, akkor L = +o0, tehét f1+°° x®dx divergens.
10. Legyen a < b < 400, € R és vizsgaljuk az
/b dt
a (b - t)a
improprius integral konvergenciajat.
Ha o > 0, akkor az t — ﬁ fiiggvény nem korlatos. Mivel
T -1 —a+1 —a+1
/ dt 1 ((b—x) —(b—a) ) a#l
= -«
. (b—t) —In(b—z) +1n(b — a) a=1,
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ezért innen azt kapjuk, hogy

_ —a+1

i L %
im — = —a

w00 (b—1) +00 a>1.

0<a<l,

Ezzel belattuk, hogy a tekintett improprius integral a 0 < a < 1 esetben konvergens,
a > 1 esetben pedig divergens.
11. Vizsgdljuk az f0+oo e dt improprius integral konvergencidjét.

Mivel . o
/ etdt = e -1
0 (0%

1
e —1 —— a<0,
lim = «
r——+00 [e]] —I-OO a 2 0’

és

ezért a tekintett improprius integrdl az o < 0 esetben konvergens és a > 0 esetben

divergens.
“+o0
1
——dt
/_OO t2+1

12. Vizsgaljuk az
inproprius integral konvergenciajat.
A definicié alapjan
+oo 1 b
——dt= 1l tgt], = i tgb — t =
[m o im [arctgt], im [arctgb — arctgal

a— —00 a——00

b——+4o00 b——+o00
=n/2—(—-7/2) =m.

Az 1. és 2. definicidkban el6forduld F és G fliggvényekre az a, b (véges illetve végtelen)
pontokban alkalmazva a bal illetve a jobb oldali hatérértékre vonatkozé Cauchy-
féle kritériumot, az improprius integralok konvergencidjara a kovetkezd sziikséges és
elégséges feltételt kapjuk:

1. Tétel
1. Legyen f : [a,b) — R. Az ff f(t)dt improprius integral akkor és
csak akkor konvergens, ha

Ve >0 3k € [a,b) dgy, hogy V1,29 € (k,b)

Fan) - Flan)| = | " foyde] < e.

2. Legyen f : (a,b] — R. Az fab f(t)dt improprius integral akkor és
csak akkor konvergens, ha

Ve >0 3K € (a,b] gy, hogy Vxi,z2 € (a,K)

Glar) - Gl = | [ " foydr] < e.
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Az improprius integralok konvergencidjaval kapcsolatos a kovetkezé fogalom:
7. Definicié

Akkor mondjuk, hogy az

/abf(t)dt

improprius integral abszolit konvergens, ha

b
/ww

Mivel tetszéleges x1,z2 € (a,b) esetén

[ swan <) [ s

azért az 1. Tétel alapjan nyilvanvald az aldbbi

konvergens.

1. Kovetkezmény Ha az f: f(t)dt improprius integrdl abszoliit kon-
vergens, akkor egyben konvergens is.

2. Kovetkezmény (majorans kritérium) Ha |f(x)| < g(z),z €
[a,b) vagy x € (a,b] és az fab g improprius integral konvergens, akkor

f; f abszolut konvergens.

Valéban, ha [f(z)| < g(z),z € [a,b) vagy = € (a,b] feltételbél kovetkezik, hogy
| 2 1f@)lat] < | [7 g(t)dt|,z1, 22 € [a,b), sigy az 1. Tétel alapjan f; |f| konvergens.
Az 1. Kovetkezmény forditott allitdsa nem igaz, azaz létezik olyan improprius integral,
amely konvergens de nem abszolit konvergens. A kovetkezSkben két példat fogunk
adni ilyen improprius integrélokra.

Példa konvergens, de nem abszoliit konvergens improprius integralra.
1. Tekintsiik az f(z) = (=1)"/n ha [z] = n fliggvényt. Ekkor

+oo +oo  n+1 +o0
/1 f(t)dt:Z/ f&)dt =Y " (=1)"/n.

n=1 n=1

Mivel ez utobbi sor konvergens, kovetkezik, hogy az improprius integral is konvergens.
Azonban

+oo +00 n+1 +o0
/|mw:2/|mw=2wh
1 n=1v" n=1

Mivel a Z:ﬁ 1/n divergens, ezért az inproprius integral nem abszolit konvergens.
Lasd a 4.1 abréat.
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t
2. Legyen f(t) = sing ha x € [1,4+00). Alkalmazva a parciélis integraldst

/ sin dt—cosl—cosx—/ costd
1 t T 1 t2

) cost Too ] , s g L
Mivel 2 s [ 2 dt konvergens, ezért a majoraldsi kritérium alapjan
1
cost cos
f1+°° Tdt konvergens, tehét 1étezik lir_gloo fl > dt és véges. Igy a
T sint cosw ¥ cost
lim ——dt = lim [cosl — - / ——dt] =
z—+oo Jq t r——+00 €T 1 t
¥ cost
=cosl— lim —5dt
z—+00 Jq t
s s 42 , . 4 4 . x sint
hatarérték 1étezik és véges, tehat az fl Tdt konvergens.
Masfelol f (t)|dt divergens, mert
(n+1)m sin t n (k+1)m sint
/ |m‘dt:2/ sinfl g >
T 13 km 13

k=1

> —_ int|dt = —_— int|dt = —_—
_;(k—i-l)ﬂ/,m |sint] kz_l(k—i—l)w/o [sint| ;(Iﬁ—l)w’

ez utobbi 6sszeg tart +oo-hez ha n — +o0.
A kovetkezékben megfogalmazzuk a pozitiv fliggvények improprius integraljanak konver-
gencidjara vonatkozdan egy sziikséges és elégséges feltételét.
Ha f(t) > 0,t € [a,b)[f(¢) > 0,t € (a, b]], akkor

z) = / " fyat
_ / " o)de

pedig monoton fogyd, s ezért nyilvanvalé az alabbi allitas:

monoton névekvo , a

3. Kovetkezmény Ha f(t) > 0,t € [a,b)[f(t) > 0,t € (a,b]] akkor
az fj f improprius integral akkor és csak akkor konvergens, ha F [ill.
G| korldtos.

Az improprius integral definicigjabol kozvetleniil adédik az alabbi allitas:

2. Tétel Tegyiik fel, hogy az f; f, f; ¢ improprius integralok kon-

vergensek és legyen A1, Ay € R. Ekkor az f:()\lf + A\og) improprius
integral is konvergens és

/ab()\lf-i-)\zg):)Q/:f-i-)\z/:g
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B1zONYITAS. Legyen a < x < b. Ekkor a Riemann-integral ismert tulajdonsiga alapjan

/:<A1f+Agg)=A1/jf+A2/:g.

Innen z — b — 0 hataratmenettel adodik az allitas.
A konvergens, de nem abszolit konvergens integralra adott méasodik példaban alka-
magzott eljarast a kovetkezd altalanos alakban fogalmazhatjuk meg:

3. Tétel Legyen f: [a,+0c0) — R folytonos fiiggvény és
g € C[a, +00)], jeloljiik F(z) = [ f(t)dt © > a. Ha

(a) [, 19/ (t)ldt < oo;

(b) F korldtos;

(c) g(x) -0, ha x— oo,

oo

akkor [ f(t)g(t)dt konvergens.

B1zoNYiTAS. Alkalmazva a parcialis integraldst, azt kapjuk, hogy:
| 1ttt = Fig(a) - Pyl - [ Fo @at

mivel F korldtos és [ |g/(t)|dt < oo, ezért [ F(t)g'(t)dt a majordldsi kritérium
alapjan konvergens, tehét 1étezik és véges a lim, its, 1o [ F(t)g'(t)dt. Mivel F korldtos
és g(z) — 0 ha x — oo ezért

xT x

lim f(t)g(t)dt = —F(a)g(a) — lim F(t)g'(t)dt

T—00 z—+oo [,

létezik és véges. n
4.2. Improprius integrdlok és végtelen sorok kapcsolata.

Tétel Ha f:[1,+00) — Ry monoton fogyé fiiggvény, akkor a

fln) és 00f t)dt
e

ekvikonvergensek (vagy mindketts konvergens vagy mindketts diver-
gens).

BizoNYiTAs. Tekintsiik az [1,00) intervallum 7 = {1,2,...,n,n + 1,...} felosztdsat
és ezen felosztashoz tartozd beirt illetve koriilirt téglalapokat. Figyelembe véve, hogy
f monoton fogyd, ezért az [n,n + 1] intervallumhoz tartozé beirt téglalap teriilete ¢, =
1-f(n+1) = f(n+1) a koréirt téglalap teriilete pedig T), = 1 - f(n) = f(n). Igy azt
kapjuk, hogy

t1+t2+~~-+tn§/ f@)dt <Ty +To+ -+ T,
1
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vagyis
ﬂ%+f®ﬂ~~+ﬂn+nSLmﬂWﬁSﬂD+f@%%~+fw)

Ez utébbi egyenl6tlenségbol adodik, hogy ha az integral konvergens akkor a sor is kon-
vergens és forditva, ha a sor konvergens akkor az integral is konvergens.

Példak
< 1
1. Tanulmédnyozzuk a — sor konvergencidjat.
n=1 M

1
Legyen f(z) = a Mivel f monoton fogyé fiiggvény és

/°° 1 konvergens, ha o > 1
1 ze divergens, ha 0O0<a<1

ezért

i 1 konvergens, ha a > 1
= ne divergens, ha O0<a<1.
1

o0

2. Igazoljuk, hogy a > ——— divergens, és Ve > 0 esetén
n—enlnn

———— konvergens.
n=on(lnn)lte &

1
Tekintsiik az f(z) = T monoton fogy6 fiiggvényt a [2,+00) intervallumon.
zlnz
Jeloljitk p(t) = Int, ekkor ¢'(t) = 1/t, és
1

/ledt:/Q gp’(t)mdt:[lngo(t)}%:lnlnx—lnan%oo T — 00.

11 x
Tehdt [, ;mdt divergens és igy a nz::g 0 is divergens.
1
Ha most tekintjik az f(z) = W fliggvényt, akkor

xT

/j Wdt = /: o (D)p(t) et = {@:“)L _

1 € In2)~¢
o w2
3 9

oo
tehat az >

———— sor is konvergens, ha ¢ > 0.
n=on(lnn)ite BeNs,

Megjegyzés
Konny( beldtni, hogy
1 1 1 1
- > > > . >0, neN*
n "~ nlnn = n(lnn)lte = plte
o L, P 1, PP 1 . FR 1 P
A fenti példék alapjan — és sorok diveregensek, a és , € > 0 kon-
n=1n np=2nlnn n=2n(lnn)lte 4 nlte
R 1
vergensek. Az el6z6 egyenlGség alapjan a lassabban divergal mint a —,a _
n=2nlnn n=1n n=2n(lnn)lte
R 1
gyorsabban konvergal mint a i € > 0. Igazolni lehet, hogy
n=11m
1 1 1 1 1 1

> > > >
n~ nlnn = nlnnln(lnn) nlnn(ln(lnn))e = n(lnn)s = nlte
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P 1 i ) 1
és ————— divergens, mig a _
n=2 nInnlin(lnn) vers 8 n=2 nlnn(In(Inn))l+e

hogy nincsen leglassabban divergdlé sor és leggyorsabban konvergdlé sor.

, € > 0 konvergens. Innen az kovetkezik,

Tegyiik fel, hogy az f fiiggvény az [a,b] \ {c} halmazon értelmezett és a ¢ pont ennek
kornyezetében nem korldtos, és barmely [a, b]-hez tartozd c-t nem tartalmazé zart inter-
vallumon integralhato.

AKkkor az a-t6l b-ig vett improprius integral definicié szerint

n—04 J,

/bf(t)dt:/Cf(t)dt+/bf(t)dt: im [ f)dir

b
+ lim f(¢t)dt = lim (/ f()dt + f(t)dt).
n' =04 =0+ a c+n’
c+n’ n'—04

Az improprius integral akkor konvergens, ha 7,7’ megvalasztasatdl fiiggetleniil mindkét
hatarérték létezik és véges. Amikor a fenti improprius integral divergens akkor szokds
vizsgdlni a fenti hatérértéket abban a specidlis esetben, amikor n =71 — 0.

8. Definicié

Ha Ilétezik a

) c—n b
i ( / sars [ f(t)dt)

hatarérték és véges, akkor ezt az improprius integral f6értékének
(,principal value”) nevezziik és a

b c—n b
V. / flo)de = lim ( / s | f(t)dt)

szimbolummal jeloljiik.
Ekkor azt mondjuk, hogy az fb f(x)dx improprius integral a f6érték
(Cauchy) értelmében konvcrgcans.
Ha az f; f(x)dx konvergens nyilvan a f6érték értelmében is konvergens. Az allitds
forditottja azonban nem igaz. Van olyan divergens improprius integral, amely f6érték

értelemben konvergens. Tekintsiik példaul a kévetkezd improprius integrélt
1.

1 0— 1
1 1 1
/ —dxr = lim —dz + lim —dzr =

-1 X n—04 1 X 77/+0+ 0+n’ X
n
= lim Inp—In1]+ lim [In1 —In®]= lim In—.
nﬁoj n ] n,ﬁoj 7] o
n'—04

a fenti hatdrérték nem létezik ha az n és i’ egymdstdl fuggetlentil tart 04-hoz. (Pl.
ha n = 27’ akkor a hatérérték értéke In2, ha pedig n = 3n’ — 0, akkor a hatdrérték
értéke In 3.)

Azonban ha n =7" — 0 akkor
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dt (
(t—c)’
konvergencigjat és Cauchy értelemben vett konvergencidjat.
A definici6 alapjan

/ab (t fltc)ﬂ - / (t iltc)ﬂ - / t jltc)ﬂ -
c—n b
2, V (t dtc)ﬂ " /+ (t dtcw] B

n'—04
1 i 1 1 n 1 1
= 11m — —
T e L ) R ) T (R T
n —0_

2. Tanulmanyozzuk az fab a < c < b),n>2n € N improprius integral

Ha n és i’ egymdstdl fiiggetleniil tartanak 0, -hoz akkor a fenti hatdrérték nem létezik,
tehat az improprius integral divergens.

1 1
Ha n =17 — 0, akkor paratlan n-re: n = 2k + 1-re = tehat

(==t ()t

Vop. /ab G dtc)n ) i 1 {(a —16)”*1 U *10)"7

Ha az n = 2k, péaros akkor a fenti hatarérték oo, tehat a féérték értelmében sem
konvergens az improprius integral.
Hasonl6 fogalmat lehet bevezetni az

/_ Z F(t)dt

alaki integrdlok esetében is, ahol az f integralhaté barmely [A’, A] alaku intervallu-
mon.

Amint tudjuk, definicié6 szerint a fenti integral akkor konvergens, ha A és A’
megvalasztasatol fiiggetleniil 1étezik és véges a

A
lim f)dt,

A——+oo Al

A ——c0
hatarérték.  Eléfordul azonban, hogy a fenti hatarérték nem létezik, de az
A’ = — A megvélasztas mellett a hatarérték létezik és véges.

9. Definicié

Ha létezik és véges a

A——+oo

lim /A fl)de
—A

hatarérték, akkor ezt az ffooo f(t)dt improprius f6értékének nevezziik
és a kovetkez6 szimbdélummal jeloljiik

Vp. /O;f(t)dt = lim /if(t)dt.

A—-+oo
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Ha az ffooo f(t)dt improprius integral konvergens, akkor a f6értéke is 1étezik és mege-
gyezik az [*_ f(t)dt értékévelvel. Forditva az allitds nem igaz.
Ha az f:R — R fuggvény péros (f(—z) = f(z),Vx € R), akkor

/_1 f(z)dx = 2/0A f(z)dz.

Kovetkezésképpen a foérték akkor és csakis akkor 1étezik, ha 1111}4 fOA f(x)dx hatdrérték
xr—
1étezik és véges, azaz az f0+°O f(z)dx konvergens és ekkor

Vop. /+<><> fz)dr = 2/+OO fz)dx = /_(: f(z)dx.

—o00 0

Ha az f: R — R pératlan fiiggvény (f(—z) = —f(z),Vz € R), akkor

/if@ﬂx=&

kovetkezésképpen
Vop. / f(z)dz = 0.

Tekintsiik az f : R — R fiiggvényt és tegytik fel, hogy f integrdlhaté barmely véges
[A’, A] intervallumon. Tudjuk, hogy barmely fiiggvény felirhaté egy péros és egy
paratlan fliggvény Osszegeként. Legyen

p(z) = W, akkor p(—z) = p(z), VxR,
W(z) = /() _2f(_”“"), W(—2) = —y(x), VzeR.

A fenti médon definidlt ¢ paros fiiggvény a 1 paratlan fliggvény és

f(z) = p(2) +¥(x), z € R

A ¢ és 1) fliggvények szintén integralhatdk barmely [A’) A] alaki intervallumon.
Felhaszndlva a péaros és a paratlan fiiggvények improprius integréljanak féértékére
vonatkozé tulajdosagait, azt kapjuk, hogy

Vop. [ O; F(t)dt = Vip. ( [ O; o(t)dt + [ O; ¢(t)dt> =Vp. [ O:O o(t)dt.

Példa:

1 1
Szamitsuk ki az f_oooo 1 :—52 dx féértékét. Jeloljik f(x)-el az 1;:7;2—‘5, akkor
f(@) + f(==) o
wlw) = 2 T
sy f@ S0 o

2 T 1ta
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Igy

* 1+z > 1
V.p. ——dxr = ——dr = .
b /,m1+x2 ! /,oolwx2 e

4.3. A gamma fluggvény.

Hatarozzuk meg az o azon paraméter értékeit amelyekre a kovetkezd improprius in-

tegral konvergens:
oo
/ z te %y,
0

Mivel az improprius integralnak két szinguldris pontja van (0 és +o00) ezért két részre

bontjuk példaul igy:
1 0o
/ e %dx  és / e %dx.
0 1

Mivel 1/ex®™t < 2% 1le=® < 2271 a (0,1) intervallumon ezért az elsé integréal akkor és

csak akkor konvergens, ha fol integral konvergens. Ez utébbi pedig csak akkor

x
oo+l
konvergens, ha 1 —a < 1, azaz o > 0.

A maésodik integral minden a-ra konvergens.Ezt a kovetkezd képpen latjuk be: a

L’Hospital szabaly alkalmazasdval igazolhatd, hogy

lim z®Tle™® = 0.
Tr— 00

Ez azt jelenti hogy van olyan K > 0 szam amelyre
xa+1€71 < K

innen kovetkezik, hogy

1 K
& 16 mgig
T

Mivel [ 1/2?dx konvergens, ezért [~ 2®~e~"dux is konvergens.
Osszefoglalva, az adott integréal akkor és csak akkor konvergens, ha a > 0.

10. Definicid.
AT :(0,40) =R

(o)
F(a):/ e %dy
0

fiiggvényt Euler-féle gamma fliggvénynek nevezziik.

Az Euler-féle gamma fiiggvény a faktorialis fiiggvény meghosszabbitdsa a
pozitiv szamok halmazara.
Ennek igazolasa érdekében alkalmazzuk a parcidlis integralast és azt kapjuk, hogy

+oo
() = [z e ™) + (o — 1)/ 2 dy
0
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ha « > 1 (mivel a jobboldalon lev$ integral csak akkor konvergens, ha o > 1). Innen az
kovetkezik, hogy
INa)=(a—1HI'(a—-1), a>1.

Az eljarast megismételve n-szer
MNa)=(a—-1
Ha o« =n + 1, akkor

(n > 2 természetes szdm) kapjuk:
a—2)...(a=n)T'(a—n), a>n.
'n+1)=nn—-1)n—-2)..(n+1—-n)I'(1)

egenl6séghez jutunk. Mivel

ra) = / e dr = [e 7| =1,
0
ezért
'n+1)=nn-1)(n—-2)..1 =nl

Tehat a "gamma” fliggvény a természetes szamok halmazan értelmezett faktoridlis
fiiggvény meghosszabitdsa a pozitiv szdmok halmazédra. Még megjegyezziik, hogy I'(1) =
r'(2)=1.

4.4. A béta fuggvény

Igazoljuk, hogy ha a,b > 0 akkor az

1
/ T R Ly
0

improprius integral konvergens.

Haaza>1é6sb> 1 akkor az f(z) = 2% }(1 — x)"! integralhat6 a [0, 1] intervallumon,
tehat az integral értéke létezik és véges.

Ha 0 < a < 1 akkor az x = 0, ha 0 < b < 1 akkor az = 1 az improprius integral
szingularis pontja, ezért felbontjuk az integralt két integral Osszegére:

1 3 1
/ T O R Lo e / 2711 — 2) lde + / 2271 - 2)" da.
0 0 1

2

1
Mivel az f(z) = (1 —z)"~! a {0, 2] intervallumon folytonos ezért Jcy, ¢ tigy hogy

1
it <271 - x)b_l <ecxt Y ze [O, 2} .

1

2
Innen az kovetkezik, hogy az elsé integrdl akkor és csak akkor konvergens, ha [ 2% !dz
0

konvergens.
Tanulményozzuk ez utébbi integral konvergencidjat.

1 1\
: Kz) ‘f“] haaz0 LN oy
/:z:“fldzz lim =< a\2 @

0

t—0 1 1
B [ln2—lnt} ha a =0, o) a <0,
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tehat az fol 22711 — 2)*~ldx az a € (0,1) esetén konvergens.

1
Hasonlé médon igazolhaté, hogy az [ 2%~1(1 — z)*~!dx, b € (0,1) konvergens.
1

3
11. Definicié
Haa >0 ésb >0 akkor

1
B(a,b) :z/ 2271 — )P ldx
0

fiiggvényt az Euler-féle béta fiiggvénynek nevezziik.

Tulajdonsagai
1. Ha az integralban az x = 1 — t valtozd cserét elvégezziik, akkor

Bﬁum:iéaf‘%l—xf‘%x:iﬁal—ﬂ“”ﬁ‘%—lﬂt:
= /1(1 — 1) 1" 1dt = B(b, a),
0

vagyis

| B(a,b) = B(b,a), Va,b>0.]

2. Ha b > 1, akkor parcidlis integralassal a lovetkezot kapjuk

Bmﬁy:AH1—@M4Cf>ﬁx=

1

a(1 _ ,\b—1 _ 1
= V (1-2) } + b-1 / (1 —2)"%de =
0 a Jo

a
b—1 (! b—1 (!
= / 21— x)°2dx — / 2711 — 2) 7 lde =
a Jo a Jo
b—1 b—1
= —DB(a,b—1) — ——DB(a,b
a (a, ) e (a,b),
ahonnan
B(b)—;ﬁiifB(bf1)
G -1 '

Ezt az Osszefiiggést felhaszndlva az integraljel alatt csokkenteni tudjuk az (1 — x)
hatvanyét mindaddig, amig az (1 — z) kitev&je pozitiv marad.
Ha b =n € N* akkor

n—1 n—2 1
a+n—1 a+n—-1"""a+1

B(a,n) = B(a,1).

Mivel
! 1
B(a,1) = / o M = =,

0

a
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ezért

_ _ 1-2-(n—1)
Bla,n)=Bna) = ey a1

Ha az a = m € N*, akkor

(n—1)!(m —1)!
B =
(m,n) (m+n—1)!
3. Igazolni lehet, hogy
oo a—1
Y 0
B(a,1 —a)= dy = h 1).
(a,1-a) /0 1+y Y7 snar’ aa€(01)

1
Innen a =1 — a = = esetén

11

4.
0 ya—l
B(a,b) = —dy.
@h= [ ey
Valéban ha a béta fiiggvény definicidjaban elvégezzik az z = 13_ valtozocserét,
)
1
akkor dxr = 5 ha z; = 0 akkor y; = 0, ha x5 — 1 akkor ys — 400 és

(1+y)
b—1

! 1 b—1 e Y 1 oyt
47 (1 —x)"~ dx:/ ( ) d :/ —  dy.
/0 - 0 1+y Try2? " )y @rya?

5. A gamma filiggvény és a béta fliggvény kozo6tti kapcsolat.
A gamma fiiggvény definiciéjdban megadott integrélban végezziik el az x =ty, t > 0
valtozdcserét. Ekkor dx = tdy és az integrédlasi hatarok valtozatlanok maradnak, igy

M= [ e lemdo = [ (e may = [yt vy

0 0 0

Osszefliggéshez jutunk. Innen

(1) Lla) _ / ey,

t(l

Ez utébbi osszefliggésben, ha a helyett (a + b)-t frunk, akkor
['(a+0) oo PR

9 — a+b—1 (1+¢) d

(2) A o)t /0 Y e ydy,

Osszefiiggéshez jutunk.
Ha mindkét oldalt megszorozzuk t*~!-el és integralunk ¢ szerint 0-t6l +oo akkor a
kovetkezét kapjuk:

+oo ta—l o) L +oo b1 (149)
Fa—i—b/ 7dt=/ te (/ aToTL L e” yd)dtz
( ) o (1Ht)etb 0 0 Y Y

(3) o] +oo
:/ / taflyaﬂkbfl . 67(1+t)ydydt.
0 0
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A baloldalon szerepld integrél a 4. tulajdonsig alapjén épp B(a,b).

A jobb oldalon szereplé integral egy kettds integrél, amelynek kiszamitdsa a Fubbini
tétel értelmében gy is torténhet, hogy felcseréljiik az integrdlas sorendjét azaz elébb
t szerint integrélok, majd utdna y szerint. Az (1) Gsszefiiggést figyelembe véve:

—+o0 +oo
/ ta—l (/ ya+b—1 . e—(1+t)ydy) dt =
0 0
o] +oo
:/ (/ ta—lya-‘rb—l '6_(1+t)ydt> dy _
0 0
oo —+oo
— / (yaerl . efy/ tafl . etydt> dy _
0 0

= / yrtbTl ey Fy(;l) dy = F(a)/ Y’ e Vdy = T'(a)T(b).
0 0

Tehat a (3) Osszefiiggés egyenértékii a
I'(a + b)B(a,b) =T'(a)'(b)

Osszefiiggéssel.
Innen

1
6. Hob=1—a= 5 akkor felhaszndlva a 3-as tulajdonsiagot innen kapjuk, hogy

1 1 11
=) I'(=z)=B|=,= |1
(3) 7 (3) -2 (3) ro v
1\ 2
(F <2)> = 7, ahonnan
(3)
r(=|=+n
2
Figyelembe véve a I' definiciéjat ez azt jelenti, hogy

oo —

v

A fenti integrélban végezziik el az y = 2% valtozécserét

oo -y oo _ .2 o
/  dy = / Y opdr = 2/ e~ da.
o VY 0 € 0

Kovetkezésképpen

o0
/ e~ dr = ﬁ
O 2
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4.5. Osszefoglalé feladatok

Szamitsuk ki a kovetkez6 improprius integrélokat:

II.

I.
0 1 “+oo 1 1
1. —dt 2. — —dt
_;L,t2+4 | ooy
+00 0
3. [ cos2tdt 4. [ e'costdt
0 —00
+oo t 0 t2
5. —dt 6. ——dt
Of 241 ,{o (3 +1)2
7 Tj;dt 8. [ tetat
C o mr A+ "
oo dt T arctg t
- 10. dt
‘! tin ¢ { t2+1
too dt +oo dt
11. —_ 12. —_—
2ft3+1 {(t2—1)2
o0 t +oo dt
13. dt 14. _
{ VB +1 _fl 2+ Vit +1
0 1
1 f dt 5 f cft
2 VAt 1Vt
0 dt 0 arccost
3 4. dt
—fz Vit+2 _flw/l—tQ
Pt d P d
5 —dt 6. | tg tdt
{tlnt { g
3 dt dt
1
7.
Oftant Jo tin%t
3 dt 1 dt




4. Improprius integral 117

10.

11.
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Figgelék a csatolt fajlokban talalhato.



