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- Notes:
1. Bevezetés

1.1. A logika feladata

e A helyes kovetkeztetés torvényszeriiségeinek a feltarasa

e Az informaciokozlésben kulcsszerepet jatszo kifejezések je-
lentésének a megadésa

1.2. A helyes kdvetkeztetés

1. Kovetkeztetés: viszony (a premisszak és a konklazié kozott)

2. Helyes kovetkeztetés: a premisszak igazsdga maga utan
vonja a konkl(zi6 igazsagat (a premisszak valamely tula-
jdonséaga 6rokl6dik a konklaziéra)

3. Logikailag helyes kovetkeztetés: ha az Orokités sziikségs-
zerli




1. A bizonyité érvelés

2. Az ellentmondas elve: "A legbiztosabb alapelv ... ez: lehe-
tetlen, hogy egy és ugyanaz a valami ugyanakkor, ugyanab-

ban a tekintetben . .. vonatkozzék is valamire, meg nem is."
(1005b19-23)

3. A kizart harmadik elve: "Az ellentmondas két tagja kozott
nem allhat fenn semmi kdzbeesd, hanem mindenrél mindent
vagy allitani vagy tagadni kell."(1011b 23-24)

2. A klasszikus nulladrendii logika szabatos
felépitése

2.1. A klasszikus nulladrendii logika nyelve

Definicio:
Klasszikus nulladrendi nyelven az
L = (LC, Con, Form)

rendezett harmast értjiik, ahol

1. LC = {—,D,A\,V,=,(,)} (a nyelv logikai konstansainak
halmaza).

2. Con # 0 a nyelv nemlogikai konstansainak (allitas-
vagy kijelentés-paramétereinek) legfeljebb megszamlal-
hatéan végtelen halmaza.

3. AzLCNCon =10

4. A nyelv formulainak a halmazat, azaz a Form halmazt az
alabbi induktiv definicié adja meg:

(a) Con C Form
(b) Ha A € Form, akkor =A € Form.

(c) Ha A, B € Form, akkor
(AD B) € Form,
(AN B) € Form,
(AV B) € Form,
(A= B) € Form.

Megjegyzés: A Con halmaz elemeit atomi formuldknak vagy
primformulaknak nevezziik.

Notes:

Notes:

Notes:




A részformula induktiv definiciéja:

1. Egy formula kdzvetlen részformulajanak értelmezése:
e Ha A atomi formula, akkor nincs kozvetlen
részformulaja;
e — A egyetlen kozvetlen részfomulaja A;
e Az (A D B),(ANB),(AV B),(A = B) formulak

kdzvetlen részformulai az A és a B formulak;

2. Egy A formula részformuldinak halmaza az a legsziikebb
halmaz, amelynek

e cleme az A formula;

e ha egy A’ formula eleme, akkor A’ dsszes kdzvetlen
részformulaja is eleme.

Az A formula szerkezeti fajan egy olyan véges rendezett fat ér-
tiink, amelynek cstcsai formulak,

1. gydkere az A formula,

2. — B alak( csiicsanak egyetlen gyermeke a B formula,

3. (B> (), (BAC),(BVC),(B=C) alaki cstcsainak két
gyermekét a B, illetve a C' formulak alkotjak,

4. levelei primformulak.

2.2. A klasszikus nulladrendii logika szemantikaja

2.2.1. Az interpretaci6 fogalma

A o fiiggvényt az L9 nyelv egy interpreticicjanak nevezziik, ha

e Dom(p) = Con

e Ha p € Con, akkor g(p) € {0,1}.

Notes:

Notes:

Notes:




2.2.2. Szemantikai szabalyok

Legyen adott egy o interpretacio.

e Ha p € Con, akkor |p|, = o(p)
e Ha A € Form, akkor |-A4|, =1 — |A|,.
e Ha A, B € Form, akkor

0 ha|Al,=1 6és|Bl,=0;

(A5 B)l, = { 1, egyébként.

3

/1 halAl,=1,6s|B|,=1;
((AAB)l, = { 0, egyébkent.

0 ha|Al,=0,6s|B|,=0;
1,

[(AV B)|, = { egyébként.

_ _ | 1 halAl,=[Bl;
(A= B)l, = { 0, egyébként.

Notes:

2.3.  Centralis logikai (szemantikai) fogalmak

2.3.1. Interpretacié, modell

e Ha A formula, akkor |A|, az A formula szemantikai értéke
a o interpretacioban.

A nulladrendi nyelv egy adott formulahalmazanak modellje:
modellen egy olyan interpretaciét értiink, amelyben a tekin-
tett formulahalmaz minden eleme igaz.

e I' C Form: formulahalmaz; a ¢ interpretacié modellje a "
formulahalmaznak, ha minden A € T" esetén |A|, =1

oF A (vagy F, A), ha |A], =1

Notes:




2.3.2.

Centralis logikai (szemantikai) fogalmak

Kielégithet6ség: Egy fomulahalmaz kielégithetd, ha van
modellje.(Van olyan interpretacié, amelyben a formulahal-
maz minden eleme igaz.)

Kielégithetetlenség: Egy formulahalmaz kielégithetetlen, ha
nem kielégithetd.

— Kielégithets: nem tartalmaz logikai ellentmondast.

— Kielégithetetlen: logikai ellentmondast tartalmaz.

A T formulahalmaznak logikai kdvetkezménye az A formula
(T'E A), haaT'U{-A} formulahalmaz kielégithetetlen.

Az A formula érvényes (F A), ha | F A.

Az A és a B formula logikailag ekvivalens, ha {A} E B és
{B} F A. Jeloles: A < B

AFE B, ha {A}E B.

Notes:

23.3.

A centralis logikai fogalmak tulajdonsagai

Egy kielégithet6 formulahalmaz minden részhalmaza
kielégithets. (A logikai ellentmondastalansag sziikitéssel
nem ronthat6 el.)

Egy kielégithetetlen formulahalmaz minden bdvitése
kielegithetetlen. (A logikai ellentmondas bévitéssel nem
sziintethetS meg.)

Ha A érvényes formula (F A), akkor minden T formulahal-
maz esetén I' £ A. (Egy érvényes formula minden formula-
halmaznak kovetkezménye.)

Ha a I" formulahalmaz kielégithetetlen, akkor minden A for-
mula esetén I' F A. (Egy kielégithetetlen formulahalmaznak
minden formula kdvetkezménye.)

Notes:




e Dedukcié tétel:
HaTU{A} E B, akkor T E (A D B).

— Bizonyitas: indirekt.

A dedukci6 tétel megforditasa:
HaT E (A D B), akkor ' U{A} F B.

— Bizonyitas: indirekt.

o Kovetkezmény:
A F B akkor és csak akkor, ha F (4 D B)

— Bizonyitas: Az el6z8 két tételben legyen T' = ().

Metszet tétel:
HaTU{A} EBés AFE A, akkor TUA F B.

— Bizonyitas: indirekt.

2.4. Az igazsagfunktorok tulajdonsagai

2.4.1. Az negaci6 tulajdonsagai

e Az negaci6 igazsagtablazata:

- ﬂp
0] 1
110

o A kett8s negaci6 torvénye: -—A < A

Notes:

Notes:




242 A konjunkcié tulajdonsagai

e A konjunkcié igazsagtablazata:

Ao 1 (9
0 (0 0
110 1
(p)

e A konjunkcié tulajdonsagai:

— Felcserélhetd (kommutativ): (AA B) < (B A A)
barmely A, B € Form esetén.

— Csoportosithaté (asszociativ):
(ANBAC) < (ANB)ANC)
barmely A, B,C € Form esetén.

— ldempotens: (AAA) < A barmely A € Form esetén.
~(AANB)EA (ANB)EB
— Az ellentmondas torvénye: F —(A A —A)

2.4.3. Az diszjunkcié tulajdonsagai

e Az diszjunkcié igazsagtablazata:

v I 0 1
0]0 1
111 1

e Az diszjunkci6 tulajdonsagai:

— Felcserélhets (kommutativ): (AV B) < (BV A)
barmely A, B € Form esetén.

— Csoportosithaté (asszociativ):
(Av(Bv() < ((AvB)VvO)
barmely A, B,C € Form esetén.

Idempotens: (AVA) < Abarmely A € Form esetén.
AFE (AV B) barmely A, B € Form esetén.

{(Av B),-A}EF B

— A kizart harmadik torvénye. F (A V —A)

Notes:

Notes:




2.4.4. A konjunkcié és az diszjunkcié kapcsolata

A0 1 1 0 vIi0 1
0j]0 O 171 1 0j]0 1
110 1 0|1 0 111 1

A fenti tulajdonsag azt jelenti, hogy a konjunkcié és az diszjunkcié
egymas duélisai.
Kétoldali disztributivitas:

o (AV(BAC)) = (AVB)A(AVC))
o (AN(BVC)) = (AAB)V(AAC))

Elnyelési tulajdonsag

o (AN(BVA)) & A
o (AV(BAA)) & A

e A negacid, a konjunkcié és az diszjunkcié kapcsolata, a De
Morgan térvények:

e Mit allitunk akkor, amikor egy konjunkciét tagadunk?
e Mit allitunk akkor amikor egy diszjunkci6 tagadunk?
- 2(AAB) < (mAV-B)
- (AVB) < (mAAN-B)

— A De Morgan térvények bizonyitasa.

A|B|-A| -B (—\A/\—\B) (A\/B) —\(A\/B
01]0 1 1 1 0 1
011 1 0 0 1 0
110 0 1 0 1 0
11 0 0 0 1 0

Notes:

Notes:




2.4.5. Az implikacié tulajdonsagai

e Az implikacié igazsagtablazata:

>0 1

0|1 1

10 1
eFADA

e Modus ponens (levélasztasi szabaly): {(A D B),A}E B

e Modus tollens (indirekt cafolas sémaja):
{(AD B),-B}F -A

e Lancszabaly: {(AD B),(BD>C)}E(ADC)

e Redukci6 ad abszurdum: {(A D B),(A D> -B)} F -A
e -AF (ADB)

e BF(ADB)

e Athelyezési térvény: (AAB) D C) < (AD (B D0))

e Kontrapozici6: (A D B) < (B D —A)

o (AD-A)E-A

e (FADAEA

e AD(BDC)= ((ADB)D(ADC())
e =(AD(-ADB))

e (AVB)DCO)s (ADC)AN(BD ()

2.4.6. Az ekvivalencia tulajdonsagai

e Az ekvivalencia igazsagtablazata:

=|0 1
01 O
110 1
e F(A=A)

10

Notes:

Notes:




2.4.7. Azigazsagfunktorok egymassal valé kifejezhetGsége

2.4.8. Az igazsagfunktorok elmélete

e A bazis fogalma: Igazsagfunktorok egy olyan halmazat
értjitk bazison, amelynek elemeivel minden igazsagfunktor
kifejezhet6.

— Példaul: {—,2},{—,A}L.{—,V}
- {=ok
L (pAg) < —(pD—q)
2. (pva) = (P9
— Sheffer miivelet: (p|q) ©aer (P A q)
— Sem-sem miivelet: (p || @) ger (—p A —q)

— Megjegyzés: Mind a Sheffer, mind a sem—sem miivelet
6nmagaban bazist alkot.

11
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Notes:




2.5. Formulak kiuldnbozg atalakitasai

Legyen L° = (LC, Con, Form) &llitaslogika nyelve:

e Ha p € Con, akkor a p, —p formuldkat literalnak nevezziik
(p a literal alapja).

e Ha az A formula literal vagy kiilonb6zé alapa literalok kon-
junkcidja, akkor A-t elemi konjunkciénak nevezziik.

e Ha az A formula literal vagy kiilonb6z6 alapa literdlok disz-
junkcidja, akkor A-t elemi diszjunkciénak (vagy kléznak)
nevezziik.

e Elemi konjunkcidk diszjunkciéjat diszjunktiv normalfor-
manak, elemi diszjunkcidk konjunkciéjat konjunktiv normal-
formanak nevezziik.

e Ha f egy m-argumentum( igazsagfunktor, akkor az
f(p1,...,pn) formula kitiintetett diszjunktiv normalfor-
méjanak minden tagja pi,...,p, alapd literdlok kon-
junkcidja, kitiintetett konjunktiv normalformajanak minden
tényezéje p1, ..., p, alapa literalok diszjunkcidja.

Allitas: Az allitaslogika minden formulajahoz létezik vele logikai-
lag ekvivalens diszjunktiv, illetve konjunktiv normalforma.
Feladat: Milyen formulakhoz létezik veliik ekvivalens kitiintetett
diszjunktiv, illetve konjunktiv norméalforma?

Notes:

25.1. Zardjelelhagyasi konvencidk

A konvencidk célja az egyértelmii olvashat6sag fenntartasa mel-
lett a formulakban el6fordulé zaréjelek szamanak a csokkentése.

e A létrejott jelsorozatok betii szerint nem formuldk, de
egyértelmiien el6allithaté belsliik egy formula.

e A tovabbiakban az egyszeriiség kedvéért az igy létrejott
jelsorozatokat is formuldknak nevezziik, s hasznalatuk-
kor mindig a belélik egyértelmiien elGallithaté formuldkra
gondolunk.

e A legkiilsé zaréjelpar mindig elhagyhaté.

12
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Elsébbségi (precedencia vagy prioritas) szabalyok:

1. A kétargumentum logikai konstansok elsébbségi sorrendje:

AN, V, D, =

2. A negaci6 erG6sebb barmely kétargumentuma logikai
konstansnal.

3. Az azonos kétargumentumi logikai konstansok egymas
kozotti els6bbségét a balrdl jobbra szabaly rendezi: elGs-
z6r mindig a bal oldali formulat tekintjitk kiilon mveleti
komponensnek.

Megjegyzés:

e A 3. szabalynak csak az implikaciénal és a materialis ekvi-
valencianal van jelentGsége:
—az A D B D C ,formula” egyértelmiien zarojelezett

alakja:

(A> (B> 0O));

—az A = B = C ,formula” egyértelmiien zardjelezett
alakja:

(A= (B=0));

e A konjunkcié és a diszjunkcié esetében a miiveltek ass-
zociativitdsa miatt a szabalyt nem kovetS zarojelezések
is logikailag ekvivalens formulat eredményeznek. Pl.: az
AN B A C L formula” egyértelmiien zardjelezett alakja:
(AN(BANO)[& ((AANB)AC)).

13

Notes:




3. Logikai kalkulusok: a klasszikus allitaskal-
kulus

3.1. Kilasszikus allitaskalkulus Frege-Hilbert stilust
felépitése

Legyen L) = (LC, Con, Form) a klasszikus allitaslogika nyelve.
A klasszikus allitaskalkulus alapsémai (axiémasémai):

e (Al): AD(BDA)
e (A2): (AD(BD(C)D((ADB)D(AD0))
e (A3): ("AD-B)D(BDA)

1. Az alapsémak (axémasémak) szabalyos behelyettesitésén
olyan formulakat értiink, amelyek valamely alapsémabdél a
benne szerepl betiik tetszéleges formulaval val6 helyet-
tesitése atjan jonnek létre.

2. A klasszikus allitaskalkulus alapformulai (axiomai) az
alapsémak (axiémasémak) szabalyos behelyettesitései.

3.1.1. Kovetkezményrelaci6 I. (strukturalis induktiv definicio)

Legyen I' C Form,A € Form. A T formulahalmaznak szin-
taktikai kovetkezménye az A formula (I' - A), ha az alabbiak
valamelyike teljesiil:

1. ha AeT, akkorI'F A;

2. ha A alapformula (axiéma), akkor I' - A;

3. haT'FB,ésT'FB D> A, akkor T' - A.

14

Notes:

Notes:




3.1.2. Kovetkezményrelacié Il.

Az Ay, As, ... A, (A1, Ag, ... A, € Form) formulasorozatot
aT (C Form) formulahalmazbél val6 levezetésnek nevezziik, ha
a sorozat A; (i = 1,2,...n) elemére az alabbiak valamelyike
teljesil

1. A, €Ty
2. A; alapformula (axiéma);

3. havan olyan j, k index j, k < i, hogy Ay, = 'A; D A,

A T formulahalmaznak szintaktikai kdvetkezménye az A formula
(I' = A), ha van olyan I'-bdl val6 levezetés, amelynek utolsé tagja
A.

Tétel

A kovetkezményrelacié két definiciéja ekivalens, azaz I' +; A
akkor és csak akkor, ha I' o A.

Bizonyitas:

HaI' 1 A akkor I' o A:

e Ha A € T, akkor az A formula egy I'-bdl valé levezetése
maga az A formula, igy I' 2 A.

e Ha A alapformula, akkor az A formula egy I'-bdl val6 leve-
zetése maga az A formula, igy I' 2 A.

e Indukcids lépés:

— Ha T" +; B, akkor van T-bdl valé levezetése:
Bl,Bg,...,Bk, ahol Bk = B.

— HaT +; B D A, akkor olyan I'-bél valé levezetése:
C,Cy, ..., C, ahol C; = B D A.

— Ekkor a By,Bs,...,B,C1,Cs,...,C, A levezetés
az A formulanak egy I'-bél valé levezetése.

15

Notes:

Notes:




Ha I't5 A akkor T' - A:

e A feltétel szerint A-nak van I'-bol val6 levezetése, legyen
ez A1, Ay, ..., A,, ahol A, = A.

o A levezetés tagjai szerinti indukcié:

— Ha A; alapformula, akkor I' 1 A;.
— Ha A; €T, akkor I" - A;.

— Havanolyan j, kindex j,k < i, hogy Ay, = A; D A,
akkor T Aj és ' Aj D Ai miatt I' 4 AL

4. A természetes levezetés rendszere

A szekvencia fogalma:

Legyen I" C Form, A € Form. Ha az A formula szintaktikai ko-
vetkezménye a I" formulahalmaznak, akkor a 'T'F A’ jelsorozatot
szekvencianak nevezziik.

Az alabbi szabélyok rendszerét nevezik a természetes levezetés
technikajanak:

A természetes levezetés technikajanak alapveté szabalya a deduk-
ciétételen alapul:

Dedukcictétel: Ha T'U {A} F B, akkor ' A D B.

Masként felirva:

T,AF B
T-A>B

Bizonyitas: gyakorlaton

16
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4.1. A természetes levezetés technikajanak strukturalis
szabalyai

Legyen a tovabbiakban I', A C Form, A, B,C, € Form.

Az azonossag torvénye: I‘,A%
A bdvités szabalya: F’FBFiFAA
A sziikités szabalya: %
A felcserélés (permutélas) szabélya: %

4 AAFB

A metszet szabaly (vagas szabalya):

T,AF B

4.2. A természetes levezetés technikajanak logikai sz-

abalyai
Az implikacié (bevezetd, illetve alkalmazd) szabalyai:
(> 1) FF:ZFDBB o 2) r-A . I_FBI— ADB
A konjunkcié szabalyai:
w1y LEATEB () DABEC
A diszjunkcié szabalyai:
(v 1) % (v 2) %
(v 3) AR C I''B-C

IAvBFC

A negéaci6 szabalyai:
(~1) RAFBF,_ﬁzAFﬁB (=2) %
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A (materialis) ekvivalencia szabalyai:

Bevezet§ szabaly:

Alkalmazé szabaly (1):

Alkalmazé szabaly (2):

IA-rB T,BFA

'HrA=8B

r-A 'HA=8B
I'-B

I'-B I'HA=8B

'-A

Notes:

4.3, Peldak
I A+ B
oy = 1
I -BF-A (1)
Bizonyitas:
I''AFB 0 .
ety TABFB TASBT B (L0
(rl) I -B.AFB T.-B,AF-B '
' I,-BF-A
I AF-B
e 2
[ BF -A @)
Bizonyitas:
) 0 T A--B . .
om0 N T R
egwl)s I.B.AFB T,B,AF B \ O
o [,BF-A
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T,-AF B
o T 7 3
T,-BF A )
Bizonyitas:
o I,-AF B 0 )
(FEBOWT? I.-A,-BFB T,-A-BF —-B E?Tm° ?
eCSG(I’EiS) F7—\B,—\A|—B F7ﬂB,—\A|—ﬂB elCsegle
o - 2) T,-BF —A
o T,-BF A
T,-AF-B
2 = 4
T,BF A )
Bizonyitas:
| 0 I',-AF-B o
(e ToA BB ToABE -5 20
1) [,B,~ArB TI,B,-Ar -B

T,BF —A
(=2) [.BF A

AP

~—

~

Notes:

FADA (5)

Bizonyitas:

_0
AFA
FADA

(Azonosag)
(o1)

A,ADBF B (6)

Bizonyitas:

0
AS B, ArF A 0
A A>DBFA AA-SBFAOB

AASBFB

Notes:
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AFBDA (7)
Bizonyitas:
. 0
((FAIZ°”°;‘Zg; B.AF A
eiglf ABFA
’ AFBDA
A -AF B (8)
~AFADB (9)
Bizonyitas (8), (9):
0
0 A, -B,AF A

A-B,-AF-A —-AA-BFA
A -A,-BF-A A -A-BrA

A -AF —B
A-AF B
—A,AF B
—~AFAOB

BFADB (10)

Bizonyitas:

B+B
B,A+ B
B+FADB
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FADB=-AVB (11)

Bizonyitas: ElGszor lassuk be, hogy

ADBF-AVB (12)
0
—AF A
A>BFAOB ~(wAVB)F A

ADB ~(~AVB)FA>B ADB,~(-AVB)F A
A> B,~(~AVB)F B

_0
B+ B
(1) BF-AVB
~(~AV B)F -B

A>B,~(-AVB)F -B

ADB,“(“A\/B)"B ADB,—\(—\A\/B)}——\B
ADB}—ﬁﬁ(ﬁA\/B)

ADBF-AVB

(11) bizonyitasahoz lassuk be, hogy

~AVBFADB (13)

(9) (10)
-A+FADB B+FADB

-AVBFADB
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ADB,-BF-A (14)
ADBF-B>-A (15)
Bizonyitas (14), (15):
0
AASBrB
0 ADB,AFB

A>B,A-BF-B A->B,A-DBFB
A>B,-B,AF-B A->DB,-B,AF B
ASB,-BF A

ADBF-B>-A

-B>—-AFADB (16)

Bizonyitas:

0
0 -BD>-A,-BF-A
-BD>-A-B,AFA -BD>-A-B,AF-A
B> -A,AF B
-BD>-AAFB
-BD>-AFADB

(15), (16) alapjan:
FA>B=-B>-A (17)
Bizonyitas:

ADBF-BD-A -BD>D-AFADB

FADB=-B>-A
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F(AV-A) (18)

Bizonyitas:

0 0
A, ~(AV —A) F =(AV =A) “(AV-A),AF A
ﬁ(A\/ﬁA%A}—ﬁ(A\/ﬁA) ﬁ(A\/ﬁA),AI—A\/ﬁA
AV -A)F A

0 0
A, ~(AV-A) F ~(AV-A) S(AV —A),~AF -A
S(AV-A),~AF ~(AV-A)  (AV-A),-AF AV A
“(AV-A)F A
S(AV-A) A

“(AV-A) -4 —(AV-A)F A

F——(AV-A)
F(AV-A)

ANBFBAA (19)

Bizonyitas:

0

0 B,AF A

ABFB ABFA
ABFBAA

ANBFBAA
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ANBVC)F(ANB)V(ANC) (20)
Bizonyitas:
S 0
B,AFA 0 C,AFA 1)
A BEFA A, B+ B ACEFA A CEC
A, BFAAB A CHANC
A,BFE(AANB)V(AANC) A,CH(AANB)V (ANC)

A BVCF (ANB)V(ANC)

ANBVC)F (AAB)V(ANC)

(AANB)V(ANC)FAN(BVC)

(21)

Notes:

Bizonyitas:
U 0 0
B,AF A C,AF A A B+ B
ABFA ACHA ANBFB ANCHC]
ANBEFA ANCEA AANBEBVC ANCE RV
(AANB)V(ANC)F A (AANB)V(ANC)FE BV

(AANB)V(ANC)EAAN(BV(C)
(20) és (21) alapjan:

FAAN(BVC)=(AAB)V(AANC)
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FAV(BAC)=(AVB)A(AVO)

Bizonyitas: ElGszor lassuk be, hogy

AV (BAC)FE (AVB)AN(AVCO)

_0

BF+B
0 _BcrB 0 L
A A B,C+AVB AFA B,C+ A} @
A AV B BANCFAV B AFAVC BANCFH AV (C

AV(BAC)FAVB

AV(BAC)F AV

AV (BAC)E(AVB)A(AVC)

Notes:

Most lassuk be, hogy Notes:
(AVB)AN(AVC)FAV(BAC) (25)
0 0
1] BFB CFC
0 AF A B,Ct+ B,C+FC
AF A AFAV(BAC) B, HBAC
AFAV(BAC) A CHAV(BAC) B,C @AV (BAC)
AVB,AFAV(BAC) AVB,CHAV(BAW)
AVB,AVCEF AV (BAC)
(AVB)A(AVC)EAV(BAC)
Notes:

FADB)D(BDC)D(ADCO)

Bizonyitas: Hasznaljuk fel mar bizonyitott (6) szekvenciat.

ADB,A+FB B,B>CHkHC
ADB,ABD>CHC
ADB,BOC/AFC
ADB,BOCFHADC

ADBF(BDC)D(ADCQO)

FADB)D(BDC)D(ADC(O)
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F(ADB)D(AD(BDC)D>(AD(O)

Bizonyitas: Hasznaljuk fel mar bizonyitott (6) szekvenciat.

(27)

AJADBFB A/AD(BDC)FBD

A ADB,AD(BDC)FB AL ADB,AD(BDCO)F

A/ ADB,A>(B>C)FC
ADB,AD(BDODC)FADC
ADBF(AD(BDC)D(ADC)

F(ADB)D(AD(BDC))D(ADC(O)

A De Morgan azonossagok:

- —(AAB) = (~AV -B)

- —(AV B) = (~AA-DB)

A (28) bizonyitasahoz el8szor lassuk be, hogy

~(AAB)F (~AV =B)

0 0
—AF A —~BF -B
—~(mAV-B)F A —~(=AV-B)F B

) ~(~AV-B)F AAB

“(AAB)F AV -B

(28)

(29)
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A (28) bizonyitasahoz most lassuk be, hogy

AV -BF -(AAB) (31)
_ v
—AF-A (8)
0 B,-AF-A  B,-BF -A
AF A B,~AvV-BF-A
A BF A -AV-B,BF-A
ANBF A —AV-B,A,BF-A
-AV-B,ANBF A -AV-B,ANBF -A

~AV-BF ~(AAB)

A (29) bizonyitasahoz el6szor lassuk be, hogy

~(AVB)F -AA-B (32)
_0 _0
AF A B+ B
(1) __AFAVB (1)__BrAVB
~(AVB)F -A ~(AVB)F -B

ﬁ(A\/B)}—ﬁA/\ﬁB

A (29) bizonyitasdhoz most lassuk be, hogy

-AA-BF =(AV B) (33)
0 b
-AF-A -BF -B
-A, =B+ —-A -A,-B+ -B

AF —(=AA-B) Bt —~(=AA-B)

Q)AVBFﬁhAAﬁm

ﬂA/\ﬂBl——\(A\/B)
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5. A klasszikus elsérendii logika szabatos
felépitése

5.1. A klasszikus elsérendii logika nyelve

Definicio:
Klasszikus elsérendii nyelven az
LY = (LC,Var,Con, Term, Form)

rendezett 6tost értjiik, ahol

1. LC ={-,D,N,V,=,=,Y,3,(,)} (a nyelv logikai konstan-
sainak halmaza).

2. Var (= {z, : n=0,1,2,...}) a nyelv valtozéinak meg-
szamlalhatéan végtelen halmaza.

3. Con = Uy—o(F(n) UP(n)) a nyelv nemlogikai konst-
ansainak legfeljebb megszamlalhatéan végtelen halmaza.
(F(0) a névkonstansok, F(n) az n argumentum fiiggvény-
jelek, P(0) az allitaskonstansok, P(n) az n argumentumd

predikdtumkonstansok halmaza.)
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4. Az LC, Var, F(n), P(n) halmazok (n = 0,1,2,...)
paronként diszjunktak.

5. A nyelv terminusainak a halmazat, azaz a T'erm halmazt
az alabbi induktiv definicié adja meg:
(@) Var UF(0) C Term

(b) Ha f € F(n), (n = 1,2,...), és t1,ta,...,t, €
Term, akkor f(t1)(t2)...(tn) € Term (vagy
ft1,ta, ... tn) € Term).

6. A nyelv formulainak a halmazat, azaz a Form halmazt az
alabbi induktiv definicié adja meg:
(a) P(0) C Form
(b) Ha t1,t2 € Term, akkor (t; = t2) € Form
(c) Ha P € P(n), (n = 1,2,...), és t1,ta,...,ty €
Term, akkor P(t1)(t2)...(tn) € Form (vagy
P(t1,ta,...,t,) € Form).
(d) Ha A € Form, akkor =A € Form.
(e) Ha A, B € Form, akkor
(A>B), (AANB), (AVB), (A=B) € Form.

(f) Ha z € Var, A € Form, akkor Yz A, 3zA € Form.

5.2. A klasszikus elsérendii logika szemantikaja

5.2.1. Az interpretaci6 fogalma

Az (U, o) part az L™V nyelv egy interpretacicjanak nevezziik, ha

e U +# () azaz U nemiires halmaz;

e Dom(p) = Con

— Ha a € F(0), akkor o(a) € U;

~ Ha feF(n) (n+0), akkor o(f) € UV

— Ha p € P(0), akkor o(p) € {0,1};

— HaPeP(n) (n#0), akkor o(P) C U™ (o(P) €
{0,1}7).
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5.2.2. Az értékelés fogalma

Az (U, ) interpretaciéra tamaszkod6 v értékelésen egy olyan
fliggveényt értiink, amely teljesiti a kdvetkezsket:

e Dom(v) = Var;
e Ha z € Var, akkor v(z) € U.

A mddositott értékelés fogalma: Legyen v egy tetszéleges (U, o)
interpretaciora tamaszkodoé értékelés, © € Var egy valtozd és
u € U egy objektum. Ekkor barmely y € Var esetén

u, hay=u;
v(y), egyébként.

oloul(0) = {

5.2.3. Szemantikai szabalyok
Legyen adott egy (U, o) interpretacié és egy ra tamaszkodé v
értékelés.

e Ha a € F(0), akkor |a|{""? = o(a).

o Ha z € Var, akkor |z|{"% = v(x).

eHa f € F(n), (n = 1,2,...), és t1,ts,...,tn €
Term, akkor If(t1)(t2) ... (tn)‘éu@) _
o(F) ([l ol 90l 720))

e Ha p € P(0), akkor |p|$"% = o(p)

e Ha ty,ts € Term, akkor
U, U,
(= e = { 1 halaao = s
0, egyébként.
e Ha PeP(n) (n#0), t1,...,t, € Term, akkor

1, ha (6899, . a0 €
0, egyébként.

P@y”mJWm:{
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Notes:

e Ha A € Form, akkor |—|A|<U£’ =1— |A\§U’9>_

e Ha A, B € Form, akkor

ha \A|<U’Q> 1, és \B\ﬁ,U"’) =0

A B <U”Q>: O
4> Bl 1, egyébkeént.

ha [A|{V9 =1, és |B|{V? = 1;

AAB)We =) 1
I I 0, egyébkeént.

ha |A|1<)U’Q =0, és |B|<U9 =0;
egyébként.

= O

(av B - {

)

(A= B)|Ve) = 1 ha |4)V9 = |B|{Y2 =0,
’ 0, egyébként.

e Ha A € Form,x € Var, akkor

Ueo _ A
VzA|Ue) = { 0, havanolyan v € U, hogy |A|U[x o=

egyébként.

13z AV = { 1, ha van olyan u € U, hogy |A|v[w =K

0, egyébként.
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5.3. Centralis logikai (szemantikai) fogalmak
5.3.1. Interpretacid, értékelés, modell

e Interpretacid: értéket rendel a paraméterekhez, azaz a nyelv
nemlogikai konstansaihoz. Jeldlés: (U, )

o Ertékelés: (egy adott interpretacidban) értéket rendel a val-
tozékhoz. Jeldlés: v

e Egy adott formulahalmaz modelljének a fogalma: olyan
interpretacié és (az interpretaciéra tamaszkodo) értékelés
egylittese, amelyben a tekintett formulahalmaz minden
eleme igaz.

e I': formulahalmaz; M = (U, p,v), ahol (U, o) egy inter-
pretacio, v egy (U, p)—ra tamaszkodé értékelés, és
minden A € T esetén |A[{7% = 1

o M A ha A2 =1

Notes:

5.3.2.  Centralis logikai (szemantikai) fogalmak

o Kielégithetéség: Egy fomulahalmaz kielégithets, ha van
modellje.(Van olyan interpretacié és (rd tdmaszkodd) ér-
tékelés, hogy a formulahalmaz minden eleme igaz az adott
interpretacié és értékelés szerint.)

e Kielégithetetlenség: Egy formulahalmaz kielégithetetlen, ha
nem kielégithetd.

— Kielégithet: nem tartalmaz logikai ellentmondast.

— Kielégithetetlen: logikai ellentmondast tartalmaz.

e AT formulahalmaznak logikai kbvetkezménye az A formula
(T'E A), ha aT'U{-A} formulahalmaz kielégithetetlen.

e Az A formula érvényes (F A), ha 0 F A.
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5.3.3. A valtozoék eléfordulasai

Az A formula szabad valtozéinak a V(A) halmazat az alabbi
induktiv definici6 adja meg:

Definicié:

1. Ha A primformula (atomi formula), akkor V(A) az A for-
mulaban szerepl6 valtozék halmaza.

2. V(=A) = V(4)

3. V((A> B)) = V(AAB)) = V(AV B)) = V((A =
B)) =V(A)UV(B)

4. V(vzA) = V(3zA) = V(A)\ {2}

5.3.4. Metatételek

Allitas: Egy adott interpretacié és értékelés mellett minden kife-
jezés szemantikai értéke egyértelmiien meghatarozott.

Tétel:

Legyen adott egy (U, p) interpretacio és két, az adott interpreta-
ciora tamaszkodo, értékelés: vy, v9. Legyen tovabba A € Form
egy tetszéleges formula.

Ekkor, ha minden = € V(A) esetén vy (x) = vo(x), Ggy

U,o) _ U,
| AlGO—| 4|00

Bizonyitas: Strukturalis indukciéval.

Kovetkezmény:

A zart formulak értéke fiiggetlen az értékelés megvélasztasatdl.
(Zart formuldk értékét az interpretacié egyértelmiien meg-
hatérozza.)
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5.3.5. A kvantifikacié torvényei

A kvantorok fiktiv alkalmazasa (tegyiik fol, hogy az z valtozé
nem fordul el szabadon az A formulaban):

o VzAs A
o IzAs A
Azonos kvantorok cseréje:
o VaVyA < VyVe A
e JxiyA & JydzA
Kvantorok implikaciéban:

o EVzA D dxA

o EJyva A D VzdyA

A kvantifikiaci6 De Morgan tdrvényei:
e ~dzA & Va—A
o WrA & Jx—A

A kvantorok egymassal valé kifejezhetGsége:

o dzA & —Vx—A
o VA & —dx—A

A kvantorok mozgatasanak tOrvényszeriiségei (tegyiik fel, hogy
az x valtozé nem fordul el6 szabadon az A formulaban):

o AAVzB & Vz(AA B)
o AVVzB & Vz(AV B)
o AAJzB & Jz(AA B)
( )

AVVxB & Vz(AV B

ADVeB& Ve(ADB

(

e ADJzB<& Jx(AD B
VeBD> A< Jx(BD A
(

)
)
)
)

drBD A& Vae(BD A
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A kvantorok és az igazsagfunktorok kapcsolatai:

Notes:
o VxAANVzB & V(AN B)
e dxAV3zB & Jz(AV B)
o F3x(AAB) D3zAANIzB
o EVxAVVYzB DVz(AV B)
5.3.6. Valtozék behelyettesithetésége Notes:
Definicio:
1. Ha x € Var és A € Form, akkor xz-nek egy rogzitett
el6fordulasat kotottnek mondjuk, ha x ezen eléfordulasa
A-nak egy Qx B alaka részformulajaba esik (@ : V,3).
2. Az x valtozé azon A-beli el6fordulasait, amelyek nem kotot-
tek, szabad eléfordulasoknak mondjuk.
3. At € Term terminust nyitottnak mondjuk, ha szerepel
benne valtozd, és zartnak nevezziik ellenkezs esetben.
4. Egy formulat nyitottnak mondunk, ha valamely valtozénak
van benne legalabb egy szabad eléfordulasa (V(A) # 0).
5. A nem nyitott formuldkat zartnak nevezziik.
Notes:

Definicié:

1. Az A-ban x behelyettesithet6 y-nal, ha A € Form,x,y €
Var, és A-ban x egyetlen szabad el6fordulasa sem esik A
valamely QyB alaka részformulajaba (Q : V,3).

2. Az A formulaban az x valtozé behelyettesitheté a t termi-
nussal, ha = behelyettesithet6 A-ban minden olyan valto-
zéval, amely t-ben el6fordul.

3. Tegyiik fol, hogy az A formuldban az = valtoz6 behelyet-
tesithetd a ¢ terminussal. Ekkor az [A], kifejezéssel jel6ljik
azt a formulat, amely gy keletkezik az A formulabdl, hogy
benne x minden szabad el6fordulasat t-vel helyettesitjiik.

4. Mas jeloles: AY* A(x|t), A(¥)

5. Tegyiik fel, hogy A € Form, x,y € Var, x behelyettesi-
thet6 az y valtozéval A-ban, és y ¢ V(QzA). Ekkor a
Qy[A)Y formula a Qz A formula szabalyosan végrehajtott
atnevezése.
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1. Két formulat kongruensnek neveziink (egymas szintaktikai
szinonimai), ha egymastdl csak kotott valtozok szabalyosan
végrehajtott dtnevezésében kiilonboznek.

2. Egy A formulat valtozéiban tisztdnak neveziink, ha

(a) szabad és kotott valtozoi diszjunkt halmazt alkotnak,

(b) minden k&tott valtozé pontosan egyszer fordul el6
kvantort kozvetleniil kévet6 poziciban (minden
kotott valtozé pontosan egy kvantornak a valtozéja).

6. Példak klasszikus elsérendii nyelvekre
6.1. A Subset (Részh) nyelv

e Szindékolt univerzum: Egy rogzitett H halmaz részhalma-
zainak a halmaza, (Pow(H)).

e Egyetlen nemlogikai konstanst tartalmaz: C, ami logikai
szempontbdl egy kétargumentum( predikdtumparaméter,
azaz Ce P(2).

o Unlo(F(n) =0
Miként lehet egy ilyen nyelvet jellemezni?

e Predikatumparaméter(ek) [relacié(k)] argumentumszam-
mal egyiitt t6rténd felsorolasa: C, 2

e A legaldbb egyargumentumi fiiggvényjel(ek) argumen-
tumszammal egyiitt torténd felsoroldsa: [itt nincs ilyen]

e Az névparaméterek (F(0) elemeinek a felsorolasa): [itt
nincs ilyen]

36

Notes:

Notes:




Fontosabb relaciok:

o Halmazok egyenlésége: © =y =g4e5 (x Cy) A (y C )

Két halmaz nem egyenls: z # y =45 —(x = y)

Valédi rész: & Cy =ger (x Cy) A (z #y)

Az z halmaz az y és z halmazok metszete: = = (yNz) =4c¢
(zCy)A(@C2)AVo((vCy)A(vCS2)D(vCa))

Hf: definialjuk az lires halmazt, valamint két halmaz un-
i6jat, és azt a halmazt, amely megegyezik a a H halmazzal.

A nyelv jellemzése:

Q= (St,Cnst, Fn, Pr)

St: az individuumfajtak (tipusok) fajtdk nemiires halmaza.

Cnst = F(0) (Az individuumkonstansok halmaza.)

Fn =02, F(n) (A fiiggvényszimélumok halmaza.)

Pr =uU,P(n) (A predikditumparaméterek halmaza.)

Szignatara fogalma.

6.2.

Az elemi aritmetika nyelve (Ar)

Szandékolt univerzum: A természetes szamok N halmaza.

Egyetlen nemlogikai konstanst tartalmaz: =, ami logikai
szempontbdl egy kétargumentum( predikdtumparaméter,

azaz =€ P(2).

Egyetlen névparaméter szerepel a nyelvben: 0 € F(0)

Fiiggvényjelek:

— A rakovetkezés miivelete: s € F(1)

— Osszeadas: + € F(2)
— Szorzas: x € F(2)

P(n) | vi(R) || F(n) | va(m) || F(0) | vs
Szignattra] = (¢,0) s (¢,0) 0 L
+ (eye,0)
X (Lye,0)
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e A terminusok halmaza: A konstansok és valtozék halmaza
kibéviil a kdvetkez6 terminusokkal: Ha tq,ty € Term, ak-
kor s(t1), (t1 + t2), (t1 X t2) € Term.

o Pl: (s(0) + sssss(0)) x sss(0)

e Az atomi formulak halmaza: Ha t1,t2 € Term, akkor (t; =
ts) € Form.

Néhany aritmetikai tulajdonsag kifejezése:
¢ 1<y =g (o +z=y)
o T £ Y=gy (T =)

o r<y=g4ef (<Y AN(x#y)

|y =agef (x#0)AJz(z x2z=1y)

Hf.: x primszdm; a primszamok szama végtelen; legkisebb
k6z6s tobbszords; legnagyobb kozos osztd.

Mi biztosithatja, hogy a szandékolt interpretacié legyen a tekin-
tetbe vett interpretacio?

e Semmi!

e De: Koriil lehet bastyazni a lehetséges interpretaciokat a
szakmai axiémak bevezetésével:

e Peano axiomak:

Va(s(x) # 0))

Vavy((s(z) = s(y)) O (z =y))
Va(z +0 =)

Vavy((z + s(y)) = s(z +y))
Va((z x 0) =0)

Vavy((z x s(y)) = ((z x y) + z))
(AY* AVz(A D AS®)/*)) D vz A

N o o s~ D=

e A 7. axioma kiilonleges: nem egyetlen formula, hanem
végtelen sok formulat rejt6 séma: Benne az A a nyelv tets-
z6leges formulajaval helyettesithetd.

e A 7. axiéma a teljes indukcié axiéméja.
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7. Klasszikus elsérend(i kalkulus

Legyen L) = (LC,Var,Con,Term,Form) a klasszikus
els6rend(i logika nyelve.

A klasszikus elsérend(i kalkulus alapsémai (axiémasémai) a klass-
zikus allitaskalkulus alapsémai, tovabba:

o (A4): (VzA D At/7)
e (A5): (Vz(A D B) D (VzA D VzB))

e (A6): (A D VxA), ha A-ban x-nek nincs szabad eléfor-
dulasa.

o (A7) z =12
o (A8): ((z = y) > (A¥/= > Av/2))
Szabalyos behelyettesités:
e A B,C: formulak, x,y, z: valtozék, t: terminus;

e (A4): A-ban x behelyettesithets t-vel,

e (A8): A-ban z behelyettesithetd az x,y valtozokkal.

Alapformulak (axiémak):

1. Az alapsémak szabalyos behelyettesitésével nyert formuldk
alapformulak.

2. Ha A alapformula, akkor a ‘Vx A" formula is alapformula
(univerzalis generalizalas).

A kovetkezményrelacié definiciéja megegyezik az allitaskalkulus-
ban megadott értelmezéssel.

Definicié
e Az A formulat levezethetének mondjuk, ha ) - A.

e Legyen I' C Form tetsz6leges formulahalmaz. A T for-
mulahalmazt inkonzisztensnek nevezziik, ha minden A €
Form esetén teljesiil, hogy I' - A.

e A T formulahalmaz konzisztens, ha nem inkonzisztens.
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7.1. A kalkulus és a logika kapcsolata

e A kalkulus helyes a logikai rendszerre nézve (a szemantikai
felépitésre nézve), ha teljesiil, hogy ha ' = A, akkor " E A.

e A kalkulus teljes a logikai rendszerre nézve (a szemantikai
felépitésre nézve), ha teljesiil, hogy ha T' E A, akkor T' - A.

e A kalkulus adekvat a logikai rendszerre nézve (a szemantikai
felépitésre nézve), ha helyes és teljes.

Tétel (Godel): A klasszikus elsérendii (nulladrend) kalkulus
adekvat a klasszikus elsérendii (nulladrendii) szemantikara nézve.

| Kalkulus | Logika \
A TEA
Inkonzisztens | Kielégithetetlen
Konzisztens Kielégithets
A levezetheté A érvényes

Notes:

Az adekvatsagi tétel bizonyitasanak vazlata:
1. Helyesség:

e Az alapformulak (axiémak) érvényes formulak.
e A levezetési szabély szemantikai értelemben helyes.
2. Teljesség:
e Bizonyitandd, hogy ha T' F A, akkor I' - A, azaz ha
I'¥ A, akkor T' ¥ A.
e HaT ¥ A, akkor I' U {—A} konzisztens.

e Be lehet bizonyitani, hogy ha egy formulahal-
maz konzisztens, akkor van modellje (telitettség,
szaturaltsag).

e igy a'U{—A} halmaznak van modellje, tehat kielégi-
thets. Kovetkezésképpen: T' ¥ A
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A kompaktsag definicidja:

Egy E (F) kévetkezményrelaciét kompaktnak neveziink, ha béar-
mely T" formulahalmaz és A formula esetén teljesiil, hogy amen-
nyiben T' £ A, Ggy van olyan A formulahalmaz, hogy A véges,
ACTé& AF A

Kompaktsagi tétel:

e A klasszikus nulladrendii kalkulus (logika) kdvetkezmény-
relaciéja kompakt.

e A klasszikus elsérendii kalkulus (logika) kévetkezményrela-
cidja kompakt.

e Bizonyitas: Trivialis

8. A természetes levezetés az elsérendi logi-
kaban

Az univerzalis kvantor bevezet§ szabalya:
Ha az x véltozé nem fordul el§ szabadon a T' formulahalmaz
egyetlen formuldjaban sem, akkor

'FA
I'VxA

Az univerzalis kvantor alkalmazé szabalya:
T'FVzA
TE AT
Az egzisztencidlis kvantor bevezet6 szabélya:
I AY/e
T'FdzA

Az egzisztencialis kvantor alkalmazé szabalya:
Ha az z valtoz6 nem fordul elé szabadon sem a I" formulahalmaz
egyetlen formuldjaban sem a C formuldban, akkor

T,AFC
T,9zAF C
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