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1. Itéletlogika

1.1. FELADAT. Formulai-e az itéletlogika nyelvének az alabbi jelsorozatok?

) _|X
) (=X)
c) ("X VY)
d) =(XVY)
e) «(XVYVZ)
)
)
)
)

a

o

f ﬁ(X\/YDZ)

g) (XAY)=(Y AX)
h <—|X—|Y)
XD>oY>Z

i

MEGOLDAS: Az a), ¢), d) formulai az itéletlogika nyelvének, mig a tobbi nem.

1.2. FELADAT. Mennyi az aldbbi formulék logikai 6sszetettsége?

a) (X AY)D—Z)
b) (=X V ~=Y)

¢) (=X V==Y
d)(va

&) ~(X V(Y > 7))
f) —|(—\X\/(Y\/—\Z))

g) (XAY) = (Y AX))
h) (=X > (Y =2)

) (X

i DY@ Z)) (ahol @ a kizaro-vagyot jeldli)

MEGOLDAS: a) 4, b)4, c¢)b5, d)2, e 4, )5 g4, h)3, i2

1.3. FELADAT. Soroljuk fel az aldbbi formulak Osszes részformulait! Huzzuk ald a kozvetlen
részformulakat!

2) (XOY)A(Y D Z)D (=X V2))

b) (X2Y)D (X D>-Y)D~Y))
¢) (FXVY)D-2)




MEGOLDAS:

a) {((XKDY)A (Y D2Z))D (X VZ), (XDY)A(Y D 2Z)), (-XVZ),
(XDOY), (Y>2), =X, Z, X, Y}

b) {(X DY) D ((XD-Y)D~Y)), (XDY), (X D~Y)D~Y),
X, Y, (X DY), =Y}

o) {((-XVY)D=2), (=X VY), =2, =X, Y, Z, X}

d XVY

—/

) {
) {~((X VY) A=X), (X VY)A-X), (XVY), =X, X, Y}
e) {~(XVY)V2Z), (XVY)VZ), (XVY), Z X, Y}
) {~((XVY) >
) {

—

f XVY)D (XAY)), (XVY)D(XAY)), (XVY), (XAY), X, Y}

) {(XAY)=(Y AX)), (XAY), (Y AX), X, YV}

1.4. FELADAT. Irjuk at a természetes nyelven megfogalmazott negaciokat a — jel felhasznala-

séval a kovetkez6 mondatokban! A negacié argumentumaét jeloljiik zarojelekkel.

a) Péter nem ment haza.
b

Eva nem szdke.

)

¢) Nem igaz, hogy Péter nem ment haza.

d) Nem é&ll, hogy nem igaz, hogy Eva nem szdke.

e) Péter nem ment haza, vagy nem maradt otthon, de nem all, hogy otthon van.
)

f) Nem igaz, hogy ha Eva nem széke, akkor nem Juli volt az, akit nem értem utol.

(Forras: Polos L. — Ruzsa I. A logika elemet)

MEGOLDAS:

a) — (Péter hazament).
b) - (Eva sz()'ke).
(Péter hazament)).

)~ (

) (= (Pete

) - (ﬂ (—| (Eva sz()’ke))).
) —(

) = (

C

—

[

e

— (Péter hazament) vagy — (Péter otthon maradt), de — (Péter otthon van).
f

ha — (Eva sz6ke), akkor = (Juli volt az, akit — (utolértem))).
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1.5. FELADAT. Irjuk ki a konjunkciokat és a negéaciokat logikai jeliikkel az alabbi mondatokban.
a) Eva sz6ke, mindazonaltal nekem nem tetszik, annak ellenére, hogy a székéket kedvelem.

)
b)
)
)

Tivadar hazament, de nem maradt otthon, bar mindenki ezt varta téle.

c) Esik az es@, de nincsen hideg, és a szél sem faj.
d) Ha hazajossz, és be is vasarolsz, nekem nem kell lemennem, és megfézhetem az ebédet.

(Forras: Polos L. — Ruzsa I. A logika elemet)

MEGOLDAS:
a) (Eva szoke) A (nekem tetszik Eva)A(a sz6kéket kedvelem).
b) (Tivadar hazament)A— (Tivadar otthon maradt)A(mindenki ezt varta téle).
c) (esik az es6)A— (hideg van)A— (faj a szél).
d) ha (hazajossz)A(bevasarolsz), akkor — (le kell mennem)A(megf6zhetem az ebédet).

1.6. FELADAT. A kovetkez6 mondatokban helyezziik el a negacid, a konjunkcio és a diszjunkcio
jelét, ahol ezek koznyelvi formaban szerepelnek!

a) Aladar vagy Béla otthon van, de nincs otthon mind a kettd.

b) Juli elmegy, és Eva itt marad, vagy mindketten elmennek, és Juli vissza sem jon, de Eva
vagy visszajon, vagy nem.

c) Ha nem esik az esg, de siit a nap, vagy a szél nem fuj, akkor elindulunk, és szerencsésen
meg is érkeziink; vagy megvaltozik az idg, és tabort veriink, vagy visszafordulunk.

(Forras: Polos L. — Ruzsa I. A logika elemet)

MEGOLDAS:
a) ((Aladar otthon van)V(Béla otthon van))A—((Aladar otthon van)A(Béla otthon
van)).
b) ((Juli e}megy)A(Eva itt marad))V((Juli elmegy)A(Eva elmegy)A—(Juli vissza-
jon)A((Eva visszajon)V—(Eva visszajon)))
c¢) (ha —(esik az es6)A((siit a nap)V-(faj a szél)), akkor (elindulunk)A(szerencsésen
megérkeziink))V((megvaltozik az id6)A((tabort veriink)V (visszafordulunk))).

1.7. FELADAT. A kovetkez6 mondatokban helyezziik el a negécid, konjunkcio, diszjunkcié il-
letve implikacio jelét, ahol ezek kdznyelvi forméban szerepelnek!

a) Ha ismerem a szabélyt, és tudom, hogyan kell alkalmazni, j6 eredményt kapok, feltéve,
hogy nem vétek hibéat.

b) Ha Micimackonak és Malackanak sikeriil menyétet fogni, akkor ez a menyét nem ugyanaz,
mint amelynek a labnyomait kovetik.

¢) Szivarvany csak akkor van, ha a nap is siit, és az esé is esik, és nincsen dél.

(Forras: Polos L. — Ruzsa 1. A logika elemei)



MEGOLDAS:
a) ((ismerem a szabalyt)A(tudom alkalmazni a szabalyt))D(—(hibat vétek)D(jo ered-
ményt kapok)).
b) (Micimackonak és Malackanak sikeriil menyétet fogni) D—(ennek a menyétnek a 1ab-
nyomait kovetik).
¢) (szivarvany van)D((siit a nap)A(esik az es6)A—(dél van)).

1.8. FELADAT. Formalizaljuk az itéletlogika nyelvén az alabbi allitasokat!

a) Némelyik eml6s tud repiilni.

¢) Minden prokator hazudik.

)
b) Némelyik emlés nem tud repiilni.
)
d)

Semelyik prokator sem hazudik.

(Forras: Polos L. — Ruzsa 1. A logika elemei)

MEGOLDAS:

a) (némelyik emlés tud repiilni)

b) (némelyik emlés nem tud repiilni)
¢) (minden prokator hazudik)
d) (semelyik prokator sem hazudik)

1.9. FELADAT. Formalizaljuk az itéletlogika nyelvén az alabbi allitasokat!

a) Minden eml6s tud repiilni.

b

Nem minden eml&s tud repiilni.
¢) Semelyik emlds nem tud repiilni.

e) Van olyan eml@s, amelyik nem tud repiilni.

)
)
)
d) Van olyan emlds, amelyik tud repiilni.
)
£)

Nincs olyan eml@s, amelyik nem tud repiilni.

MEGOLDAS:

M: Minden eml&s tud repiilni.
S: Semelyik emlés nem tud repiilni.

a) M, b)-M, c¢)S, d)-S, e)-M, f)—--M (vagy egyszerien M).

1.10. FELADAT. Formalizaljuk az itéletlogika nyelvén az alabbi allitasokat!

a) Nem igaz, hogy Colombus 1998-ban fedezte fel Amerikat.
b) Nem Colombus fedezte fel 1998-ban Amerikat.
c¢) Colombus 1998-ban nem fedezte fel Amerikat.
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d) Colombus 1998-ban nem Amerikat fedezte fel.
e) Nem igaz, hogy Colombus nem 1998-ban fedezte fel Amerikat.

f) Nem all, hogy nem igaz, hogy Colombus 1998-ban Amerikat fedezte fel.

MEGOLDAS: A latszat ellenére ezek az allitasok osszetettek:

C: Colombus felfedezte Amerikat.
F: 1998-ban felfedezték Amerikat.
V: Colombus 1998-ban felfedezett valamit.

a) CAN—F

b) =C A F

c) °(CAF)

d) ~«(CANF)ANV
e) 2(C AN=F)
f) ==(C A F)

. FELADAT. Forditsuk le (formalizaljuk) az itéletlogika nyelvére az alabbi allitasokat!

Esik az es6, bar siit a nap.

Ha esik az esd, és siit a nap, akkor szivarvany van, kivéve, ha éppen dél van.
Nem all, hogy nem igaz, hogy éppen dél van, és mégsem siit a nap.

Ha esik az es@, de nincs szivarvany, akkor nem siit a nap, vagy éppen dél van.

Ha nem kell virnom a reggelire, akkor — foltéve, hogy nem alszom el — id6ben beérek a
munkahelyre.

Ha elalszom, varnom kell a reggelire.
Ha varnom kell a reggelire, pedig nem alszom el, akkor nem érek be idében a munkahelyre.

Ha nem alszom el, a reggelire sem kell varnom, és idében be is érek a munkahelyre.

Ha a szemtani megbizhato, és az irasszakérté véleménye helytalld, gy a biincselekményt
akkor és csak akkor kovették el elére megfontolt szandékkal, ha a talalt ujjlenyomatok a
tettestdl vagy esetleges btintarsatol szarmaznak.

Ha a szemtant megbizhato, az irdsszakérts véleménye helytallo, és a talalt ujjlenyomatok
a tettestdl szarmaznak, akkor a biincselekményt el6re megfontolt szandékkal kovették el.
Feltételezve, hogy a biincselekményt elére megfontolt szandékkal kovették el, a talélt
ujjlenyomatok nem a tettestél szarmaznak, sem pedig annak lehetséges btintarsatol, ezért
ez esetben az irasszakértGé véleménye nem helytallo.

De ha a btincselekményt nem elére megfontolt szandékkal kovették el, akkor az irés-
szakérts véleménye helytallo, annak ellenére, hogy a szemtani nem meghizhato.



megegyezik.

a) (ENS)

b) (=D > ((EAS) > S5z)), vagy
((EA@AﬁD) D Sz)

¢c) == (DA =S)

d) (EA-Sz)D

)

(=SVv D))

-R D (A D)), vagy

(

(
(mRA-A)DI)

f) (ADR)

g) (RN-A)DI)

h) (=AD (=RAT))

i) (MANH)>D (B=(UrVUs))

j) ((MANH)ANUr) D B)

k) (BD ((~Ur A=Up) D —~H))

) (—iBD(H/\—!M))

1

© &

W
I

~ =3 O

SSEESTIES

UBZ

MEGOLDAS: Formailag tobb megoldés is lehetséges, ezek szemantikai jelentése azonban

Esik az esé.
Siit a nap.

: Szivarvany van.

Eppen dél van.

Véarnom kell a reggelire.
Elalszom.
Idében beérek a munkahelyre.

A szemtanu megbizhato.
Az irésszakérts véleménye helytallo.

A btincselekményt el6re megfontolt
szandékkal kovették el.

. A talalt ujjlenyomatok a tettestdl

szarmaznak.

A taléalt ujjlenyomatok a tettes eset-
leges biintarsatol szarmaznak.

1.12. FELADAT. Logikai kdvetkezménye-e a premisszaknak a konklizi6?

1.12.1. RESZFELADAT.

P,) Eva széke, kivéve, ha barnéra festeti a hajat.

P,) Adamnak csak akkor tetszik Eva, ha nem festeti barnara a hajat.

K) Eva sz6ke, vagy nem tetszik Adamnak.




MEGOLDAS:

Py) (=B DS) S: Eva szdke.
Py) (T > -B) B: Eva barnara festeti a hajat.
K) (SV=T) T: Eva tetszik Adamnak.
S[B[T|(~B2>S)[(T>-B)[(Sv-T)]
7| h i 11 i hh i
vt h| hidi h i h 1 1% 1 h
i h|1 i h i i % i h i1 h i
v | h|h v h i h i i h 111 h
hilav|1 h it h t h h i
hiv|h| hith h i h 1 h % ih
hihl:q t h hh
hi{h/|h i h hh

Minden Boole-kombinécié estén, melyekre a premisszak igazak, a konkluzio6 is igaz, ezért
az logikai kovetkezménye a premisszaknak.

MEGJEGYZES: Ha egy interpretacioé esetén az egyik premissza hamis, akkor ezzel az
interpretacioval nem kell tovabb foglalkozni. FEzért hianyoznak bizonyos sorok a fenti
igazsagtablabol.

1.12.2. RESZFELADAT.

P1) Siit a nap, feltéve, hogy nem esik az esg.
P5) Nem siit a nap.
P3) Vagy esik az es6, vagy nem.
K) Esik az es6.
MEGOLDAS:

P1) (= (esik az es6) D (siit a nap))
P5) = (siit a nap)
P3) ((esik az es6) V — (esik az esd))
(A kizaro-vagy és a megengeds-vagy jelentése ez esetben megegyezik.)

K) (esik az es6)

A konklizio kévetkezménye a premisszaknak.

1.12.3. RESZFELADAT.

P1) Akkor és csak akkor csillagos az ég, ha éjjel hideg van.
Ps) Vagy csillagos az ég, vagy pedig felhés.



P3) Ha nincs éjjel hideg, felhds az ég, és nem pedig csillagos.
K) Nem igaz, hogy a felhds ég ellenére éjjel hideg van.

MEGOLDAS:
P1) ((csillagos az ég) = (éjjel hideg van))
Ps) (((csillagos az ég) V (felhds az ég)) A (— (csillagos az ég) V = (felhds az ég)))
P3) (= (éjjel hideg van) D ((felhds az ég) A — (csillagos az ég)))
) (

K) —((felhés az ég) A (éjjel hideg van))

A konklizio kévetkezménye a premisszaknak.

1.12.4. RESZFELADAT.

P1) Van olyan eml6s, amely tud uszni, feltéve, hogy minden madar tud repiilni.
P5) Van olyan emlds, amely nem tud tszni.

K) Nem minden madar tud repiilni.

MEGOLDAS:
Py) (RDU) U: Van olyan eml@s, amely tud tszni.
Py) =N N: Van olyan emlds, amely nem tud dszni.
K) —R R: Minden madar tud repiilni.

A konklizié nem kévetkezménye a premisszaknak.

1.12.5. RESZFELADAT.

P) Kék is az ég, meg nem is.
K) Esik az es6.

MEGOLDAS:

P) ((kék az ég) A — (kék az ég))
K) (esik az es6)

A konkluzié kévetkezménye a premisszanak. (Logikai ellentmondasbol barmi kovetkezik.)

1.12.6. RESZFELADAT.

P) Péternek is tetszik Eva.
K) Vagy esik az esd, vagy nem.

MEGOLDAS:

P) (Péternek tetszik Eva)
K) ((esik az es6) vV = (esik az es6))

A konkluzi6 kévetkezménye a premisszéanak. (Logikai torvény barmibél kovetkezik.)
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1.13. FELADAT. Ekvivalensek-e a feladatban szereplg allitasok?

1.13.1. RESZFELADAT.

a) Jancsi fia, és Juliska lany, kivéve, ha rossz nevet adtak nekik.
b) Csak akkor teljesiil, hogy Jancsi fiti, és Juliska lany, ha nem adtak nekik rossz nevet.

MEGOLDAS:
a) (RO (FAL)) F: Jancsi fia
b) (FAL)D-R) L: Juliska lany

R: Rossz nevet adtak nekik

\FI|L|R|[(~RDO(FAL)|(FAL)D-R)|
ililill hid @43 i ii hhi
ililh| ihi iiddi iii iih
i|h|lil hiidi ihh i hh ihi
i |h|h| ihh ihh i hh iih
hlilil hiidi hhi hhi ihi
hli|hl| ihh hhi hhi iibh
hlh|il hii hhh hhh ihi
hlh|h| i hh hhh hhh iibh

[gazségértékiik nem egyezik meg minden Boole-kombinacié estén, ezért nem ekvivalensek.
(A tovabbiakban az igazsagtablak elkészitését az olvasora bizom.)

1.13.2. RESZFELADAT.

a) Nincs sar, kivéve, ha esik az es6.
b) Csak akkor van sér, ha esik az esd.

MEGOLDAS:
a) (- (esik az es6) D — (sar van))
b) ((sar van) D (esik az es6))

A két formula ekvivalens.

1.13.3. RESZFELADAT.

a) Szivesen sétalok, feltéve, hogy siit a nap, de nem fuj a szél.
b) Csak akkor nem sétélok szivesen, ha nem siit a nap, vagy fuj a szél.

¢) Nem igaz, hogy nem sétéalok szivesen, holott siit a nap, és a szél sem faj.
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MEGOLDAS:
a) (((siit a nap) A = (faj a szél)) D (szivesen sétalok))
b) (= (szivesen sétalok) D (- (siit a nap) V (faj a szél)))
¢) —(— (szivesen sétalok) A ((siit a nap) A = (faj a szél)))

Mindharom formula ekvivalens.

1.13.4. RESZFELADAT.

a) Esik az esg, kivéve, ha nincs felh§ az égen.

b) Esik az esd, vagy nincs felhé az égen.

MEGOLDAS:

a) (=~ (van felh$ az égen) D (esik az esd))
b) ((esik az esd) V = (van felhs az égen))

A két formula ekvivalens.

1.14. FELADAT. Szemantikailag mit lehet mondani az alabbi formulakrol?
(tautologia | kielégithetd | ellentmondas)

a) (AV B) = (=A > B))

b) ((AAB)=—-(AD-B))
c) ((A>DB)DC)=(AD(BD(0))
d) (A>(B2>C)=({(AAB)DQ))
e) ((AD(BD2C)=((ADB)D>(AD(0)))
f) (AD(-CD>B))D(-AV(BDA)))
g) ((ANB) D =C)A(CA=(AD=B)))
h) (CANA)D((BD>-A)VA)
i) (nFAAB)D (CD(ADB)))
MEGOLDAS:
a)

[((AvB)=(-AD>B))|
hhh t i hhh
hii %2 @ hii
tth © hiih

Mivel a foperator alatt csupa i szerepel (azaz minden interpretacio esetén igaz), a
formula tautologia.

Az a), b), d), e), f), h) és i) tautologia, a c) kielégithetd, mig a g) ellentmondaés.
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1.15. FELADAT. Az alabbi formulahalmazok koziil melyek ellentmondasosak?
a) {AD>DBV-C, A —-B, C}
b) {ADBV-C, A, =B, AAN-B}
c) {ADBvV-C, A, =B, AN-BA-C}

d) {ADB\/—'O, A, B, —\—|A/\—|B}

e) {~(Av-B>C(C), B, A}

f) {-(Av-B>C(C), B, ANBA-C}

g) {-(Av-B>C(C), B, AV B}

h) {-(Av-BD>C), B, “AAB}

MEGOLDAS:

a)

|ADBV-C|A[-B|C|
hthivih|h|th|h
h 4t hhhiv|h|th]|:z
htii17¢1h|h|hi|h
htiihi|h|hi|:1
it 4 hiih|i|72h|h
thhhhai|t|th]|z
it ¢t 111 h|t|hi|h

Mivel barmely interpretacié esetén legalabb egy formula hamis, a formulahalmaz
kielégithetetlen, azaz ellentmondasos.

Az a) és h) halmazok ellentmondasosak, mig a tobbi kielégithetd.

1.16. FELADAT. KielégithetGk-e az alabbi formulahalmazok.

a) {-Y, XVY, XDZ}
b) {-Y, XVY, X D> Z, -Z}
c){~Z, XVV, XDY, YD Z VOWDZ}

(Forras: Pasztorné Varga K. — Varterész M. A matematikai logika alkalmazdsszemléletd tdrgyaldsa)
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MEGOLDAS:

a)

Y [XVvY|XD>Z]
ih|hhh|hibh
i h|hhh|hi.i
hil|hiil|lhdibh
hoil|hiil|lhdi.i
ih|idih|ihbh
ih| i dih|iddi
hilidiilihh

Mivel létezik olyan interpretacio (I(X) = i, I(Y) = h, I(Z) = i), mely esetén
mindegyik formula igaz, a formulahalmaz kielégithetd.

c) b valtozo esetén az igazsagtabla 32 sorbdl all. Ennek vizsgalata mar koriilményes,
viszont révid formulak esetében létezik egy masik megkozelités. Ahhoz, hogy a
formulahalmaz adott interpretacié esetén igaz legyen, minden formulédnak igaznak
kell lennie. Keressiink egy ilyen interpretaciot:

I(-Z2)=1 & I(Z)=0;

IYDOZ)=1 < I(Y)=0;

I(XDY)=1 <« I(X)=0;

I(XvV)y=1 < I(V)=1,

IVoWD22)=1< I(WD2Z)=1 < I(W)=0.

Ezen interpretaci6 esetén a formulahalmaz igaz, tehat kielégithetd.

Az a) és c) halmazok kielégithetSek, mig a b) ellentmondésos.

1.17. FELADAT. Az alabbi formulék koziil melyek KNF illetve melyek DNF formulak?
a) ((AvB)A(-ADB))

b) ((AVv BV -C)AN—-AAB)
c) (FAAB)

d) (=(AVBVC)A-B)

e) (FAV BV Q)

f) (AV (=BA-C)VC)

MEGOLDAS: A b), ¢), e) formuldk KNF, mig a c), e) és ) formulak DNF formulak. MEG-
JEGYZES: A c¢) illetve az e) formulak egyszerre KNF illetve DNF formulék is, ugyanis a
literalok konjunkcidja egyarant tekinthetd elemi konjunkciénak vagy egy elemt diszjunk-
ciok konjunkciojanak (és ugyanez igaz a diszjunkciora is).

1.18. FELADAT. KNF illetve DNF megfeleltetés.

1.18.1. rESZFELADAT. A =(A D —(B D —(C D —A))) formulanak az alabbi formuldk koziil
melyek KNF formuléi?
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a) (AVC)A(=BVC)

b) (FAABAC)V (mAA-BAC)V (mAAN-BA-C)
C) ﬁ(A\/B)/\C

d) AN(CV-B)

MEGOLDAS: Két tulajdonsagot kell megvizsgéalni: a formula KNF formula-e, és hogy
ekvivalens-e az eredeti formuléaval. A b) és c¢) formuldk nem KNF formulak, igy ezekkel
nem is kell tovabb foglalkozni.

[~ (A>~ (B>~ (Co>-~A)[[(AVC)A(=BVC)|[AN(CV-B)]
h hihhih hidibh hhh h ihih |[hh hiibh
h hihhih iiibh hii i ihii ||[hh iiih
h hii ihh hiibh hhh hhihh ||hh hhhi
h hii ihh iiibh hii i hiii ||hh iibh.i
i i hh hih hibh.:i iih i ihih |[ii hiibh
1 ¢+ hh hi11t¢ i hh:i 111 ¢t 1 h 11 i1 1 11 h
h iii i hh hibh:i iih h hihh ||[ih hhhi
2 ¢ hh 4119 1 hhi 111 ¢t h 111 i1 11 h i

Az igazsagtabla alapjan csak a d) formula ekvivalens az eredetivel, igy csak ez a formula
lehet az eredeti KNF formuléja.

1.18.2. RESZFELADAT. A —(C'V =(AV =(B V C))) formuldnak mely formuldk DNF formulai?

a) (AN-BA-C)V(mAANBAC)V (mAAN-BA-C)
b) CV—(AAB)

¢) (AN=C)V (=B A=C)

d) =C A (ﬁAvﬂB)

MEGOLDAS: A b) és d) formuldk nem DNF formuldk, mig az a) formula nem ekvivalens
az eredetivel. Igy csak a c) formula az eredeti DNF formuléja.

1.19. FELADAT. Hozzuk KNF és DNF formara a kovetkezs formulakat!

a) A(XAY D-X)A-(XAY DY)

b) (ZD>X)D(=(YVZ) DX)

c) ((XDY)D(Z2>-X))D (Y D-2)

d) ((X2Y)o=X)D~Y)D-Z)DZ
) (X

e DY D2)D>(XD>~-Z)D (X DY)

(Forras: Pasztorné Varga K. — Varterész M. A matematikai logika alkalmazdsszemléletd tdrgyaldsa)
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MEGOLDAS: Egy formulédnak szamtalan formailag kiilonb6z6 KNF (illetve DNF') formaja,
lehet. Az alabbiakban egy-egy lehetséges megoldas talalhato. (Mas megoldés esetén meg

kell vizsgalni, hogy megfelel-e a formai kovetelményeknek, valamint, hogy ekvivalens-e az
eredeti formuléaval.)

a) (XAYD-X)A-(XAY DY) ~y / implikaciok eltavolitasa
(X AY)VaX)AA(m(XAY)VAY)  ~p  / negaciok bevitele
AXANY)AAXNAAXAY)AZAEY ~y

/ egyszertsités
XANY egyszerre KNF és DNF

b) (ZA—XTVYVZVX  DNF és KNF
) (FXVY)ANZAX)VY V—Z  ~ / De Morgan azonossag
(X AZA"X)V Y AZAX)VY V-Z DNF és KNF

d) Z  DNF és KNF
e) (XAYA-Z)V(XAZ)V-XV-Y  DNF

(XVaXVY)A(XVZV-XVaY)AYVXV-XVaY)A(YVZV-XVAY)A
(~ZVXV-XV-Y)A(=ZVZV-XV-Y) KNF
(egyszertsités utan azonosan igaz(T) formulat kapunk)

1.20. FELADAT. Irjuk fel a teljes zarojelezett alakjat az alabbi formulaknak!
a) (XD2YD>Z>o>-X)D-Y D~Z

b) (XDYDZ)D(XD—-Z)DX DY

c) XAYVZAY DXAYNANZ

d) Zo>XD>-(YVvZ)D X

e) (XAY D-X)A-(XAY DY)

) ( XAY)VEXAYAZ) VX VY AN=Z

MEGOLDAS:

a) (XD D>(Z>-X)) D (Y D>-2))

b) (X2 (Y 22)2((X2>-2)> (X D=Y))
¢) ((XARYV(ZAY))D(XA(YAZ)))
d) (22 (XD (=Y V2)D X))

ei Eﬁ((X AY)D=X)A=((XAY) DY)

£) (XAY)V(EXAYAZ)V(XV(YANZ))))

1.21. FELADAT. Hagyjuk el az alabbi formuldkbdl a felesleges zarojeleket!
a) (XA=Z2)V(=XANZ)VX)V (Y N-Z))

b) ((XDY)DZ)D>—-X)DY)

c) (XD D(ZD-(XDY))))

d) (XAY)V=Z)D (=X AY)V (=Y AZ)))

e) (FXVY)VaZ)A(mYVIZ)N(XV(YV~-Z))))

—

((
((
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MEGOLDAS:

a) (XAN-2)V(-XANZ)VXV Y AN-Z)

b) ((X2Y)D>Z)D>-X)DY

c) (XDYDZD-XDY)

d) (XAY)VZD(=XAY)Va(=YANZ)

e) (" XVYVaZ)ANEFEYVI)AN(XVYV-Z)

~— ~— O~ —

MEGJEGYZES: A zéardjelek a logikai 6sszekotdjelek kozotti precedencia sorrend valamint
a A ill. a V asszociativ tulajdonsiga miatt hagyhatoak el.
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2. Els6rendi logika

2.1. FELADAT. Legyenek z,y,2 7 tipusi valtozok és fx—r), 9(rr—m), Pirmror) pedig fligg-
vényszimbolumok egy nyelvben. Termek-e ebben a nyelvben a kévetkezs szimbolumsorozatok:

a) f(g(z,y))

b) flg(z), h(z,y,2))
¢) g(f(2), h(z,z,z))
d) Jg(f(2),y)

e) f(z) Ag(z,y)

MEGOLDAS: a) igen, b) nem, c¢)igen, d)nem, e)nem

2.2. FELADAT. Legyenek z,y, 2 m valamint o, 3,y 7, tipusti valtozok és fir,—r.), Giram—m)
Py i —m) Pedig fliggvényszimbolumok egy nyelvben. Termek-e ebben a nyelvben a kovetkezd
szimbolumsorozatok, és ha igen, milyen tipusiak.

a) g(f(g(z,v)), )

b) 1(g(8,y), 9(f(2), 9(, x)))

c) g(f(x),h(z,y,2))

d) f(h(h(g(e, x),9(B,)),9(7,2)))
e) ~g(f(x), h(y, 2))

f) h(g(e,c),z)

MEGOLDAS: a) nem, b) igen (m tipust), c) nem, d)igen (m), e)nem, f) nem

2.3. FELADAT. Soroljuk fel a kovetkezd termek résztermeit, és hatdrozzuk meg a funkcionélis
Osszetettségiiket!

a) x

b) f(x)

c) hz, f(y))

d) g(h(z, f(y)),y, f(2))

e) hig(z,y,2), f(x))

£) flg(h(z, f(v)),y, f(v)))
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MEGOLDAS:

(), bz, f(). v f(2), @ fly) 2}
Y, 2), f(x), g(z,y, 2), f(x), z, vy, 2} [=3 i
hz, f(y),y: f()), g(h(z, f(y)). v, (W), Wz, f(v), . [(y), z} =5

4

2.4. FELADAT. Legyenek x,y,z = tipust véltozok, ¢ m tipust konstans, fir—r), g(rr—m);
Pz m—m) fliggvényszimbolumok és Py, Q(rxx) predikitumszimbolumok egy nyelvben. For-
mulék-e ebben a nyelvben a kovetkezs szimbolumsorozatok:

a) Qz, f(y), h(y, 2, 2))
b) (P(c) > Vy(Q(z,y,z) A P(g(z,y))))
QP (x), f(y), f(2))
d) f(h(z,y,2))
QuP(h(z,y, f(c)))
Qg(z,y), fy, 2), bz, y, 2))
Nz P(h(z,y,2))
P(z) VVzyQ(z,z,y)
i) Va(3y(P(x) A Q(z,y,x)))

);

Qx, f(2), [(f(x))) D3y : Q(f(2), f(f(x)),y)
P(x) D veP(g(e, r))

(@]

¢]

)
)
)
)
f)
g)
h)
i)
)
k)

J

MEGOLDAS: Az a), b), i) jelsorozatok formuldk a fenti nyelvben, mig a c), d), e), ), g),
h), j), k) szimbolumsorozatok nem.

2.5. FELADAT. Legyenek z,y,z m valamint o, 8,7 my tipust valtozok, fir,—r)s G(mam—m)s
Py mo—my fliggvényszimbolumok és Py, @ (ry,x) predikdtumszimboélumok egy elsérendd lo-
gikai nyelvben. Formulak-e ebben a nyelvben a kévetkezs szimbolumsorozatok:

a) Q(f(y) h(y, v, 2)) V Vo P(x)

v (Q(a, h(z, P(y))) vV P(x))
JrP(z) D VaQ(a, g(f(x), g(, x)))
P(g(a,x)) D Va,yQ(o, h(z, f(y)))
P(g(8,y)) v 232¥2Q(S3, h(z, f(x)))
Qe z) Ay (Py) v (9(f (), v)))
VaedaP(f(h(z,a))) A P(z)

MEGOLDAS: A c¢) és e) jelsorozatok formuldk a fenti nyelvben, mig az a), b), d), f), g)
szimbolumsorozatok nem.
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2.6. FELADAT. Soroljuk fel az alabbi formulak primkomponenseit!

a) Ve (Vy(P(z) DV2Q(z,y))) O ((P(x) O =32vyQ(z,y)) D ~VzQ(z, 2))
b) Q(f(x), h(y,x,2)) > P(x)

¢) ~((Gz(P(z) D Q(z,y)) A (Q(y,x) D R(x))) D Va(=P(x)))

d) (B2Q(z,y) > =(P(9(x,y)) ANV2P(2)))

) (Fz=(P(f(z)) D Q(z,y)) D VzR(2))

€

MEGOLDAS:

a) {Va(Vy(P(r) D V2Q(z,9))), P(x), 3avyQ(z,y), V2Q(z,2)}
b) {Q(f(x), hly, x,2)), P(x)}

c) {3x(P(z), Qz,y), Qy, x), R(x), Vo(=P(x))}

d) {F2Q(z,y), P(g(z,y)), V2P(2)}

e) {Fx=(P(f(x)) > Q(z,y)), V2R(z)}

2.7. FELADAT. Soroljuk fel az alabbi formulak 0sszes részformuléit, és hatarozzuk meg a logikai
Osszetettségiiket!

a) Vz(Vy(P(z) O Q(z,y)))

b) ((P(z) D =32VyQ(z,y)) D ~V2Q(2, 2))

c) Q(f(x),9(y,x))

d) (FzQ(z,y) D =(P(g9(z,y)) ANVzP(z)))

e) (Fz=(P(f(z)) D Q(z,y)) D VzR(z))

) =(Fz(P(z) > Qz,y)) ANMQ(y,z) D R(x))) D V(=P(z)))

=

MEGOLDAS:

a) é{Vl‘z(SVy(P(f) D Q(z,y))), Vy(P(x) D Qz,y)), P(z) D Qz,y), P(x), Qz,y)}
b) {(P(l’) - _Elxva(may» - —\VZQ(Z,Z), P(.Z‘) - —EL%'VyQ((%,y), _'VZQ(Z7 Z),
P(LU), _'Elwva<x7y)7 sz(’ZVZ)? E|.’I,’Vy@(13,y), Q(’ZVZ)v va<$,y), Q(xvy)}

~(P(g(z,y)) ANV2P(2)), 32Q(z,y), ~(P(g(r,y)) ANV2P(2)),
Q(z,y), P(g(x,y)) ANVzP(2), P(g(z,y)), V2P(2), P(2)}

e) {3z=(P(f(x)) > Q(z,y)) D VzR(2), Fu=(P(f(x)) > Q(x,y)), VzR(2),
(2), P(f(z)) > Q(z,y), P(f(z)), Qz,y)}

£) {=(Fz(P(z) D Q(x,y)) N (Qy,
(Fz(P(z) D Qz,y)) A ( )
Jz(P(z) D Q(x, D
lQ(yéfU) D R(z), =P(z), P(z) D Q(z,

ER
|
=
=
U
o)
S

<

=
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2.8. FELADAT. Jeloljiik be az egyes kvantorok hataskorét!

a) Vr(IyQ(f(z), h(y, z,2)) O P(z))

b) Va(P(x) vV ~3zQ(z, g(x, x))) A JwP(f(f(x)))
¢) Jx(P(x) VVy=Q(g(z,y),y) A FxP(x))

d) JaVaP(x) VvV -P(x)

MEGOLDAS:

[‘v’x Q(f(z), h(y,x, 2 ]DP ))]
b) (Ve (P(x) v ~(3:Q(.g(w.2)))) | A (BP(((2)))
@x v [V-Qlg (. y), )jA[amP(x)])j

d) Elxm V = P(z)

2.9. FELADAT. Legyenek x,y, z egy els6rendii nyelv valtozoi, mig ¢ egy konstans, és tegytik fel,
hogy az alabbi jelsorozatok a nyelv formulai. Jeloljiik be a kotottségi viszonyokat, és hatarozzuk
meg a paraméterek halmazat!

a) JaVyQ(z,y) VvV P(z)

z(P(z,y) O VyQ(y))
(VxP(z,y) D VyR(z,y)) A P(c)
(m32Q(z, 2) A R(f(y, 2)))
Va(VyP(z,y,2) D Q(z,y))

b

) ¥
c)
d)
)
)
)

€

f) Yy3z(P(z,y, z) D JaVzQ(z,x))
g) JaVy(P(z) vV Q(z, f(y))) O VyQ(z,y)
MEGOLDAS:
a) JxVyQ(x,y) Vv P(;) Par ={z}
b) Va(P(z,) > YuQ(y)) Par = {4}
c) (Vﬂaz, ;) D VyR(sL, y)) A\ P(c) Par ={z,y} (c nem paraméter!)
Q) (~3Q(z.2) AR((1.2)) Par={y.2)
o) Va(VyP(r,y. ) S Q1) Par = {y,)
f) Yy3z(P(c,y, ,T) D dxVaQ(z, ) Par =10
) F(P(p) v Q. 1) D VR y)  Par = {v)
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2.10. FELADAT. Valtozo-tisztak-e az alabbi formulak? Ha nem, hozzuk olyan alakra!

a) VzP(z) vV VaP(f(z)) vV VzP(f(f(z)))V P(z)
b) Va(VyP(z,y,2) D Q(z,y))

¢) Javy(P(z) V Q(z, f(y))) D VyQ(z,y)
d) Vody(P(z) v VyQ(g(z,y),y) V P(y))

e) P(c) D 3z(P(z) VvV Q(z,y)) V P(y)

f) =Va(P(g(z,x)) D JxP(z) VVzQ(x,z)) A P(x)
g) JzR(z,y,2) D VaVy(P(y) A R(z,y, 2))

MEGOLDAS:

a) A formula nincs véltozo-tiszta alakban, ugyanis kiilonb6zé kvantorok ugyanazt a
valtozo-nevet kotik, s6t a kotott illetve szabad valtozo-nevek halmazénak metszete
sem iires. .

V%‘P(%I) v V%’P(f(%:)) VVzP(f(f(x)))V P(x) (kotottségek bejelolése)

V\P(J ) \/V\ P(f( | ) VY P(f(f( )V P(LTE) (vaz meghatéarozasa)

V?{P(y) v V,T:P(f(,Jz)) VYuP(f(f(v)))V P(;) (0j valtozo-nevek beiréasa)

J

b) Vo (VYuP(z,v,z) D Q(z,y))

c) FVy(P(2) V Q(z, f(y))) D VvQ(z,v)
d) Va3y(P(z) v VzQ(g(z, 2),2) V P(y))
)

e) P(c) D 3x(P(x) vV Qz,y)) V P(y)
(az y paraméter két helyen is szerepel, de ett6l még a formula valtozo-tiszta)

f) =Vy(P(g(y,y)) D FzP(2) v VoQ(v,v)) A P(x)
g) dxR(z,y,z) D VoVw(P(w) A R(v,w, z))

2.11. FELADAT. Dontsiik el a formulakrol, hogy melyek egymas variansai, azaz melyek kon-
gruensek!

2.11.1. RESZFELADAT.

a) Jx(VyQ(z,z,y) D F2P(z,x)
b) Fz2(VzQ(z, z,2) D FxP(z, 2)
c) Jy(VeQ(z,y,x) D Iz P(z,y)
d) Fz(VzQ(y, z,x) D FvP(v, 2)
e) Jy(VzQ(z,y,z) D IzP(z,x)
£) Jy(VaQ(z,y,z) D FzP(z,y)

21



MEGOLDAS: Két formula akkor és csak akkor egymés variansa, ha vazuk megegyezik.

a) Elx(va(;’x’x)DE]xP(x’J)
b) 3 (¥ Q.. )23 P(.)

&3 (¥ Q& , )>3 P 1)

Tehat csak az a), c) és f) formulak egymés variansai.

2.11.2. RESZFELADAT.

a) Vz(VzQ(z,z,v) D Jv(P(v,u) D JwQ(v,w,x)))
b) Vx(VwQ(x,w,v) D Jw(P(w,u) D FvQ(w,v,x)))
¢) Ve(VwQ(z,w,v) D Jw(P(v,u) D FJwQ(v,w,x)))
d) Vz(VxQ(z, z,v) D Jw(P(w,u) D JvQ(w,v,x)))
e) Yo(VwQ(v,w,x) D Jz(P(z,u) D JwQ(v,w,x)))

MEGOLDAS: Csak az a) és b) formuldk kongruensek.

2.11.3. RESZFELADAT.

a) VzQ(z, )V Jz—-Q(x, v
b) VzQ(z,7) V Iz=Q(x, 5
c) YyQ(y,7) vV I2=Q(z, B)
d) VzQ(z, 3) V Iz-Q(z,7)

)
)

MEGOLDAS: Az a) és d), valamint a b) és ¢) formulak kongruensek.

2.11.4. RESZFELADAT.

MEGOLDASs: Csak a b) ¢és d) formulak kongruensek.
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2.12. FELADAT. Az alabbi els6rendii formulék koziil melyek propozicionalis tautologiak?

a) Vo(P(z) D Q(z)) D (VaP(z) D VzQ(z))

b) VaeP(z) D (FxVyR(x,y) D Ve P(x))
¢) Yz—P(x) D (JyR(y,y) DO -3z P(x))
d) Jz(P(z) AQ(x)) D JzP(z) A JzQ(x)
e) dx(P(z) vV Q(z)) = (FzP(x) vV IzQ(x))
f) Vo (P(x)V —P(z))
g) VzP(x) VVr—P(x)
h) VxP(z)V —VzP(x)
i) VeP(x)V Jz—P(x)
J) VaP(x) VvV =VyP(y)
MEGOLDAS:
a) Miutan bejeloltiik a formula primkomponenseit, irjuk fel a Quine-tablat:
(Va(P(x) > Q(2))] D ([VeP(2)] 5 (V2Q(x)))
h i h i h
h i h i i
h i 7 h h
h 7 1 1 i
i i h i h
7 7 h ) 1
i h 7 h h
i i 1 i i
Mivel a f6operator alatt szerepel h is, a formula nem propozicionélis tautologia.
b)
(VxP(x)} D ([EI:BVyR(x, y)} D [VxP(x)})
h i h i h
h i 7 h h
1 1 h 1 7

Mivel a fGoperator alatt csupa ¢ szerepel, a formula propozicionalis tautologia.
(Figyeljiik meg, hogy a VxP(z) primkomponens kétszer is szerepel a formulaban.)

A feladat tobbi része hasonloan megoldhato. A b), h) és j) formulak prop. tautologiak,
mig az a), ¢), d), e), ), g) és i) formulak nem.

MEGJEGYZES: A j) feladatban a VxP(z) és VyP(y) primkomponensek kongruens (szin-
taktikailag ekvivalens) formulék, ezért nem kilénboztetjiik meg Sket.
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2.1. Prenex alak

2.13. FELADAT. Hatarozzuk meg az alabbi formulédk prenex alakjat!

a) YazP(z) D -3zP(z) V Q(z, ¢)
JaVyQ(z,y) V IxVyQ(z, y)
JaVyQ(f (), y) D IeVyQ(z, )

2(P(x) v V2 P(x) > VyQ(z, y))
2(¥yQ(z,y) v 3P (2)) > FP(x)

=

Va(3yQ(x,y) O VaP(r)) O ~VadyQ(z, y)

—3z(FyQ(x,y) O Ply)) > Va(P(z) vV 32Q(x,y))
)

b)
)
) 3
)
)
)
) Va(FyQ(x,y) D VeP(x)) D ~(VaP(x) VVrR(x))

c
d
e
f
g
h

MEGOLDAS: '
a) ‘v’xP( ) D —EIxP( )V Q(x,c)
‘v’yP( ) D —3zP(2) V Q(x,c) (valtozotiszta alak)

)
Fy(P(y) D ~32P(2) V Q(z, c))
Fy(P(y) D V2P (2) V Q(z,¢))
Fy(P(y) O VZ(ﬂP(Z) Q(z,c)))
yVz(P(y) D -P(2) VQ(z,c) (prenex alak)
b) FxVyI2Vu(Q(x,y) V Q(z,u))
¢) VeIy32Vu(Q(f(2),y) D Q(z,u))
d) Jz3zVy(P(z) V P(z) © Q(z,y))
e) VeIyVzAu((Q(z,y) V P(z)) D P(u))
f) JrIyFzFIuvw((Q(x,y) D P(2)) D -Q(u,w))
g) JavaVudw(~(Q(z, 2) D P(y)) D (P(u) V Q(w,y)))
h) JrIyFzFudw((Q(z,y) D P(z)) D ~(P(u) V R(w)))

2.14. FELADAT. Mely formula(k) az eredeti formula prenex alakja(i)?

2.14.1. reszreLADAT. Eredeti formula: —=R(5,y) A 303z R(5, x)
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MEGOLDAS: A feladat megoldasahoz sziikség lesz az eredeti formula vazara:

11
R(B,y)A3 3 R, )

a) 3 \ 3 (—|R( oY ) A R( | ) (szabad valtozo kotott lett = nem)

:
b) 3 \ 3 (—|R(oz, ) A R( | ) (szabad valtozo neve megvaltozott = nem)

c) Elfyyi(ﬂR(ﬁ, y) A R(v,x)) (nem megfelels az z-et koté kvantor = nem)

)33 CRGDARC, ) Ggen)

T
e) 3 | 3 \(—R(ﬁ, y) A R( ) ) (azonos kvantorok felcserélhetéek = igen)

£) IV(=R(B,y) NZzR(v,z)) (az z-et kot6 kvantor nincs kiemelve = nem prenex)

Tehat a d) és e) formulak az eredeti formula prenex alakjai.

2.14.2. rEszFELADAT. Eredeti formula: VzQ(z,v) D Jz—-Q(z, )

Vz3z(Q(2,7) O =Q(x, 3))
D —=Q(z,B))
—Q(z, 3))
-Q(z, B))

T,

Q(z7)
Q(z,7) 2
Q(z,7) 2

MEGOLDAS: Csak a b) formula az eredeti prenex alakja, a tobbi formulédban a kvantorok
nem megfelelGek.

2.14.3. rEszFELADAT. Eredeti formula: Jx(VyQ(z,y) V zP(z)) D JzP(x)

VeIyVz3zx((Q(x,y) V P(2)) D P(x))
VaeIyVz3u(Q(z,y) V P(2)) D P(u)
VedyFu((Q(z,y) V V2P (2)) D P(u))
yVaVzIu((Q(z,y) vV P(z)) D P(u))
VaIyVzJu((Q(z,y) V P(2)) D P(u))
VeIyVz((Q(z,y) vV P(z)) D P(z))
VyJaVw3z((Q(y, z) V P(w)) D P(z))
VaeIyVz3u((Q(y, z) V P(z)) D P(u))

S

D o
S’ N e e e e e N

— o o

= oR
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MEGOLDAS:

a) Valtoznak a kotottsegi viszonyok (nem valtozotiszta) = nem.

b) A kvantorok az implikacios eltagra vonatkoznak (hidnyzik a zérojel) = nem.

c) Nem prenex (a z-t k6t6 kvantor nem lett kiemelve) = nem.

d) Egymas hatéaskorében 1év6 eltérd kvantorok nem felcserélhetéek = nem.

e) Igen.

f) Valtoznak a kotottségi viszonyok (nem valtozotiszta) = nem.

g) Igen.

h) Valtoznak a kotottségek, és az x ill. y-t kot6 kvantorok sem megfelelsek = nem.

Tehat az e) és g) formulak az eredeti prenex alakjai.

2.2. Interpretacié, valtozokiértékelés

2.15. FELADAT. Legyen adott a ({7}, {P}, 0, D) logikai nyelv ({(7, )}, 0,0) szignataraval. Te-
kintsiik az Z interpretaciot, melyben U, = {1,2,3}, mig P? értéke az aldbbi téablazat alapjan
hatarozhat6 meg:

U 11112 2 213 3 3
v 12 3]1 2 3|1 2 3
PXu,v) | i @ h|i h i|h h i
Legyen k = (”2” Y g) egy valtozokiértékelés ebben az interpretacioban.

a) Soroljuk fel x Osszes z-varidnsat!
b) Mi lesz a P(y, z) formula értéke a fenti interpretacioban a x kiértékelés esetén?

c) Hatérozzuk meg P(x,z) értékét az 7 interpretacioban a k Osszes z-varians valtozokiér-
tékelése esetén!

d) Mi lesz a VaP(x, z) formula értéke az Z interpretacioban a k kiértékelés mellett?

e) Hatérozzuk meg JyP(z,y) értékét az 7 interpretacidban a x Osszes y-varians valtozokiér-
tékelése esetén!

MEGOLDAS:
a) wlz = 1] = (517), klz = 2] = (573), slz = 3] = (3135)-
b) [Py, )" = P*(1,3)=h
¢) [P(z,2)["" 1 =i, |P(z, )" = h, |P(z, )

d) |VzP(z,2)|"" = h, ugyanis PZ(1,3) = h, azaz nem minden u € U, univerzum-elem
esetén teljesiil, hogy | P(x, )| "

I,klx—3] _ i

=1.
e) Mivel y nem paraméter a formulaban,

Irxk _ -

By P, y) [N = [Ty P(a, y) P = By Pa,y) [P = [FyP(a,y) [ =i

A formula igaz lesz, hiszen példaul P%(2,1) = i, azaz létezik u univerzum-elem,
Z,k[y—u .
hogy [P(x,y)[>"~" = .
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2.16. FELADAT. Legyen adott a ({w},{P, @}, 0, {c}) logikai nyelv ({(n), (7, m)}, 0, {r}) szigna-
taraval. Tekintsiik az Z interpretaciot, ahol U, = {1,2, 3,4}, ¢ = 2,

7, \ _ J t, hawu paros, 7 ] i, hau-v=4,
P (u) _{ h egyébként, @ (u,v) _{ h egyébként.

Hatéarozzuk meg az alabbi formulék értékét az Z interpretacioban a k = (”f 5 g) valtozokiértékelés
mellett!

a) V(=P (x) vV IyQ(z,y))

MEGOLDAS:

a) [Vz(=P(z) Vv JyQ(z,y))|"" pontosan akkor igaz, ha barmely v € Uy univerzum-elem
esetén |[-P(z) V JyQ(z, y)[F " = i, azaz |~P(z)|"7 = i (PZ(u) = h) vagy
\EIyQ(x,y)|I’”[xH“] =i (létezik v € Uy, hogy \Q(x,y)]I’H[ZH“’yH”] = 4). Harom eset
lehetséges:

I,klz—u]

e u nem paros, ekkor PZ(u) = h = |-~P(z)]
e u =2, ekkor v = 2 esetén |Q(x,y)|z’”[”H2’yH2] =1 = |FyQ(x, y)|I’“[zH2] =1,

o u=4 esetén [Q(z,y)["" T =i = [3yQ(a, ) =i

2

Tehat barmely u esetén [—P(z) V FyQ(z, y)[>* 7" = i, ezért a formula igaz.

b) Tetszdleges 1’ esetén |P(c)[** = PL(2) =i = |~P(c)["" = h. Ekkor #/(z)
érteketdl fiiggetleniil |Q(z, ) A ~P(c)[*™ = h, tehat |3z(Q(z, z) A ~P(c))[*" = h.
Ugyanakkor |P(z)["" = PZ(3) = h. Tehét a |3z(Q(z,2) A ~P(c)) V P(2)[™" = h.

¢) |3x(P(x) A Q(z, )" =i

d) VavyQ(z,y)["* =h (ellenpélda: Q*(1,1) = h)

¢) [3aVyQ(z,y)"" = h

£) Va3y(P(x) D Q(z,y))["" =i

g) [=3x(P(x) AVy=Q(z,y))"" =i

2.17. FELADAT. Legyen adott a ({7}, {P,Q},0,0) logikai nyelv ({(m, ), (7)},0, () szignatura-
val. Tekintsiik az Z interpretéciot, ahol Uy = {a, b, c, ..., z}. P¥(u,v) = i pontosan akkor,
ha u nemszigortian megeldzi v-t az angol dbécé szerinti rendezésben, mig Q% (u) = i pontosan
akkor, ha v maganhangzo. Hatarozzuk meg az aldbbi formulak értékét az Z interpretacioban.

a) J2(Q(z) ANVy(Qy) D P(x,y)))
b) Vo(Q(x) ANVy(Qy) D P(x,y)))
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MEGOLDAS:

a) [3z(Q(x) AVy(Q(y) D P(z,y)))|"" pontosan akkor igaz, ha létezik u € U, univer-
zum-elem, melyre |Q(z) AVy(Q(y) D P, y))|"™ ™" = i, azaz |Q(z)[*"F~" = i
(Q%(u) = i) és [Vy(Qy) D P(z,y))|""* =" = i. Ez utébbi pontosan akkor tel-
jesiil, ha barmely v € U, univerzum-elemre |Q(y) D P(x,y)|1’“[xH“’yH”] = i, azaz
Qy) [P = b (QF(v) = h) vagy [P(w,y)["" T = i (PT(u,0) = ).
Legyen u az abécé els6 magéanhangzoja, azaz 'a’. Két eset lehetséges:

Z,k[z—u,y—v)

e v nem maganhangzo = |Q(y) D P(x,y)[” ’ =1,

P magénhangzé - ’P(mjy)’I,H[xHu,va] - = |Q(y) S P<x7y)‘2,n[xn—>u,y»—>v] -

Tehat bérmely v-re |Q(y) 2 Pz, y)l """ = i, fgy My(Q(y) > Pla,y)) >
igaz, valamint |Q(z)[*"*~* = i. Ezért a formula igaz.

b) V2(Q(x) AVy(Q(y) D P(z,y)|F = h (példaul z — b esetén Q(b) = h)

¢) [32(Q(x) AVy(Qly) > Ply, )" =i

d) [Va(Q(z) A 3y(Q(y) D Pla,y)I" =

2.3. Logikai torvény, ellentmondas, kielégithet6ség

2.18. FELADAT. Igazoljuk, hogy az aldbbi formulak kielégithet&ek, de nem logikai torvények!
a) JxP(x) D VaP(x)
b) JzP(x) D P(x)
¢) Va(P(z)V R(x)) D VzP(z) V VxR(x)
d) JzP(x) A JzR(z) D Fz(P(z) A R(z))
e) VzQ(z,x) D VaVyQ(x,y)
f) J23IyQ(x,y) D FxQ(z, x)
g) VaIyQ(z,y) O Iyve(z,y)

(Forras: Pasztorné Varga K. — Varterész M. A matematikai logika alkalmazdsszemléletd tdrgyaldsa)
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MEGOLDAS: Elegendd két interpretécid és hozzé tartozd valtozokiértékelés meghataro-
zésa: az egyik esetén a formula igaz (= kielégithetd), mig a masik esetén hamis (= nem
logikai torvény). Az alabbiakban néhany egyszerd megoldas lathato, ahol U jeloli az uni-
verzumot, PZ, Q%, R rendre a P, Q, R-hez rendelt relaciokat, mig x a valtozokiértékelést.
a) Kielégithets: U = {1}, PZ(u) =i <= wu paros. (|3zP(z) D VP (z)|"" = i)
Nem torveny: U = {1,2}, PT(u) =i <= u péros. (|FzP(x) D VaP(z)["" = h)
b) Kielégithets: U = {1,2}, PT(u) =i <= u paros, k = ().
Nem torvény: U = {1,2}, PX(u) =i <= wu péros, K = (glc)
¢) Kielégithets: U = {1,3}, PX(u) =i <= wu paros, R*(u) =i <= u paratlan.
Nem térvény: U = {1,2}, PZ(u) =i <= u paros, R*(u) =i <= u pératlan.
d) Kielégithets: U = {1,3}, P*(u) =i <= wu paros, R*(u) =i <= wu prim.
Nem torvény: U = {3,4}, PT(u) =i <= wu paros, RX(u) =i <= u prim.
e) Kielégithets: U = {1}, Q¥ (u,v) =i < u=n.
Nem torvény: U = {1,2}, Q¥ (u,v) =i < u=v.
f) Kielégithets: U = {1}, Q% (u,v) =i <= u+v = 3.
Nem torvény: U = {1,2}, Q¥ (u,v) =i < u+v=3.
g) Kielégithets: U = {1}, Q% (u,v) =i <= u+v=3.
Nem térveny: U = {1,2}, Q*(u,v) =i < u+v=3.

2.19. FELADAT. Igazoljuk, hogy az alabbi formulak nem logikai ellentmondasok!

a) JrxP(x) A Jz—-P(x)

b) Va3dyQ(z,y) ANVr—-Q(x, )

c) Jz(P(z) v P(f(x))) AJy(=P(y) A=P(f(y)))
d) =(3zP(z) > (R(z) > P(x)))

e) P(g(c,c)) A=P(c)

MEGOLDAS: Egy formula pontosan akkor nem logikai ellentmondés, ha kielégithetd.
Tehat elegend6 megadni egy interpretéciot és benne egy valtozokiértékelést, mely esetén
a formula igaz. Az aldbbiakon kiviil szamtalan mas megoldas is 1étezik.

a) U=1{1,2}, PX(u) =i <= wu paros. (|FzP(x) A ElmﬁP(a:)|I’“ =1)
b) U={1,2}, @*(u,v) =i <= u+v=3.

c) U={1,2,3}, PX(u) =i <= wu paros, f*(u) = (v mod 3)+ 1

d) U={1,2}, PX(u) =i <= u paros, RT(u) =i <= u paratlan, xk = (7).
e) U=N, PX(u) =i <= wu paros, ¢*(u,v) =u+v, & = 1.

2.20. FELADAT. Bizonyitsuk be, hogy a kévetkezé formula logikai térvény!

VeP(x) AVzQ(x) D Vo (P(z) A Q(x))
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MEGOLDAS: Egy formula pontosan akkor logikai torvény, ha minden interpretacioban és
barmely valtozokiértékelés mellett a formula igaz.

Tekintsiink egy tetszbleges 7 interpretaciot és benne egy x valtozokiértékelést, ekkor

IV P(z) AVzQ(x) D Va(P(x) A Q)" =
= VaP(x) AVaQ(x)[" O [Va(P(z) A Q(z))[*" =
= [VaP(2)|"" A V2Q(2)|"" D Va(P(x) A Q(x))[*" .

Vegyiik sorra az Osszes lehetséges esetet:
o [VzP(z)["" =0, akkor |VzP(z)|"" A [V2Q(x)["" = 0, és igy a formula igaz.
o [V2Q(z)|"" =0, ekkor |[VaP(z)[*" A VzQ(z)|"" = 0, igy a formula igaz.
o [Vz(P(z) A Q(x))[*" =1 esetén a formula ugyancsak igaz.

o [VzP(z)["" = 1 (azaz barmely u; univerzum-elemre |P(z)[Z""~" = 1), to-
vébba [VzQ(z)|"" = 1 (azaz barmely uy univerzum-elemre |Q(z)/""* " = 1),
valamint |Vz(P(z) A Q(z))["" = 0 (azaz létezik olyan us univerzum-elem, melyre
|(P(z) A Q)2 "~s) = 0). Ez utobbibol kivetkezik, hogy |(P ()"~ = 0
vagy |Q(J;))|I’”[$H“3] = 0, ami viszont ellentmond annak, hogy barmely univerzum-
elemre (igy ug-ra is) |P(z)[2"* 7" = 1 6s |Q ()P 7" = 1. 4

Tehat mind a 4 esetben a formula vagy igaz, vagy az eset nem lehetséges. Azaz barmely
interpretacio és valtozokiértékelés esetén a formula igaz, ezért logikai torvény.

2.21. FELADAT. Bizonyitsuk be, hogy az alabbi formula logikai térvény!

Vz=P(z) D (JyR(y,y) D =3Iz P(x))
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MEGOLDAS (egy mdsik mddszer):

Elsérendii logikai nyelv esetében, ha egy formula propozicionalis tautologia, akkor logikai
torvény, viszont ez forditva nem igaz. Mas szoval, ha egy formula nem propozicionalis
tautologia, attol még lehet logikai torvény.

Vo—-P(z)| D ([EIyR(y, y)} D {ﬂEIxP(;E)])
h 1 h 1 h
h 1 h 1 1
h i i h h
h 1 1 1 1
? 1 h 7 h
1 i h 1 1
1 h 1 h h

A fenti Quine-tdbla azt mutatja, hogy a formula nem propozicionalis tautologia, mert
a primkomponensek |[Va—P(z)["" = 1, |FyR(y,y)["" = 1, |-FzP(z)["" = 0 értékelése
esetén a formula hamis. A kérdés csak az, hogy létezhet-e ilyen értékelése a primkompo-
nenseknek.

Tegyiik fel hogy létezik, ekkor [Vz—P(z)|"" =1 = barmely u; univerzum-elem esetén
|~P(z)[F ) = 1) azaz |P(z)[F""7") = 0. Ugyanakkor |-3zP(z)["" = 0 =
13zP(z)["" = 1 = van olyan uy univerzum-elem, melyre |P(z)[""*7") = 1. Mivel
uy tetszéleges univerzum-elem, és uy is eleme az univerzumnak, ez ellentmondés, és igy
nem létezhet a primkomponenseknek ilyen értékelése. 4

Tehat a primkomponensek minden lehetséges értékelése esetén a formula igaz, ezért logikai
torvény (de nem propoziciondlis tautologia).

2.22. FELADAT. Bizonyitsuk be, hogy az alabbi formulék logikai torvények!

a) Vo (P(x)V —P(z))
b) Jz(P(x) A Q(z)) D FxP(x) A JzQ(x)
¢) VYeP(z)V Jz—-P(x)
d) =3z((P(x) v Q(x)) A =P(x) A =Q(x))

MEGOLDAS: A bizonyitéast az olvasora bizom. Az el6z6 két feladatban megadott modsze-
rek barmelyike alkalmazhato.

2.23. FELADAT. Bizonyitsuk be, hogy az alabbi formulak logikai ellentmondésok!

a) YxP(z) A Jz—P(x)
) Va(P(x) A Jz—P(z))
) ~(VaP(z) VvV Iy—P(y)
) =(R(c) D Ja—P(x)) N —VaP(x)
) FxQ(z,z) A =(—=3FxQ(z,z) D P(c))
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f) VaIyQ(z,y) A IoVy—-Q(z,y)

MEGOLDAS: Egy formula pontosan akkor logikai ellentmondas, ha minden interpretécio-
ban és barmely valtozokiértékelés mellett a formula hamis.

a) Tekintsiink egy tetszéleges 7 interpretéaciot és benne egy k valtozokiértékelést, ekkor

VP (z) A Jz—P(x)|"" = VzP(z)["" A |Fz=P(z)[*"

Vegyiik sorra az 0sszes lehetséges esetet:

o |V2P(z)|"" = h, akkor a formula hamis.

o [V2P(z)|"" = i, akkor barmely u univerzum-elem esetén |P(xz)[>" ™" = i.
Ekkor viszont nem létezhet «’ univerzumelem, melyre |P(z)|>**~"1 = h, azaz
|3z—P(x)["" = h, tehat a formula ugyancsak hamis.

Tehat barmely interpretécio és értékelés esetén a formula hamis, ezért logikai ellent-
mondas.

A t6bbi bizonyitast az olvaséra bizom.

MEGJEGYZES: Ezek a feladatok visszavezethetGek a formula negalasaval kapott formula
logikai torvény voltanak bizonyitésara.

2.24. FELADAT. Milyen szemantikai tulajdonsaggal rendelkeznek az alabbi formulék?
(logikai torvény, ellentmondas, kielégithetd)
a) VrQ(z,y) D VzQ(x, )

b) VaVy(Q(z,y) O (P(y) > Q(z,y)))

¢) VeIyQ(x,y) O FyvrQ(z,y)
d) Jz-(P(x) O (FyQ(z,y) D P(x)))
e) Va(P(z) D Q(z,x)) ANVaTy(=Q(z,y) A Qy, x))
f) F3y32(Q(x, y) A Qx,y) O Q(x, 2))

MEGOLDAS: A d) formula logikai ellentmondas, mig az a), b), c), e) és f) formulak
kielégithetGek, melyek koziil a b) és f) logikai térvény is egyben.

2.4. Kovetkeztetés

2.25. FELADAT. Logikai kovetkezményei-e a premisszdknak a felsorolt formulak?

2.25.1. RESZFELADAT. Premisszak: JrA(x), VaB(z) és JzC(x).

a) Vr(A(z) A B(z))
b) Va(=C(x) > B(x))
¢) Fx(A(x) A C(x))
d) Jx(A(z) A JzC(x))
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MEGOLDAS:

A probléma visszavezethetd egy formula logikai torvény voltanak bizonyitasara (példaul
((FzA(x)) A (VzB(x)) A (FzC(x))) D (Vz(A(x) AB(z))) az a) résznek megfelels formula).
Ehelyett azonban egy masik modszert mutatok be.

Legyen 7 interpretéicié és benne egy k valtozokiértékelés olyan, hogy a premisszak min-
degyike igaz, azaz |JzA(x)["" = i, |VeB(z)["" = i és [FaC(z)|"" = i. Csak ilyen
interpretaciok esetén kell vizsgalni a formulakat.

a) Ellenpélda: U = Z*+, A*(u) =i <= wuparos, B*(u) =i <= wu pozitiv, C%(u) =i
< u pératlan. Ekkor a premisszak igazak, mig |Vz(A(z) A B(z))["" = h. Tehat
nem kovetkezménye.

b) Tegyiik fel, hogy |Vz(—~C(z) D B(z))[*" = h, akkor létezik u univerzum-elem, mely
esetén |=C(z) D B(x)["** 7 = h, azaz CZ(u) = h és BX(u) = h. Viszont a
2. premissza szerint barmely univerzum-elem, akarcsak u esetén BZ(u) = i. Ez
ellentmondas, tehat |Va(~C/(x) D B(z))|"" = i, ezért kovetkezménye.

c) Az a) részben bemutatott ellenpélda modositas nélkiil alkalmazhato itt is. Tehat
nem kovetkezménye.

d) Tegyiik fel, hogy |3z(A(z) A 3xC(x))|["" = h, ekkor barmely u univerzum-elem
esetén |A(z) A 3zC(z) [P~ = h, amely csak akkor teljesiil, ha |A(z)[*"*~* = h

vagy |3zC/(2)[F** 7" = h. Viszont mivel az 1. premissza igaz, létezik v univerzum-
elem, melyre |A(z)[F"~" = i ezért [3aC(2)|2" ™" = h. Ez csak akkor telje-
siil, ha barmely w univerzum-elemre |C/(z)[*""~"! = b, ami viszont ellentmond a
3. premisszanak. Ez ellentmondas, tehat |3z(A(x) A 3zC(x))["" = i, és igy kovet-
kezménye a premisszaknak.

2.25.2. RESZFELADAT. Premisszak: —3x(F(z) D K(x)) valamint Jz(A(z) A ~K(z)).

a) Vz(A(z) D F(x))
b) Jz(F(z) A A(z))
c) Jz(A(z) A ~F(z))
d) VzA(z) vV VyF(y)
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MEGOLDAS:

Egy kovetkeztetés pontosan akkor helyes, ha a konklizié minden olyan Z interpreta-
cibban és k valtozokiértékelés mellett igaz, ahol a premisszak igazak. Ezért elég azo-
kat az eseteket vizsgélni, ahol a premisszék igazak. Tekintsiink egy tetszGleges 7 inter-
pretéciot és k valtozokiértékelést, mely esetén (1) |~3z(F(x) D K(z))[*" = i valamint
(2) |Fz(A(z) A=K (@)["" = i. A (2)-b6l kévetkezik, hogy létezik olyan u univerzum-
elem, melyre |A(z) A =K (z)[F""~" = i Ez csak akkor teljesiil, ha |A(z)[*"*~* =

¢s |-K ()P = i (azaz KZ(u) = h) is teljesil. Ugyanakkor az (1) ponto-
san akkor teljesiil, ha |3z(F(z) D K(z))["" = h. Ez azt jelenti, hogy nem létezik v
univerzum-elem, melyre |F(z) D K(z)["""~" = i, Tehat minden v univerzum-elem

esetén |F(z) D K(z)[F*7 = h, ezert |F(z)[F"7 = i 6s | K ()2 = h.
a) Barmely v univerzum-elemre |F(z)[""~" = i, ezért |A(z) D F(z)[F"~ = i s
teljesiil, tehat |Va(A(z) D F(z))["" = i. Ez tehat kivetkezménye a premisszaknak.
b) Létezik u, melyre |A(z)[F"* 7" = i ugyanakkor bérmely v-re, igy v = wu-ra is
|F ()" = 4 ezert |F(x) A A(z) [P = 4, azaz |Fz(F(x) A A@)[F" = i

Ezért kovetkezménye.

c) Tetszéleges v  univerzum-elem esetén  |—F(z)[F"F) = h, gy
|A(z) A—F(z)[P= = h. Ekkor |3z(A(z) A=F(z))[** = h, azaz nem
kovetkezménye.

d) VyF(y)|"" =i, ezért [V A(z) v VyF(y)["" = i is teljesiil, tehat kivetkezménye.

Az a), b) és d) formuldk kovetkezményei a premisszéknak, mig a c¢) nem.

2.25.3. RESZFELADAT. Premisszék: V(K (x) D M(z)) valamint Jz(—M (x) A S(z)).
a) VoK (x)
b) Fz(S(z) A=K (x))

)

) 3

c) Fx(S(x) A M(x))
d) Ve—=K(x) VvV JzM(z)

MEGOLDAS:
A levezetést az olvasora bizom, az el6z6 feladatokban bemutatott modszerek barmelyike
alkalmazhato. A b) és d) formulak kévetkezményei a premisszaknak, mig az a), ¢) nem.

2.25.4. RESZFELADAT. Premisszék: Vo (F(z) D —~K(z)) valamint Vz(A(x) D = K(x)).
a) Yr(A(z) D -F(x))
b) Jzx(A(z) A —F(x))
c) Va(A(x) D F(x))

MEGOLDAS:
Egyik formula sem kdvetkezménye a premisszéaknak.
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2.5. Formalizailas

2.26. FELADAT. Formalizaljuk az allitdsokat a megadott els6rendi nyelven!

2.26.1. RESZFELADAT. £ = ({7}, {Pir.m), Q(xm) },0,0), ahol P(z,y), Q(z,y) jelentse rendre a ko-
vetkezGket: x szereti y-t, x és y rokonok.
a) Mindenki szeret valakit.

b) Van olyan, aki mindenkit szeret.
c

d

3 Vannak, akik rokonok és szeretik egymaést.
)
e) Valaki szereti a rokonait.
)

)

Mindenki szereti a rokonait.

f
g

Van olyan, aki csak a rokonait szereti.
A rokonok szeretik egymast.

MEGOLDAS:

(x és y szeretik egymast = x szereti y-t és y szereti z-et)

2.26.2. RESZFELADAT. £ = ({7}, {P(r), Q(x), Rir.m }, 0, {ax}), ahol P(z), Q(z) és R(z,y) jelentse
rendre a kovetkezdket: x fiatal, x id&s, x baratkozik y-nal, mig az a konstans jelolje Aladéart.
a) Aladar fiatal.
b) Aladar nem baratkozik senkivel.
c) Aladar baratkozik fiatalokkal.
d) Aladar csak fiatalokkal baratkozik.
e) Aladar fiatal, vagy fiatalokkal baratkozik.
f) Az id6sek nem baratkoznak Aladarral.
g) Aladar mindenkivel baratkozik, aki fiatal.
h) A fiatalok nem baratkoznak idGsekkel.
1)
)

i) Nincs olyan id@s, aki nem baratkozik fiatallal.

j) AKki fiatal, nem baratkozik Aladérral, aki éreg, azzal pedig Aladar nem baratkozik.
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MEGOLDAS:

Jz(P(x) A R(a, z))

Va(R(a,x) D P(x))

P(a) VvV 3z(P(z) A R(a,x))

Vz(Q(x) > —R(x,a))

Vz(P(z) D R(a,x))

Va(P(z) 5 =3y (Qy) A R(z,y)))

—3z(Q(x) A —3y(P(y) A R(z,y)))

i) Va(P(x) > ~R(z,0)) A%(Q(y) > ~R(a,y))

2.26.3. RESZFELADAT. £ = ({7}, {Pr), Q(m)}, { fimom)s G(mom }, 0), ahol P(z), Q(z) jelentése rend-

re az, hogy x férfi, x n6, mig f(x) és g(z) jelolje rendre z apjat valamint x anyjat.

a) Egyarant vannak férfiak és ndk.

b) Mindenki vagy né vagy férfi.

¢) Aki férfi, az nem nd.

€

)
)
d) Barkinek az apja férfi, az anyja pedig né.
) A férfiak anyja né.

)

f) Vannak nék, akiknek az anyja férfi.

MEGOLDAS:
a) JzP(x) A JzQ(x)
b) Va((Q(z) V P(z)) A (=Q(z) V = P(x)))
c) Va(P(z) O ~Q(z))
d) VI(P(f(xD Q(9(x)))
e) Vz(P(z) > Q(g(x)))
f) 3z(Q(z) A P(g(x)))
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3. Nevezetes els6rendi logikal nyelvek

3.1. Az Ar nyelv

Ar = ({szt}, {P},{f, g, h},{nulla}) az alabbi szignaturaval:
({(szt, szt)},{(szt, szt), (szt, szt, szt), (szt, szt, szt)}, {szt})

Ennek a nyelvnek egy interpretacioja: Z = (Zsyt, Zpr, Lrn, Lonst), ahol g, (szt) = No, PX(x,y)
jelolje az (x = y) relaciot, fZ(z) az (x + +) (azaz 1-gyel valo novelés), g% (z,y) az (v + y)
és bt (x,y) az (v - y) miveleteket, mig Zonq(nulla) = 0. Ezt az interpretaciot a természetes
szamok interpretaciojanak nevezziik, de hasonlé modon definidlhatjuk az egész (Z) vagy valos
(R) szamok interpretaciojat is.

3.1. FELADAT. Fejezziik ki az Ar nyelvben az IN interpretacié mellett az alabbi fogalmakat!

1 (mint természetes szam)

xrly) (z osztdja y-nak)

(

(

(

(

(

(

(x prim) (Azaz x kiardlag 1-gyel és énmagaval oszthato.)

(x Osszetett) (l-en és 6nmagan kiviil van mas osztoja is.)

(x paros)

(x négyzetszam)

(z = Inko(x,y)) (z ésy legnagyobb kozos osztoja z, melyet Inko(x,y)-nal jeloliink.)
(z = lkkt(z,y)) (z ésy legkisebb kozos tobbszorose z, melyet [kkt(x,y)-nal jeloliink.)
(

x és y ikerprimek) (Két természetes szamot akkor neveziink ikerprimnek, ha mindkettd
prim, és kiilonbségiik 2. Példaul: (3,5) vagy (17,19).)
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MEGOLDAS:
a) 1 = f(0) (azaz f(nulla))

b) (x<y) = Fz((x+2)=y) (azaz IzP(g(7,2),y))

¢) (x>y) = (y<uz)

d) (x#y) = ~(x=y) (azaz ~P(x,y))

e) (x<y) = ~(x>y) vagy (z<y) = @<y A(x#y)

f) (x>y) = ~(x<y) vagy (v>y) = (>2y)A(v#Y)
zly) = Fz((z-2)=y)A(x#0)

x Osszetett) = (z # 0) A (z # 1) A —=(x prim)
v péros) = (f(£(0))]2)

x négyzetszam) = Jz((z-z) = x)

2 = Inko(z,y)) = (2]2) A (2]y) AVol(v]2) A (0] )
z=lkkt(z,y)) = (z]2) A (y[z) AVo((z|v) Ay |v)
x &s y ikerprimek) = (z prim) A (y prim) A ((

(
(
(
(
(
(x prim) = (z£0)A(x#1)AVz((z]x) D(z=1)V (z =1x))
(
(
(
(
(
(

MEGJEGYZES: Egy jelolés (fogalom) csak akkor hasznélhato, ha az a nyelvnek eleme,
vagy méar definialva van.

3.2. FELADAT. Fejezziik ki az Ar nyelvben az IN interpretacié mellett az alabbi allitdsokat!

a) Van legnagyobb a természetes szamok kozott.
b

A természetes szamok halmaza alulrol korlatos.

¢) A természetes szamok szama végtelen.

d) A primek szama végtelen.
e) A primek szama véges.

f) Az ikerprimek széma végtelen.

Minden természetes szam elGéallithaté négy négyzetszam osszegeként.
i) Létezik paros primszam.
Barmely 4-nél nagyobb paros szém elGallithato két prim osszegeként.
A 2x = 1 egyenletnek legfeljebb egy megoldasa van.
1

m

)
)
)
)
)
)
g) A négyzetszamok Osszetett szamok.
)
)
)
)
) A 322 — 22 — 1 = 0 egyenletnek pontosan két kiilonbozé gydke van.
)

Két természetes szam legnagyobb kozos osztdja soha sem nagyobb, mint e két szdm leg-
kisebb ko6z0s tobbszorose.

n) Barmely harom egymast kovets szam koziil valamelyik oszthat6 3-mal.
o) Létezik 4n + 1 alakt négyzetszam.
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MEGOLDAS:

a) JaVy(z > y)
Itt hasznaltuk az (z > y) jelolést, mely nem eleme a nyelvnek, ezért definialni kell:
(z2>y) = Fz(z=(y+2)),
Mivel ezeket a jeloléseket az el6z6 feladatban definidltuk, ezért — annak ellenére,
hogy a megoldés részét képezik — a tovabbiakban kizarélag a még nem definialt
jeloléseket irom le.

¢) Vzdy(r <y) (azaz felilrél nem korlatos, melybdl kovetkezik hogy végtelen)
d) VzIy((z < y) A (y prim))
e) JaVy((y prim) D (y < z)) (az el6z6 példa negaltja is helyes)

=9)))
(z gyok) = ((f(f(f(0) - (z-2)) = flz+x)) (azaz32® =2z +1)
m) VaVy(lnko(z,y) < lkkt(z,y))
n) Va(@3[z) v B[ f(z)) v B[ f(f(z)))) (ahol3 = f(2))
o) 3z(((f(3) - x) + 1) négyzetszam)

MEGJEGYZES: Egy jelolés csak akkor hasznélhato, ha az a nyelvnek eleme, vagy mar
definialva van.

3.2. A Geom nyelv

Geom = ({pt,et,st},{P,Q,R},0,0) a ({(pt,pt), (pt,et), (pt,st)},D, ) szignattraval. Hasznal-

juk a kovetkezd valtozoneveket:

pt tipusu valtozok — A, B,C, ...
et tipusi valtozok — e, f,g,...

st tipusu valtozok — a,b,c,...

Ennek a nyelvnek egy interpretacidja: Z = (Zsyi, Zpr, Zen, Zonst), ahol L (pt), Zeri(et), Lsri(st)
rendre a térbeli pontok, egyenesek illetve stkok halmaza. PZ(A, B), Q%(A,e), RZ(A,a) jeldlje
rendre az (A = B) (két pont megegyezik), (A € e) (a pont illeszkedik az egyenesre) valamint
(A € a) (a pont illeszkedik a sikra) relaciot.

3.3. FELADAT. Fejezziik ki a Geom nyelvben az alabbi fogalmakat!

a) (A # B) (két pont kiilonbozik)
b) (A ¢ e) (pont nem illeszkedik egyenesre)
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(e = f) (két egyenes megegyezik)
(a = b) (két sik megegyezik)
(e € a) (egyenes illeszkedik a sikra)
(e ]l f) (két egyenes parhuzamos)
(et f) (két egyenes metszo)
kitero(e, f) (két egyenes kitérd)

(a ]| b) (két sik parhuzamos)

(a1b) (két sik metszo)

MEGOLDAS:
a) (A#B) = ~(A=B)

b) (Ade) = —(Ace)

c) (e=f) = VA(Aee)=(A€)))

d) (a=b) = VA(A€e€a)=(A€b))

e) (eca) = VA(A€e)D(A€a))

) (el f) = Jal(e € a) N (f €a)) N\VA((A€e) D (A [)) vagy
(e|l f) = Fa((e€a)N(fe€a)N-FA(A€e)N(AE[))
(

g) (eff) = ~(e=[ )ATFA(Ace)r(Ac )
Gyakori hibék: —(e || f) nem jo, mert lehetnek kitérdek is; # relaciot eddig csak

pontokra definidltuk, ezért (e # f) nem alkalmazhato, vagy kiilon definialni kell.

h) kitero(e, f) = —3a((e € a) A (f € a))
) (a|b) = —-3A(A€a)A(Ae€D))

—

j) (a1b) = —=(a=b)ANFA((A€a)N(AE€D)) vagy

p—

(a1b) = =(a=b)A=(a]lb)

MEGJEGYZES: Egy jelolés (fogalom) csak akkor hasznélhato, ha az a nyelvnek eleme,

vagy méar definialva van.

3.4. FELADAT. Formalizaljuk Geom nyelven az alabbi allitasokat!
a) Barmely két egyenes parhuzamos, metszd, vagy kitérs.

b
c

d

)

) Barmely harom pontra illeszthetd egyenes.

) Harom pont nem mindig esik egy egyenesre.

) Két parhuzamos egyenes esetén, ha egy harmadik egyenes parhuzamos az egyikkel, akkor

parhuzamos a masikkal is.
e) Létezik harom parhuzamos egyenes, melyek egy sikra illeszkednek.
f) Barmely egyenes és ra nem illeszkedd pont esetén a ponton 4t pontosan egy parhuzamos

egyenes huzhato.
g) Két kiilonb6z6 pontra pontosan egy egyenes illeszkedik.
h) Két tettsz6leges parhuzamos sik esetén egy egyenes vagy mindkét sikot metszi, vagy

egyiket sem.
i) Barmely harom nem egy egyenesre esé pontra pontosan egy sik illeszkedik.

j) Két metsz6 sik metszéspontjai egy egyenesre esnek.
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MEGOLDAS:

a) VeV f((ell f)V (et f)V kitero(e, [))

Itt hasznaltuk az (e || f), (e 1 f) és kitero(e, f) jeloléseket, melyek nem elemei a
nyelvnek, ezért ezeket definialni kell. Mivel ezek mar az el6z6 feladatban szerepeltek
a tovabbiakban csak a még definialatlan jel6léseket irom le.

b) VAVBYC3e((A€e) AN (Bee)A(C € e))
c) "VAVBYC3e((Aece)N(Bee)A(C€e))
d) vevfvg((e || f) n(ellg) 2 (f 1l g))
e) 3e3f3g((e || /) (el g) A(f Il g) ATal(e € a) A(f €a)A(g € a)))
f) veVA((A ¢ e) D3F(Ae /)N (fIle)AVg((Aeg)A(glle)D(f=9)))
g) VAVB((A# B) D 3e((Ace) N(Bee)AVf((Ae f)N(Be f)D(e= )
h) Vavb((a || b) D Ve((e fa) = (1)),
ahol (efta) = —(e€ca)NJA(A€e)A(AE€a)).
i) VAVBYC(—3e(A, B,C € e¢) D Ja((A4, B,C € a) AVb((A, B,C €b) D (a =0)))),
ahol (A,B,C €e) = (Ace)A(Bee)A(CE€e),
valamint (A, B,C €a) = (Ac€a)N(Bea)A(C €a).
j) Vavb((atb) D JeVA((A€a)A(Ae€b) D(AE€e)))

MEGJEGYZES: Egy jelolés csak akkor hasznalhato, ha az a nyelvnek eleme, vagy mar
definialva van.
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4.

(= V)

(=)

levezetési szabalyok

Gentzen-kalkulus

axiémaséma

X, T —AX

I'— A, dzA

X, T —AY 5
_)
T A (XDOV)
'r-AX r - AY (A=)
N
T — A (XAY)
I A X,Y v o)
N
I —A(XVY)
XTI —A
I = A, X (==)
r - AA
I = A [A( || 8), 304 Al

I'—-AX Y. I'— A

AT — A
drxA, T — A

(X2Y),I'=-A

X, YT — A
(XAY),I' - A

XT—>A YT-A
(XVY),T —A

I'—-AX
-X,I'— A

Az || ), ¥2A4,T = A
VzA, I — A

(x ¢ Par(T', A))

(Forras: Pasztorné Varga K. — Varterész M. A matematikai logika alkalmazdsszemléletd tdrgyaldsa)

4.1. FELADAT. Bizonyitsuk be az alabbi itéletlogikai szekventeket a zsakutcamentes Gentzen-
kalkulusban (C-kalkulus)!

4.1.1. RESZFELADAT. — A D (B D A)

(Forras: Pasztorné Varga K. — Varterész M. A matematikai logika alkalmazdsszemléletd tdrgyaldsa)

MEGOLDAS:

A B— A

A—-BDA

— AD(BDA)
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4.1.2. rRESZFELADAT. AANB — BA A

(Forras: Pasztorné Varga K. — Varterész M. A matematikai logika alkalmazdsszemléletd targyaldsa)

MEGOLDAS:

A B— B A B— A
A B—BANA
ANB — BAA

4.1.3. rEszrELADAT. — (AAB D C) D (AD (B D())

(Forras: Pasztorné Varga K. — Varterész M. A matematikai logika alkalmazdsszemléletd tdrgyaldsa)

MEGOLDAS:

A, B— AC A, B— B,C
A,B— AANB,C C,A,B—C
AANBDC,A,B—C
ANBDC,A—B>C
ANBDC—AD(BDC)
— (AABDC)D(AD(BDC(Q))

4.1.4. részrELADAT. — (AD (BD () D ((ADB)D(AD())

(Forras: Pasztorné Varga K. — Varterész M. A matematikai logika alkalmazdsszemléletd targyaldsa)

MEGOLDAS:

A—C B,A A B—C,B

(ADB),A—C,B C,(AD>DB),A—=C
(B>C),(ADB),A—C (ADB),A— AC
AD(BDC),(ADB),A—=C
AD>D(BDC),(ADB)—ADC
AD(BD>C)—-(ADB)D(ADC)
- (AD(BDC)D((ADB)D(ADQ))

4.1.5. rESZFELADAT. AV B D C — (ADC)AN (B D)

(Forras: Pasztorné Varga K. — Varterész M. A matematikai logika alkalmazdsszemléletd tdrgyaldsa)

MEGOLDAS:

A— A B,C
A— AV B,C AC—C

B— A B,C
B—AVB,C  B,C—C
AVBDC,A—C AVBD>C,B—C
AvVBDOC—-ADC AvBO>(C—-BD>C
AVBDOC—-(ADC)AN(BDC)
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4.1.6. reszrELADAT. (AD C)AN(BDC)—AVBDOC

(Forras: Pasztorné Varga K. — Varterész M. A matematikai logika alkalmazdsszemléletd tdrgyaldsa)

MEGOLDAS:
A—CAB B—C A B
AvVvB—C,AB C,AvB—C,A
BD>C,AVvB—C,A C,BODC,AVvB—C

ADC,BD>DC,AvB—C
ADC,B>OC—-AvBDOC
(A>C)A(BDC)—AvBDC

4.1.7. rEszrELADAT. A D (BDC)—=AANBDC

(Forras: Pasztorné Varga K. — Varterész M. A matematikai logika alkalmazdsszemléletd tdrgyaldsa)

MEGOLDAS:
C,A,B—C A,B—C,B
B>C/AB—-C A,B—C,A
AD(BDC),A,B—-C
AD(BDC),ANB—C
AD(BDC)—AABDC

4.1.8. rEszrELADAT. ANB D C — AD (B DC(C)

(Forras: Pasztorné Varga K. — Varterész M. A matematikai logika alkalmazdsszemléletd tdrgyaldsa)

MEGOLDAS:
A B—AC A, B— B,C
A,B— AAB,C C,A,B—C
AANBD>C,AB—C
ANBDC,A—-BD>C
ANBDC—AD(BD>C)

4.1.9. rEszFELADAT. A D (BVC) — (AD B)V(ADC(C)

(Forras: Pasztorné Varga K. — Varterész M. A matematikai logika alkalmazdsszemléletd tdrgyaldsa)
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MEGOLDAS:
B,A— B,C C,A— B,C
BVC A— B,C A— B,C /A
AD(BVC),A— B,C
AD(BVC),A—B,AD>C
AD(BVC)—ADB/ADC
AD(BVC)—(ADB)V(ADC(O)

4.1.10. rEszrFELADAT. (AD B)V(ADC)— AD (BVC()

(Forras: Pasztorné Varga K. — Varterész M. A matematikai logika alkalmazdsszemléletd tdrgyaldsa)

MEGOLDAS:
B,A— B,C A— B,C,A C,A— B,C A— B,C,A
A>B,A— B,C A>C,A— B,C
(ADB)V(ADC),A— B,C
(ADB)V(ADC),A—BVC
(ADB)V(ADC)—- AD(BVCO)

4.1.11. rEszrFELADAT. —(A D B) — =AV —-B

(Forras: Pasztorné Varga K. — Varterész M. A matematikai logika alkalmazdsszemléletd tdrgyaldsa)

MEGOLDAS:
A, B— B
AB—A>B
— A, -B,ADB
-(AD>B)——A,-B
-(AD>B)—-AV-B

4.1.12. RESZFELADAT. A D B — -AV B

(Forras: Pasztorné Varga K. — Varterész M. A matematikai logika alkalmazdsszemléletd tdrgyaldsa)

MEGOLDAS:
B,A— B A— B, A
ADB,A—B
ADB—-AB
ADB—-AVBEB
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4.2. FELADAT. Bizonyitsuk be a kivetkezs szekventeket a Gentzen-kalkulusban!

a) ADB,BOC—ADC
b) Av(Bv(C),-A,-B—C
) " ADBVC—--BD>AVC
) = (AD(BDOO)ANADC)AN(C DA

C

d

4.3. FELADAT. Bizonyitsuk be az alabbi szekventeket a Gentzen-kalkulusban!

4.3.1. RESZFELADAT. — Yo P(z) D JzP(x)

(Forras: Pasztorné Varga K. — Varterész M. A matematikai logika alkalmazdsszemléletd tdrgyaldsa)

MEGOLDAS:
VazP(x), P(x) — 3z P(z), P(x)
VaP(zx), P(x) — JxP(x)
Vo P(z) — 3xP(z)
— VaP(x) D JzP(x)

4.3.2. RESZFELADAT. —3xP(z)V R — Va(P(z) D R)

(Forras: Pasztorné Varga K. — Varterész M. A matematikai logika alkalmazdsszemléletd tdrgyaldsa)

MEGOLDAS:
P(x) — R, P(z),3zP(x)
P(x) — R,3zP(x)
-3z P(z), P(x) = R R,P(z) - R
-3JzP(x) VR,P(z) - R
-3zP(z)VR — P(x) D R
-JxP(x) VR — Vz(P(z) D R)

4.3.3. RESZFELADAT. — V(R D P(x)) D (R D VaP(x))

(Forras: Pasztorné Varga K. — Varterész M. A matematikai logika alkalmazdsszemléletd tdrgyaldsa)

MEGOLDAS:
P(z),Yx(R D P(x)),R — P(x) Va(R D P(x)),R — P(z),R
R D P(z),Yxz(R D P(x)),R — P(x)
Vz(R D P(x)),R — P(x)
Vz(R D P(x)), R — VzP(x)
V(R D P(x)) — R D VzP(x)
— Vz(R D P(z)) D (R D VzP(z))
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4.3.4. riszrELADAT. Jz(P(2) A R(z)) — JzP(x) A JxR(x)

(Forras: Pasztorné Varga K. — Varterész M. A matematikai logika alkalmazdsszemléletd tdrgyaldsa)

MEGOLDAS:
P(z), R(x) — P(z) P(z), R(x) — R(x)
P(x),R(x) — JxP(x) P(z), R(x) — JxR(x)
P(z), R(x) — JzP(x) A JxR(x)
P(z) A R(z) — JzP(xz) A 3xzR(x)
Jx(P(z) A R(z)) — JxP(z) A JzR(x)

4.4. FELADAT. Bizonyitsuk be a kivetkezs szekventeket a Gentzen-kalkulusban!

a) =VaP(z)V R — Jx(P(x) D R), ahol x & Par(R).
b) JavyQ(z, ) — Vy3eQ(z,y)

¢) VayQ(e,y) — VyvaQ(z, )

d) VeP(z) VVzR(z) — Vz(P(z) V R(z))

(Forras: Pasztorné Varga K. — Varterész M. A matematikai logika alkalmazdsszemléletd targyaldsa)
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