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Bevezetés

@ A logika feladata
o A helyes kdvetkeztetés torvényszeriiségeinek a feltarasa
e Az informéaciokozlésben kulcsszerepet jatszé kifejezések
jelentésének a megadasa

@ A helyes kovetkeztetés
o Kovetkeztetés: viszony (a premisszak és a konklazié kdzott)
o Helyes kovetkeztetés: a premisszak igazsdga maga utan vonja
a konklazi6 igazsagat (a premisszak valamely tulajdonsaga

oroklédik a konklazidra)
o Logikailag helyes kovetkeztetés: ha az 6rokités sziikségszerdi



Bevezetés

Nyelv

Arisztotelész(Kr.e. 384-322)

A bizonyité érvelés

Az ellentmondas elve: "A legbiztosabb alapelv ... ez:
lehetetlen, hogy egy és ugyanaz a valami ugyanakkor,

ugyanabban a tekintetben ...vonatkozzék is valamire, meg
nem is." (1005b19-23)

A kizart harmadik elve: "Az ellentmondas két tagja kozott
nem allhat fenn semmi kozbeesd, hanem mindenr8l mindent
vagy allitani vagy tagadni kell."(1011b 23-24)

A klasszikus nulladrendii logika
e0

Definicié

Klasszikus nulladrendd nyelven az

rendezett harmast értjiik, ahol

o

o

L) = (LC, Con, Form)

LC ={—-,D,N\,V,=,(,)} (a nyelv logikai konstansainak
halmaza).

Con # () a nyelv nemlogikai konstansainak (allitas- vagy
kijelentés-paramétereinek) legfeljebb megszamlalhatoan

végtelen halmaza.

Az LCNCon=10

A nyelv formulainak a halmazat, azaz a Form halmazt az
alabbi induktiv definicié adja meg:
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Nyelv

@ Con C Form
@ Ha A € Form, akkor —A € Form.
@ Ha A, B € Form, akkor

o (AD B) € Form,
o (AN B) € Form,
o (AV B) € Form,
o (A= B) € Form.

Megjegyzés

A Con halmaz elemeit atomi formulaknak vagy primformulaknak
nevezziik.

A klasszikus nulladrendii logika
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Részformula

@ Ha A atomi formula, akkor nincs kézvetlen részformulaja;

@ —A egyetlen kbzvetlen részfomulaja A;

e Az(AD B),(AANB),(AV B),(A = B) formulak kozvetlen
részformulai az A és a B formulak.

Egy A formula részformulainak halmaza az a legsziikebb halmaz
[jel6lés: RF(A)], amelyre teljesiil, hogy
@ Ac RF(A),

(azaz az A formula részformulija 6nmaganak);

@ ha A’ € RF(A) és B kézvetlen részformuldja A'-nek, akkor
B € RF(A)

(azaz, ha egy A’ formula részformulaja A-nak, akkor A’ &sszes
kézvetlen részformuldja is részformulaja A-nak).
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Szerkezeti fa

Az A formula szerkezeti fajan egy olyan véges rendezett fat értiink,
amelynek csicsai formulak,

@ gyokere az A formula,
@ —B alaki csicsanak egyetlen gyermeke a B formula,

e (BD(C),(BANC),(BVC(C),(B= C) alakia csicsainak két
gyermekét a B, illetve a C formulak alkotjak,

o levelei primformulak (atomi formulak).

A klasszikus nulladrendii logika
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A klasszikus nulladrendii logika szemantikaja

A o fiiggvényt az L) nyelv egy interpretacicjanak nevezziik, ha
@ Dom(p) = Con
@ Ha p € Con, akkor o(p) € {0,1}.
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Szemantikai szabalyok

Legyen adott egy o interpretacio. |Al, jeldli az A formula o
interpretacio szerinti értékét.
@ Ha p € Con, akkor |p|, = o(p)
@ Ha A € Form, akkor |-A|, =1 — |A|,.
© Ha A, B € Form, akkor
1428l =1 | ot T

1 halA,=1,6és5|B|,=1,
° [(ANB)lo = { 0, egyébként.
0 halAl,=0,és|B|,=0;
o Y Bl = { 1, egyébként.
_ 1 ha[Al, = '
° [(A=B)l, = { 0, egyébként.
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Centralis logikai (szemantikai) fogalmak

Definicié

Legyen ' C Form egy tetszéleges formulahalmaz! A o interpretacio
modellje a I' formulahalmaznak, ha minden A € T esetén |A|, =1

Definicié

Az A formula modelljén az {A} egyelemii formulahalmaz modelljét
értjiik.

Definicié

Egy I C Form fomulahalmaz kielégithets, ha van modellje.
(Van olyan interpretacié, amelyben a formulahalmaz minden eleme

igaz.)

Definicié

Egy A € Form formula kielégithetd, ha az {A} formulahalmaz
kielégithetd.
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Centrélis logikai (szemantikai) fogalmak

Megjegyzés

o Kielégitheté formulahalmaz: nem tartalmaz logikai
ellentmondast, azaz a formulahalmaz elemei lehetnek egyszerre
igazak.

o Kielégitheté formula: a formula lehet igaz, azaz nem logikai
hamissag.

@ Ha egy formulahalmaz kielégithetd, akkor minden eleme
kielégithetd.

o Az el6zé allitas megforditasa nem igaz. Pl.: a {p,—p}

formulahalmaz minden eleme kielégithet6, de maga a
formulahalmaz nem kielégitheté.
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Centralis logikai (szemantikai) fogalmak

Egy kielégitheté formulahalmaz minden részhalmaza kielégitheté.
(A logikai ellentmondastalansag sziikitéssel nem ronthaté el.)

@ Legyen I C Form egy tetsz6leges kielégithets formulahalmaz,

és A C T

o [ kielégithetésége miatt a I' formulahalmaznak van modellje,
legyen I egy modellje a p interpretacié.

@ o tulajdonsaga: Ha A €T, akkor |A|, =1
@ Mivel A CT, ha Ac A, akkor Ae T, sigy |Al,=1. Azaza g
interpretacié modellje A-nak, tehat A kielégithet6.

[
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Centrélis logikai (szemantikai) fogalmak

Definicié
Kielégithetetlenség: Egy I C Form formulahalmaz kielégithetetlen,
ha nem kielégitheté (ha nincs modellje).

Definicié

Egy A € Form formula kielégithetetlen, ha az {A} formulahalmaz
kielégithetetlen.

Megjegyzés

Kielégithetetlen formulahalmaz: logikai ellentmondast tartalmaz,
azaz a formulahalmaz elemei nem lehetnek egyszerre igazak.
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Centralis logikai (szemantikai) fogalmak

Egy kielégithetetlen formulahalmaz minden bévitése
kielégithetetlen. (A logikai ellentmondas bévitéssel nem sziintethetd

meg.)

@ Indirekt bizonyitas:

o Tegyiik fel, hogy I' C Form tetsz6leges kielégithetetlen
formulahalmaz, A C Form pedig tetszéleges formulahalmaz.

o Indirekt feltétel: I kielégithetetlen, és I U A kielégithetd.
o[ CTUA

o Az el6z6 allitas miatt I kielégithets, ez pedig ellentmondas.

[l

v
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Centrélis logikai (szemantikai) fogalmak

Definicid

A T formulahalmaznak logikai kévetkezménye az A formula, ha a
U {—A} formulahalmaz kielégithetetlen. Jelélés: (I E A)

Definicid
AE B, ha {A} E B.

Definicié
Az A formula érvényes, ha ) E A. Jeldlés: E A

Definicié
Az A és a B formula logikailag ekvivalens, ha AE B és B E A.
Jelblés: A<= B
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Centralis logikai (szemantikai) fogalmak

Legyen I C Form, és A € Form. I E A akkor és csak akkor, ha a T
formulahalmaz minden modellje modellje az a A formulanak (azaz
az {A} egyelemii formulahalmaznak) is.

Bizonyitas.

— Indirekt feltétel: I E A és van olyan modellje a '
formulahalmaznak, amely nem modellje az A formulanak.
Legyen ez a modell a g interpretacid!

A o tulajdonsagai:

@ minden B €[ esetén |B|, = 1;
Q |A|, =0, azaz |-A|, =1

Ekkor a ' U {—=A} formulahalmaz minden eleme igaz o-ban, tehat
U {—A} kielégithets, azaz ' ¥ A, ami ellentmondas.

[l

v
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Centrélis logikai (szemantikai) fogalmak

Bizonyitas.

«— Indirekt feltétel: A I formulahalmaz minden modellje modellje
az A formulanak, de I # A.

Ekkor a ' U {—A} formulahalmaz kielégthet8, azaz van modellje.
Legyen ez a modell a p interpretacié!

A o tulajdonsagai:

@ minden B €T esetén |B|, = 1;
Q@ |[-A|,=1, azaz |[A|, =0

Tehat a I' formulahalmaznak van olyan modellje, ami nem modellje
az A formulanak, s ez ellentmondas.

[

v

Kovetkezmény

Legyen I C Form, és A € Form. I E A akkor és csak akkor, ha
minden olyan interpretaciéban, amelyben a I' formulahalmaz
minden eleme igaz, igaz az A formula is.
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Centralis logikai (szemantikai) fogalmak

Ha A érvényes formula (F A), akkor minden I formulahalmaz
esetén [ E A. (Egy érvényes formula minden formulahalmaznak
kévetkezménye.)

@ Ha A érvényes formula, akkor a definicié szerint () E A.

o DU {-A} (= {—-A}) kielégithetetlen, s igy bévitései is
kielégithetetlenek.

o [ U{—A} bdvitése {—A}-nak, igy kielégithetetlen, tehat I E A.
[

v
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Centrélis logikai (szemantikai) fogalmak

Ha a I formulahalmaz kielégithetetlen, akkor minden A formula
esetén [ E A. (Egy kielégithetetlen formulahalmaznak minden
formula kévetkezménye.)

@ A mar bizonyitott allitas szerint: Ha a ' formulahalmaz
kielégithetetlen, akkor ' minden bévitése is kielégithetetlen.

o [U{—A} bdvitése I-nak, igy kielégithetetlen, tehat I F A.

[l

v
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Centralis logikai (szemantikai) fogalmak

Dedukcio tétel: HaT U{A} E B, akkor I = (A D B).

o Indirekt feltétel: Tegyiik fel, hogy ' U {A} E B, és
[~ (AD B).

o Igy T'U{—=(A D B)} kielégithetd, tehat van modellje. Legyen
egy modellje a p interpretacid!

@ A p tulajdonsagai:

@ [ minden eleme igaz a g interpretacioé szerint.
Q@ [~(AD>B),=1

I(AD B)|, =0, azaz |A|,=1és |B|,=0. Igy |=B|, = 1.

U {A} U{=B} formulahalmaz minden eleme igaz a o
interpretacié szerint, tehat ' U {A} ¥ B, ami ellentmondas.

[

v
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Centrélis logikai (szemantikai) fogalmak

A dedukcic tétel megforditasa: HaT E (A D B), akkorT U{A} E B.

o Indirekt feltétel: Tegyiik fel, hogy ' E (A D B), és
ru{Al ¥ B.

o Igy T'U{A} U {—B} kielégithets, tehat van modellje. Legyen
egy modellje a p interpretacid!

@ A p tulajdonsagai:
© [ minden eleme igaz a o interpretacioé szerint.
o |A‘Q =1
Q@ [-Bl,=1igy |B|,=0
o [(A> B)l, =0, [-(A > B)l, = 1
o NU{—(A D B)} formulahalmaz minden eleme igaz a o
interpretacié szerint, tehat ' ¥ (A D B).
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Centralis logikai (szemantikai) fogalmak

Kovetkezmény
AE B akkor és csak akkor, ha E (A D B)

Bizonyitas.

Bizonyitas: Az el6z6 két tételben legyen ' = (). ]
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Centrélis logikai (szemantikai) fogalmak

Metszet tétel: HaT U{A} F B és A E A, akkorT UA E B.

Bizonyitas.
Indirekt. ]
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Az igazsagfunktorok tulajdonsagai

- —|p
Az negacio igazsagtablazata: 0] 1
110

@ A kett8s negacio torvénye: -—A & A

= O >
O O O
_ Ol

A konjunkcié igazsagtablazata:

(p)

o Felcserélhets (kommutativ): (AA B) < (B AA)
barmely A, B € Form esetén.

e Csoportosithaté (asszociativ): (AA(BAC)) < ((AAB)AC)
barmely A, B, C € Form esetén.

o Idempotens: (AN A) < A barmely A € Form esetén.
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Az igazsagfunktorok tulajdonsagai

o (ANB)EA (ANB)EB

@ Az ellentmondas torvénye: E —(A A —A)

o Az {A1, Ay, ..., Ay} formulahalmaz (A1, Az, ..., A, € Form)
akkor és csak akkor kielégithets, ha az A A Ax A --- N A,
formula kielégithetd.

o Az {A1, Ay, ..., An} formulahalmaz (A1, Ay, ..., A, € Form)
akkor és csak akkor kielégithetetlen, ha az A AA> A--- AN A,
formula kielégithetetlen.

o Az {A1,As,..., A} EA (A1, Az, ..., Ap, A € Form) akkor és
csak akkor, haaz A ANA> A --- NA, E A
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Az igazsagfunktorok tulajdonsagai

v]o 1
Az diszjunkcié igazsagtablazata: 0|0 1
1 1

o Felcserélhets (kommutativ): (AV B) < (B V A)
barmely A, B € Form esetén.

e Csoportosithaté (asszociativ):
(AV(BVv ())<= ((AvB)Vv ()
barmely A, B, C € Form esetén.
@ Idempotens: (AV A) < A barmely A € Form esetén.
© AF (AV B) barmely A, B € Form esetén.
o {(AVB),-A}EB
@ A kizart harmadik torvénye. F (A V —A)
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Az igazsagfunktorok tulajdonsagai

@ A konjunkcié és az diszjunkcié kapcsolata:

A0 1 1 0 V|0
0/0 O 1[1 1 00
10 1 0|1 0 11

@ A fenti tulajdonsag azt jelenti, hogy a konjunkcié és a
diszjunkcié egymas dualisai.

o Kétoldali disztributivitas:

o (AV(BAQC) <= ((AVB)AN(AV ()
o (AN(BV Q)<= (AANB)V(AAQ))

@ Elnyelési tulajdonsag

o (AN (BVA)) = A
o (AV(BAA)) = A
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Az igazsagfunktorok tulajdonsagai

De Morgan torvények

Mit allitunk akkor, amikor egy konjunkciét tagadunk?
Mit allitunk akkor amikor egy diszjunkcié tagadunk?
—-(AAB) < (-AV -B)

—(AV B) < (AN -B)

@ A De Morgan torvények bizonyitasa.

Al B|-A| B (‘!A/\‘!B) (A\/ B) —l(A\/ B)
00 1 1 1 0 1
01 1 0 0 1 0
110] 0 1 0 1 0
1110 0 0 1 0
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Az igazsagfunktorok tulajdonsagai

o | O
—

2
@ Az implikacié igazsagtablazata: 0
1

o F(ADA)
@ Modus ponens (levalasztasi szabaly): {(A D B),A} E B

@ Modus tollens (indirekt cafolas sémaja):
{(A> B),-B} E -A

@ Lancszabaly: {(AD> B),(BD> C)} E(AD ()
@ Redukcié ad abszurdum: {(A D B),(A D> =B)} F -A
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Az igazsagfunktorok tulajdonsagai

e “AF (AD B)

e BE(ADB)

o Athelyezési torveny: ((AAB) D C) & (AD (B D (C))

e Kontrapozicié: (AD B) & (-B D —A)

o (AD-A)F-A

o (ADAEA

e (AD(BD ()= ((ADB)D(AD(0))

o F(AD(-ADB))

o (AVB)D ()= ((ADC)An(BD())

o Az {A1,As,..., A} EA (AL, A, ..., Ap, A € Form) akkor és
csak akkor, ha az (A1 ANAx A---ANA,) D A) formula érvényes.
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Az igazsagfunktorok tulajdonsagai

=10 1
@ Az ekvivalencia igazsagtablazata: 0 | 1 0
110 1
o F(A=A)
o F(A=-A)
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Az igazsagfunktorok tulajdonsagai

KifejezhetSség

(AD B) < —~(AA—-B)
(ADB) & (-AV B)
(ANB) < =(AD —B)

(AV B) < (-AD B)

(AV B) & —=(-AA-B)

(AN B) & —(-AV -B)
(A=B)< ((ADB)A(BDA)
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Az igazsagfunktorok tulajdonsagai

Az igazsagfunktorok elmélete

@ A bazis fogalma: Igazsagfunktorok egy olyan halmazat értjiik
bazison, amelynek elemeivel minden igazsagfunktor kifejezhetd.

o Példaul: {—, D} {—, A},
° {—|, D}Z
QO (pAg) = ~(pD—q)
Q@ (pvVag)=(-pDq)
o Sheffer mivelet: (p|q) <der (P A q)
o Sem-sem miivelet: (p || q) Sder (—p A —q)
o Megjegyzés: Mind a Sheffer, mind a sem—sem miivelet
onmagaban bazist alkot.

A klasszikus nulladrendii logika

Normalformak

Definicié

Ha p € Con, akkor a p,—p formulakat literalnak nevezziik (p a
literal alapja).

Definicié

Ha az A formula literal vagy kiilonbéz6 alapa literalok konjunkcidja,
akkor A-t elemi konjunkcionak nevezziik.

Definicié

Ha az A formula literal vagy kiilonb6z6 alapi literdlok diszjunkcidja,
akkor A-t elemi diszjunkcionak (vagy kloznak) nevezziik.




A klasszikus nulladrendii logika
oce

Normalformak

Definicié

Elemi konjunkcick diszjunkcisjat diszjunktiv normalformanak
nevezziik.

Definicié

Elemi diszjunkcick konjunkciojat konjunktiv normalformanak
nevezziik.

Az allitaslogika minden formuldjahoz létezik vele logikailag
ekvivalens normalforma.
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Zardjelelhagyasi konvenciék

@ A konvenciok célja az egyértelmii olvashatésag fenntartasa
mellett a formulakban el6fordulé zaréjelek szamanak a
csokkentése.

@ A létrejott jelsorozatok betii szerint nem formulak, de
egyértelmiien elGallithaté belsliik egy formula.

@ A tovabbiakban az egyszeriiség kedvéért az igy létrejott
jelsorozatokat is formulaknak nevezziik, s hasznalatukkor
mindig a bel6liik egyértelmien elGallithaté formulakra
gondolunk.

o A legkiils6 zaréjelpar mindig elhagyhaté.
@ A kétargumentumi logikai konstansok els6bbségi sorrendje:
AV, D, =

@ A negacio erésebb barmely kétargumentumu logikai
konstansnal.
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Zardjelelhagyasi konvenciék

@ Az azonos kétargumentumi logikai konstansok egymas kozotti
els6bbségét a balrél jobbra szabaly rendezi: el6szor mindig a
bal oldali formulat tekintjiik kiillon miveleti komponensnek.

Megjegyzés

@ A szabalynak csak az implikaciénal van jelentésége:

e azAD B D C ,formula” egyértelmiien zarojelezett alakja:
(AD(BDCQ)),

@ A konjunkcié és a diszjunkcio esetében a miiveltek
asszociativitasa miatt a szabalyt nem kévetd zardjelezések is
logikailag ekvivalens formulat eredményeznek. Pl.: az
AN B A C formula” egyértelmiien zaréjelezett alakja:

(AA(BAC)[& (AN B)A Q).

A klasszikus allitaskalkulus

Legyen L(©) = (LC, Con, Form) a klasszikus &llitaslogika nyelve

(LC={=,2,()})

A klasszikus allitaskalkulus aximasémai (alapsémai):
o (A1) AD (B D A)
o (A2: (AD(BDC(C))D((ADB)D(AD())
e (A3): (FAD-B)D>(BDA)

o Az alapsémak (axomasémak) szabalyos behelyettesitésén olyan
formulakat értiink, amelyek valamely alapsémabdl a benne

szerepld betiik tetszéleges formulaval valé helyettesitése atjan
jonnek létre.

@ A klasszikus allitaskalkulus alapformulai (axiomai) az
alapsémak (axiomasémak) szabalyos behelyettesitései.




A klasszikus allitaskalkulus

o Az alapsémak (axomasémak) szabalyos behelyettesitésén olyan
formulakat értiink, amelyek valamely alapsémabdl a benne
szerepl6 betiik tetszéleges formulaval valé helyettesitése datjan
jonnek létre.

@ A klasszikus allitaskalkulus alapformulai (axiomai) az
alapsémak (axiomasémak) szabélyos behelyettesitései.

_4
Definicid

A szintaktikai kévetkezményrelacio strukturalis induktiv definicidja:

@ Legyen C Form,A € Form. AT formulahalmaznak
szintaktikai kbvetkezménye az A formula (I' = A), ha az
alabbiak valamelyike teljesiil:

©Q ha AcT, akkorT - A;

@ ha A alapformula (axioma), akkor T = A;
© hal B, ésTFBDA, akkor T = A.

A természetes levezetés rendszere

Definicid

Legyen I C Form, A € Form. Ha az A formula szintaktikai
kévetkezménye a I formulahalmaznak, akkor a T - A’ jelsorozatot
szekvencianak nevezziik.

A természetes levezetés technikajanak alapveté szabalya a
dedukciétételen alapul.

Dedukciotétel: HaT U {A} + B, akkor T - A D B.

v

Masként felirva:

AL B
-A>B

Bizonyitas: gyakorlaton



A természetes levezetés rendszere

Strukturalis szabalyok

Legyen a tovabbiakban ' A C Form, A, B, C, € Form.

Az azonossag torvénye

AFA

A bdévités szabalya

A
[ BF A

A sziikités szabalya

[B,B,AFA
[ B.AFA

A természetes levezetés rendszere

Strukturalis szabalyok

A felcserélés (permutalas) szabalya

[B,C,AF A
C.B.AF A

A felcserélés (permutalas) szabalya:

A metszet szabaly (vagas szabalya)

M=A AAEB

A metszet szabaly (vagas szabalya): AL B




A természetes levezetés rendszere

Logikai szabalyok

Az implikaci6 (bevezetd, illetve alkalmazd) szabalyai

r=A [FADB

(5 2) [+ B

A konjunkcié szabalyai

[FA B
[-AAB

A BFC

(A1)

(A 2)

IMAABFEC

A diszjunkcié szabalyai

[ A e B
V1) Fave V2) Fave
way DARC EBIC

' FAVBE C

A természetes levezetés rendszere

Logikai szabalyok

A negacié szabalyai
A-B MAF =B

[ ——A
- -2) — 2

[=A

A (materialis) ekvivalencia szabalyai

= 1) A- B B A
- rTFA=B

_ r[FA TFHA=B
(= 2) r-B

_ [FB TFA=B
(=3) - A
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