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I. VEKTORTEREK, EUKLIDESZI TEREK,
METRIKUS TEREK

1. Vektortér, euklideszi tér és metrikus tér fogalma

1. Definicié. Legyen adott egy V halmaz (elemeit vektoroknak nevezziik).
Tegytik fel, hogy értelmezve van két miivelet:
— a vektorok Osszeadasa, melyet z,y € V-re x + vy ,
— a skalarral val6 szorzas, melyet x € VA X € R esetén
Az jelol.
V-t e két miivelettel vektortérnek, (vagy linedris térnek) nevezziik, ha
Va,y,2z€ V, A\, u € R esetén

1) z4+y=y+=x (kommutativités),
2) v+ @y+z)=(+y +2 (asszociativitas),
3) J30eV, z+0=2x (nullelem létezése),
4) VeeV,3 —zeV, z+(—x)=0 (inverzelem létezése),
5 l-z=u,

6) AMpz) = (Au)z

7 A+ pz = e+ px, Mz+y) = r+ Ay (disztributivitds).

2. Definicié. Ha V egy vektortér, akkor a (,) : V x V — R fiiggvényt

skalaris, vagy belsOszorzatnak nevezziik, ha V z,y,z € VA A\, u € R esetén
1) (z,y)=(y.2),

2) {z+y,2) = (2,2) +(9,2)

3) (Ax,y) = A<av y)

4) (z,z) >0, (z,2) =0 <= 2=0

teljesiil.

3. Definicié. Egy V vektorteret, rajta egy skaldris (vagy belsd) szorzattal,
belsOszorzattérnek, vagy (néha csak valds értékili skaldris szorzat esetén)
euklideszi térnek neveziink.

4. Definicié. Ha V belsészorzattér, akkor az x € V vektor hosszan, vagy
euklideszi norméjan az ||z| = /(z,z) szdmot értjik.



1. Tétel. Az euklideszi normara teljesiil:
1) |z >0, |z]| =0 <= z=0, VzeV,
2) |Az|l = A ||zl VeeV, AeR,
3) Me+yl <lzll+lyll  VazyeV.

Bizonyitds. Gyakorlaton.

Megjegyzés: Minden az 1)-3) tulajdonsdgot teljesité || . || : V — R fiige-
vényt normanak neveziink V-n.

5. Definicié. Ha V bels8szorzattér (vagy euklideszi tér) akkor az x,y € V
vektorok euklideszi tdvolsiagdn a d(z,y) = |z — y|| szdmot értjik és azt
mondjuk, hogy ad:V x V — R fliggvény tavolsag, vagy metrika V-ben.

2. Tétel. A V-beli euklideszi tavolsagra teljesiil:
1) d(z,y) >0, dz,y)=0 << z=y, Va,yeV ,
2) d(z,y) =d(y,z) Va,yeV ,
3) d(z,z) <d(z,y) +d(y,2) Va,y,2€V .

Bizonyitds. A norma tulajdonsigai alapjan egyszerii, gyakorlaton.

6. Definicié. Legyen X egy nemiires halmaz. Ha értelmezve van egy
d: X x X — R figgvény az

) d(z,y) >0, dz,y)=0 < z=y, VzyeX,

2) d(z,y) =d(y,z) VzyeX,

3) d(z,z) <d(z,y)+d(y,2) Vaz,yzeX
tulajdonsagokkal, akkor azt mondjuk, hogy d metrika X-en és X-et metrikus
térnek nevezziik. Jelolés: (X, d).

Megjegyzés: Rad(x,y) = |x—y|, migaV euklideszi tér a d(z,y) = ||lx—y||
metrikdval metrikus tér.

7. Definicié. Legyen (X, d) metrikus tér. Az a € X r (> 0) sugard nyilt
gombkérnyezetén a K(a,r) = {z € X | d(z,a) < r} halmazt értjiik.

8. Definicié. Legyen (X, d) metrikus tér. H C X korldtos, ha H = () vagy
H # ] esetén I r € R, hogy V z,y € H-ra d(z,y) <.
Ekkor a diam H = sup{d(z,y) | =,y € H} szdmot H dtmér8jének nevezziik.
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Megjegyzés: Egyszeriien beldthat6, hogy H C X (H # 0) pontosan akkor
korlatos, ha 3 a € X A3 r € R, hogy d(z,a) <r ¥V x € H esetén.

2. Az R" euklideszi tér

1. Definicié. Legyen R! = R, és ha n € N-re mar R" értelmezett, akkor
R™T1 = R" xR. R™ elemeit (z1,...,z,)-nel jeloljiik és rendezett valds szdm
n-eseknek nevezziik, ahol

(1, Tn) = Y1y oy Yn) < T1=Yl,--sTn = Yn -

Ha z = (z1,...,2z,) € R™, akkor az x;-ket az x koordinatainak, R™ elemeit
pontoknak, vagy vektoroknak is nevezziik.

1 n

Szokasos az R™ = Rx- - - xR jel6lés is és azt is mondjuk, az R™ R 6nmagéaval
vett n-szeres Descartes-szorzata.
2. Definicié. Legyen adott az R™ halmaz és értelmezziik benne az Gsszea-
dés és skalarral valé szorzas miiveletét

r+y=(x1+y1, . Tn +Yn), illetve Az = (Azy,...,Az,)
szerint, ha © = (z1,...,2,), ¥y = (Y1,...,yn) ER®” A AER.
1. Tétel. R™ a most értelmezett két miivelettel vektortér (vagy linedris
tér).
Bizonyitds. A vektortér 1)-7) tulajdonsdgai egyszerlien ellendrizheték. A

1 n
nullelem: 0 = (0,...,0) .

2. Tétel. Hax = (x1,...,2pn), y= (Y1,---,Yn) ER™,
(z,y) =211+ + TnYn

skaldris (vagy bels6) szorzat R™-ben.

Bizonyitds. A belsGszorzat 1)-4) tulajdonsdganak ellendrzésével.

3. Tétel. Haz = (x1,..., = (Y1,...,Yn) € R, akkor az

[zl = v/ (z, ) Z vy, lletve d(z,y) = [lz —yll = Z( —vi)?

1= 1=



szerint definidlt norma, illetve tavolsdg (metrika) teljesiti a norma, illetve
metrika tulajdonsagait.

Bizonyitds. Egyszeri (feladat).

Megjegyzések:

1. A 2., 3. tételben definidlt skaldris (belsd) szorzattal, norméval, illetve
téavolsdggal (metrikdval) R™ euklideszi tér, euklideszi normdval és metri-
kéval. (R™,d)-t n-dimenziés euklideszi térnek is nevezik.

2. Han =1, gy a d(z,y) = |z — y| (z,y € R) tdvolsdggal (R!,d) = (R,d)
metrikus tér, hiszen d teljesiti a metrika 3 tulajdonsagat.

3. Az a € R" pont (vektor) r sugaru nyilt gdmbkdrnyezete a
K(a,r) ={z € R" | d(z,a) < r}
halmaz, ahol d az R™-beli euklideszi tavolsag.

4. A korldtossdg és az dtmérd fogalma (R™, d)-ben ugyanaz mint (X, d)-ben.
Igaz tovabba, hogy H C (R™,d) <= korldtos, ha 3r e R, H C K(0,r)
(azaz ||z|| < r ¥V x € H).

3. R" és metrikus tér topoldgiaja

Az (R", d) konkrét és az (X, d) absztrakt metrikus terekben egy a € (R™, d)V
(X,d) vektor, pont vagy elem r > 0 sugard nyilt gémbkornyezetén a
K(a,r) ={z € R"V X | d(z,a) < r} halmazt értettiik, ahol a

d(z,a) = |1z — a = ; (s — a;)?

R™-beli, vagy pedig a 2.6. definiciéban szerepld 1.-3. tulajdonsdgu d(x,a)
metrika szerepel. Ha sziikséges a megkiilonboztetés, akkor szokas a dgn,
illetve dx jelolés is az R™, illetve X-beli tdvolsdgra (metrikdra).

1. Definicié. Legyen adott F C (R",d) V (X, d) halmaz. Azt mondjuk,

hogy
— z € E bels6 pontja E-nek, ha 3 K(z,r), hogy K(z,r) C E;
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— z € R" vV X kiils6 pontja F-nek, ha bels6é pontja C E-nek
(azaz 3 K(z,r), K(z,r)NE = 0);
— z € R" V X hatarpontja EF-nek, ha nem belsé és nem kiilsé pontja
(azaz ¥V K(z,r)re K(z,m1)NE#0 N K(z,r)NCE # ().
A Dbels§ pontok halmazdt E belsejének, a hatdrpontok halmazdt F hatara-
nak nevezziik.

2. Definicié. Az E C (R",d) V (X,d) halmazt nyiltnak nevezziik, ha
minden pontja bels6é pont; zartnak nevezziik, ha CE nyilt.

1. Tétel. Az (R",d)V (X,d) metrikus terekben igazak a kévetkezdk:
1) R™V X A( nyilt halmazok,
2) nyilt halmazok egyesitése nyilt,
3) véges sok nyilt halmaz metszete nyilt,
illetve
4) R™V X A0 zdrt halmazok,
5) zért halmazok metszete zdrt,
6) véges sok zart halmaz egyesitése zart.

3. Definicié. Legyen adott E C (R"*,d) V (X,d). Az g € R™ V X pontot
az E halmaz torl6dasi pontjdnak nevezziik, ha V K(zg,r) (R™V X-beli)
kornyezet tartalmaz xo-t6l kiilonb6zé E-beli pontot, azaz (K (xg,7)\{zo})N
E #0.

xg € F izoldlt pontja E-nek, ha nem torlédési pontja, azaz 3 K (z, 1), hogy
(K(zo,7)\{zo}) N E = 0. F torlédési pontjainak halmazit szokds E’-vel
jelolni.

2. Tétel. AzE C (R",d)V(X,d) < zdrt, ha E' C E (azaz tartalmazza
minden torléddsi pontjdt).

3. Tétel (Bolzano-Weierstrass). V .S C R" korldtos végtelen halmaz-
nak létezik torloddsi pontja.

Megjegyzés: A tétel metrikus térben altaldban nem igaz.

4. Definicié. Nyilt halmazok egy {o, } rendszere az S C R™V X halmaznak
egy nyilt lefedése, ha S C | o,.



5. Definicié. A K C R"V X halmaz kompakt, ha minden nyilt lefedésébdl
kivalaszthaté véges sok halmaz, mely lefedi K-t.

4. Tétel.
A) (Heine-Borel) Egy K C R"™ halmaz <= kompakt, ha korldtos és
zart.

B) Ha K C (X,d) kompakt, akkor korlatos és zdrt.

6. Definicié. Az (X,d) metrikus tér Osszefiiggd, ha nem létezik X-nek
olyan nemiires o1, 0o nyilt részhalmaza, hogy o1 Nos =0 és 0y U os = X.
A H (# 0) C X osszefiiggd X-ben ha (H,d) 6sszefiiggd metrikus tér. (A
d metrika H x H-ra valé leszlikitését is d-vel jeloljik, és (H,d) valéban
metrikus tér.)

5. Tétel. (R",d) Osszeliiggd.
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10)

11)

Feladatsor

Bizonyitsa be az 1.1. tételt.
Bizonyitsa be az 1.2. tételt.
Bizonyitsa be, hogy H C RVR"V X <= korlatos, ha3a € RVR"VX
ésr >0, hogy H C K(a,r).

Bizonyitsa be, hogy R™ a benne értelmezett dsszeadassal és skalarral vald
szorzéssal vektortér.

Adottak az x = (1,5,5) , y = (—2,2,3) R3-beli vektorok, hatdrozza meg
azx+y, r—yY, 3r — Y vektorokat.

Bizonyitsa be a 2.2. tételt.

Bizonyitsa be a 2.3. tételt.

Bizonyitsa be, hogy (R",d), illetve (X,d)-beli nyilt kornyezetek nyilt
halmazok.

Legyen A = {(x,y) | z,y € (0,1) ; z,y € Q} C R?. Hatérozza meg A
torlédasi pontjait, hatdrpontjait. Vizsgédlja meg, hogy A nyilt, vagy zart
halmaz-e?

Legyen H C R" (n > 2) és H; (i = 1,...,n) a H elemeinek i-edik
koordinataibol &llé halmaz. Bizonyitsa be, hogy H <= korlatos, ha
Y H; korlatos (R, d)-ben.

Bizonyitsa be, hogy egy metrikus tér minden véges részhalmaza kompakt.

11



12



II. A RIEMANN-INTEGRAL
ALTALANOSITASA ES ALKALMAZASA

1. Korlatos valtozasu fiiggvények

1. Definicié. Legyen f : [a,b] — R adott fiiggvény,
P ={a=uwp,21,...,2, = b}

[a,b] egy felosztdsa. A
n—1

(1) V(S [a,8], P) = Y |f (wrg) = f o))
k=0

......

nevezzik.

2. Definicié. Legyen f : [a,b] — R adott, P az [a,b] egy tetszSleges fel-
osztasa, akkor a

@) V() = sup V(e P) = sup S Flane) — )]
k=0

szdmot az f fliggvény [a,b] feletti teljes (totdlis) valtozdsdnak (varidcio-
jénak) nevezziik.

3. Definicié. Az f : [a,b] — R fiiggvény korldtos véltozésu [a, b]-n, ha
3) V(f;[a,b]) <400

teljesiil.

1. Tétel. Ha f : [a,b] — R monoton, akkor korldtos valtozdsii.

Bizonyitds. Ha példdul f monoton névekvs, P egy felosztdsa [a,b]-nek,
akkor f(xp1) — f(zk) >0V k-ra, gy
1

n

V<f7 [a,b],P) =

(]

(f(@rp1) = f(xr)) = f(b) = f(a) V¥ P-re,

=
Il

0

ezért V(f, [a,b]) = f(b) — f(a) < 400, amit bizonyitani kellett.

~—~
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2. Tétel. Ha f : [a,b] — R korldtos vdltozdsu, akkor korldtos.

Bizonyitds. Legyen x € [a,b] tetsz6leges, P = {a,x,b} az [a,b] egy felosz-
tasa, akkor

V(f,la,b], P) = |f(z) = fa)| + | f(0) = f(x)] < V(] [a,b]) < o0,
fgy [f(x) = fa)] <V (f,]a,b]), azaz
fla) =V (f,a,b]) < f(z) < f(a) + V(] ]a,b]),
ami adja f korlatossagat.
Megjegyzés: Egy folytonos fiiggvény nem feltétlentil korlatos valtozasu.

3. Tétel. Ha f,g: [a,b] — R korldtos véltozasi fiiggvények, akkor
f+ag, f—g, f-g:]a,bl — R korldtos valtozdsiak. Tovdabba g > o > 0

(0 € R) esetén = is korldtos véltozdsu.
g
Bizonyitds. Példaul F' = f + g-re

|F(zr1) — F(xp)| = [f(2rs1) + 9(xrr1) — flzr) — g(ze)| <

< f(@rpn) = fla)| + lg(zesr) — g(ae)]
és ezért (1) miatt

V(F,[a,b], P) < V(f,[a,b], P) + V(g,[a, b, P) ,
amibél (2) miatt
V(F,[a,b]) < V(f[a,8]) + Vg, [a,b]) < +00

kovetkezik, ami adja az allitast.
A masik két allitas hasonléan bizonyithato.

4. Tétel. Ha f : [a,b] — R adott fiiggvény, c € [a, b] tetszéleges, akkor

(4) V(f7 [a7b]) = V(f7 [a7CD +V(f7 [Cv b])
teljestil.
Kovetkezmények:

1. f:]a,b] — R akkor és csak akkor korldtos valtozdsu [a, b]-n, ha korlatos
véltozasu [a, c]-n és [c, b]-n.

2. Ha f : [a,b] — R olyan, hogy monoton az [a,a41], [a1,a2],..., [an—1,D]
intervallumokon, akkor korldtos véltozdsu [a, b]-n.
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5. Tétel (Jordan). Az f : [a,b] — R fiiggvény akkor és csak akkor
korldtos valtozdsu [a, b]-n, ha léteznek g, h : [a,b] — R monoton fiiggvények,
hogy f=g—h.

2. Riemann-Stieltjes integral

1. Definicié. Legyenek f, g : [a,b] — R korlatos fiiggvények,
P ={a=uxp,21,...,2, = b} [a,b] egy tetszOleges felosztésa, ty € [xx_1, Tk
tetszéleges. A

o(f.9.P) = 3" f(t0) - lglan) - glar-1)]
k=1

szémot az f fliggvény P felosztdshoz, és a ¢, (k = 1,...,n) értékekhez
tartozd, g-re vonatkoz6é Riemann-Stieltjes integralkozelito Gsszegének ne-
vezziik.

2. Definicié. Az f fliggvény Riemann-Stieltjes integralhaté a g fliggvényre
vonatkozdan [a, b]-n, ha [a,b] ¥V (P,) normalis felosztdssorozatéhoz tartozé
V {o(f, g, P,)) Riemann-Stieltjes integrdlkozelité dsszegsorozat konvergens.
E sorozatok (egyébként kozos) hatarértékét, a

Jim o(d,9.P) = [ dg <= ff<x>dg<x>)

szamot az f fiiggvény g-re vonatkozé Riemann-Stieltjes integraljanak ne-
vezzik [a, b]-n.

Megjegyzés: Ha g(z) =z (z € [a,b]), [ : [a,b] — R korldtos,akkor a
Riemann-Stieltjes integral a Riemann-integralt adja.

b b b b b
1. Tétel. Ha 3 [fidg, [fadg = 3 [(f1+ f2)dg = [ fidg + [ fadg.
a a a a a

Bizonyitds. A definicié kozvetlen felhaszndlasdval.

b b b b b
2. Tétel. Ha3 [fdgi, [fdgo = 3 [fd(g1 + g2) = [fdgs + [fdga.
Bizonyitds. A definici6 alapjan.

15



b b b
3. Tétel. Ha3 [fdg ésk,l € R — 3 [(kf)d(lg) = kL[ fdg.

Bizonyitds. A definici6 alapjan.

b c b b c b
4. Tétel. Haa <c<bés3 [fdg, [fdg, [fdg = [fdg= [fdg+ [ fdg.
a a C a a (&

Bizonyitds. A definici6 alapjan.

b b
5. Tétel (parcidlis integralds). Ha az [fdg és [gdf integrdlok egyike
a a

létezik, akkor a masik is és
b b b
[fdg+ [gdf = [f 4],

6. Tétel. Ha f,g : [a,b] — R, f folytonos, g korldtos véltozdsi, akkor
b

3 [ fdg és

b

[fdg

a

<M -V(g,[a,b]), ha |f| <M .

b
7. Tétel. Ha f,g: [a,b] — R, f és ¢’ folytonos, akkor 3 [ fdg és

b b
[fdg = [f(z)g'(x) dx

3. Definicié. Legyenek f = (fi,..., fn) : [a,b] = R", g:[a,b] — R adott
fiiggvények. Az f vektorértékii fiiggvénynek a g (skaldr értéki) fiiggvényre
vonatkozé Riemann-Stieltjes integréljan [a, b] felett az

b b b
b
vektort értjiik, ha az [ f;dg integralok léteznek.
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4. Definicié.
Legyenek f = (f1,...,fn) : [a,0] = R™, g=(g1,...,9n) : [a,b] — R™ adott
figgvények. Az f vektorértékii fiiggvénynek a g vektorértékii fiiggvényre
vonatkozé Riemann-Stieltjes integraljan [a, b] felett az

nop

b
[fdg =" [ fidg:

i=1%
b
szdmot értjiik, ha az [ f;dg; integralok léteznek.
a

Megjegyzések:
1. Ha a 3. definiciéban g(x) = z, z € [a,b], akkor az
b b b
a a a
vektor az f vektorértékii fiiggvény Riemann-integralja [a, b] felett, ha az
b
[ fi (i=1,...,n) Riemann-integrdlok léteznek.
a
b
2. Az [ fdg tipust Riemann-Stieltjes integralra a paragrafus 1-5. és 7. tételei
a
valtoztatas nélkiil, mig a 6. tétel kis véltoztatassal atviheto.

3. Newton-Leibniz-tétel Legyenck f,F : [a,b] — R™ olyanok, hogy [
Riemann-integralhatd, és F' = (F{,..., F}) = f, akkor

Bizonyitds:
b

b b
JE= [t [ fe) = (FLb) = Fi(a), ..., Fu(b) — Fu(a)) =

a

= (FL(b), ... Fab) = (Fi(a).. ., Fula)) = F(5) — F(a)

4. Legyen f : [a,b] — R™ Riemann-integralhato, akkor || f|| is az, és

b b
JE < UL

17



3. Gorbék ivhossza

1. Definicié. Az f = (f1,...,fn) : [a,0] — R™ folytonos fiiggvényt
R™-beli gorbének nevezziik. [a, b]-t paraméter-intervallumnak, f-t a gorbe
egy paramétereldéllitdsanak nevezziik. f(a) és f(b) a gorbe kezd§, illetve
végpontjai. Ha f(a) = f(b), akkor f zart gorbe. Ha f kolcsondsen egyér-
telmti, akkor fvnek nevezziik. N B

2. Definicié. f = (f1,..., fa) : [a,b] — R™ sima gorbe, ha f folytonosan

1-
differencidlhaté (azaz f' = (f{,..., f.) : [a,b] — R" folytonos) és

S50 (tefad)
=1
teljesiil.

3. Definicié. Az f = (f1,..., fa) : [a,b] — R™ gorbe képe a

I'= {(fl(t)77fn(t)) | te [aab]}

halmaz. (A képet — néha jelolésben is — azonositjuk a gorbével.) T egy
pontja az f gbrbe t6bbszords pontja, ha 3 (legalabb két) ¢,t" € [a, b], hogy

f(t) = f(t)

Megjegyzések:

1. A G ={(x,y) € R? | 22 + y? = 1} egységkor egy paraméteres el6allitdsa
az f = (cos,sin) : [0,27] — R? fiiggvény. Beldthaté, hogy az egységkor

sima, zart gorbe.
2. Ha a,b € R", a # 0 adott vektorok, akkor az
E={at+b= (a1t +by,...,ant +b,) eR", t € R}

ponthalmazt a b-n dthaladé @ irdnyd n-dimenzids egyenesnek nevezziik.
(At —at+be Rt e R leképezés az egyenes egy paraméteres el6alli-
tésa.)

3. Legyenz,y € R" ésx #y. Az {z+t(y—=z) [t €[0,1]} C R" halmazt az
2-et és y-t Osszekotd n-dimenzids szakasznak nevezziik. (Természetesen

dz,y) = llz =yl = | 22 (@i —9:)?, d(z,0) = [|lz]| = \/? )-

18
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4. Definicié. Legyen f = (f1,..., fau) : [a,b] — R" egy gorbe
P = {a = to,t1,...,tm = b} [a,b] egy felosztasa, |f(t;) — f(ti—1)| az f(t;)
és f(ti—1) pontokat Osszekotd szakasz hossza. Az

Uf,pP)= Z I £(t:) = fti—o)ll

szdmot az f gorbébe a P felosztdsa esetén beirt torottvonal hosszanak nevez-
ziik. (Beldthatd, hogy ha Py C P, akkor (f, P1) < ((f, P2).)

5. Definicié. Az f = (f1,...,fn) : [a,0] — R™ gorbe rektifikalhaté, ha
az {{(f,P) | P tetszOleges felosztdsa [a,b]-nek} halmaz korldtos. Az ekkor
1étez6

{(f) = sup{£(f, P)}(=({f, [a,b]))
szamot az f gorbe {vhosszanak nevezziik.

Megjegyzések:

1. Az ivhossz nem fiigg a gorbe paraméterelSallitasatol.

2. Az z,y € R" pontokat 0sszekotd szakasz ivhossza [z — y|.

3. Ha f : [a,b] — R" gorbe, c € [a,b], f rektifikdlhaté [a, b]-n, dgy
U/, [a,0]) = £(f, [a; c]) + £(f, e, b]) -

(Makai I.: Differencidlszdmités I., 88-89. oldal)

Fontos a kovetkezo:

Tétel. Legyen f = (fi,...,fn) : [a,b] — R™ sima gérbe, akkor rekti-
fikalhatd, és ivhossza

b
(£, la,0) = [ILf ()] dt =

Kovetkezmények:

1. Legyen ¢ : [a,b] — R folytonosan differencidlhaté fliggvény, akkor az
[ = (fu.f2) ¢ lab] — R? (fi(t) = t, fo(t) = g(t), t € [a,b]) ayg

grafjanak (grafikonjanak) egy paraméteres eléallitdsa, melyre
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f(t) = (1,¢'(t)) teljesiil, igy ha G jeloli a g &ltal adott gorbét, akkor
ivhosszara
b
0G) = [\/1+4¢"2(t) dt

kisvetkezik (1)-bél.

2. Tekintsiik az f = (cos, sin) : [0, 27] — R? egységkort.
Legyen s € (0,27], f_:[0,s] — R? f [0, s]-re val6 lesziikitése. Ekkor f_

az egységkor egy {ve. (1)-bdl jon, hogy

Uf,) = j\/siHQ(t) + cos2(t) dt = Ofsl dt = s

az egységkor adott ivének hossza. Ha s = 27, akkor {(f) = 27 az
egységkor keriilete. Ez adja, hogy a mi m-nk megegyezik a kozépiskolas m-
vel. s-t a PyOP; szog ivmértékének nevezziik. A 360°-os szog {vmértéke
2.

8. f = (fi,f2):[0,27] — R2, f1(t) =7 -cost, fa(t) =r-sint (t € [0,27])
az origd kozépponti r sugari kor. (1)-bél jon, hogy

27 o
(f) = \/7"2 sin(t) + 12 cos2(t) dt = [r dt = 2rm .
0 0

4. Gorbementi-integral

Definicié. Legyen g = (g1,...,9x) : [a,b] — R™ adott gorbe,

[ g(la,b]) — R™ vektorfiiggvény, hogy f = (f1,...,[n). Az f fiiggvény

g gorbementi-integraljan (jelolése [f) az fog : [a,b] — R™ fiiggvény g-re
g

vonatkozd [a, b] feletti Riemann-Stieltjes integraljat értjik (ha létezik), azaz

Ji=fFog) ds=S f(fiog) dgi

i=1a

1. Tétel. Ha g rektifikalhato [a,b]-n, f folytonos g([a,b])-n, akkor létezik
az f fiiggvény g gorbementi integralja.
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Bizonyitds. Felhaszndljuk, hogy ha g rektifikdlhato, akkor a g; fliggvények

korlatos valtozasuak. fgy mivel f; o g : [a,b] — R folytonos fiiggvény, g;
korlatos valtozasu

b b
:>E|f(fiog)dgi (izl,...,n):>E|f(iog)dg,azazfi.
a a 9

0 g)(@)|| < M, akkor |[ f| < M- (g).
g
Bizonyitds.
b nop n |
fi f Og dg Zf fzog dg;| < Z fflog dg;| <
g @ i=1% i=1 1%

n

<M-)

i=1

b
fl dgi

a

< M-£(g) .

3. Tétel. Ha ¢’ folytonos [a,b]-n, f folytonos g([a,b])-n, akkor

ff fozog (z) dz

i=19

Bizonyitds.

n

1= fGogde =S Fiog) dg =3 [0 )@)alte) do

i=1 i=1a

Tovabbi tulajdonsagok:

1. Additivitds f-re, illetve a g gorbére.

Példaul legyen g = g Ug? és 3 [f (i =
g'i

2
=21

gt

L
\b%

2. Ha g irdnyitott gorbe, —g az ellentétes irdnyitast, akkor [ f = —[f.
-9 g
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Megjegyzések: 1. R?-beli gérbék esetén a kovetkezd jelolések szokdsosak:

g-re: g9(t) = (z(t),y(1)) (€ la,b]);

free  flzy) = (Pxy), Q,y)  ((,y) € g([a,b])) ;
b
[ fore: [f=[Pt),y(t) du(t) + [Qx(t),y(t)) dy(t) =

= [Pdz+ [Qdy = [(Pdz+Q dy)
g g

Qe o o

Ilyenkor [P dz-et a g gorbementi abszcissza szerinti, JQ dy-t a g gorbe-
9 9
menti ordindta szerinti goérbementi-integralnak nevezzik, illetve azt
mondjuk, hogy [(P dz + Q dy) a (P,Q) fliiggvénypar g gérbementi in-
g

tegralja.
2. R3-beli gorbékre:

9(t) = (2(),y(1),2(t))  (t € [a,b]) ;
f(@,y,2) = (P(2,y,2),Q(2,y,2), Bz, y,2))  ((2,9,2) € g([a,0])) ;

[ = [P, y(t), 2(0)) da(®) + fQat),y(0), (t)) dy(t)+

= [(Pdx+Q dy+ R dz) .
g

Utébbit a (P, Q, R) fiiggvényharmas g gérbementi integraljanak is neve-
zik.
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Feladatsor

1) Korldtos véltozdstak-e az aldbbi fliggvények:
fi(z) =sin® x (x €[0,7]); folz) =230 +4 (x €[0,2]).
2) Legyen

flz)=1 (z €10,1]) és g(x):{o ’xi[oag) .

1
Bizonyitsa be, hogy 3 [ f dg.
0
2 G
3) Hatérozza meg [ x° d(|z|3) értékét.
1

4) Legyen g(z) =sinz (z € [0,7]). Hatdrozza meg [z dg(x)-et.
0

1
5) Legyen g(z) = el*! (z € [-1,1]). Hatdrozza meg [ x dg(z)-et.
1

6) Hatdrozza meg az aldbbi gorbék ivhosszat:
f(t) = (3cost, 3sint, 2t) (t €[0,27]) ;
g(t) = (t, 3t%, 3t%) (te€0,2);
7) Szémitsa ki az aldbbi gorbementi integralokat, azaz [ f-et, ha:

g
(t) = (t%, 2t, t) (t€]0,1]), flx1, @0, 23) = (22 + 3, 2173, T172);

9
g a(2,0,1) és (2,0,4) pontokat Osszekotd iranyitott egyenes szakasz,
f(lL'l,SUQ,.Tg) = (2$1, 731’2; .Tg),
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II1I. SOROZATOK R™-BEN ES
METRIKUS TERBEN

1. Alapfogalmak és kapcsolatuk

1. Definicié. Egy f: N — RF v (X, d) fiiggvényt R* v (X, d)-beli sorozat-
nak neveziink. A sorozat n-edik tagjit f(n), an, x, (vagy mds) jeloli.
A sorozat elemeinek halmazira az {a,} vagy {z,} (vagy mads) jelolést
haszndlunk. Magét a sorozatot az {(ay,), vagy (x,) (vagy mds) szimbdélummal
jeléljiik.

2. Definicié. (korldtossdg) Az (z,) R¥ Vv (X,d)-beli sorozat korlatos, ha
{z,} korlatos.

3. Definicié. (konvergencia) Az (z,,) R*V (X, d)-beli sorozat konvergens,
ha 3z € R* v (X,d), hogy V & > 0 esetén 3 n(e) € N, hogy ¥V n > n(e)-ra
(n € N) d(z,2,) = ||z — n|| < € teljesiil. Az z € RF v (X,d) szdmot
(vektort, elemet) (x,) hatdrértékének nevezziik. Azt, hogy (x,) konvergens
és hatarértéke x, igy jeloljik: nan;O Ty = T vagy T, — T.

Megjegyzések:

1. A kornyezet fogalmat felhasznalva a konvergencia un. , kérnyezetes” defi-
niciéjat kapjuk: az (z,) sorozat konvergens, ha 3 x € R* v (X, d), hogy
V K(x,¢)-hoz 3 n(e) € N, hogy V n > n(e)-ra x,, € K(z,¢) teljesiil.

2. Egyszeriien beldthaté, hogy z, — x <= V K(x,¢)-re x, € K(z,¢)
legfeljebb véges sok n € N kivételével.

4. Definicié. (divergencia) Az (z,) R*V (X, d)-beli sorozat divergens, ha
nem konvergens, azaz ha V x esetén 3 ¢ > 0 (VK (z,¢)), hogy V n(e) € N-re
In >nl(e), hogy d(z,z,) > e (V a, ¢ K(z,¢)).

1. Tétel (a hatarérték egyértelmiisége). Ha (z,) RF Vv (X, d)-beli
konvergens sorozat, akkor egy hatarértéke van (azaz x, — a és x, — b —
a="b).

Bizonyitds. Lasd Kalkulus I., III.1., 1. tétel bizonyitasa.
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2. Tétel (konvergencia és korlatossag). Ha az (r,) (R¥V (X,d)-beli)
sorozat konvergens, akkor korlatos.

Bizonyitds. Lasd Kalkulus I., III1.1., 2. tétel bizonyitasa.

4. Tétel. Az (z,) RF¥-beli sorozat <= konvergens és hatdrértéke z € R*,

ha x,, = (T1n, ..., Tkn) jeloléssel az (x1y,), ..., (Tk,) (Ugynevezett koordina-
ta) sorozatok konvergensek és az x = (x1,...,xy) jeloléssel x;p — x;
(i=1,...,k).

PELDA: Hatdrozza meg az

n+1 1
In+2 n2+1

sorozat hatarértékét!

2. Sorozatok és miiveletek, illetve rendezés

Definicié. Ha (x,,) és (y,) R¥-beli sorozatok, A € R tetszéleges, akkor az
(Tn) + (yn) = (@n+uyn) 5 Man) = (Azp)

szerint definidlt sorozatokat az adott sorozatok Osszegének illetve A-szoro-
sanak nevezziik.

Tétel. Legyen (z,,) és (y,) RF-beli sorozat, A € R tetszbleges, hogy =, — x
és yn — y, akkor (x,) + (yn) és A\(x,) konvergensek és x, + y, — x + y,
ALy, — AT

Bizonyitds. Lésd Kalkulus I., TI1.2., 1. tétel bizonyitdsa (az a) részben az
abszolttérték helyett R*-beli euklideszi normét kell frni).

3. Részsorozatok

1. Definicié. Legyen (a,) R* v (X,d)-beli sorozat. Ha ¢ : N — N
szigoriian monoton névekve és b, = a,(y), akkor (b,)-t az (a,) részsoro-
zatanak nevezziik.
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1. Tétel. Ha az (a,) konvergens és hatdrértéke a akkor V (b, ) részsoroza-
tara b, — a teljestil.

Bizonyitds. Lasd Kalkulus I., II1.3., 1. tétel bizonyitésa.

Megjegyzés: A tétel megforditasa nem igaz, de ha egy sorozat két disz-
junkt részsorozatra bonthatd, melyek hatarértéke ugyanaz, akkor az a soro-
zatnak is hatarértéke.

2. Tétel (Bolzano-Weierstrass-féle kivalasztdasi tétel). Ha az (a,)
RE-beli sorozat korlatos, akkor létezik konvergens részsorozata.

Bizonyitds. Lasd Kalkulus I., II1.3., 2. tétel bizonyitdsa (a € R helyett
a € R*-t kell {rni).

4. Cauchy-sorozatok

1. Definicié. Az (a,) R¥ v (X, d)-beli sorozatot Cauchy-sorozatnak ne-
vezzik, ha V & > 0 esetén 3 n(e) € N, hogy V p,q > n(e) (p,q € N) esetén
d(ap,aq) < €.

Tétel (Cauchy-féle konvergencia kritérium).
Az (z,) R*-beli sorozat <= konvergens, ha Cauchy-sorozat. ((X,d)-ben
dltaldban csak az igaz, hogy minden konvergens sorozat Cauchy-sorozat).

Bizonyitds. Lasd Kalkulus 1., TI1.3., 4. tétel bizonyitdsa (z € R helyett
r € RF-t, R helyett R¥-t kell frni).

2. Definicié. Az (X, d) metrikus teret teljesnek nevezziik, ha benne min-
den Cauchy-sorozat konvergens.

Megjegyzés: R* teljes metrikus tér.
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IV. TOBBVALTOZOS ES VEKTORERTEKU
FUGGVENYEK FOLYTONOSSAGA,
HATARERTEKE

1. Alapfogalmak

1. Definicié. Az f: EC (X,d) = R, f: EC(X,dx)— (Y,dy), tipusi
fliggvényeket valds értéki, illetve metrikus teret metrikus térbe képez6 fiigg-
vénynek nevezziik.

2. Definicié. Az f: E C (X,dx) — (Y,dy) fuggvény korlatos, ha f(E)
korlatos.

Az f: E C (X,d) — R fiiggvény alulrdl (feliilr8l) korldtos, ha f(E) alulrdl
(feliilr8l) korlétos.

Asup f(E), inf f(E) szdmokat az f pontos felsd, illetve pontos alsé korlatjanak
(supremumadnak, illetve infimuménak) nevezziik E-n.

3. Definicié. Haaz f : E C (X,d) — R fiiggvény esetén létezik 21, z9 € E,
hogy

sup f(E) = f(z1), inf f(E) = f(z2) ,
akkor azt mondjuk, hogy f-nek létezik abszolit maximuma, illetve mini-
muma E-n. Az f : E C (X,d) — R figgvénynek az o € E-ben helyi
(lokalis) maximuma, illetve minimuma van, ha létezik K (zo,d), hogy x €
K(zg,6) N E-re f(x) < f(xg), illetve f(x) > f(xo) teljesiil.

2. Folytonossag fogalma

1. Definicié. Az f: E C (X,dx) — (Y,dy) fiiggvény az xy € E pontban
folytonos, ha ¥V e > 0-hoz 3 d(¢) > 0, hogy Vz € E, dx(x,x0) < d(¢) esetén
dy (f(z), £(0)) < c.

Az f: EC (X,dx) — (Y,dy) fiiggvény folytonos az A C E halmazon, ha
A minden pontjaban folytonos.

29



Megjegyzések:

1. Specidlisan az f : E C (R",d) — (R™,d) fiiggvény az xg € F pontban
folytonos, ha V € > 0-hoz 3 6(¢) > 0, hogy ¥V = € E, ||z — zo|lr» < (¢)
esetén || f(z) — f(zo)|rm < €.

2. Megfogalmazhaté az tgynevezett kornyezetes valtozat is:

Az f: E C(X,dx) — (Y,dy) fuggvény az x¢ € E pontban folytonos, ha
V Ky (f(xz0),&)-hoz 3 Kx(x0,0(¢)), hogyVz € E, © € Kx(x0,(¢)) =
f(z) € Ky (f(z0),¢).

3. A folytonossig pontbeli (lokdlis) tulajdonsdg, amely globélissa tehetd.

1. Tétel (atviteli elv). Az f : E C (X,dx) — (Y,dy) fiiggvény akkor,
és csak akkor folytonos az xo € E pontban, ha minden xy-hoz konvergdld
E-beli (x,) sorozat esetén az (f(x,)) (Y,dy)-beli sorozat konvergens és

T f(2,) = f(xo).
Bizonyitds. Lasd Kalkulus I., V.2., 1. tétel bizonyitasa.

Megjegyzés: A folytonossag itt megadott ekvivalens megfogalmazaséat so-
rozatos vagy Heine-féle definiciéjanak nevezik.

2. Tétel. Az f: EC(X,d) -R" (f=(f1,---»fm), fi: E—R
(i=1,...,m)) fiiggvény <= folytonos az xg € E-ben ha az f; fiiggvények
mindegyike folytonos xq-ban.

Bizonyitds. Az atviteli elv és a sorozatoknal kimondott tétel segitségével

nyilvanvald.

2. Definicié. Az f: E C R — (Y,d) fuggvény balrdl (jobbrdl) folytonos
az o € E pontban, ha az f (—oo,xo] N E-re (illetve [xg, +00) N E-re) vald
lesziikitése folytonos xp-ban.

Megjegyzések:

1. A definicié adja, hogy f <= balrdl (illetve jobbrdl) folytonos xg-ban,
ha V e > 0-hoz 3 6(e) > 0, Vo € E, 29 — (e) < = < x (illetve
xo <z <z + () esetén d(f(xo), f(x)) < e.

2. Megfogalmazhaté a sorozatos valtozat is.
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3. Tétel. Az f : E C R — (Y,d) fiiggvény <= folytonos az xo-ban, ha
ott jobbrdl és balrdl is folytonos.

4. Tétel (jeltartas). Ha az f : E C (X,d) — R fiiggvény folytonos az
2o € E-ben és f(xg) # 0, akkor 3 K(x0,0) C (X,d), hogy
YV x € K(x9,9) N E, akkor sign f(xg) = sign f(z).

Bizonyitds. Lasd Kalkulus 1., V.2., 3. tétel bizonyitasa.
3. Definicié. Az f: E C (X,dx) — (Y,dy) fiiggvény egyenletesen folyto-

nos az E; C F halmazon, haVe > 03d(e) >0, Va,y € By, dx(z,y) < d(¢)
esetén dy (f(z), f(y)) < e.

3. Folytonossag és miiveletek

1. Tétel. Haaz f,g: F C (X,d) — R" fiiggvények folytonosak az xo € E-
ben, akkor az f + g és Af (A € R) is folytonosak xy-ban.

Bizonyitds. Lasd Kalkulus I., V.3., 1. tétel bizonyitésa.

2. Tétel. Haaz f,g: F C (X,d) — R fiiggvények folytonosak az xo € E-
ben, akkor az f - g és g(x) #0 (x € E) esetén g is folytonos xq-ban.

3. Tétel (az Osszetett fliggvény folytonossiga). Legyenek (X,dx),
(Y,dy),(Z,dz) metrikus terek; f : EC X =Y, g: f(F) CY — Z adott
fiiggvények. Ha f folytonos az xg € E pontban, g folytonos az yo = f(xo)-
ban, akkor a h = g o f fiiggvény folytonos az xq-ban.

Bizonyitds. Lasd Kalkulus I., V.3., 3. tétel bizonyitasa.

4. Folytonossag és topologikus fogalmak

1. Tétel (a folytonossig topologikus megfelelje).

Az f . (X,dx) — (Y,dy) fiiggvény akkor, és csak akkor folytonos X -en,
haV B C (Y,dy) nyilt halmazra f~'(B) = {z € X | f(z) € B} nyilt
(X,dx)-ben.
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2. Tétel (kompaktsig és folytonossig). Legyen E C (X, dx) kompakt
halmaz, f : E — (Y,dy) folytonos fiiggvény E-n, akkor f(E) kompakt
(Y, dy)-ban. (Réviden: kompakt halmaz folytonos képe kompakt.)

Bizonyitds. Lasd Kalkulus I., V.4., 1. tétel bizonyitésa.

Kovetkezmény:
1. HaY =R"” = f(FE) korlatos és zart.

2. Ha Y = R, akkor f felveszi F-n az abszolit minimumd&t és maximumat
(mert sup f(E) és inf f(F) is eleme f(E)-nek, ha f(E) zirt és természe-
tesen korldtos).

3. Tétel (kompaktsig és egyenletes folytonossig) (Heine).

Legyen E C (X,dx) kompakt halmaz, f : E — (Y,dy) folytonos fiiggvény
E-n, akkor f egyenletesen folytonos E-n. (Réviden: kompakt halmazon
folytonos fiiggvény egyenletesen folytonos.)

4. Tétel (Osszefiiggdség és folytonossag).
Legyen f: (X,dx) — (Y,dy) folytonos fiiggvény, E C X Osszefiiggd, akkor
f(E) is az.

5. Tétel (Bolzano). Legyen E C (X,d) dsszefiiggd, f : E — R folytonos
fiiggvény. Ha c,d € f(F), ¢ < d, akkor (¢,d) C f(E) (azaz f két érték
koézétt minden kézbensd értéket felvesz).

5. A hatarérték fogalma

1. Definicié. Az f : E C (X,dx) — (Y,dy) fiiggvénynek az o € E’
pontban 3 hatarértéke, ha 3 A € Y, hogy Ve >0 3 (e) > 0,

Ve e E, 0<dx(z,xg) <dle) = dy(f(z),A)<e.
A-t az f fiiggvény xo-beli hatarértékének nevezzik, és lim f(x) = A vagy
T—x

f(z) — A, ha x — 1z jeloléseket hasznéljuk.
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Megjegyzések:

1. Specidlisan az f : E C (R",d) — (R™,d) fiiggvényndl |z — woflg A
I f(x) — A|lgm irhatd.

2. Megfogalmazhaté a kornyezetes véaltozat is:
Az f . E C (X,dx) — (Y,dy) figgvénynek az zy € E’ pontban 3
hatérértéke, ha 3 A € Y, hogy V Ky (A, e)-hoz 3 Kx(zg,d(g)),
Ve Kx(xo,6(e))\{zo}, v € E esetén f(x) € Ky (A,e).

3. A hatéarérték létezése pontbeli tulajdonsag.

4. Az f 1 E C (X,dx) — (Y,dy) figgvénynek az xo € (X, dx)-ben nem
létezik hatdrértéke, ha o ¢ E', vagy xo € E' ésV A€ Y, Je > 0,
V() >0esetén dx € E, x € Kx(x0,0())\{zo}, f(z) ¢ Ky(A,e).

5. A hatarérték (ha létezik) egyértelmiien meghatdrozott (ez indirekt bi-
zonyitdssal — hasonléan, mint a sorozatokndl — egyszerfien beldthatd).

2. Definicié. Legyen f : E C R — (Y, d) adott fiiggvény és az x torlédési
pontja [xg, +00) N E (V(—o00,z9] N E))-nek. Az f fliggvénynek az xo-ban 3
jobb- (vagy bal-) oldali hatdrértéke, ha
FAe€eY, Ve>03de) >0, Va e E, <z < a9+ () (vagy
xo—0(e) < x < xp) = dy(f(x),A) <e.
A-t f jobb (illetve bal) oldali hatdrértékének nevezziik xo-ban, és a

lim f(z)=A= f(xo+0) vagy lim Of(x):A:f(:vng)

T—To—

x—xo+0

jelolést hasznaljuk.

Megjegyzések:

1. A definicié a lesziikités fogalmanak hasznélatdval is megfogalmazhatd
(hasonldéan a folytonossdghoz).

2. A kornyezetes atfogalmazas is megadhato.

3. Konnyen belathaté a kovetkezo:
Legyen f : E C R — (Y,d) adott fiiggvény és az xg torléddsi pontja
[0, +00)NEA(—00, zo]NE-nek. Az f fliggvénynek xzp-ban akkor, és csak
akkor 1étezik hatdrértéke, ha létezik f(xo—0) és f(xo+0) és f(xo—0) =
= f(xzg+0) = A (f hatarértéke xg-ban).
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3. Definicié. Az f : E C (X,dx) — R fiiggvények 2o € E’-ben a
hatdrértéke +oo (vagy —o0), ha V K-hoz 3 §(K) > 0, Vz € E, 0 <
< d(z,z9) < §(K) esetén f(z) > K (vagy f(z) < K).

Megjegyzések:
1. A definici6 kornyezetekkel is megfogalmazhato.

2. A 400 (vagy —o0) egyoldali hatarértékként is megfogalmazhatd.

4. Definicié. Legyen E C R feliilr6l (alulrél) nem korldtos halmaz,
f: E — (Y,d) adott fiiggvény. Az f fiiggvénynek +oo (vagy —oo)-ben
létezik hatarértéke, ha 3 A€Y, Ve>0dMeR, Vee EAx>M
(Vo < M) esetén d(f(z),A) < e. Ekkor A-t f + oo (vagy —oo)-beli
hatarértékének nevezziik, és rd a IEIEOO flz)=Av xgmoo f(z) = A jelolést

hasznéljuk.

2. Tétel (atviteli elv). Az f : E C (X,dx) — (Y,dy) fiiggvénynek az
zo € E’' pontban akkor, és csak akkor 3 hatarértéke, ha V' xg-hoz konvergdlé
(xn) : N — E\{xo} sorozat esetén 3 lim f(z,) = A.

Bizonyitds. Ugy, mint a folytonossdgnal, csak az ottani Ky (f(z¢), ) helyett
Ky (A, e)-t és az xo-beli folytonossig helyett zo-beli hatdrértéket kell mon-
dani.

3. Tétel. Az f : E C (X,d) - R" (f = (f1,.--.fn), fi + E — R)
fiiggvénynek, akkor és csak akkor létezik hatdrértéke az xg € E’-ben, ha az
fi fiiggvényeknek létezik hatarértéke xo-ban.

Bizonyitds.
Az atviteli elv és az R™-beli sorozatokra vonatkozé tételek alapjan.
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6. Hatarérték és miiveletek illetve egyenl6tlenségek

1. Tétel. Legyenek f,g : E C (X,d) — R adott fiiggvények, hogy az
9 € E'-ben lim f(z)=A A lim g(z) = B, akkor
r—xg

T—T0

a) Jim (f+9)(w) = lim [f(2) + g(w)] = A+ B
(

b Jim (\)(@) = lm M) =3, (\ERVO):
¢ lim (/- g)(x) = lim [f(x) -gla)] = A-B
d) mlggo (g) (m)zwli_{goi;ggzg, hag+#0, B#0.

Bizonyitds. Az atviteli elv és a sorozatokra vonatkozd megfeleld tételek
alapjan.

Megjegyzés: a) és b) R™-beli értékii fiiggvényrekre is megfogalmazhaté és
bizonyithaté.

2. Tétel. Ha f: E C (X,d) —» R és xy € E’, akkor ha
1
a) 3 lim |[f(x)]=4+00 = lim ——=0 (f#0);
x—xT(

5 7
b) Emlinzlof(x)zO = mlingo |f( I =400 (f#0);

Bizonyitds. Az atviteli elv és a sorozatokra vonatkozé megfelel6 tételek
alapjan.

3. Tétel. Legyenek f,g,h: E C (X,d) — R adott fiiggvények és xy € ',
akkor, ha

a) 3 lim f(x)=AA hm g(x) = BAT K(x0,9), f(z) <g(x)

x—xT(
Vae[K(z ,5)\{m0}]ﬂE = A<B;

(o
b) 3 lim f(z)=AA hm g(x) = B/\A<B = 3 K(=o,9),
)

T—xTo

fl@) <g(z VJUE[ ($07 S)\{zo}] N E;
¢) 3 K(xo,6), f(x) <h(z) <g(x) Ve [K(xo,0)\{zo}] NE
AT lim f(z)= lim g(a)=A = 3 lim h(z)=A.

T—xTo T—xT0 T—x0

Bizonyitds. Az &atviteli elv és a sorozatokra vonatkozé megfelelé tételek
alapjan.
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4. Tétel (az Osszetett fiiggvény hatarértéke). Legyenek adottak az
(X,dx), (Y,dy) és (Z,dz) metrikus terek, xo € X' és yo € Y', tovabbd
f:X\{zo} = Y\{wo}, 9: Y\{yo} — Z fiiggvények, hogy

3 lim f(z)=yo A lim gly) =4 = I lim (go f)(z)=A4.
z—wo Y=o

T—T0

Bizonyitds. Lasd Kalkulus I., VI.2., 4. tétel bizonyitasa.

7. A hatarérték és a folytonossag kapcsolata

Tétel. Legyen f: E C (X,dx) — (Y,dy) adott fiiggvény és xy € X,
xo € X'. f <= folytonos xo-ban, ha 3 lim f(x) = f(xo).
T—xo

Bizonyitds. Lasd Kalkulus 1., VI.3. fejezet tételének bizonyitédsa.

Definicié. Ha az f : E C (X,dx) — (Y,dy) fiiggvény nem folytonos az

xo € E pontban, akkor azt mondjuk, hogy =y f-nek szakadasi helye, vagy

hogy f-nek zp-ban szakadasa van.

Ha f : E C R — (Y,dy) adott fiiggvény és zo € E° (zo belss pont E-

ben), és xo szakaddsi helye f-nek, tovabba 3 . liggm+0f(x) = f(zo +0) A
—Zo

lim Of(x) = f(xg — 0), akkor azt mondjuk, f-nek xg-ban elséfaju sza-
T—x0—

kaddsa van. Ha még f(xg — 0) = f(xzo + 0), akkor azt mondjuk, hogy a
szakadds megsziintethetd.

Ha f-nek zg-ban szakaddsa van és az nem els6fajui, akkor azt mésodfaju
szakaddsnak nevezziik.
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V. A TOBBVALTOZOS FUGGVENYEK
DIFFERENCIALSZAMITASA

1. Tovabbi linearis algebrai el6ismeretek

A | Vektorterek, euklideszi terek, metrikus terek” cimii fejezetében defi-
nidltuk a vektorteret, a skalaris szorzatot, vektorok euklideszi norméjat,
vektorok euklideszi tavolsagat, illetve ezekhez kapcsolddva, specidlisan az
R™ euklideszi teret.

1. Definicié. n-szer m szam egy

ail e A1m
A= = (aij)nxm
An1 .- Apm

alaku elrendezését n x m-es matrixnak, az a;; szdmokat a matrix elemeinek
nevezziik. Ha n = m, akkor négyzetes (kvadratikus) métrixrél beszéliink.

Az n x m tipusi méatrixban a szamokat n sorba és m oszlopba helyeztiik
el. Azt a tényt, hogy egy szam az A matrix i-edik sordban és j-edik osz-
lopdban van az indexei fejezik ki, igy a;; jeloli (az elsé a sor-, a mésodik az
oszolpindex).

Két matrix azonos tipusi, ha soraik és oszlopaik szama is megegyezik.

Két métrix egyenld, ha azonos tipustak és az egymasnak megfelel6 helyen
1évé elemeik egyenloek.

Megjegyzések:

1. Az
0 ... 0
A=|: ;
0 ... 0
matrixot null-métrixnak nevezziik (azaz, ha V a;; = 0).

2. Az

a1 SN Qan1
Al =

A1lm .- Apm,
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métrixot az A métrix transzponalt matrixdnak nevezziik. (AT oszlopai
az A sorai, AT sorai A oszlopai.)

3. Ha A kvadtratikus matrix, akkor az a1y, . . ., Gnn szémok A fédiagonalisat
alkotjak.

4. Ha a kvadratikus matrix fédiagondlisdban csupa 1 &ll, a tobbi eleme pedig
nulla, akkor egységmatrixrél beszéliink:

1 ... 0
E= ' :

2. Definicié. Ha A = (aij)nxm, B = (bij)nxm adott matrixok, akkor
Osszegiik az a C' n X n-es méatrix, melyre

C=A+B= (aij + bij)nxm = (Cij)nxm .
Az A = (aij)nxm matrix A € R skaldrral valé szorzata a
)\A = ()\aij)nxm
matrix.
Az n x m-es métrixok e két miiveletre nézve vektorteret alkotnak.

3. Definicié. Az A = (aik)nxm 68 a B = (bg;)mxp matrixok szorzata az a
C' n x p tipust méatrix, melyben
m
cij = Y Girbiy,
k=1
azaz

A-B=C=(¢ij)axp= (Zaikbkj)
k=1

nxp

1. Tétel. A mdtrixszorzas fontosabb tulajdonsdgai:
A-(B-C)=(A-B)-C,
A-(B+C)=A-B+A-C, (A+B)-C=A-C+B-C,
(M)-B=XA-B)=A-(\B),

(altaldban: A-B # B - A).
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Az 1 x n tipusi matrixot sormatrixnak, mig az n x 1 tipusiut oszl-
opmatrixnak nevezzik. Az

(T1,. ., 2pn) = (1 ... Tp)

Z1
(T1,...,2n) —
Ty
kolesonosen egyértelmii megfeleltetések linedris izomorfiat adnak R™ vala-

mint az 1 xn, illetve n x 1 tipust métrixok vektorterei kozott. A kovetkezdk-
ben R" elemeit, ha mast nem mondunk, oszlopmatrixokkal reprezentéljuk.

4. Definicié. Az A kvadratikus métrix invertalhat6, ha létezik olyan X
matrix, melyre

AX=XA=F

(ha A n x n tipust, akkor 1étezik n x n tipusi egységmaétrix). X-et az A
inverz matrixanak nevezziik.

2. Tétel. Ha A invertalhatd, akkor csak egy inverze van. (Ha A invertdl-
haté, tgy inverzét A~! jeloli, erre AA™! = A71A = E teljesiil.) Ha A
invertdlhatd, gy inverze is az és (A=1)~1 = A. Ha A és B invertalhatd,
akkor (AB)™! = B™'A~!. Ha A invertalhaté, tigy (AT)™' = (A=1)T.

5. Definicié. Egy A = (ai;)nxn kvadratikus métrixhoz rendeljiink hozza
egy valds szamot ugy, hogy:

— minden sorbdl kivéilasztunk pontosan egy elemet gy, hogy minden
oszlopbdl is ki legyen valasztva pontosan egy elem,

— ezen elemeket Osszeszorozzuk és pozitiv vagy negativ elgjellel latjuk el
aszerint, hogy a kivédlasztott elemek (amennyiben sorindexeik termé-
szetes sorrendben vannak) oszlopindexeinek permutécidjdban az in-
verzidk (felcserélt elemek) szdma pdros vagy pdratlan.

— a tagokat minden lehetséges médon képezve Gsszeadjuk.

Az igy kapott D szdmot az (a;j)nxn matrix determindnsanak nevezziik

és
ail e A1n
D=1 C =14
an1 .- Ann
jeloljiik (n-edrend determinéns).
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Megjegyzések:

1. D= Y (=1)’aix, ... ank,, ahol T a ky, ..., k, permuticiéban 1év6
kl»--w’%z

inverzidk szdma. Az Gsszeg n! tagot tartalmaz.
2. Példak:

ailp a2 ais
= 11012 — G120G21 a1 G2 G23 | =7
asz1 asz as3

ailr a2
a1 a2

3. Egy determinéns a;; eleméhez tartozd aldetermindnson azt az A;p n— 1-
edrendii determinanst értjiik, mely az eredetibol az i-edik sor és a k-adik
oszlop elhagydsaval adédik, elldtva a (—1)"+F elgjellel.

3. Tétel. Egy A = (aij)nxn matrix determindnsa rendelkezik az aldbbi
tulajdonsagokkal:

1) Ha valamelyik sordban (oszlopaban) csupa 0 van, akkor D = 0.

2)

ail . A1n
: . ail e A1n
)\ail . )\ain =
. . Apl .- Gpn
an1 N Apn
3)
aill e A1n ail e A1n ail “ee A1n
a;1 + bil . Qin + bln = | ;1 N Ain | + bil . bin
Anl e Ann Apl  ---  Qpn an1  ---  Qpn

4) Ha két sorat felcseréljiik értéke (—1)-szeresére valtozik.

5) Ha két sor megegyezik, értéke 0.

6) Ertéke nem valtozik, ha egyik sorahoz hozzaadjuk egy madik sorat,
vagy annak t6bbszorosét.

7) Ertéke nem valtozik, ha sorait és oszolpait felcseréljiik.

8) D= 5" a;p A (kifejtési tétel).
k=1
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Mindezek megfogalmazhatok sorok helyett oszlopokra is.

Bizonyitds. A definici6 alapjan.

4. Tétel (determindnsok szorzastétele). Két ugyanolyan rendii kvad-
ratikus matrix determinansanak szorzata egyenlG a szorzatmatrix deter-
minansaval:

|A- B| = [A]-|B|

5. Tétel. Ha az A kvadratikus matrix invetalhato, akkor a determindnsa
nem 0 (azaz A reguldris matrix).

Bizonyitds. A invertalhaté, igy létezik az A~! inverze, melyre A- A~ = E.
Igy a szorzastétel miatt

1=|B]=[A- A7 = |A]-|A7Y],
amib6l |A| # 0 kovetkezik.

6. Tétel. Ha |A| # 0 (azaz A reguldris), akkor invertdlhaté és A~1 in-
verzére:

All A21 . Anl
A_l _ i A12 A22 . Ang _ L(A)
A Do AP
Aln A2n e Ann

teljesiil, ahol A;; az A = (a;;)nxn matrix a;; eleméhez tartozé adjungdlt
aldetermindns.

Bizonyitds. Konnyen beldthatd, hogy

n 1 ji=1,
ZajsAis = 5”|A| , ahol 5@' = { . .
s=1 0 J # "

Ezutan mar

A\ & Al

nxn

kovetkezik, azaz A~! az A inverze.
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6. Definicié. Az A : R™ — R™ leképezést (transzforméciét) linedrisnak
nevezzik, ha

Alx +y) = A(x) + A(y),  Vo,y eR,
A(Az) = MA(x), Ve eR", AeR
teljestl.
Az A : R™ — R™ linedris leképezések Osszességét szokds L(R™, R™)-mel
jelolni.
Legyen A m X n-es métrix, Ugy az
Alz)=A -z (x € R™)

szerint értelmezett leképezés (transzformacié) A : R™ — R™ tipusu linedris
leképezés (transzformdcio).
Masrészt barmely A : R™ — R™ linearis leképezés

Alz)=A-x (x € R", A m x n-es métrix)

alakba frhaté.
Igy barmely A : R™ — R™ linedris leképezés azonosithaté egy A m X n-es
matrixszal.

7. Definicié. Ha A € L(R™,R™), akkor az
|A] = sup {|| A=/}
llzll<1

szamot az A linedris leképezés normajanak nevezziik.

7. Tétel. A norma fontosabb tulajdonsdgai:

[ Az || < JA]l fl[]; [A] < +o00;
1A+ B| < [lA] +1IBI}; [IAAL = AL AL
IBAI < |IBI| [|All; (A€ L(R™R™), B € LR™,R")).
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2. A differencialhatésag

A tovabbiakban olyan f: D C R®™ — R™ tipusu fliggvényekkel foglalko-
zunk, ahol D nyilt halmaz R"-ben és f = (f1,..., fm), ahol f1,..., fm az f
komponens fliggvényei. R™ és R™ elemeit is oszlopmatrixokkal reprezental-
juk (ha mdst nem mondunk).

1. Definicié. Azt mondjuk, hogy az f : D C R" — R™ fiiggvény dif-
ferencidlhaté az xo € D pontban, ha létezik egy A € L(R™,R™) linedris
leképezés, hogy

=0.

" L 15@) = (o) = A = o)l

a0 |2 — zo|[rn
Ekkor f/(zg) = A az f fliggvény xp-beli differencidlhdnyadosa, mig
df (zo,x — wo) = f'(x0)(z — @0)

az f xo-beli els6 differencidlja.

Megjegyzés: Ha f : D C R™ — R tipusu fliggvény, ugy f'(z) = A =
(a1 ... ap) 1 X n-es sormatrix, mig az els6 differencial a

d f(wo,x — x0) = Z%‘(%‘ — Toi)
i=1

Szam.

1. Tétel. Ha az 1. definiciéban (1) az A = A; és A = As esetén is teljestil,
ugy A1 = Ay (azaz a differencidlhdnyados egyértelmiien meghatdrozott).

2. Tétel. Az f: D C R" — R™ fiiggvény <= differencialhaté az x¢ € D
pontban, ha
a) létezik A € L(R™ R™) linedris leképezés és w : D C R* — R™
fiiggvény, hogy
(2) f(@) = f(xo) = Az — 20) + w(z)
w(x)

és lim ———— =0.
v ||z — 20|
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vagy
b) létezik A € L(R™,R™) linedris leképezés és w : D C R* — R™
fliggvény, hogy

3) f(@) = fzo) = Az — o) + w(@)|z — 2o
és lim w(z) = w(xg) = 0.
r—Xo
Bizonyitds.
A) Rendezés és abszolutérték képzése utdn (2) és (3) is adja (1) tel-
jestilését.

B) (1)-bdl a hatérérték definicidja és tulajdonsdgai miatt kapjuk a) és b)
és {gy (2) és (3) teljesiilését.

3. Tétel. Ha az f : D C R™ — R™ fiiggvény differencialhaté az xog € D
pontban, akkor ott folytonos is.

Bizonyitds. Elegend6 megmutatni, hogy
(%) lim |[f(z) — f(zo)[| = 0.
Tr—T0
Az el6z6 tétel b) része adja, hogy létezik A € L(R™,R™) linedris leképezés,
ésw: D CR" — R™ fliggvény, hogy lim w(z) = w(xg) =0 és
T—x0

1£ (@) = f(zo)ll = [|A(z — z0) + w(2)]lz — ol || <
< [|A(z = zo)l| + lw(@)| |z = 2oll < Al |z = 2ol + llw(@) ][ |z — 2ol

A kapott egyenl6tlenségbhdl x — xg hatdratmenettel kapjuk (x)-ot.

Megjegyzés: A tétel megforditdsa altalaban nem igaz. Példaul az

Y (2,y) £ (0,0),

fla,y) =14 Va2 +y?
0 (x,y) = (050)

fiiggvény folytonos a (0,0) pontban, de nem differencidlhato.

4. Tétel. Az f = (f1,...,fm): D CR™ - R™ fiiggvény < differencidl-
haté az xo € D pontban, ha az f; (i =1,...,m) fiiggvények differencidlha-
tok xo-ban, tovdbbd f'(x0); = fl(z0).
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3. Iranymenti és parcialis derivalt

1. Definicié. Legyen f: D C R® — R™, x5 € D ése € R™ (||e] = 1)
adott. A

fzo +te) — f(xo)
t

értéket, ha létezik, az f fliggvény xg-beli e irdnymenti differencidlhanyado-
sanak nevezziik.

Def(x0> = }E%

1. Tétel. Ha az f : D C R* — R™ fiiggvény differencialhaté az xg € D
pontban, akkor V e € R™ iranymenti derivaltja létezik és

De f(zo) = f'(z0) "€ .

Bizonyitds. Az el6z6 paragrafus 2. tételének b) részét © = xg + te,
A = f'(z0) mellet hasznélva

f(zo +te) — f(wxo)
t

B %[f’(woﬂwo +te — o) + w(wo + te)|t|] =
It

= f'(z0) e +w(xo + te)T

kovetkezik (Jt| < ¢ esetén — alkalmas ¢ mellett), ami ¢ — 0 hatdrdtmenettel
adja az allitast.

Megjegyzés: A tétel megforditasa altalaban nem igaz.

2. Definicié. Ha f = (f1,...,fm) : D CR* - R™, 2y € D és

1

e; =(0,...,0,1,0,...,0), akkor a

af; .

Dufy(x0) = 903 (2) = D, fy (o)

alL’i
(i =1,...,n, j = 1,...,m) szdmokat, ha léteznek az f j-edik kompo-
nensfliggvénye i-edik valtozdja szerinti parcidlis derivaltjainak nevezzik xo-
ban.

Megjegyzés: Ha ¢;(t) = fi(zo1,...,Toi—1,t, Toit1,-- -, Ton) ([t] <),
akkor

D;fj(xo) = ¢} (woi) -
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2. Tétel. Ha az f = (f1,...,fm) : D C R™ — R™ fiiggvény az xg € D
pontban differencidlhato, akkor ¥V D; f; parcidlis derivalt létezik és

f'(@0) = (Dif;(0))mxn
Bizonyitds.
Az el6z6 paragrafus 4. tétele adja, hogy barmelyik f; differencidlhaté zo-ban
és akkor az el6z§ tétel szerint V e-re, igy V e;-re is 3 D, fj(xo) = D; f;(x0).
Tovabba:
f(@0) = (fi(x0))mx1 € [fj(wo)li = fi(x0) - €i = De, fj(x0) = Di f;(o)

miatt kapjuk f’(zq) el6allitdsét is.

3. Tétel. Ha az f = (f1,...,fm) : D C R™ — R™ fiiggvény bdrmely
parcialis derivaltja létezik az xog € D egy K(xg,d) kérnyezetében és folyto-
nosak xg-ban, akkor f differencidlhaté xo-ban.

A 2. és 3. tétel felhasznalasdval egyszeriien bizonyithaté a kovetkezo:

4. Tétel. Ha f : D C R — R™ adott fiiggvény, akkor a kévetkezo
allitasok ekvivalensek:

a) VD;f; i=1,...,n, j=1,...,m) létezik és folytonos D-n.
b) f differencidlhaté D-n és ' : D — L(R™ R™) folytonos D-n.

Az egyvaltozés fiiggvények differencialhatésaganak fogalma és az el6bbi
tétel alapjan természetes a kovetkezo:

3. Definicié. Azt mondjuk, hogy az f : D C R® — R™ fiiggvény folyto-
nosan differencidlhaté D-n, ha

a) f differencidlhatd és f’ folytonos D-n,
vagy

b) V D, f; létezik és folytonos D-n

teljestl.

46



4. Differencialasi szabalyok

1. Tétel. Ha az f,g : D C R* — R™, XA : D — R fiiggvények diffe-
rencialhaték xg € D-ben, akkor az f + g, Af, { (A # 0) fiiggvények is
differencialhatok és

(f +9) (o) = f'(z0) + g (20),

teljestil.
Bizonyitds. A definici6 alapjan példaul az elsé esetben az

[(f + 9)(@) = (f + g)(0) = (f'(wo) + ¢'(z0)) (= — wo)|| _

[l = ol -

< [ £ (@) = fl=zo) = f'(x0)(z — o) N l9(2) = g(z0) — g'(x0)(z — z0)]|

[l = o [l = o

egyenl6tlenséghdl, x — xy hataratmenettel jon az allitas.

2. Tétel (az Gsszetett fliggvény differencidlhatésiga).
Haf:DCR" —=R™ g:EC f(D)CR™ — R* olyan, hogy f differen-
cidlhaté xo € D-ben és g differencidlhaté f(xzo)-ban, akkor az

F =go f: D — R fiiggvény differencialhaté zo-ban és

(OD) F'(z0) = ¢'(f(20)) - f'(x0) .

(D és E nyilt halmazok és (OD)-ben matrixok szorzisa szerepel.)

Megjegyzések:
1) Ha k = 1, akkor (OD) alakja

F'(zg) = (D1F(xg) ... DoF(z0)) =
Difi(zo) ... Dunfi(zo)
= (D1g(f(@a) - Dug(fl@a)) | ;
Difm(xo) ... Dnfm(wo)
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és akkor pédaul
DjF(xo) = krzj:IDkg(f(aﬁo)) . Djfk(xo) .
2) Ha k=1, n =1, akkor F(t) = g(f1(t),..., fm(t)),

F(o0) = 5 (a0) = 35 Dy (7(00) o)

3. Tétel. Legyen f : D C R®" — R", xg € D, f(xo) = yo. Tegyiik
fel, hogy g az yo egy kiérnyezetét R™-be képezd fiiggvény, hogy g(yo) = o
és g(f(z)) = id(x) ¥V & € K(xo,0). Ha f differencidlhaté x¢-ban és g
differencialhaté yo-ban, akkor

9'(yo) = (f'(wo)) ™"
(Itt (f'(x0)) 1 az f'(x¢) métrix inverzét jeloli.)

Megjegyzés: Ha egy f differencidlhaté fiiggvénynek létezik differencialha-
t6 inverze, akkor sziikségképpen f'(z) nem szinguldris métrix.

5. Kozépértéktételek és kovetkezményeik

A kovetkezOkben az egyvaltozos fiiggvényekre ismert Lagrange-féle ko-
zépértéktétel felhasznalasaval mondunk ki, illetve bizonyitunk be hasonld
tipust tételeket.

1. Tétel. Ha az f : D C R® — R fiiggvény differencidlhaté a D (nyilt)
halmazon és D tartalmazza az xo és xo + h végpontd [xg, xg + h|-val jelolt
szakaszt, akkor létezik ¢ = xg + toh (0 < to < 1) pont ezen a szakaszon,

hogy
f@o+h) = f(zo) = f(c)- I .

Bizonyitds. A
B(t) = flxo+th)  (te]0,1])

szerint definidlt fliggvény az Osszetett fliggvény differencialhatésagara vo-
natkozo tétel miatt differencialhaté és

@' (t) = f'(wo +th) - h (t €10,1])
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Tovébbé @ teljesiti az egyvaltozds Lagrange-tétel feltételeit a [0, 1] interval-
lumon, igy 3 ¢ € (0,1) (és igy ¢ = xg + toh), hogy

fao+h) = f(zo) = @(1) — 9(0) = ¥ (to) - 1 = f'(c) - h .
2. Tétel. Legyen D C R™ nyilt és konvex halmaz (azaz V¥V x1,29 € D —

[t1,22] C D). Ha f : D — R differencidlhaté D-n és 3 M € R, hogy
If'(x)]| <M (¥ x € D), akkor

[f(@) = fy)l < Mllz =yl (Va,yeD)

teljestil.

Bizonyitds. Legyen x,y € D (konvex) = [z,y] C D, igy az 1. tétel miatt
(x =x0 és y = xg + h mellett) 3 ¢ € (x,y), hogy

f@) = fy) =f -y,
melybdl

[f (@) = fW) =1 )=yl < 1f Olllz -yl < M|z —y|

kovetkezik tetszoleges x,y € D esetén, amit bizonyitani kellett.

Kovetkezmény: Ha a 2. tétel feltételei mellett még f/(z) =0 (z € D) is
teljesiil, akkor f(z) =c¢ (z € D).

3. Tétel. Ha az f : K(x9,0) C R™ — R fiiggvény V D;f (i = 1,...,n)
parcidlis derivédltja létezik, akkor V. h € R™, 0 < ||h]| < § esetén léteznek
€1y .. cn € K(xg,0) vektorok, hogy

(%) f(zo +h) — flzo) = ZlDz'f(Ci)hi (h=(h1,-., hy)).
Ko6vetkezmény. Ha az f : D C R" — R fiiggvény ¥V D, f parcialis de-

rivdltja létezik és korlatos valamely K(xo,0) C D kérnyezetben, akkor f
folytonos xy-ban.

Bizonyitds. A 3. tétel miatt (x) teljesiil, melybdl
|f(zo+ h) — f(zo)| = ZlDif(Ci)hi

kovetkezik (ha |D;f(c;)| < MVi=1,...,n).

< M2 |hil (IInll < )
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Ebbél pedig, felhaszndlva, hogy h — 0-bdl h; — 0 is kovetkezik (V i-re)
kapjuk, hogy
%%\f(ﬂﬂoJrh)*f(ffoN =0,

ami adja, hogy
lim f(z) = f(zo)

T—x

és 1gy (mivel o torlédési pontja és pontja is D-nek) f folytonos zgp-ban.

Megjegyzés: A kovetkezmény igaz f = (f1,...,fm) : D C R* — R™
tipusu fiiggvényekre is, ha V D; f; 1étezik és korlatos valamely

K(z9,0) C D-ben. Ekkor V f; folytonossdga teljesiil zo-ban (a kovetkez-
mény miatt). Ugyanakkor az f;-k zo-beli folytonossaga adja az
f=(f1,..., fm) fiiggvény folytonossdgét is xo-ban.

6. Magasabbrendii derivaltak, Young és Taylor tétele

1. Definicié. Akkor mondjuk, hogy az f: D C R™ — R fiiggvény kétszer
differencidlhaté az xg € D-ben, ha

— 30 >0, hogy f differencidlhaté K(zg,d) C D-n,

—aD;f (i=1,...,n) figgvények differencidlhaték xo-ban.
Ekkor (a kordbbiak szerint) léteznek a D;(D;f) (i,j = 1,...,n) parciélis
derivaltak xp-ban és a

D;(Dif)(w0) (= DiDif (z0) = Dijf (o) =

32
= G 0) = foun, (20))
szamokat az f fiiggvény xg-beli masodrendti, i-edik és j-edik valtozo szerinti
parcidlis derivaltjainak nevezziik.

Ha D; C D jeldli azon z-ek halmazat, ahol 3 D;D; f(x), akkor
D;D;f: Dy — R az f i-edik és j-edik valtozé szerinti méasodrendii parcilis
derivalt fliggvénye D1-en.
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Megjegyzések:

1) Definidlhaték a magasabbrendii parcialis derivaltak is:
Ha adott 41, ...,4p,—1-re 3 Dy, ...D; _ f (=D, .i._, f) K(x0,d)n, akkor

D;, .., f(x0) = D; (Diy..i._, f)(20)

az f fuggvény i1, ...,1, valtozok szerinti r-edrendli parcidlis derivaltja xg-
ban. Ha i1 =iy = --- =4, = k, gy

" f=Dy...Dpf

a k-adik valtozé szerinti r-edrendii ,tiszta” parcidlis derivaltat jelSli.

2) Mivel f' = (D1f,...,Dnf), igy a kétszeri differencidlhatéség fogalma
ekvivalens a kovetkezovel:

— 39 >0, hogy f differencidlhaté K (xg,0)-n,

— f' differencidlhaté zg-ban.

f"(zo) = (f") (x0)-t f xo-beli masodik derivaltjdnak nevezziik.

2. Definicié. Azt mondjuk, hogy az

f=1(1,,fm): D CR* — R™ fiiggvény kétszer differencialhaté az
xo € D pontban, ha az f1,..., f;, fliggvények kétszer differencialhatok xo-
ban és

f”(fo) = (ffl(ffo), ) ffé(ffo))

3. Definicié. Azt mondjuk, hogy az f : D C R™ — R fiiggvény r-szer
(r > 2) differencidlhat6 xo-ban, ha
— 36§ >0, hogy f r — 1-szer differencidlhaté K (xg,d)-n,
—aD;...D;_f (1 <i1,...,00—1 < n)r— l-edrendl parciélis de-
rivéalt figgvények differencidlhaték zg-ban.

Ez ekvivalens azzal, hogy 3 ("= z egy kornyezetében és ez differencisl-
haté xo-ban.

4. Definicié. Azt mondjuk, hogy az f : D C R™ — R fliggvény kétszer
folytonosan differencidlhaté zo € D-ben, ha a D1 f,..., D, f fiiggvények
differencidlhaték az xg valamely K (xg,d) C D kornyezetében és a

(Dif) = (D1D;f ... DyD;if)  (i=1,...,n)

fliggvények folytonosak xg-ban.
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Ez pontosan azt jelenti, hogy f differencidlhaté K (g, §)-ban és f’ differen-
cidlhato és derivaltja folytonos xg-ban.
(Hasonléan definidlhaté a fiiggvény r-szer folytonos differencidlhatdséga is.)

»Gyakran” igaz adott fliggvényre, hogy DD, f = D; Dy f, vagyis az ugy-
nevezett vegyes parcidlisok megegyeznek, de van ellenpélda is.
Most egy elegend? feltételt adunk a vegyes parcialisok egyenléségére.

1. Tétel (Young). Legyen f : D C R™ — R az a € D pontban kétszer
differencialhato, akkor

Dy.Djf(a) = D;Dy.f(a)
V 1<k, j<n esetén.

Megjegyzés: A tétel dltalanosithaté f: D C R™ — R, zg € D-ben r-szer
differencidlhaté fuggvényekre, ekkor
Di, i, f(x0) = Dy, ., f(20)

Y (i1, y0r) A (J1,-..,Jr) r-tagl, természetes szdmokbdl &ll6 sorozatra,
melyek egymdsbdl dtrendezéssel keletkeznek (1 < iy, js < n).

5. Definicié. Az f: D C R® — R™, 2y € D-ben differencidlhaté fiiggvény
xo-beli, az © — x¢ megvaltozashoz tartozo els6 differencialjan a
df (wo,® — x0) = f'(z0)(z — 7o) (z —x9 € D)
fliggvényt értjuk. Ha h = x — g, Ugy
df (zo,h) = f'(z0)h

az xo-beli, h megvéltozashoz tartozd elso differencialja f-nek. Ez minden
olyan z-re értelmezhetd, ahol 3 f/(x), ekkor

f a-beli, h-hoz tartozo elsé differencialja.
Ham=1,  —ax9g=h= (h1,...,hy), akkor f z-beli, h-hoz tartozé elsd
differenciélja

df (,h) = é fo (@)
alaki, ha 3 f'(z) = (fz, () ... fz,(z)).
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6. Definicié. Legyen f : D € R* — R, z¢ € D olyan, hogy 3 f")(z0)
(f r-szer differencialhaté xo-ban). Ekkor d*f(x,h) = df (x,h) f x-beli, h-
hoz tartozé elsé differencialja. Ha d"~!f(z,h) az f z-beli, h-hoz tartozé
(r — 1)-edik differencidlja értelmezett valamely K (xq,d)-n, akkor f xq-beli,
h-hoz tartozé r-edik differencidljan a rogzitett h mellett = fliggvényeként
tekintett d" 1 f fiiggvény els6 differencidljat értjiik xo-ban, azaz

d" f(zo,h) = ;(dr_lf)wi (wo)hi -
2. Tétel. Legyen f : D C R® — R r-szer differencidlhaté az xog € D
pontban, akkor

d"f(xo,h) = 3> faui s (T0) iy - B,
=1

(ami r-edrendii forma az fu, . ., (o) egyiitthatckkal).

3. Tétel. Ha f: D C R" — R r-szer differencidlhaté D-n, akkor az
F(t) = f(x+th) fiiggvény minden olyant € R-re, amelyre x+th € D, r-szer
differencialhaté és

FU(t) = d" f(x + th, h).

4. Tétel (Taylor-formula). Legyen f : D CR" - R, x € D és f (r+1)-
szer differencidlhaté az [z, x + h] C D szakaszon, akkor 3 6 € (0,1), hogy
df (z,h) n d" f(xz,h) N d" L f(z + 0h, h)

(TF)  f(o+h) = fla) + L0 4 r; o+ 1!

Bizonyitds. Tekintsiik az
F:[0,1] - R, F(t) = f(x +th)
fiiggvényt. F' a f (r + 1)-szeri differencidlhatésdga miatt (r + 1)-szer diffe-
rencidlhato és az elébbi tétel miatt
(%) FO@W) =d f(x+th,h)  (i=1,...,r+1)
V¢ €0, 1]-re.

fgy F teljesiti az egyvaltozos Taylor-tétel feltételeit, ezért o =0 A t =1
esetén 3 0 € (0,1), hogy

F(0) F)(0) Fr(g)
1 . 17" 1r+1
T B N o s TR

F(1) = F(0) +
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ami (%) miatt adja a (TF)-et.

7. Lokalis szélsbérték

Ismeretes a kovetkez6: akkor mondjuk, hogy az f : D C R™ — R fiigg-
vénynek az xg € D pontban lokdlis maximuma (minimuma) van, ha 3§ > 0,

hogy
Vo€ K(zo,0) = f(z) < f(zo) (f(z) = f(20)).

Az egyvaltozés esethez hasonldan igaz a kovetkezo:

1. Tétel (a lokalis széls6érték 1. sziikséges feltétele).
Ha f: D CR" - R, 29 € D (nyilt), f differencidlhaté xo-ban és f-nek
lokalis szélséértéke van xo-ban, akkor f'(xg) = 0.

Bizonyitds. Ha f-nek lokdlis széls6értéke van xg-ban, akkor 3K (z¢,d) C D,
hogy

f(x) < flxo) (f(z) =2 f(x0)) V€ K(xo,0),
igy ha e (|le]] = 1) tetsz8leges R™-ben és |t| < §, akkor

f(zo +te) — f(zo) <0 (= 0),
igy f xo-beli differencidlhatdsdga miatt a 3.1. tétel adja, hogy
(o +te) = f(wo) [ <0 (=0), hat—0+0
t {zo(go), hat—0—0,

ami csak gy lehetséges, ha f'(x¢)e = 0, melybdl e tetszleges volta miatt
jon, hogy f'(zo) = 0.

f'(wo)e = D f(wo) = lim

2. Tétel (a lokalis széls6érték 2. sziikséges feltétele).
Ha az f : D C R™ — R fiiggvénynek lokalis széls6értéke van xy € D-ben és
3 fu,(x0), akkor f.,(x9) = 0.

Bizonyitds. Ha f-nek xp-ban lokalis szélsGértéke van, ugy a
(p(t) = f(CCOl, ey LOi—1, t, IOH—la e ,xon)

fiiggvénynek is t = xg;-ben, {gy fa, (z0) = ¢’ (x0;) = 0.
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A 6. fejezet 2. tétele r = 2 esetén adja, hogy az f : D C R™ — R fliggvény
xo-beli h = (hy, ..., hy)-hez tartozo6 2. differenciélja, ha 3 f"(xq)

d2f($(),h) = Z fwz% (xo)hlhj )
ij=1
ahol a Young-tétel miatt f. ., (z0) = fu,«;(20) is teljesiil. A mésodik diffe-
rencidl tehdt ekkor a h;-k kvadratikus forméaja. Linearis algebrabdl ismert,
hogy egy
q(hl, ey hn) = Z aijhihj (aij = aji)

3,7=1
kvadratikus forma

— pozitiv definit, ha ¢ >0V h = (hy,...,hy) # (0,...,0),
— negativ definit, ha ¢ <0V h = (hy,...,hyn) # (0,...,0),
— indefinit, ha felvesz pozitiv és negativ értékeket is.

Tovabba — Sylvester tétele szerint — egy kvadratikus forma <= pozitiv,
illetve negativ definit, ha a

aj;p ... Qip
aip a2

Ay =an, A=
a21  Qa22

e Ay =

ap1 .. Qpp

udgynevezett bal fels6é sarokdeterminansok pozitivak, illetve valtakozva ne-
gativak és pozitivak.

Ezen fogalmak, a Taylor-tétel és a differencidlhatésdg definicidja alapjan
bizonyithaté a kévetkezo:

3. Tétel (a lokalis szélsGérték elegendd feltétele).

Ha az f : D C R™ — R fiiggvény kétszer differencialhaté az xo € D
pontban, tovabba f'(xq) = 0 és d?f(xg, h) pozitiv (negativ) definit, akkor
xo-ban f-nek szigori lokdlis minimuma (maximuma) van.

Megjegyzések:

1) A tétel feltételei mellett A; > 0 (i = 1,...,n) esetén szigoru lokélis
minimuma, (—1)!A; > 0 (i = 1,...,n) esetén szigort lokdlis maximuma
van f-nek xg-ban.
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2) Ha d?f indefinit, akkor az elébbi bizonyitas mutatja, hogy f-nek nincs
szélsbértéke xo-ban (az adott feltételek mellett).

8. Inverzfiiggvény-tételek

A 4. fejezet 3. tétele utan megjegyeztiik, hogy egy differencialhato
f: D CR™ — R"™ (D nyilt) fiiggvény differencidlhaté inverzének létezéséhez
sziikséges, hogy f’(x) métrixa nem szinguldris, ami a linedris algebrabdl
tanultak szerint azt is adja, hogy det f/(z) # 0.

Megmutatjuk, hogy folytonosan differencidlhato fliggvények esetén a fel-
tétel — legalabbis lokalisan — elégséges is.

1. Definicié. Az f: D C R" — R" leképezést (fliggvényt) reguldrisnak
nevezzik, ha folytonosan differencialhaté és

lel(z) anl(x)

det f'(z) = : : 40 (zeD).

2. Definicié. Az f : D C R® — R" leképezést (fiiggvényt) lokalisan
invertdlhaténak nevezzikk D-n, ha V g € D esetén 3 K(xg,7) C D, hogy
Jli (zo,ry (f lesziikitése K (xo,7)-re) invertalhaté fiiggvény.

1. Tétel (a lokalis invertdlhatdsag elegendd feltétele).
Legyen f : D C R™ — R" reguldris leképezés (fiiggvény), akkor lokalisan
invertalhaté D-n

2. Tétel (az inverz fiiggvény folytonossaga). Haaz f : D C R" — R"”
fiiggvény (D nyilt) reguldris és kélesénosen egyértelmii D-n, akkor

a) f(D) nyilt R™-ben;

b) az f fiiggvény g : f(D) — D inverz fiiggvénye folytonos.

3. Tétel (az inverz fiiggvény regularitdsa). Ha az f : D C R" — R"”
fiiggvény (D nyilt) reguldris és kélesénosen egyértelmii D-n, akkor a
g: f(D) — D inverz fiiggvénye reguldris.
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Az €l6z6 harom tétel eredményeinek Osszefoglaldsa a kovetkezo:

4. Tétel (inverzfiiggvény-tétel). Ha az f : D C R™ — R" fiiggvény a
D nyilt halmazon regularis, akkor lokalisan invertalhato és a lokalis inverzek
regularisak, azaz ¥ xog € D esetén 3 U és V nyilt részhalmaza R™-nek, hogy
29 €U C D, f(U) =1V, tovabb4 f kélcsonosen egyértelmii U-n, a g = f~!
fiiggvény folytonosan differencidlhaté V-n, és det ¢’ # 0 V-n.

Bizonyitds.

Az 1. tétel adja f lokalis invertalhatésagat D-n, igy V xg € D esetén létezik
K(zp,6) = U C D nyilt halmaz, hogy f kdlcsondsen egyértelmii U-n. A 2.
tétel miatt az f(U) = V halmaz nyilt R"-ben, mig 3. tétel miatt a g = f~!
lokalis inverz regularis V-n.

Megjegyzés: Az f: D C R" — R” fiiggvény lokalis invertalhatdsagat ugy
is fogalmazhatjuk, hogy az y = f(x) egyenlet, illetve az

Y= (ylv"'7yn) = (fl(l’l,...,xn),...,fn(l'l,...,In)) :f(fE)
miatt adodo
yi = filx1, ..., xn) (i=1,...,n)

egyenletrendszer megoldhaté x1,...,z,-re az yi,...,y, figgvényében (ha
Y xp € D-re x és y az xg és yo = f(x0) elég kis kornyezetében vannak).

9. Implicit fiiggvények

Definicié. Legyenck D; C R és Dy C R™ nyflt halmazok és
f: (fla--~7fn)ZD:D1 XD2 CRk+n—>Rn

adott fiiggvény (fliggvényrendszer).
Ag=1(g1,...,9n) : D1 — R" fuggvényt (fliggvényrendszert) az

(1) fly) =0 (z= (21, ak), y= (1, Un))
egyenlet (illetve az

(1) filze, .o 2k, Y1,y Yn) =0 (t=1,...,n)
egyenletrendszer) megolddsdnak nevezziik, ha

(2) f(z,g(x)) =0 (z€ D)
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teljestil. Ekkor a g = (¢1,...,9,) fliggvényt (fliggvényrendszert) az (1)
egyenlet dltal adott implicit fliggvénynek (fliggvényrendszernek) szokds ne-
vezni.

(Ha k = n = 1, dgy az f és a g fiiggvény f : D C R? — R, illetve
g: D1 C R — R tipusi.)

Fontos kérdések:
— Mikor létezik implicit fiiggvény?
— Mit mondhatunk (alkalmas feltételek mellett) az implicit fliggvény
differencidlhat6sagardl?
Jelolések:
~Ha f=(f1,...,fn): D CR™ — R" differencidlhaté, ugy

f/;g; a(flvvfn)
0 0Ty )

~ Ha f: D Cc RF™ - R™ (D = D; x Dy nyilt), akkor

f’ﬁ{gi gjyc] (= (21,.., %K), Y= (Y1, -+, Yn))-

Megjegyzés: Az implicit fiiggvény meghatirozdsinél egy n egyenletbdl
allé k + n ismeretlenes egyenletrendszert oldunk meg tigy, hogy az utolsé n
ismeretlent fejezziik ki az els6 k-val (az egyszeriliség kedvéért).

1. Tétel. Legyen f : D = Dy x Dy C RFt™ — R™ (Dy és Do nyilt)
differencidlhaté fiiggvény. Tegyiik fel, hogy létezik az (1) egyenlet dltal
adott (2)-t teljesité g : D1 — R™ differencidlhaté implicit fiiggvény. Akkor

7] 0
(ID1) o (.9(@)) + 5 (z.g(z) () = O
illetve ha a % n X n-es matrix nem szinguldris az (x, g(x)) pontban, akkor
0 o
(2) @)=~ [Fwgten] Hiwgto)

teljestil.
Bizonyitds. Ha l1étezik differencialhaté g, dgy legyen
h,H : Dy — Rk+n7 h(z) = (a@g(x)), H({L‘) = f(h(w)) = f(x,g(m)),
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akkor egyrészt H(x) =0 (x € D) mésrészt (az Osszetett fliggvény differen-
cidldsi szabdlya miatt):

0= H'(z) = ['(h(z)) - h'(z) = %h@)) Zi@@”} ' {gf;)] B
_of of

= 5 @ 9(@) + a*y(xag(x)) ~g'(2)

0
azaz (ID1) teljesiil. Ha pedig 8—f(x,g(x)) nem szinguldris, ugy (ID1)-et
Y

[51”

—1
3 (z, g(w))} -gyel balrél szorozva, rendezés utdn kapjuk (ID2)-t is.
Y

2. Tétel (implicitfiiggvény-tétel). Legyen f : D C RF*"™ — R™ olyan

folytonosan differencidlhaté fiiggvény, hogy 3 (a,b) € D, det ?(a,b) #0
Y

3]
(azaz 8—f(a, b) nem szingularis). Akkor 3 K (a,r) C R* és egy egyértelmiien
Y

meghatdrozott, folytonos g : K(a,r) — R™ fiiggvény, hogy g(a) = b és
flz,g9(x)) =0 (z € K(a,r)) (azaz az (1) dltal meghatdrozott, (2)-t teljesits
implicit fiiggvény K (a,r)-en). Tovdbbd g folytonosan differencidlhatd.

10. Feltételes szélsoérték

Definicié. Legyen f: D C RE*" = R, h = (hy,...,h,) : D — R". Az f
fiiggvénynek az x¢ € D (D nyilt) pontban a

hz)=0  (ha(z)="---=hn(z) =0)
feltétel mellett feltételes lokalis szélsGértéke van, ha
= h(xg) =0 (h1(x0) = -+ = hn(z0) = 0)
és
~ 3650, VaeK@o,d) A h@)=0 f(z) < f(zo) (F) = f(wo)
teljestl.

Tétel (a feltételes lokalis szélsGérték sziikséges feltétele). Legyen
f:DCR™ R h=(hy,...,h,) : D — R" Ha az f fiiggvénynek
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az vg € D (D nyilt) pontban a h(z) = 0 feltétel mellett feltételes lokalis
széls6értéke van, tovabba f és h folytonosan differencialhatok az xo egy

kérnyezetében, akkor
— vagy a (Djhi (Jco)> maétrix minden n-edrend(i aldetermindn-
’ nXx(k+mn)
sa zérus
—vagy 3N €R (i =1,...,n) szdmok, hogy a

F:D—R,  Fla)=f(x)+ gximm

fiiggvény minden parcialis derivaltja zérus xo-ban, azaz

Megjegyzés: A tétel szerint a lehetséges feltételes szélséérték helyek meg-
hatarozasahoz a
D]f(x) + Z)\lD]hl(l‘) =0 j=1,....,k+n
i=1
hi(z) =0 i=1,...,n

k+ 2n egyenletbdl 4116 k + 2n ismeretlenes (21, ..., Tgtn, A1, - -
letrendszert kell megoldani.

, An) egyen-
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Feladatsor

1) Szdmitsa ki az aldbbi fliggvények parcidlis derivéltjait:

filz,y) =2t +y* —da?y® ((z,y) € R?);
fo(x,y) = log(a® + y) (2% +y* #0);
fala,y) = anctg () (x.9) € D =7);
fa(z,y) = arctg lxj—xyy ((z,y) € D =7);

_ z 2, .2 )
fo(x,y) = = - sin(z +y) ((z,y) € R?);

22
frly) == (4 # 0);
folay,2) = — e (a2 +y? + 22 # 0);
f9(937ya2’): (z) (1177y,2'>0);
flO(x»yvz) = xyz (x,y,z > 0)7
fu(z,y,2) == (z,y,2z > 0).
2) Bizonyitsa be, hogy az
f(070)207 f($7y):($2+y2)'5inx2+y2 ($7yER)

szerint értelmezett fliggvény a (0,0) pontban parcidlisan differencidlhatd,
illetve differencidlhato.

IS . ) 2 2 . , _ 1 1

3) Szamitsa ki az f(z,y) = 2* +y* ((z,y) € R?) fuggvény e = (\/i, \/§>
irAnymenti derivaltjat.

4) Milyen e irdnyhoz 1étezik az f(z,y) = ¢zy ((z,y) € R?) figgvénynek a
(0,0)-ban irdnymenti derivédltja?

5) Legyen f : R? — R, f(x1,72) = @122, szdmitsa ki f irdnymenti de-
rivaltjat az a = (a1, a2) pontban az e = (1,0) vektor szerint.

6) Legyen f : R™ — R™, f(x) = B-x+ b, ahol B egy m X n-es métrix és
b € R™. Bizonyitsa be, hogy f differencidlhaté és f'(x) = B.

61



7) Legyen
%y

oy | s @t 00)
0 (x,y):(0,0)

Bizonyitsa be, hogy f-nek (0,0)-ban létezik barmely irdnymenti derivélt-
ja, de nem differencialhato.

8) Milyen e-re létezik Def(0,0)? Létezik-e D1 f(0,0) és D2 f(0,0)? Differen-
cidlhaté-e f (0,0)-ban? Folytonos-e f (0,0)-ban? Ha:

B f(0,0):O, f(:c,y): (aj?y)#((%o);

x
2 + y2 ’
1
- flzy) =lzylz .
9) Mely pontban differencidlhaté az
f(z1, 22, 23) = (/2% + 223 + 322 (21,22, 23) € R?)
fliggvény?

10) Bizonyitsa be, hogy az f(z,y) = |zy| fliggvény differencidlhaté (0, 0)-ban,
de nem folytonosan differencidlhaté (0,0) barmely kornyezetében.

11) Létezik-e D, f(0,0) ha
2z
F0.00=0  fly)= s (@) £0,0).

12) Bizonyitsa be, hogy Dy, f = Dy f, ha f-et a kovetkezé képletek valame-
lyike értelmezi:

f(z,y) = 2% — 22y — 3% ; f(x,y) = arccos \/j .

13) Legyen f:R%2 — R2 f(r,) = (rcosp,rsinyp)
a) szdmitsa ki f’-t és det f'-t,
b) szdmitsa ki az S = [1,2] x [0, 7] képét f-re.

14) Legyen f:R3 — R3, f(o,,0) = (ocosfsin g, psinfsin ¢, o cos p)
a) szdmitsa ki f’-t és det f'-t,
b) hatdrozza meg az S = [1,2] x [0, g} x [0, g} halmaz képét f-re.
15) frja fel az alédbbi fliggvényekre vonatkozé Taylor-formuldt (adott a pont-
ban, adott r € N rendig):
- f(z1,22) =27 ((z1,22) € Ry xR), a=(1,1), r=2;
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— f(z1,m2,23) = 23 + 23 + 23 — 3v12075 (71,72, 73) € R?)
a:(l,l,l), r=4.

16) frja fel z — 1 és y — 2 polinomjaként az
23+ 322y? + 2z + o7 illetve  2%y? — 22y + 327y
polinomokat.

17) Vizsgdlja a lokalis szélséértéket az alabbi fliggvényekre:

flz,y) =2+ 2y +y*> —3ax —3by , (z,y) €R? a,beR;
f(z,y) = 2® + 4 — 3axy (z,y) €R? a>0;
fla,x0) = 2} — 23, (r1,22) € R?;
flz1,20) = 2% — 323 | (z1,22) €R?;
f(x1, @, x3) = 122 + T2T3 (x1,29,73) € R3

18) Legyen f:R? — R3, ¢g:R3? — R?,
f(x1,20) = (272772 329 — cosxy, 23 + 2 + 2),
9(y1,y2,y3) = (By1 + 242 + 43,97 —ys +1).
a) Ha F(z) = g(f(x)), 4gy hatdrozza meg F'(0)-t
b) Ha G(y) = f(g(y)), igy hatdrozza meg G’ (0)-t
19) Legyen f:R? — R2 f(r,¢) = (rcosp,rsing).
Bizonyitsa be, hogy ha D = (0,1) x (0,b) C R?, akkor f’ nem szinguldris
D-n, de f <= kolcsonosen egyértelmtt D-n, ha b < 2.

20) Legyen f:R? = R, f(x,y) =2%+y?—5.

a) Az (a,b) = (1,2) pont teljesiti az f(z,y) = 0 egyenletet, Dy f(1,2) # 0,
D5 f(1,2) # 0, igy az egyenlet lokdlisan megoldhat6 barmelyik véltozd-
ra (a mésik fliggvényében). Keressen olyan y = g(x) megoldést, mely
egyértelmi és olyat, mely nem egyértelmi az x = 1 egy kornyezetében.

b) A (v/5,0) pont is teljesiti az f(z,y) = 0 egyenletet. Létezik-e a /5-
nek egy kornyezete, melyre az f(x,y) = 0 egyenlet megoldhaté y-ra x
fliggvényében?

21) Legyen f : R?2 — R, f(z,y) = 2% — y3, akkor £(0,0) = 0. Létezik-e a
0-nak olyan kornyezete, melyen f(x,y) = 0 megoldhat6 y-ra z fliggvé-
nyében? Differencidlhaté-e a kapott fiiggvény = = 0-ban?
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22) Megoldhaté-e az
x% — x93 =10
3:10?—352—2333:0

egyenletrendszer xo-re és x3-ra az x; fiiggvényében az x1 = 1 pont egy
kornyezetében?

23) Keresse meg f szélséértékhelyeit a h = 0 feltételre, ha

a) f(z1,m2) =21 + 222, h(z1,22) = a7 + 23 — 1 ;

b) f(z1,22,23) = 71 — 29 + 223 , h(21,72,23) = 27 + 23 + 275 — 2 ;
c) flzi,22) = x% + 2122 JrfI?% . h(zy,20) = I% +93§ -1

e) flz,y,2)=uayz, h(x,y,z):x2+y2+z2—3;

£) flz,y,2) =2 +29° +322, hi(z,y,2) =22 +9°+2°-1;

ho(x,y,2) = +2y+ 3z .

24) Hatdrozza meg az aldbbi fliggvények maximumét és minimumét:

a)  flz,y) =a'—y*, (z,y) € D={(z,y) | 2® +y* < 1}
b) flz.y)=(x+3)°+y*, (z.y) €D ={(x,y)|2*+y><4}.
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VI. RIEMANN-INTEGRAL R-BAN
1. Riemann-integral téglan
a) Riemann-integral fogalma téglan

A Riemann-integral fogalma (és ebb6l eredden tulajdonségai is) az R™
tégldin (intervallumain) szoros analégidt mutat az f : [a,b] — R tipusd
fliggvényekre felépitett Riemann-integrallal.

A tovabbiakban legyen Q = [a1,b1] X - - X [an, bp] C R™ egy tégla, vagy n-
dimenzids intervallum (ahol az [a;,b;] CR (: = 1,...,n) intervallumokat Q
komponens-intervallumainak nevezziik), mig f : Q — R korlatos fiiggvény.

1. Definicié. A Q = [a1,b1] X - -+ X [ap, by] tégla mértékén (térfogatdn) a
V(Q)= (b1 —a1) ...  (bn —an)
valés szamot értjik. (Specidlisan ez n = 1-re egy valds intervallum hossza,

n = 2-re egy téglalap teriilete.)

2. Definicié. Ha Q = [a1,b1] X -+ X [an, b,] adott tégla, gy a
P = P, x---x P, halmazt @ egy felosztasanak nevezziik, haVj =1,... ,n-re
P; az [a;, b;] intervallum egy (kordbban mér definialt) felosztédsa, azaz

Py ={wji | aj = wjo <wju <o <wjn, = bj} .

Ha V j—re Iji = [xji—laxji] (’L = 17...,143]‘) Jeloll az [aj,bj] komponens—
intervallum P; altal meghatdrozott részintervallumait, akkor a
Tllzn = Ili1 X oo X Inin téglékat (ahol il = 1, ey kl; e ;in = 1, ey kn)

a @ tégla P felosztds dltal meghatdrozott résztéglainak (részintervallumai-
nak), mig a
[Pl = sup {diamT;, ., }
D1 yeenyin
szamot (ahol diamT;, ; aT;,. ., tégla dtméréje) a P felosztas finomsaga-
nak nevezzik.

3. Definicié. Legyen P! és P? Q két felosztasa. P? finomitdsa (tovabb-
osztdsa) Pl-nek, ha P* ¢ P2 A P = P! U P? halmazt a P! és P?
felosztasok egyesitésének (illetve P! C P! U P? és P? C P! U P? miatt
koz6s finomitdsdnak) nevezziik.
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4. Definicié. (P*) normélis felosztéssorozata Q-nak, ha klim |P*| =0
—00

teljesiil.

Megjegyzések:

) Ha P =P x - x P = ||P|P= 3 ||P:|?, [Pl < [Pl
k=1

2) Ha (P*) = (PFx...x P¥) tgy (P*) <= normalis, ha (PF) (i =1,...,n)
normalis.

3 PlcP? <= P cP(i=1,...,n).

HQ= U T

15-05tn

5. Definicié. Legyen @ C R" tégla, f : Q — R korlatos fiiggvény, P a @
egy felosztasa és T;, . ,, e felosztas résztéglai, tovabba

n

My = __J0f {fl@)} M, 4, = sup {f(z)}

i1..in z€Tiy . iy

(ezek f korldtossdga miatt léteznek).

A

s(f,P) =% mi . i,V (Ti . i) S(f,P) =M V(T .i,)
O(f7 P) = S(f’ P) - 8(f7 P) = Z(Milmin - mi1~~~in)V(Ti1~-in)
szamokat az f fiiggvény P felosztdshoz tartozo alsé, felso, illetve oszcillacids

Osszegeinek, mig tetszoleges ¢;,. ;. € T;,..:, pontokra a

o(f, P) =2 f (tiy.i, )V (T i)
szdmot az f fiiggvény P felosztashoz és t;,. ;, pontokhoz tartozd integral-
kozelité Osszegének nevezziik, ahol az Gsszegzés kiterjed a @ tégla P &ltal
meghatarozott Osszes résztéglajara.

1. Tétel. Ha f: Q — R korlatos fiiggvény, akkor

a) VP éVYo(f,P)re: s(f,P)<o(f,P)<S(f, P);
b) V P! C P?re: s(f, P') <s(f,P?), S(f,P')>5S(f,P?);
c) V Pl P2re: s(f, P') < S(f,P?).
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6. Definicié. Legyen f : @ — R korlatos fliggvény. Az
1= [of =sup{s(f,P)} 1= [,f =uf{S(f,P)}
= P P

(1étezé) szamokat az f fiiggvény @ feletti alsd, illetve felsé Darboux-integ-
raljanak nevezziik.
2. Tétel. Legyen f: @Q — R korldtos fiiggvény, akkor
LIcR é I<I, 0<I—-I<O(f P).
Bizonyitds. Lasd Kalkulus I., IX.2., 2. tétel bizonyitasa.

Példéak:
1) Ha f(z) =k (z€Q) = I=1.
2) Ha
1 , x € QA xV koordindtaja raciondlis.
J@) = { 0 , z € Q egyébként,
akkor I# I.

7. Definicié. Az f: Q — R korldtos fiiggvény Riemann-integralhaté Q-n,

ha I = I és ezt a kozos értéket az f fliggvény @ tégla feletti Riemann-

integraljdnak nevezziik, és rd az I, [ f, vagy [ f(z)dx jeloléseket hasznal-
Q Q

juk.

Megjegyzések:

1) Az el6z6 1. példa fiiggvénye Riemann-integralhato.

2) Létezik nem Riemann-integrilhaté fiiggvény (a 2. példa fliggvénye).

b) A Darboux-tétel és kovetkezményei

Darboux-tétel. Ha f: Q — R (Q C R™ tégla) korldtos fiiggvény, akkor
YV e > 0-hoz 3 () > 0, hogy Q V P felosztasdra, melyre ||P| < 6(¢),

S(f,P)—-I<e é I-s(f,P)<e

teljestil.
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A Darboux-tétel kovetkezménye. Ha f : Q — R korldtos fliggvény,
akkor

a) Q V(P*) normélis felosztdssorozatéra
3 Jim s(f,P*) =1, Jim S(f,P*) =1, Jim O(f,P*y=1-1;

b) Q V(P*) normdlis felosztdssorozatdra 3 (o'(f, P*)) és (o?(f, P*))
integralkozelité osszegsorozatok, hogy

Jim o' (f,P*) =1, Jim o?(f,P*)y=1T.

¢) A Riemann-integralhatésag kritériumai és

elegend¢ feltételei

1. Tétel. Az f: Q — R fiiggvény akkor és csak akkor Riemann-integralha-
t6 Q-n, ha 3T € R, hogy V ¢ > 0-hoz 3 §(g) > 0, hogy V olyan P felosztasdra
Q-nak, melyre ||P|| < 6(¢), |o(f, P) —I| < ¢ teljesiil V o(f, P)-re.

2. Tétel. Az f: @ — R korldtos fiiggvény akkor és csak akkor Riemann-
integralhaté Q-n, ha V (P*) normdlis felosztdssorozathoz tartozo
Y (a(f, P*)) integralkézelits dsszegsorozat konvergens.

3. Tétel (Riemann-kritérium). Az f: Q — R korldtos fiiggvény akkor
és csak akkor Riemann-integralhaté Q-n, ha ¥V ¢ > 0 esetén 3 P felosztdsa
Q-nak, hogy

O(f,P) :S(fvp)_s(fvp) <e.

Bizonyitds. Mint valésban, csak [a, b] helyett @-t {frunk. (Lasd Kalkulus I.,
IX.4., 3. tétel bizonyitdsa.)

4. Tétel. Az f: @ — R korldtos fiiggvény akkor és csak akkor Riemann-
integrdlhaté Q-n, ha Q ¥V (P*) normdlis felosztdssorozata esetén (O( f, P¥))
nullsorozat.

68



5. Tétel. f:(Q — R folytonos fiiggvény Riemann-integralhato.

€ €
Bizonyitds. Mint valésban, csak —— helyett ———-t haszndlunk. (L&sd

b—a V(Q)
Kalkulus I., IX.4., 5. tétel bizonyitasa.)

Definicié. Az A C R™ halmazt Lebesgue szerint nullmértékiinek nevezziik
R™-ben, ha V ¢ > 0-ra 3 megszamlélhato sok Q1,...,Qy,... tégla, hogy

Ac D Qu b S V(Qu) <e
n=1

n=1

6. Tétel (Lebesgue-kritérium). Az f: Q — R korldtos fiiggvény akkor
és csak akkor Riemann-integralhatd, ha egy Lebesgue szerint nullmértékii
R"™-beli halmaztdl eltekintve folytonos.

7. Tétel. Ha az f : Q1 — R fiiggvény Riemann-integralhaté és
Q2 C Q1 (CR™) is tégla, ugy f’Qz Riemann-integralhaté Qo-n.

8. Tétel (az integral additivitdsa téglara). Legyenek Q1,Q2 C R"”
olyan téglak, hogy nincs ko6zos belsé pontjuk és Q = Q1 U Qs is tégla
(azaz van kozds lapjuk). Ha az f : Q@ — R korldtos fiiggvény Riemann-
integralhato (Q1-en és QQo-n, akkor Q-n is és

Jf=Jf+[F
Q Q1 Q2

Megjegyzés: A tételbol kovetkezik, hogy ha egy @ téglat kozos bels6 pont
k

nélkili Qq, ..., Q résztéglakra bontunk, hogy Q = |J Q; ésaz f: Q — R
i=1

1=
fliggvény Riemann-integralhaté V QQi-n, akkor Riemann-integralhaté @Q-n is
és

Y=zdl

Utobbi igaz alsé, illetve fels6 Darboux-integralokra is.
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d) A Riemann-integral miiveleti tulajdonséigai,

egyenlotlenségek, kozépértéktételek

1. Tétel. Ha az f,g: Q — R korldtos fiiggvények Riemann-integralhatok,
p,q € R tetszbleges konstansok, akkor a (p- f +¢q-g) : Q@ — R fiiggvény is
Riemann-integralhato és

J-f+a-9)=p [f+a [g
Q Q Q
Bizonyitds. Lasd Kalkulus I., IX.6., 1. tétel bizonyitasa.

2. Tétel. Ha f : Q — R Riemann-integralhatd, akkor f2 is, tovabba ha

1
J¢>0, hogy |f(xz)| >c VxeQ, akkor ? is Riemann-integralhato.

3. Tétel. Ha az f,g : Q — R fiiggvények Riemann-integralhatdk, akkor

f-g is, tovdbbd ha 3 ¢ > 0, hogy |g(z)| > ¢V © € Q-ra, tigy S is Riemann-
g

integralhato.

Bizonyitds. Lasd Kalkulus I., IX.6., 3. tétel bizonyitasa.

4. Tétel. Ha f : Q@ — R Riemann-integrdlhaté fiiggvény, akkor |f| is

Riemann-integralhato.

5. Tétel. Ha f,g: Q — R korlatos fiiggvények és f < g, akkor

Jof < oo n ol < Jou-

Ha tovdbbd f, g Riemann-integrdlhatck, akkor [ f < [g.
Q Q

Bizonyitds. Lasd Kalkulus I., IX.7., 1. tétel bizonyitasa.

6. Tétel. Legyen f: (Q — R Riemann-integralhato, akkor
IGEVE
Q Q

Bizonyitds. Lasd Kalkulus I., IX.7., 2. tétel bizonyitasa.

70



7. Tétel (kozépértéktétel). Legyenek f,g : @ — R Riemann-integral-
hatdk, tovabbd

m<flz)<M, 0<g(x) (z€Q),
akkor
mfg<[f-g<M[g.
QQ Q

Bizonyitds. Lasd Kalkulus I., IX.7., 3. tétel bizonyitésa.

Kovetkezmények:

1. Legyen f: @ — R Riemann-integralhaté, m < f < M, akkor

1
mquf)fSM~

Bizonyitds. A 7. tételb8l g = 1 vélasztdssal, [ 1 = V(Q) miatt jon az 4llitds.
Q

2. Ha f: Q — R folytonos fiiggvény, akkor 3 ¢ € Q, hogy

1
f(C):mgfzfo

e) Az integral kiszéamitdsa (a Fubini-tétel)

Cél: Az n-dimenziés tégla feletti integral kiszamitasdnak visszavezetése
alacsonyabb dimenziéju integrélokra, az tgynevezett ismétléses (szukcesz-
sz{v) integraldssal.

Tétel (Fubini). Legyen Q = A x B C R", ahol A C R¥, B C R™ tégldk.
Legyen f : Q@ — R korldtos fiiggvény, melyet f(z,y) alakban irunk, ha
r€A N ye€ B.VYaxe A esetén tekintsiik az

Io)= [, fay) b I@)= [, 0
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alsé és fels6 integralokat.
Ha 3 [ f, akkor az I,I : A — R fiiggvények Riemann-integralhatdk és
Q

TrEA re

J7= 1 hent@w] = | [fen sz

A Fubini-tétel kovetkezményei:

1) Legyen Q = A x B (A C R¥, B C R™ téglék), f : Q@ — R korlatos

fliggvény.

Ha3 [fésVaeeArad [ f(z,y),vagyVye Bred [ f(z,y), akkor
Q

yeB T€A
[r=17 [f.ﬂ%yﬂ vagy  [f= [ lf.ﬂ%yﬂ~
Q zeA |yeB Q yeEB |z€A
teljesiil.

2) Ha A =[a,b] CR, B=[c,d] CR, f:Q =]a,b] x [e,d — R korldtos
fliggvény, hogy

b d
3 gfifffWWMM@
és .
Vzela,b 3 [flzy)dy
vagy )
Vyeled 3 [ f(zy) de
akkor ) .
b d b d
[ fy) dedy = [ | [ f(z,y) dy| dx
vagy : ﬁ
b d d| b
J [ f(y) dedy = [ | [ f(z,y) de| dy

teljesiil, azaz a kett&s integrél kétszeres ismételt (valés Riemann) integrallal
szamithato.
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3) Legyen Q = [a1,b1] X -+ X [an,by] C R™ tégla, f : @ — R folytonos
fliggvény, akkor

by [ b2 by
C{f:f (f...(ff(xl,...,mn)dxn> ...)dxl

2. Riemann-integral korlatos R"-beli halmazon

Definicié. Legyen S C R™ korldtos halmaz, f : S — R korlatos fliggvény,
tovdbba fs : R™ — R olyan, hogy
flz) ,zeS

fS(x):{o zreCs.

Legyen Q C R™ olyan tégla, hogy S C Q.
Az f fliggvényt Riemann-integrdlhaténak mondjuk S felett, ha 3 [ fg és
Q

az

Jr=]1fs

N Q
szamot az f fiiggvény S feletti Riemann-integraljanak nevezziik.
Megjegyzés: Az itt definialt integral fiiggetlen () megvalasztasatol.

Tétel (az integral tulajdonsdgai). Legyen S C R"™ korldtos halmaz,
f,9:5 — R korldtos fiiggvények.

a) Ha f és g Riemann-integrdlhaté S felett, akkor \f + ug is, és
JOf+ug)=X[f+ufg (\peR)
5 5 5
b) Ha f és g Riemann-integralhatd S felett és f(x) < g(z) (zx € S) =
Jf<[g
5 5
¢) Ha f Riemann-integrdlhaté S felett, akkor |f| is Riemann-integral-
[ < [Ifl:
5 5

d) LegyenT C S. Ha f > 0 S-en és Riemann-integralhaté T-n és S-en,
akkor [ f < [ f.
T s

hato és
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e) Ha f Riemann-integrdlhaté az Sy és Sy felett, akkor Riemann-integ-
ralhaté S1 U Sy és S1 N Sy felett is és

f r=Jr+]f=J f

S1US> S1 Sa S1NS2
Bizonyitds. Példaul:
a) Mivel (\f + pg)s = Afs + ugs, igy a 1/d, 1. tétel és a definicié miatt
SO +1g) = [(Af +ng)s = [(Mfs + ngs) =
S Q Q

=X fs+ufgs=A[f+n[g
Q Q S S

b) fs < gs ésaz 1/d, 5. tétel miatt
Jr=ffs<[gs=[g
S Q Q S

Kovetkezmények:

1. Ha SCR™ f;: S = R, (i =1,...,k) korldtos fiiggvények, melyek
k

Riemann-integralhaték S felett, akkor > A\;f; (A\; € R) is Riemann-integ-

i=1
ralhaté és

X Nifi=>X NS fi-
5 5

i=1 i=1

2. Legyenek S; C R™ (i =1,...,k) korldtos halmazok, tovabbd
k

f: U Si; — R Riemann-integralhaté ¥V S;-n, akkor f Riemann-integrélhaté
i=1

7

k
az S = |J S; halmazon. Ha még az is igaz, hogy ¥V i # j-re S;N.S; Lebesgue
i=1
szerint nullmértékii R™-ben, akkor

k
Jr=>1f-
S i=18;
Bizonyitds. Ha k = 2, akkor az &llitds jon e)-b6l, mert a feltétel miatt
| f=0isigaz.
S1NSs

Altalaban pedig teljes indukciéval bizonyitunk.
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3. Jordan-mérhetd halmazok R"*-ben

1. Definicié. Legyen S C R™ korlatos halmaz. Ha az f(z) =1 (x € R")
konstans fiiggvény Riemann-integralhaté S-en, akkor azt mondjuk, hogy S
Jordan-mérhet$ R"-ben és az

szamot S Jordan-mértékének nevezzik.

Megjegyzések:
1) Ha S = Q C R™ egy tégla, akkor
m;(Q) = [1=V(Q),
Q
azaz egy @ tégla Jordan-mértéke éppen a korabban definialt térfogata.

2) A Jordan-mérhetdség és Jordan-mérték fogalmét szemléletesebbé teszi a
kovetkezé gondolatmenet:
-~ my(S) = [1= [1g, ahol Q@ C R" tégla és S C Q. Igy S mérhetdsége
S Q
azzal ekvivalens, hogy

Jle:fQL?,

azaz az
1 ,z2zeS8

bR 13(:6):{0 zeCS

fiiggvény (S karakterisztikus fliggvénye) alsé és fels§ Darboux-integ-
ralja megegyezik, tovabbd S Jordan-mértéke ez a kozos érték.

o JlsEsplss P} 6 fols = inf{S(s )}
ahol P a @ tégla egy tetszOleges felosztéasa.

— Ugyanakkor

3(15’ P) = Z* V(T’hzn) = .](S7 P)?
illetve
S(1s,P) =>"V(T;,..5,) = J(S, P),
ahol > és > olyan iy ... i,-ekre valé Osszegzést jelent, hogy

VaeT;, . = €8 (belsé pont S-ben),

n

(0]



illetve
Tiy.i, N(SUBAS) #0

teljestl.

Igy J(S,P) és J(S,P) az S halmazt, adott felosztds esetén beliilrél,
illetve kiviilr6l kozelitd (egymdshoz csatlakozd és kozos belsd pont
nélkiili) téglék térfogatainak Osszegei.

Nyilvén igaz, hogy: 0 < j(S, P) < J(S, P) < m(Q) (a s és S megfelels
tulajdonsdgai miatt).

A kordbbiak miatt

JQ 1s = stlle{S(ls,P)} = SU-p{j(S’ P)} = m*J(S)’

illetve ~
Jo s = mf{S(Ls, P)} = mf{J(S, P)} = m3(S)

is teljesiil, ahol az m.;(S) és m*%(S) szdmokat az S halmaz belsd és
kiils6 Jordan-mértékeinek szokds nevezni.

Tovabba 0 < m,;(S) < m*%(S) < m(Q) és myy(S) és m*(S) értéke
nem filigg a ) tégla megvalasztasatol.

Mindezek alapjan tgy is fogalmazhatunk, hogy egy S C R™ korlatos
halmaz akkor és csak akkor Jordan-mérheté, ha

My (S) = m%5(S) =my(S)

és ezt az my(S) szamot az S halmaz Jordan-mértékének nevezziik.

3) Ha Q° a Q C R tégla belseje, akkor Q° Jordan-mérhetd és
m;(Q%) = m;(Q)

Bizonyitds. Ha Q = [a1,az2] X -+ X [an,by] és V (elég kicsi) € > O-ra

akkor

Qe =la1 +&,by —€] X -+ X |an +&,bp, — €],

Q:-CQR’CQ

teljesiil, ami a kordbbiak (az 1. megjegyzés, a Jordan-mérték definicidja, az
integral tulajdonsdgai) miatt adja, hogy

e

(bi —a; —2e) =my(Q:) = [ 1o. < [o. lo. < Jgolgo <
QE

i=1

< Jopoleo < Joleo :C{lQ =m(Q).
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Ebbél pedig ¢ — 0 hataratmenettel jon, hogy
m(Q%) = [0 loo = Jgo Lo = ms(Q)
amit bizonyitani kellett.
1. Tétel. Az S C R™ korldtos halmazra mj(S) = 0 akkor és csak akkor,

ha V e > 0-ra 3 véges sok S-et lefedd zdrt tégla (vagy zdrt kocka), hogy
Jordan-mértékiik osszege kisebb, mint ¢.

2. Tétel. Az S C R" korldtos halmaz akkor és csak akkor Jordan-mérhetd
ha my(BdS) = 0.

3. Tétel.

a) Ha S Jordan-mérhetd, akkor m;(S) > 0.
b) Ha Sy és Sy Jordan-mérhetd, S; C Sa, akkor mj(S1) < m(S2).
¢) Ha S; és Sy Jordan-mérhetd, akkor S1USs és S1N Sy is az, tovdbba

m.](Sl U SQ) = mJ(Sl) + m‘](Sg) — m,](Sl n 52)
teljestil.
Bizonyitds. A Jordan-mérték definicija és az integrél el6z6 fejezetbeli b),
d), e) tulajdonsdga adja az &llitdst.
Kovetkezmény: Ha S és S5 Jordan-mérhetd, kozos belsé pont nélkiili
halmazok, akkor m ;(S; NS2) =0, igy
mJ(Sl @] Sg) = mJ(Sl) + mJ(SQ) s

melybdl teljes indukciéval a Jordan-mérték véges additivitasa, azaz
k k
mo (U5 = 5 mots)
i=1 i=1

is kovetkezik, ha S;-k (i = 1,...,k) paronként kozos belsé pont nélkiili
halmazok.

Megjegyzések:

1) Bizonyithatd, hogy a Jordan-mérték transzlacié (eltolds) -invaridns, azaz
egy S Jordan-mérhetd halmaz S* eltoltjdra igaz, hogy 3 m;(S*) = m(S).

2) A Jordan-mérték tehdt egy nemnegativ, végesen additiv, mozgasinvari-
ans mérték, melynél az egységkocka mértéke egy.
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Egy f : [a,b] — R nemnegativ, Riemann-integralhaté fliggvény Riemann-
integraljdnak geometriai (mértékelméleti) tartalmdra mutat a kovetkezo:

4. Tétel. Ha f : [a,b] — R nemnegativ, Riemann-integralhaté fiiggvény,
akkor az
S={(z,y) |z € [a,b], y € [0, f(2)]} CR?

halmaz Jordan-mérheté és

(a Riemann-integrdl megadja a gérbe alatti halmaz Jordan-mértékét).

Kovetkezmények:
1. A tétel feltételei mellett az f grafja, a Gr f halmaz Jordan-mérhetd és

Jordan-mértéke 0.

2. Ha f : [a,b] — R folytonos fiiggvény [a, b]-n, akkor Gr f Jordan-mérhetd
és myGgrf=0.

2. Definicié. Legyen K C R"~! kompakt és mérheté halmaz,
®, ¥ : K — R folytonos fiiggvények, hogy ®(z) < ¥(z) (z € K). Az
S={(z,t) |z € K, ®(x) <t<TU(x)}

halmazt egyszerli tartomanynak nevezziik R™-ben.

Bizonyithat6 a kovetkez6:

5. Tétel. Az S C R"™ egyszerii tartomany kompakt és Jordan-mérhetd
R™-ben.

6. Tétel (a Fubini tétel egyszerli tartomdanyra). Legyen S egyszerti
tartomdny, f : S — R folytonos fiiggvény, akkor f integralhaté S-en és

t="(z)
(F) gfi /K [ J f(x,t)]

t=®(x)
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4. Integraltranszformacio

Az egyvaltozods fliggvények Riemann-integraljandl ismert a helyettesitéses
integralas tétele:
Legyen g : [a,b] — [c,d] folytonosan differencidlhaté fiiggvény, hogy
c=g(a), d=g(b), f:]c,d — R folytonos fiiggvény, akkor
b g(b)
(1) Jf(g(@))g'(x)dx = [ f(t)dt.

g(a)

Ha g szigordan monoton [a, b]-n (azaz a fentieken til az is teljesiil, hogy
§(2) £ 0, 7 € a,b]), gy @ = g~ (¢) és b= g~ (d) (ha g névekvd), vagy
a=g1(d) ésb= ¢) (ha g csokkend) teljesiil. Igy (1) frhaté a

g (d)

g
d
[f(@dx: I fg(t)g'(t)dt,

g7 (o)

vagy
d )
[ f(z)de = — 71f( ) f(g(t)g'(t)dt

alakba, ami egyiittesen a
b

d
[ f(@)dz = [ flg(®)lg'(t)|d

a

alakba irhaté (és ekkor g lehet névekvé vagy csokkend is).

Cél: A tétel altalanositasa, amikor f n-valtozds valds értékii fiiggvény, g
pedig R™ — R™ tipusu transzformacié, elég jé tulajdonsagokkal.
Kérdés:
a) milyen g fliggvényt kell helyettesiteni a ,,régi” véltozd helyére, azaz
milyen ¢ transzforméciéval vezessiink be 1j valtozokat,
b) az intervallumok helyett milyen részhalmazait tekinthetjiikk R™-nek,
c) s végil, hogy f(g(z))-et, |¢'(x)| helyett, mivel kell szorozni?

A korabbiaknéal sokkal nehezebb és hosszadalmasabb az elébbi , kivdnal-
maknak” megfelel6 kovetkezo dltalanositas bizonyitasa.
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Tétel (integriltranszformacio).

Legyen G C R™ nyilt halmaz, g : G — R" folytonosan differencialhato,
hogy detg'(xz) # 0 (VY © € G) (azaz reguldris leképezés) és kdlesondsen
egyértelmii leképezés. Ha E C G Osszefiiggs, mérhet6 és kompakt halmaz,
mig f : g(E) — R Riemann-integralhaté fiiggvény, akkor az (f o g)|det ¢'|
fiiggvény Riemann-integralhato az E halmazon és

(I-T) b[(fog)\detg’\: [r.

9(E)

Megjegyzések:
1) (I-T) {rhat6 a
J f@)de = [ f(g(t))|det g (t)|dt
9(E) E

alakba (ahol = (x1,...,2,), t = (t1,...,ts)), vagy A = g(FE) mellett
(ahol az el6z8 paragrafus 9. tétele és annak kovetkezménye miatt A = g(FE)
mérhetd, kompakt és Osszefliggd is)

/{f(x)dxz [ fg(t))det g'(t)]dt .

g=1(A)

2) A tétel akkor is igaz, ha csak f Riemann-integralhatdsdgat tessziik fel.
Illetve e mellett csak E kompaktsdgat és mérhetéségét koveteljiik meg.

3) Igaz az integraltranszformécié tételének kovetkezd alakja is:
Legyen G C R™ nyilt halmaz, g : G — R" folytonosan differencidlhaté G-n,
E olyan Jordan-mérheté halmaz, hogy E C E C G és g|go injektiv. Ha
/ : g(E) — R Riemann-integrdlhaté, akkor 3 [(f o g)|det ¢’| és

E

(I-T) J(fog)ldety|= [ f
E 9(E)
teljestl.
4) Ha f = 1 (és g-re az eredeti, vagy a mddositott feltételek teljesiilnek),
akkor
myg(E) = [|detg| .
E

5) Utdbbiak adjdk a Jordan-mérték transzlacié (illetve mozgds) invarian-
cidjat.
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6) A tétel adja, hogy ha g : R™ — R™ linedris leképezés, det g’ # 0 és
E C R™ kompakt és mérhet§ halmaz, akkor g(E) szintén kompakt és
mérhetd, tovabba

myg(E) = |detg'|m,E .

7) Az integraltranszformdcié (ahogy valésban is) az adott integral kisza-
mitdsdnak egy eszk6ze (médszere), melynek révén esetleg ,,jobb” fiiggvényt
kell integralni ,alkalmasabb” g=!(A) = E tartomdnyon.

Altaldnos ttmutatéds nincs arra, hogy mikor milyen helyettesitést kell
alkalmazni, de (az egyvéaltozds esethez hasonléan) tudunk ,tippeket” adni.
Példék:

1) Legyen A = g(E) = {(z,y|z,y > 0, 22 + y*> < a?)}. Szdmitsuk ki a
[[x?y*dzdy integralt.

A

Megoldas: Valasszuk g-t a

g(r,p) = (rcos o, rsin )
polar-transzformécionak.

cosp —rsing

detg' = | .
sing rcosg

Tovabba g az B = {(r,) |0 <r < a, 0 < ¢ < T} nyilt téglalapot képezi
az A halmazba kolcsonosen egyértelm{i médon és det ¢’ = r > 0 is teljestil
E-n.

(NMIE]
te
=~
S|
=

Ty
ff$2y2da:dy = [[(rcos ©)(rsing)? - rdrdp =
A E

= [ r*(cosep - sinp)?drdp =
[0,a]x[0,3]

O —uh

{f 73 Lni 2o dr] dyp
0
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Az utébbi integralas pedig mar nem tul nehéz. Itt egy korcikk alaku tar-
tomany helyett egy téglalapon kell integralni és a fliggvény sem bonyolddott
el tulsagosan.

2) Szémitsuk ki a [ sin /22 + y2dzdy integralt, ha
s

S={(z,y)|7* <a®+y® <4r’}.
Megoldds: Alkalmazzuk most is a g(r, ¢) = (rsin ¢, r sin ) poldr-transzfor-
maciét. Ez most az
E={(rp)|m<r<2m 0<p<2n}

zart téglalapot képezi az S halmazba, det ¢’ = r > 0 és ,majdnem” koleso-
nosen egyértelm{i médon (hol a ,baj”?), de akkor is igaz, hogy

[[ sinv/x? 4+ y2dxdy = [[(sinr) - rdrde =
s B

2m /27
= [[ rsinrdrde= [ (f Tsinrdr> dy

[7,27] x[0,27] 0

és ez utébbi integral ,mddszeresen” szamithatd. Most egy korgytri alaka
tartomany helyett jott az egyszerlibb téglalap és a fiiggvény is kedvezdbb
lett szamunkra.

Megjegyzés: Ha az eredeti tartomany korgytrticikk, akkor gondolhatunk
a polar-transzformaécioéra.

3) Szémitsa ki az

ry=a®, wy=2d>, y=x, y=2x (z,y > 0)
gorbékkel hatarolt tartomany Jordan-mértékét.
Megoldas: Az adott S tartomény most:

Y
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A tanultak szerint m;(S) = [[ldydy, ha az |1 létezik. A hatdrold
S 5

gorbék egyenletei azt ,,sugalljak”, hogy olyan g transzformacié kell, melynek
inverzét az

(z,y >0)

Y
* t = - Z
0 o, =

szerint g~ !(z,y) = (zy, %) (z,y > 0) adja. g-t a (x) egyenletrendszer
egyértelmi

t
T =4/-, Vits (t,s > 0)

5 t
) (t,s > 0)

megoldasa miatt pedig a

Y=
g(t,s) = (\/Z\/g

transzformécié adja.
Konnyen ellenorizhetd, hogy ez az

E={(ts)|a®*<t<2d® 1<s5<2}
téglalapot képezi S-re kolcsonosen egyértelmi modon és
1 Vi
B 1
detg/(ts)= | 2Vis  2Vs® | _ Lo

1 /s 1 |t 2s

2Vt 2Vs
teljesiil E-n. Igy

mJ(S):ffld:ndy:ffLZidtds:
s E §

2a% /2 242
J (fids)dt fln\@dt:thl\@.
a2 1 a?

4) Legyen S = {(z,y,2) | z,y > 0, 2% + y* + 2% < a®}. Szdmitsuk ki a
[[[2*2 dzdydz
5

integralt.
Megoldds: Alkalmazzuk a
g(r, o, 9) = (rsin e cosd, rsin ¢ sin ¥, r cos @)
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térbeli polar transzformdciét. Most det g’ = r?sing > 0 (ahogy ezt mar
szdmoltuk). ¢ (ahogy ez konnyen beldthatd) az

E={(red)|0<r<a 0<p<m, 0<¥<m/2}

halmazt kolesénosen egyértelmt mdédon képezi le S-re.

9 z

g E =g(9)

™ 14 )
a )
T T

[[[2*2dxdydz = [[[(rsinpcosd)?(rcos p)?r? sin ¢ drdpdd =
S E

el

fgy

= I/ 0 sin® o cos? ¢ cos® ¥ drdpd? |
(0,a)x(0,m)x(0,%)

ami a Fubini-tétellel szamithato.
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Feladatsor

1) Legyen (Pk) = (PF x --- x P¥) a Q C R" tégla egy felosztdssorozata.
Bizonyitsa be, hogy (P*) <= normélis, ha (PF) (i = 1,...,n) normlis.
2) Legyenek P! és P? a Q C R™ tégla felosztdsai. Bizonyitsa be, hogy
P'cP? < P'cP?(i=1,...,n).
3) Legyen Q = [0,1] x [0,1],
[ Q=R flay) =y,

Hatérozza meg fQ f és fQ f értékét.
4) Ha A= |J 4, és A; C R™ (i € N) nullmértékd halmazok R"-ben, akkor

n=1
A is nullmértéki R™-ben.

5) Vizsgélja meg, hogy léteznek-e az aldbbi integrdlok. Ha igen, gy haté-
rozza meg értékiiket.

a) // z\/y dxdy ; b) // ze™ dxdy ;
[0,1]x[0,1] [0,1]x[—1,0]
6) Szamitsa ki az aldbbi integralokat:
a) [[(z*+y?) dedy,haSazy=2, y=x+a, y=0, y=3a
s

egyenesekkel hatarolt tartomany;
b) [[(z® +y?) dady, ha S = {(z,y) | 2*> +y* < a, a > 0};
S

c) [[(2*+y) dzdy, ha S ={(z,y) |0 <2 <1, 2® <y < Vak

f) 7fe‘”2+y2 dzdy, ha S = {(z,y) | 2* + y* < R*, R > 0};

g) Jgff(:v2+y2+22) drdydz, ha S = {(z,y, 2)|v*+y*+22 < R%, R > 0}.
7) Széml’isa ki az aldbbi gorbékkel hatarolt tartomanyok Jordan-mértékét:

a) xy:a2,a:+y=ga (a > 0);
b) y* =2pzr+p*, y> = -2qx+¢*  (p,qg>0);
8) Szamitsa ki az aldbbi feltételekkel hatdrolt testek Jordan-mértékét:
a) z=14z4+y, 2=0,z4+y=1,2=0, y=0;
b)z+y+z=a,2?+y*=R?>, 2=0,y=0, 2=0 (a>RV2);
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VII. DIFFERENCIALEGYENLETEK

1. Differencialegyenlet fogalma

Jeloljon y a tovdbbiakban egy keresett fiiggvényt, y(x) ennek a helyettesitési
értékét z-ben. Legyen f: D C R? — R adott, ekkor a

(1.1) y' = fla,y)  (illetve y'(z) = f(z,y(2)))
egyenlet elsérendii kozonséges explicit differencidlegyenletnek szokas ne-
vezni.

Altaldnosabban:

1. Definicié. Legyen D C R"*! f: D — R folytonos fiiggvény (ahol D
egy tartomany). Az

(1.2) y™ = flzyy, .y )
egyenletet n-edrendii kozonséges explicit differencidlegyenletnek nevezziik,
ennek specidlis esete n = 1-re a (1.1) elsérendii k6zonséges explicit differen-
cidlegyenlet,.
Az y: I — R (ahol I C R intervallum) fiiggvény megoldésa (1.2)-nek I-n,
ha

1) y n-szer differencidlhato,

2) (z,y(z),...,y"V(zx)) €D, Vazel,

3) y(z) = f(x, y(x),. .., g,/(T“l)(x))7 YV x € 1 teljesil.

Tovabbi altalanosités:

2. Definicié. Legyen F : D C R"*2 — R adott folytonos fiiggvény. A
(1.3) F(x,y,y',...,y(")) =0

egyenletet kozonséges n-edrendi differencidlegyenletnek nevezziik.
Az y: I — R fliggvény megoldasa a (1.3) differencidlegyenletnek az I inter-
vallumon, ha

1) y n-szer differencidlhato,

2) (w,y(m), ... ,y(”)(a:)) eD, Vazel,

3) F(z,y(z),...,y"(z)) =0 Vz e teljesiil.
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Megjegyzés: Ha (1.2), illetve (1.3)-ban f, illetve F az y,%/,...,y" Y,
illetve y,7/,...,y™ véltozéinak linedris fiiggvénye, akkor a (1.2), illetve
(1.3) differencidlegyenlet linedris, egyébként nemlinearis.

3. Definicié. Legyen D C R"*! tartomény, f = (f1,...,fn) : D — R"
folytonos fiiggvény. A

(1.4) Y= yn) = fl@y) = fla,yn o)
egyenletrendszert, amely az
(1.4") v = filz,y1,- -, Yn) (i=1,...,n)

alakba is frhatd, elsérend(i kozonséges (n ismeretlen fiiggvényt tartalmazd)
explicit differencidlegyenlet-rendszernek nevezziik.
Az y = (y1,...,yn) : I — R” fiiggvény (fliggvényrendszer) a (1.4) (illetve
(1.4") differencidlegyenlet-rendszer megolddsa I-n, ha

1) y (illetve az y;-k) differencidlhaté(k),

2) (z,y(@) = (z,y1(2),...,yn(x)) €D Vazel,

3) ¥'(z) = f(a,y(x)) (lletve yi(z) = fi(z,p1(2),... yn(x))

i=1,...,n) Vael

teljestl.

2. Kezdeti érték probléma vagy Cauchy-feladat

1. Definicié. Legyen D C R**! tartomdny, f : D — R folytonos fiiggvény,
(2o, Y01,---,Yon) € D rogzitett. A

(21) y(n) :f(xayay/avy(n_l))? y(l)(xO) = Yoi+1 (22077”‘_1)
problémat egy n-edrendii explicit kozonséges differencidlegyenletre vonat-
kozé kezdeti érték probléménak vagy Cauchy-feladatnak nevezziik (ez n = 1-
re y' = f(z,y), y(zo) = yo alaki).
Az yD(zg) = yoir1 (i = 0,...,n — 1) kikétéseket kezdeti feltételeknek
nevezzik. )
Az y: I — R fiiggvény megolddsa (2.1) (n-KEP)-nek, ha

1) y m-szer differencidlhato,

2) (z,y(x),....,y" V() eD Vazel,

3) y(@) = f(a,y(@),....y" V(a)) Vael,
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4) yD (o) = yoir1 (i=0,...,n—1)
teljestl.

Megjegyzés: Hasonlé a helyzet a nem explicit esetben is,
F: D cR"? — R fiiggvénnyel.

2. Definicié. Legyen D C R"™*! tartomény, f = (f1,...,fn) : D — R"
folytonos fliggvény, (zo,yo) = (o, Yo1,-- -, Yon) € D adott pont. A

(2:2) v =flxy),  y@)=y W= Yn)

problémat egy differencidlegyenlet-rendszerre vonatkozo kezdeti érték prob-
léménak vagy Cauchy-feladatnak nevezziik.

Az y = (y1,...,yn) : I — R" fliggvény megolddsa a (2.2) (DER-KEP)-nek,
ha

1) y differencialhato,

2)( ):(xyl( ), s yn(®)) €D Vel
3) y () flz,y(@) Yazel,

4) y( 0) = %o

teljestl.

Tétel (atviteli elv). Legyen D C R"*! tartomdny, f : D — R folytonos
fiiggvény, (zo, Yo1 - - -, Yon) = (To,yo) € D rogzitett.

Az y: I — R fiiggvény akkor és csak akkor megolddsa a (2.1) (n—KEP)—nek
I-n, ha az (y7 T ,y(”_l)) vektorfiiggvény (fiiggvény n-es) megolddsa a

yi =Y
A : yi(zo) =yoi  (i=1,...,n)
Yn—1=Yn
y;l :f(xayla-“vyn)
(DER-KEP)-nek I-n.

Megjegyzés: Az atviteli elv lehet6vé teszi, hogy (n—KEP) feladatok megold-
hatdsdgét (DER-KEP) megoldhatésigéra vezessiik vissza.
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3. Elemi uton megoldhato

differencialegyenlet-tipusok
a) Szeparabilis differencidlegyenletek

Definicié. Legyenek f : [a,b] — R, g : [c,d] — R (g # 0) adott folytonos
fliggvények. Az
(SZ) y' = f(@)g(y)

differencidlegyenletet szeparabilis (szétvalaszthaté véaltozéju) differencidl-
egyenletnek nevezziik.

Tétel. Az y : [a,b] — [c,d] differencidlhaté fiiggvény akkor és csak akkor
megolddsa (SZ)-nek, ha

(SZMo) /ﬁdt oy (x):/f(t)dt

(x,xo € [a,b]; y,y0 € [c, d]) teljestil.
Bizonyitds. f és 1/g folytonosak, igy az

Flz) i/f(t)dt—i—Cl (2,0 € [a,B]),

y
G(y) = / ﬁdt—l— Cs (v, 90 € [c.d])
Yo
szerint definidlt F : [a,b] — R, G : [¢,d] — R fiiggvényekre F' = f, G' =
1/g teljesiil.
a) Ha y teljesiti (SZMo)-t, akkor
Cly@) =F@)+C (@€ fab),
ami y, F, G differencidlhatésaga miatt adja, hogy

G'(y@) v (x) =F(z)  (x€]aD]),

Y'(z) = fx)g(y(x)) (€ la,b])



teljesiil, tehdt y megolddsa (SZ)-nek.
b) Ha y megolddsa (SZ)-nek, akkor

y'(z)
flz) = (x € [a,b])
9(y())
és a helyettesitéses integralds tétele miatt V x,xq € [a, b] esetén
[ [y [
Y

F(t)dt :/ it = / Laloy| @

/ g(y(®)) g(t)

o o Yo=y(zo)

kovetkezik, azaz (SZMo) teljesiil.

Megjegyzések:

1. A tétel szerint y(zg) = yo is teljestl, gy az ¢ = f(x)g9(y), y(zo) = yo

kezdeti érték probléma megoldasat kaptuk meg.
2. A kovetkez6 formélis mddszert gyakran hasznéljdk:

dy*x:z:—> d—y: x)dxr (*
(52) L faya /g@) /f(M (+),

amibdl kapjuk (SZ) megoldasat. Az (zg,yo) ponton athaladé megoldds-
hoz tgy kell megvélasztani az integraciés konstansokat, hogy a () egyen-

16ség teljesiiljon x = xp, y = yo mellett. Ez teljesiil, ha

7;g=jf@ﬁ,

ami adja, hogy y teljesiti (SZMo)-t.

(ekkor y(x) = yo nyilvdn megoldds, de lehetnek més megolddsok is).

b) Véltozéban homogén differencidlegyenletek

. Vizsgédlhaté olyan eset is, amikor valamilyen yo € [c,d]-re g(yo) = 0

Tétel. Legyen f : [¢,d] — R adott folytonos fiiggvény, y : [a,b] — R olyan,

hogy 0 ¢ [a,b] és 3 ¢/ [a,b]-n és y(x)/z € [c,d].
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y akkor és csak akkor megolddsa [a,b]-n a

(VH) v =1(%)

X

valtozéban homogén differencidlegyenletnek, ha az
x)

w:[a,b) = R u(x)i%

fiiggvény megolddsa [a,b]-n az

szeparabilis differencidlegyenletnek.

Bizonyitds. Nyilvanvald.

;L ar + by + ¢ . ..
c)Azy =f <am BT 7) differencidlegyenlet

—Ha ¢ = v = 0, akkor a cimben egy (VH) tipust egyenlet szerepel, mondjuk
f : R — R tipusu adott folytonos fiiggvény esetén.

— Ha
=af —ba =0,

a b
a f3

azaz ha ¢ _ = A, illetve a = Ao, b = A(3, akkor a cimben szerepld
e

| <

egyenlet dtmegy az
y' = glaz+ By +7)
alakba, melyet az
u(z) = ax + PBy(x) + 7
helyettesitéssel az
u'=a+py = a+Bg(u)
alakba frhatunk, ami egy specialis (SZ) egyenlet.

— Ha

a b
‘ol
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akkor az
ar+by+c=0

ax+ By +7 =0

linedris egyenletrendszernek pontosan egy &, n megoldasa van.
Ekkor belathaté (igen egyszertien), hogy az

y:H—R (E¢H veH = ar+Py+v#0)

fliggvény akkor és csakis akkor megoldasa H-n az &ltaldnos differencial-
egyenletnek, ha a

Y H* =R, ¢t)=y(t+&—n (H ={t|t+{cH})

fliggvény megolddsa az
¥(x)
/ — F
W) = F (%

differencidlegyenletnek, ahol

F(z):f(;ligi) .

d) Els6rendii linearis differencidlegyenletek

Definicié. Legyenek f, g : [a,b] — R adott folytonos fiiggvények,
y : [a,b] — R differencidlhaté ismeretlen fiiggvény. A

(LIH) y' = f(@)y+9(x)
differencidlegyenletet elsérendii linearis inhomogén, mig az
(LH) y' = f@)y

differencidlegyenletet elsérendii linearis homogén differencidlegyenletnek
nevezziik.

Tétel. Azy: [a,b] — R fiiggvény akkor és csak akkor megoldédsa (LIH )-nek,
ha 3 c € R, hogy

(LIHMo) y(@) = cyu(z) +yp(z)  (z € [a,b]),

ahol yg : [a,b] — R az (LH) differencidlegyenlet sehol el nem tiind,
yp : [a,b] — R pedig (LIH) egy (partikuldris) megolddsa. Tovdbbd, ha
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xo € la, b] rogzitett, akkor V x € [a,b] esetén

(H) yn (z) = exp ( f f(t)dt> ,

yp(z) J: g(7) exp (f f(t)dt> dr =

e) Egzakt differencidlegyenletek

Definicié. Legyen D C R? tartomédny, P,Q : D — R adott fiiggvények.
Az

(E) P(x,y)+Q(m,y)y’ =0

egyenletet egzaktnak nevezziik, ha az f = (P,Q) : D — R? fiiggvénynek
létezik primitiv fiiggvénye, azaz létezik F' : D — R differencidlhaté fliggvény,

hogy
F'=f azaz DiF =P é DyF=Q

teljestl.

Megjegyzés: (E)-t szokds az

(E) P(z,y)dz + Q(z,y)dy = 0

alakban is irni.

Tétel. Az (E) egzakt differencidlegyenletnek az y : I — R differencidlhaté

fiiggvény (melyre (x,y(z)) € D, ha x € I) akkor és csak akkor megolddsa
I-n, ha 3 ¢ € R, hogy

(EMo) F(z,y(z)) =C  (z€l),
ahol F az f = (P, Q) fiiggvény primitiv fiiggvénye.
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Bizonyitds.
a) Legyen y (EMo) alaki, akkor az Osszetett fiiggvény differencidlési sza-
bélya szerint
Dy F(z,y(x)) + DoF(2,y(2)y' (z) =0 (z€1)
kovetkezik, ami D1 F = P és Do F = @Q-val adja, hogy y megoldasa (E)-
nek.
b) Ha y teljesiti (E)-t I-n és (E) egzakt, akkor
d
0= DiF(w,y(z)) + Do F(z,y())y' = - Fl,y(x)  (zel)
teljesiil, ami adja (EMo)-t.

Megjegyzések:

1. Ha f = (P,Q) : D — R? olyan, hogy D tigynevezett csillagszerti tar-
tomény, f folytonosan differencidlhaté (azaz P és Q is), tovdbbd Dy P =
D1Q D-n, akkor létezik f = (P, Q)-nak primitiv fiiggvénye. Ha (xq,yo)
egy csillagkdzéppont és g : [a,b] — D olyan szakaszonként sima gorbe,
mely az (zg, yo)-t (z,y)-nal koti 6ssze, akkor ez a primitiv fliggvény az

(z,y)
Faw=[f= [
9 (w0,y0)

integralfiiggvény.

2. Az 1) megjegyzés feltételein til teljesiiljon, hogy g(t) = (z(¢), y(t)) folyto-

nosan differencidlhaté (g(a) = (xo,y0), g(b) = (z,y)), akkor a gérbementi

integral kiszamitdsara vonatkozé ismert tétel alapjén, ha 3 g1, gy

g7 (z,y) g (z,y)
F(z,y) = / P(x(t),y(t)=' (t)dt + / Q(z(t), y(t)y' (t)dt .

3. Ha D téglalap vagy korlap, akkor barmely rogzitett (xq, yo)-b6l barmely
(z,y) € D elérhetd a tengelyekkel parhuzamos toréttvonal mentén, pél-
daul:
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A folytonos vonalra:

g(t) = g'(HUG(t) = (=" (1), 5" (1) U (@*(1), 4*(1))
ahol

igy ) ,
Fla,y) = / Plt,yo)dt + / Qla, t)dt |
o Yo

A szaggatott vonalra (hasonléan):

€T

F(z,y) :/P(t,y)dtJr/Q(xo,t)dt.

Zo

. F(z,y) utébbi két alakjaban szokds az els§ integralban ¢t — x, a méso-

dikban ¢ — y hasznalata is.

. Az (E) egzakt egyenlet (zg,yo)-on dthaladé megolddsét C' = 0 mellett

kapjuk.

. Az y = f(2)g(y) (g # 0) szepardbilis egyenlet egzakt differencidlegyen-

let.

f) Integrald szorzd keresése

Definicié. Ha y teljesiti (E)-t és 3 u: D — R (u # 0) fliggvény, hogy a
(uP, pQ) fiiggvénynek létezik primitiv fiiggvénye, azaz a

(%)

w(@,y) Pz, y)dz + p(z,y)Q(z,y)dy =0
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differencidlegyenlet egzakt, akkor u-t az (E) egyenlet integrdlé szorzdjanak
(Euler-multiplikétoranak) nevezziik.

Megjegyzések:

1. Ha létezik integralé szorzd, gy ((E) és (x) ekvivalencidja miatt) (E)
megolddsa visszavezethetd a (x) egzakt differencidlegyenlet megolddsara.

2. Integralé szorzot az alabbi médon kereshetiink:
DopP = D1puQ & Quz — Py = (Py — Qz)p
melybdl ha p = p(w(z,y)) (pl. w(z,y) =x vagy y vagy z+y ...)
du du
oW~ Powy =Py = Qa)u
illetve
M/(w) — Py B Q:L
pw)  Quz — Pw,

kovetkezik, ami adja, hogy
Py - Qa:

d;
Quw, — Pw, (W)

p(w) = exp

ha QPy —Qs

Go—pa, MW fliggvénye.

4. Egzisztencia-tételek Cauchy-feladatokra
a) Egzisztencia és unicitias tétel (DER-KEP)-re

Igen fontos a (DER-K EP) probléma kévetkezd dtfogalmazdsa (visszaveze-
tése integralegyenlet-rendszerre):

Lemma. Az y : I — R" differencidlhaté fiiggvény akkor, és csak akkor
megoldasa az

(DER-KEP) v =f(z,y), yl@)=y  (z,y)€DCR"
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problémanak, ha folytonos megoldasa az
(IER) a) =wn+ [ Ft(o)i
Zo

integralegyenlet-rendszernek. (Itt f: D — R™ folytonos fiiggvény.)

Bizonyitds.

a) Ha y: I — R"™ megoldasa (DER—KEP)—nek, akkor

y'(z) = flz,y(z))  (z€l).
f és y folytonossiga adja, hogy f(z,y(z)) folytonos I-n, igy létezik az

[ sy
integral és
vo)=w+ [ feye)n @,
Zo
ahol y(zo) = yo, azaz teljesiil (IER).

b) Ha y : I — R"™ folytonos megoldésa (IER)-nek I-n, akkor f(z,y(z))
folytonossaga miatt

/ St ()t

differencidlhaté és derivéltja f(z,y(x)), masrészt (IER) adja, hogy y dif-
ferencidlhaté és ¢/ (x) = f(z,y(x)) (z € I), tovabba (IER) szerint y(zq) =
xg is igaz, ebbdl pedig kovetkezik, hogy y megolddsa (DER-KEP)-nek.

Megjegyzés: A lemma miatt (DER—KEP) megoldhatdsdga és a megol-
dés egyértelmiisége (egzisztencia és unicités) egyet jelent (IER) megold-
hatosdgaval és a megoldas egyértelmiiségével.

Tétel (Picard-Lindel6f egzisztencia és unicités tétel).
Legyen Gy C R™ nyilt halmaz, I = [a,b] CR, D=1xGy, f: D — R"
folytonos fiiggvény, hogy létezik L > 0, hogy

1 f (@, y1) = f(zy2)rn < Lllyr — y2ller (¥ (z,91), (z,y2) € D),
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azaz Lipschitz-tulajdonsagia D-n. Legyen tovabba xy € I és yo € Gi
rogzitett. Akkor 3 o > 0, hogy az

(DER-KEP) v =F@y),  y(@o) =wyo
Cauchy-feladatnak az I = I N [xg — a, g + ¢ intervallumon létezik megol-
dasa és az egyértelmi.

Megjegyzések:

1. A tétel feltételei mellet a (DER—KEP) megoldésat az

yo(z) = yo, yk(x)iyo—i—/f(t,yk,l(t))dt (k=1,2,...;2 € L)

szerint definidlt (yi) figgvénysorozat hatarfiiggvénye adja.
Az eljarast Picard-féle szukcessziv approximéciénak nevezziik.

2. n = 1 mellett az els6rendl explicit differencidlegyenletre vonatkozo
Cauchy-feladatra vonatkozo6 Picard-féle egzisztencia és unicitas tételt kap-
juk.

3. Egy példa: A
(KEP) y =ay,  y0)=1
Cauchy-feladatnak megfelel6 integralegyenelet:

(IE) y(z) =1+ / ty(t)dt

Ekkor
$2
Yo(z) =1, yl(w)zl-i-/tdt:l—k—’.“

x? 1 (2? 2 1 (22 k
=l4+=4+-(= ek = (=),
yr () +2+2!<2> + +k!(2>’ ;

és yr(r) — exp(z?/2) egyenletesen, {gy (KEP) megoldésa:
2
y(x) = exp (2) (x € R).
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b) (L-DER-KEP) megoldhatéséga

Legyenek g¢;;, @i : I — R (i,j = 1,...,n) adott folytonos figgvények,
akkor

vi= 95@)y +¢i(2),  wilwe) =yor  (i=1,...,n)
j=1

egy linedris differencidlegyenlet-rendszerre vonatkozé Cauchy-feladat, mely
az
Y1 ®1

y=1 1> e=1 | 9=Gixn
Yn Pn

jeloléssel az
(L-DER-KEP) y' =gl@)y+ o),  ylwo)=yo

alakba is irhaté.
Ez ekvivalens az

x

(L-IER) y(x) = yo + / [g(t)y(t) + p(t)] dt

Zo

integralegyenlet-rendszerrel.
Legyen D = I x R", akkor az

f:DCR™ =R",  f(z,y) = gla)y+ ()

folytonos fiiggvényre V (z,y'), (x,4%) € D esetén
/@@,y = fla.y?)| = [lg@) " =) =

n n 2
= Z[ 1gij(9€)(y}y§)} <nK|y' - v?| =L||y" — |
J

i=1

teljestil, azaz Lipschitz-tulajdonsigu, igy az (L—DER—KEP) megoldhaté és
a megoldas egyértelmi I; C I-n.

100



¢) (n-KEP) megoldhatésiga

Tétel (egzisztencia és unicitas tétel (n-KEP)-re).
Legyen G1 C R™ nyilt halmaz, I = [a,b] CR, D=1xGy, f: D — R
folytonos fiiggvény, hogy 3 L > 0, hogy

|fz,y") = f@ )] < Llly' = || (V(z,9").(z,y°) € D),

azaz Lipschitz-tulajdonsagi D-n. Legyen tovabba xg € I, yg € Gy rog-
zitett.

Akkor 3 o > 0, hogy az

(n-KEP) y™ = fley, oy Y) (@) = o

(1 =0,...,n—1) Cauchy-feladatnak az Iy = IN[xg—«, xo+«] intervallumon
létezik megoldédsa és az egyértelmii.

Kovetkezmény ((L—n—KEP) megoldhatésaga).
Legyenek aq,...,a,,b : I — R folytonos fiiggvények, xq € I, yo € R"
rogzitett. Akkor az
, (n):a x (n_l)_l’_..._i'_anx _i'_bm
(Ln-KEP) { (A)y 1(z)y | (2)y + b(x)
Y (x0) = Yoit1 (i=0,...,n)

Cauchy-feladatnak egy és csak egy megoldasa van I-n.

d) Egzisztenciatétel (DER-KEP)-re

Tétel (Cauchy-Peano egzisztencia tétel). Legyen D C R"™*! tarto-
mdny f: D — R™ folytonos fiiggvény, (xo,yo) € D. Akkor az

y'=f(z,y),  y(o) = o
Cauchy-feladatnak Iétezik megoldasa.

(De nem feltétleniil egyértelmi, lasd példdul az y' = +/|y| differencidlegyen-
letre vonatkozé Cauchy-feladatot.)
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5. Magasabbrendi linearis differencialegyenletek

a) Az n-edrendii linedris homogén

differencidlegyenletek altalanos elmélete

1. Definicié. Legyenek a; : I — R (i = 1,...,n) adott folytonos flige-
vények. A

(H,.D) y™ + Zai(:c)y(”_i) =0
=1

egyenletet n-edrendii linearis homogén differencidlegyenletnek nevezziik.
Egyszert szamolassal bizonyithaté a kovetkezo tétel:

1. Tétel. Ha az y1,...,yx : I — R fiiggvények megolddsai (H,,D)-nek I-n,
akkorV cq,...,ci € R esetén az

k
y= Z CiYi
i=1

fliggvény is megoldas I-n.
2. Definicié. (Linedris fiiggéség és fiiggetlenség)
Az y1,...,yx : I — R fliggvények linearisan fiiggéek I-n, ha létezik
k
1. 06 € R (3 ¢ > 0) konstansrendszer, hogy
i=1
k

(%) Z ciyi(z) =0 (Vz e I).

i=1
Y1, -+, Yk : I — R linedrisan fiiggetlenek, ha (x) csak tgy teljesiil, ha ¢; =

0(i=1,...k).

3. Definicié. Az yq,...,y, : I — R n—1-szer differencidlhaté fiiggvények
Wronski-determinédnsa:

Y1 Y2 Yn

| own Ys e Un
W=W(y1,...,yn) = :

1 1 -1

S SO G
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1. Tétel (Liouville-formula). Ha az yi,...,y, : I — R fiiggvények
megoldédsai (H,,D)-nek I-n és xy € I adott, akkor

x

W(x) = W(n(z),..,yn(z)) = W(zo) exp | - / ax (1)t

Zo

1. Kovetkezmény. (H,D) egy y1,...,y, megolddsrendszerének
Wronski-determinansa vagy = 0, vagy sehol sem 0.

4. Definicié. (Alaprendszer) Az yi,...,y, : I — R fliggvények (H, D)
alaprendszerét alkotjak, ha megoldasai annak és linearisan fiiggetlenek.

3. Tétel. y1,...,yn : I — R akkor, és csak akkor alaprendszere (H,,D )-nek,
haVy; (i=1,...,n) megoldds I-n, és W (x) # 0.

4. Tétel ((H,D) altalanos megoldésa). Legyen yi,...,yn : I — R
(H,.D) alaprendszere I-n, akkor (H,D)V y : I — R megolddsa

y(r) = Zci%(x) (zel)

alaku, ahol cq,...,c, € R konstansok.

Bizonyitds. Ha y1,...,y, (H,D) alaprendszere, akkor W (zg) 0V xg € I.
Ha y : I — R egy tetszdleges megolddsa (H,,D)-nek, akkor legyen c1, ..., ¢,
a

(o) Zciygj)(xo) = y(j)(xo) (j=0,...,n—1)
i=1

egyenletrendszer (W (zo) # 0 miatt 1étez6) megoldésa, akkor a
Y@) =) eyile)  (wel)
i=1

fiiggvény olyan megolddsa (H, D)-nek I-n, melyre teljesiilnek a

Y (20) =y (20) (j=0,...,n—=1)
kezdeti feltételek (o) miatt.
Igy 1 és y ugyanazon (H,,D)-re vonatkozé (n-KEP) megoldésai, ezért meg-
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egyeznek, azaz
y(@) = o) = cyile)  (ze),
i=1
amit bizonyitani kellett.

Megjegyzések:

1. Az altaldnos megoldédshoz igy elég az alaprendszert meghatédrozni.
2. Belathato, hogy alaprendszer mindig létezik.

3. Az alaprendszer meghatdrozasara nincs altaldnos moédszer.

5. Tétel (D’Alembert-féle fokszamcsdkkentd eljaras).

Legyen y; : I — R (y1 # 0) megolddsa az

(H2D) y" +ai(x)y +az(z)y =0

differencidlegyenletnek. Az y : I — R fiiggvény akkor, és csak akkor
megolddsa (HaD)-nek, ha az

!
u:l —-R u = (y)
Y
fliggvény megoldasa az

! n@)y
(H,D) u + (al(x)+2y1(z)>u—0

differencidlegyenletnek. Igy (HyD) éltaldnos megoldésa

y =y /eXp [—/ (al(a:) + 23%3) d:c} dy =
e[ |- fat] e
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b) Konstansegyiitthatds linearis homogén

differencidlegyenletek

Definicié. Ha (H,D)-ben
aj(x) =a; €ER (x eI,
akkor a kapott
(KH, D) y™ +3 a9 =0
i=1
egyenletet n-edrendii konstansegyiitthatos linedris homogén differencial-

egyenletnek nevezzik.
(KH,,D) karakterisztikus polinomja:

(KP) PO) = A"+ aA,
i=1
mig karakterisztikus egyenlete:

(KE) AT AT =0
=1

Tétel. Ha Ai,..., A\ € R py,....pr (€ N)-szeres (kiilonb6z6) gyokei
(KH,,D) karakterisztikus egyenletének, hogy p1 + - - - + px = n, akkor

eMT geMT . ghilehm
(AR)

eMT gtk Pl

alaprendszere (KH,,D)-nek.

Ha példéaul Ay = a+1i8, Ao = a— i (z = \/71) ugynevezett konjugalt
komplex gyokei (KE)-nek, hogy p; = ps = p-szeresek, akkor (AR) elsé két
sora helyett

e cos B, xe*®cosPBxr, ..., xzP"Le®®cosfx
e*®sin Br, xe*®sinfBx, ..., xP"le®®sinpfx

szerepel. (Hasonlé a helyzet a tovdbbi komplex gyokok esetén is.)
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Kovetkezmény. Az

(KH,D) y' +ay +ayy=0
karakterisztikus egyenlete a masodfoku

(KEy) AN+ aA+a;=0

egyenlet, igy ha ennek gyokei:
a) A1, A2 € R, A1 # Ay, akkor (KH3D) dltaldnos megolddsa
y=c1eM? 4 e
b) A1 = X2 = g € R, akkor (KH3D) dltaldnos megolddsa
Y = 1M 4 ¢y x e

c) A1 = a+if, 2 = a—1if (o, € R), akkor (KH3.D) &ltaldnos
megoldasa

Yy = [cl cos Bx + ¢o sin 6m] e,

¢) n-edrendii linedris inhomogén differencilegyenletek

Definicié. Legyenek a;,b : [a,b] — R (i = 1,...,n) adott folytonos fiigg-
vények, akkor az

(IH.D) y ™+ ai(@)y™ ) = b(x)
=1

differencidlegyenletet n-edrendii linearis inhomogén differencidlegyenletnek
nevezziik.

1. Tétel. Legyen vy, partikuldris megolddsa (IH, D)-nek. Az y akkor, és
csak akkor megoldédsa (IH,,D)-nek, ha az

yu I =R, yu(z) =y(z) - yp(@)
szerint definidlt fliggvény megoldédsa az (IH, D )-bél képzett (H,,D)-nek.
Bizonyitds.

a) Ha y és y, megoldasai (IH,,D)-nek, akkor az y-ra és y,-re felirt
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(IH,,D)-t kivonva egymdsbdl
(Y= y)™ + > ai@)(y —y) " =0
i=1

adédik, azaz y — y, = yu valéban megoldédsa (H,,D)-nek.
b) Ha y, megolddsa (IH,,D)-nek és yy megolddsa (H, D)-nek, akkor a két
egyenlet Gsszeaddsa adja, hogy y = yu + v, is megoldasa (IH,, D)-nek.

Kovetkezmény. Ha y, (IH,D) egy partikuldris megolddsa, yi,...,Yn
pedig (H,,D) alaprendszere, akkor (IH,D) dltaldnos megoldédsa

n

y:Zciyi—i—yp.

i=1
Hogyan hatarozhaté meg y,?

2. Tétel (a konstansvarialds médszere (IH,,D)-re). Ha yq,...,yn

az (IH,D)-bél képzett (H,D) alaprendszere és a¢; : I - R (i =1,...,n)
fiiggvények kielégitik a

(C) Y@y @)=0 (j=0,....n-2), X cx)y" (z) =b(z)

=1 i=1

egyenletrendszert I-n, akkor
(P) v I =R, yp(a) =) cila)yi(x)
megoldédsa (IH,,D)-nek.

Megjegyzések:

1. (Q) ¢},...,c,-re egy inhomogén linedris egyenletrendszer, melynek de-
termindnsa a Wronszki-determinédns, melyre W (z) # 0 (I-n).

2. (IH2D) esetén

(IH,D) y" +a1(z)y + az(z)y = b(x),
és ha y1, yo alaprendszer, akkor (C)

, () (@) + ch(@ya(e) = 0
(©) LA s 2
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alaki. Ebbél pedig

‘ 0  ya(x)
ooy = PO @] _ by o, @@
! W(x) W(y17y2)’ ? W(ylnyy
illetve
M@, e,
Cl(m)i/ W(yl’y2)d’ 2(7) /W(yuyz)d

kovetkezik. Tovabba ezen c; és co fliggvényekkel a partikularis megoldas

yp(z) = cr(@)yr (2) + ca(2)ya(x)  (zel).

d) Linearis differencidlegyenlet-rendszerek

1. Definicié. Legyenek g;;,¢; : I — R (i,j = 1,...,n) folytonos fiiggvé-
nyek. A

(LIHDER) Vit gy =wilx)  (i=1,...,n),
j=1

illetve az (y1,...,Yn) " = Y, (P11, Pn)’

(LIHDER) Y +gl@y=¢

=y, (Gij)nxn = g jelolésekkel a

egyenletrendszert linedris inhomogén differencidlegyenlet-rendszernek,
mig az

(LHDER) Y +g(@)y=0

egyenletrendszert linearis homogén differencidlegyenlet-rendszernek nevez-
zik.

Megjegyzések:

1. (LIHDER), illetve (LHDER) megoldédsainak meghatérozdsa visszavezet-
het6 az n-edrendii linedris differencidlegyenletek elméletére.

2. Ugyanakkor 6nallé elmélet is kidolgozhatd, mely szoros analdgiat mutat
az n-edrendi linedris differencidlegyenletek elméletével.
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Feladatsor

1) Adjuk meg az aldbbi gorbeseregek differencidlegyenletét:

y=e*;  y=(@-0o’; y=a’; y=sin(zto).

2) Oldjuk meg az aldbbi szepardbilis differencidlegyeneleteket, illetve a rdjuk
vonatkozo kezdetiérték problémakat:

y =¥ —u y' =20, y(l)=4
(x+1)y = —ay (@® =1y + 229> =0, y(0)=1
zyy' = Vy? +1 y' =3Vy*, y(1)=0
1
y —xy® = 2xy wty=y*, y(l)=3
y =ycosx v =0+y)mz, y(1)=0
3) Oldjuk meg a kovetkez6 linedris differencidlegyenleteket:
zy' — 2y = 22* 2z + 1)y =4z +2y
Y +ytgr = a(y —y)=e"
sin
22y +ay+1=0 y = 2x(x® +y)
zy' 4+ (z+ 1)y = 3z%e™™ zy’ + 2y = sin(x)

4) Oldjuk meg a kovetkezd egzakt differencidlegyenleteket:
(22 + 3z%y)dx + (2° — 3y*)dy =0
2z +y)dx + (v — 2y)dy =0

‘rl
-y =0

| =
<

-y 2z
@ry?® @ty
2zydz + (22 — y*)dy = 0
e Ydxr — 2y +xe ¥)dy =0

=

%dm + (W +Inx)dy =0
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5) A kordbbiakra visszavezetéssel oldjuk meg az aldbbi differencidlegyenle-

teket:
(x4 2y)dx — xdy =0

(z—y)+(@+y)y =0
vy — 2wy + 2%y =0
22y = y(22% — °)
y* + 2ty = ayy

zy =y — zer
vy —y=axtgr

zy' = Va2 —y? +y

20 +y+1+ 4z +2y—3)y' =0
r—y—1+@y—x+2)y =0
20 —4dy+6+(r+y—3)y =0
(x +4y)y' =22+ 3y —5

2
2

y/:2< Y+ )
z+y—1

(2% +9y* + x)dx + ydy = 0
(2 +9* + y)dr — xdy = 0
ay?(zy' +y) =1

yide — (zy + 2®)dy = 0

1 1
(y— ) dr + —dy =0

x y
zyde = (y° + 2y + 2°)dy
(22%y° + y)de — (2°y — x)dy = 0

6) Az aldbbi feladatokban vizsgélja meg, hogy a megadott fliggvények lines-
risan fiiggetlenek-e:

a) filx)=z+2, fo(x) =2 —2 (z € R);
b)  filz) =sin(z) ,  fo(z) =cos(z)  (z €R);
c) file) =1, fo(z) ==, fa(x) =2*  (zeR);

110



d) filz) =e", fa(x) = ¥, fa3(x) = €** (x € R);
e) filz) ==, fo(z) =€, fa(x) = xze® (z € R).

7) Hatdrozza meg az aldbbi differencidlegyenletek &ltaldnos megolddsét:

a) (2z+1)y" +4zy’ —4y=0, ha yi(z) =2z ismert;
y' —2(1+tg*(x))y=0, ha y(z)=tg(zx) ismert;

o

)
¢) ¥ —y'tg(x)+2y=0, ha y(z)=sin(z) ismert;
)

[N

xy" =y —xy +y=0, ha y(z)=2, yo(x) =e* ismert.

8) Adja meg az alédbbi differencidlegyenletek dltaldnos megoldésat:
a) az(z—1)y" -2y +y=0;
b) ay’ +2y —ay=0;
c) Bz + )y +2y —6a2y=0.

9) Oldja meg az aldbbi differencidlegyenleteket:

vy -2 =0; y' +4y' +3y=0; v =2 =0;
y' — 4y +5y=0; y'+2y +10y =0 y'+4y=0;
y" -8y =0; y W —y=0; y® +64y =0 ;

y' =2y +y=0; 4y + 4y +y=0;

y(5) _6y(4) +9y(3) =0; y(5) _10y(3) +9y =0:

y W42y +y=0; y" =3y +3y —y=0;

y W — 5y + 4y =0; y" =3y +2y=0.

10) Oldja meg az alabbi differencidlegyenleteket:

y' =2y —3y=e'"; y' +y = dre”

Y —y=2e" —a?; y' + oy — 2y = 3xe” ;

y" — 3y’ + 2y = sin(x) ; Y — 5y + 4y = 4x%e®®

y" — 3y + 2y = cos(x) ; y" — 4y + 8y = ** +sin(22) ;
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"

y" +y = xsin(z) ; y" +y' = sin(z) + x cos(x) ;
y" + 4y’ + 3y = ch(z) ; y”—2y’+y=§;
vity=——; y' + Ay =2tg() ;

(32% + )y + 2y — 6ay =4 — 1222 .

11) Hatérozza meg az aldbbi Cauchy-feladatok megoldését:

a)  y"-y' =0, y0)=3, YO =-1, y0)=1;

b) ' -2+y=0, y2)=1, y(2)=-2;

o)  yYty=4e", y(0)=4, y(0)=-3;

d)  y'-2=2", y)=-1, y(1)=0;

e) Y +y=220—-7, y(0)=0, y(r)=0.

12) Oldja meg az aldbbi differencidlegyenlet-rendszereket:

o {yﬂlerng b){yi+y18y20

Yo+4y1 —y2 =0, Yo—y1—y2=0,

Yi—y1+y2—y3=0 Sy = e

1 Y2 =

) Yo—y1—y2+y3=0 d){, 5
ys =21 +y2 =0,
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