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El6sz6

Ez a jegyzet a valdsziniiségszamitasnak és a matematikai statisztikanak azokat
a fejezeteit targyalja, amelyek a matematikatandr szakos hallgatok képzésében
szerepet jatszanak, figyelembe véve a tanarképzé intézmények tanterveit és a fel-
hasznalhaté alapismereteket. Mivel a valdszintiségelmélet targyaldsa ezen a szin-
ten nem lehetséges a Lebesgue-féle mértékelmélet alapjdn, igy a jegyzetben az
ugynevezett naiv felépitést kovetjilk. Mindazondltal igyeksziink azokat a leg-
fontosabb fogalmakat és tételeket bemutatni (utébbiakat esetenként bizonyitds
nélkiil), amelyek kell§ mértékben reprezentaljik a modern valészinliségelmélet és a
matematikai statisztika gyakorlati alkalmazhatdsdgat, modszereit.

A valészintiségszamitdssal kapcsolatos fejezetek megirdsa sordn elsésorban az [5]
és [10] munkédkra tdmaszkodtunk, azok terminol6gidjat, jelolésrendszerét hasznél-
tuk. A statisztikdrdl szol6 fejezetek forrasmunkéja féleg [2] és [9] volt. A feladatok
Gsszedllitasa sordn elsésorban a [7], [9], [10] munkék feladatanyagét hasznaltuk fel.

Az egyes fejezetekhez feladatok csatlakoznak, melyek a gyakorlds mellett az
anyag mélyebb elsajatitasat hivatottak elOsegiteni.

A jegyzet irasakor ersen tdmaszkodtunk az irodalomjegyzékben felsorolt mii-
vekre, ezekbdl szdmos feladatot atvettiink, esetenként az adatok, illetve a fogal-
mazas kisebb moédositasaval.
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1. Bevezetés 1

1. Bevezetés

1.1. Véletlen tomegjelenségek

A valdszinliségszamitas targya a véletlen tomegjelenségek vizsgalata. A tapasz-
talat azt mutatja, hogy a gyakorlatban léteznek olyan jelenségek, folyamatok,
melyek végbemenetelét nem hatarozzdk meg egyértelmiien azok a kortilmények,
amelyeket a jelenség, illetve folyamat tanulmanyozasakor tekintetbe tudunk, illetve
tekintetbe kivanunk venni. A gyakorlati életbdl szamos ilyen példat sorolhatunk
fel. Példaul, egy adott folyé vizallasa egy adott pillanatban szamos olyan tényezotol
fligg, melyek mindegyikének figyelembevétele szinte lehetetlen és gyakorlati szem-
pontbdl nem is lényeges. Az ilyen jelenségeket, eseményeket a tovdabbiakban
véletlen jelenségeknek, véletlen eseményeknek, roviden eseményeknek nevezzik. A
véletlen tomegjelenség olyan véletlen jelenség, mely tobb alkalommal 1ényegében
azonos figyelembe vett kortilmények kozott megismétlédik, illetve megismételheto.

1.2. Kisérletek, események

A véletlen tomegjelenségek egyes lefolyasainak megfigyeléseit véletlen kisérle-
teknek, roviden kisérleteknek nevezziik. FEgy kisérletnek tehat dltaldban tobb, e-
setleg végtelen sok lehetséges kimenetele van. Ha példaul a kisérlet abbdl all, hogy
egy szabdlyos dobdkocka feldobasakor a felsé lapon levé szamot figyeljiik, akkor
ennek a kisérletnek 6 lehetséges kimenetele van. Két ilyen kocka feldobdsakor
a lehetséges kimenetelek szdama 36. Egy folyé vizallasanak megfigyelésekor a
lehetséges kimenetelek szama annyi, ahany kiilonbo6z6 vizallas elvileg elképzelhetd, s
mivel a vizallas elvileg barmilyen nem negativ szam lehet, a lehetséges kimenetelek
szama végtelen. Természetesen a lehetséges kimenetelek szama akkor is végtelen,
ha feltételezziik, hogy a vizallds valamilyen ésszerii felsé korlat alatt marad.
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Egy kisérlet lehetséges kimeneteleit elemi eseményeknek nevezzik. Egy kisér-
lettel kapcsolatban tehat el6szor is azt kell eldontentiink, hogy mit tekintiink e-
lemi eseményeknek. Egy pénzérme feldobdsakor elvileg az is elképzelhetd, hogy
az érme az élére esik, mégis, ennél a kisérletnél csak azt a két elemi eseményt
szokds tekintetbe venni, hogy a dobas eredménye fej vagy irds. A kisérlettel kap-
csolatos elemi események Osszességét eseménytérnek nevezziikk és ebben a jegy-
zetben altaldban -val jeldljik. fgy példaul a kockadobdsi kisérlethez tartozé
eseménytér a kovetkezd lehet: Q = {1,2,3,4,5,6}. Vélaszthatndnk természetesen
més eseményteret is, példaul lehetne Q = {a,b,¢,d, e, f}, ahol az a, b, ¢, d, e, f betiik
rendre az 1,2,3,4,5,6 szamok dobasat jelentik, ez azonban csak jelolésben tér el
az el6z6t0l, s matematikailag célszerti minél egyszertibben leirni az eseményteret.
Két szabdlyos pénzérme egyidejii feldobéaséval (vagy ami ugyanaz, egy érme kétszer
egymas utani feldobdsdval) kapcsolatos kisérletnél az eseménytér a kovetkezo lehet:
Q= {FF,FI,IF,II}, ahol példdul F'F azt jelenti, hogy az egyes szdmu kockdval
és a kettes szamu kockaval is fejet dobtunk, FI azt, hogy az egyes szamuval fejet,
a kettes szamuval pedig irast, stb.

Egy kisérlettel kapcsolatban az elemi eseményeken kiviil dltalaban mas esemé-
nyeket is le lehet irni. A kockadobasi kisérletnél példaul egy esemény az, hogy paros
szamot dobunk, a pénzfeldobas esetén pedig példdul az, hogy mindkét érmével
ugyanazt dobjuk. Altaldban az elemi események barmely egyiittesét véletlen
eseménynek, roviden eseménynek nevezziikk. Akkor mondjuk, hogy a kisérlet
elvégzésekor valamely esemény bekdvetkezik, ha a kisérlet tényleges kimenetele egy
olyan elemi esemény, amely az illeté eseményhez tartozik. A kockadobési kisérletnél
példaul az az esemény, hogy paros szamot dobunk, akkor kévetkezik be, ha a kisérlet
kimenetele 2, 4 vagy 6.

A fentiekben vazoltuk azokat az alapfogalmakat, amelyek a valésziniiségszamitas
kialakulasakor fogalmazddtak meg, ezek azonban nem tekintheték preciz matema-
tikai definicidknak. A matematikai absztrakci6 soran elvonatkoztatunk a fenti fo-
galmak konkrét, gyakorlati jelentésétdl, s kizardlag ezek jellemz6 tulajdonsagaira
és a koztiik fenndllé kapcsolatokra figyeliink. A valdszintiségszamitas modern ma-
tematikai elmélete ugyanolyan axiomatikus alapokon nyugszik, mint a matematika
egyéb elméletei. Az axiomatikus felépités lényege az, hogy néhany (lehetéleg minél
kisebb szdmu) tgynevezett alapfogalmat valasztunk, melyeket nem definidlunk, s
a matematikai logika segitségével leirjuk ezek legfontosabb tulajdonsagait, kapcso-
latait, melyeket axiémédknak neveziink. Az axiémék tekinthet6k bebizonyitatlan
tételeknek. Egy matematikai diszciplina axiomatikus felépitésekor természetesen
alapvet6 fontossagl, hogy az axiémaék logikailag ellentmondasmentesek legyenek,
ennek ellenérzése azonban dltaldban nem konny feladat. Mésrészt célszerti minél
kevesebb axiomat vélasztani az elmélet konnyebb attekinthet6sége kedvéért, ami
ugy érhetd el, hogy az axiémak logikai fiiggetlenségére toreksziink: lehetéleg
egyetlen axiomat se lehessen logikai titon levezetni a tobbibol. Tovabbi kovetel-
ményeket is szokds az axidmarendszerekkel szemben tdmasztani, ennek részleteivel
azonban itt nem foglalkozunk. Visszatérve a valészinliségszamitasra, ennek modern
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elmélete a halmazelmélet axiomatikus elméletén és az Ggynevezett mértékelméleten
alapul, felépitése A. N. Kolmogorov! nevéhez fiiz6dik. Mivel itt nincs méd
arra, hogy ezeket az elméleteket akdar ismertnek tételezziik fel, akar részletesen
targyaljuk, a valészinliségszamitas egy egyszerisitett, igynevezett naiv felépitését
fogjuk kovetni, mely matematikailag eléggé preciz, a gyakorlati alkalmazasok
szamara eléggé dltalanos, de a targyaldshoz sziikséges elGismeretek nem hal-
adjak meg az elemi halmazelmélet, algebra és kombinatorika szintj ét. Ebben a
megkozelitésben a fentiekben vazolt valésziniiségelméleti fogalmaknak egy — egy
halmazelméleti fogalom, illetve relacié felel meg. E gondolatok részletes kifejtésére
a 3. fejezetben kertil sor.

Amint emlitettiik, a szdmunkra sziikséges technikai apparatus nem 1ép til az ele-
mi halmazelmélet, algebra és kombinatorika szintjén. A sziikséges halmazelméleti,
illetve algebrai alapismeretekkel a hallgaték mas targyak keretein beliil részletesen
megismerkednek, itt csupan azokat a kombinatorikai fogalmakat foglaljuk Gssze,
melyek a jegyzetben stirtin el6fordulnak, s esetitkben célszeriinek latszik a jelolések,
terminolégia stb. rogzitése. Mint latni fogjuk, a gyakorlati alkalmazasokban fellépd
klasszikus valészintiségi mez6kon a kiilonféle problémak megoldasa altaldban kom-
binatorikai mddszerekkel torténik.

L Andrej Nyikolajevics Kolmogorov szovjet matematikus, 1903-1987
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2. A kombinatorika elemei

A kombinatorika a véges halmazok elméletével foglalkozik, s napjainkban is
dinamikusan fejlddé tudoménydga a matematikdnak, szdmos alkalmazdssal. A
valdszintiségszamitas szempontjabdl elsésorban az tigynevezett csoportalkotasi, il-
letve elrendezési problémak érdekesek, igy a kovetkez6kben ezek legfontosabb
tipusait tekintjiik at. A csoportalkotasi problémék olyan kérdésekkel kapcso-
latosak, hogy egy véges szdamu elemet tartalmaz6 halmazbdl példaul hogyan és
hényféleképpen lehet kivalasztani bizonyos szamu elemet bizonyos eléirdasoknak
megfeleléen, mig az elrendezési probléméknal egy véges halmaz elemei kiilénb6z6
szempontok szerinti elrendezéseinek szama irdnt érdeklédiink.

2.1. Permutaciok

Legyen adott egy n elemii halmaz. Altaldban feltételezhetjiik, hogy a halmaz
elemei természetes szamok, ez nyilvan nem jelenti az altaldnossdg korlatozasat.
Ha a halmaz elemeit valamilyen médon sorba rendezziik, akkor azt mondjuk,
hogy a halmaz elemeit permutdljuk. Egy ilyen elrendezést a halmaz elemei
egy permutdcidjanak neveziink. Attdl fiiggben, hogy a halmaz elemeit mind
megkiilonboztetjik egymastol, vagy koziililk bizonyosakat azonosnak tekintiink,
beszéliink ismétiés nélkili, illetve ismétléses permuticiokrdl. Az, hogy a halmaz
bizonyos elemei kozott nem tesziink kiilonbséget, annyit jelent, hogy az ilyen ele-
mek egymas kozotti cseréjével nyert elrendezéseket nem tekintjiik kiilénb6z6 per-
mutdcidknak. Legyen példdul a halmaz {1,2,...,n}. Ez egyben az tgynevezett
természetes elrendezés, melyben az elemek nagysag szerint vannak sorba rendezve.
Ez egy permutdcié, melyet egyszerien (1,2,...,n) mddon jeloliink. Egy mésik
lehetséges permutéciét kapunk, ha az elsd két elemet feleseréljiik: (2,1,3,4,...,n).
A kérdés: hogyan kaphaté meg az n elem 0Osszes (ismétlés nélkiili) permutédcidinak
P, szdma? Ha az els6 helyen a halmaz barmelyik elemét lerogzitjik, akkor az ezzel
az elemmel kezd6dd permutdcidk szama nyilvan annyi, ahdnyféleképpen a fenn-
maradoé n — 1 elemet permutdlhatjuk, azaz P,_1. Mivel az els6 helyre n kiilonb6z6
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elemet rogzithetiink, ezért nyilvan
Pn = npn—l

érvényes, hacsak n > 2. Mivel nyilvan P; = 1, a fenti egyenletbdl teljes indukciéval
kapjuk n elem ismétlés nélkiili permutéacidinak szamat:

P,=nn—1)(n—2)...2-1=nl!

Egy egyszerii példa: 8 ember kozott hanyféleképpen lehet 8 kiillonb6z6 gyimol-
csOt szétosztani gy, hogy mindenki pontosan egyet kapjon? Ha a 8 embert egymas
mellé sorba allitjuk, akkor nyilvan annyi kiilonb6z6 szétosztasra van lehetéség,
ahdnyféle kiillonb6z6 sorrendje van a 8 gyiimdlesnek, azaz Py = 40320.

A fenti probléma gy mddosithaté, hogy van n darab golyd, melyek kozil k
darab egyforma, a tobbi n—k pedig ezektol és egymastol is kiilonbozo. Ilyen feltétel
mellett hany kiilonb6zé elrendezés lehetséges? Ha ezen elrendezések szamét P,(Lk)
jeloli, akkor vizsgaljuk meg, mi a kapcsolat PT(Lk) és P, kozott. Nyilvanvald, hogy a
PT(Lk) szadmu permutdcié mindegyikébél P, = k! szdmu ismétlés nélkiili permutdciot
kaphatunk, ha a k egyforma golyét mégis kiilonbozének tekintjik, igy k;!P,(Lk) = P,,
amibdl adédik, hogy

|

(k) _

P\ = ik
Hasonl6 gondolatmenetet alkalmazhatunk, ha az n elem kozott tobb egyenld
elembél all6 csoport is eléfordul. Legyen ezen csoportok elemszama k1, ko, . .., km,

ahol tehat k1 + ko +---+ kp, =nés k; > 1,1 =1,2,...,m, akkor az ismétléses
permutaciék szama
Pk, km) — n! _
" kilko!. . k!
A fentieket illusztralja a kovetkez6 egyszerii példa: hany kiillonb6z6 tipposz-
lopot tudunk 13 + 1 mérkozést tartalmazéd totdszelvényen kitolteni tgy, hogy 8
mérkézést 1-esre, 4-et x-re és 2-t 2-esre tippeliink? A valaszt a fenti képletbdl

kapjuk: P = (b — 45045,

A kovetkezé problémaék csoportok kiillonbozo feltételek melletti képzésével kap-
csolatosak.

2.2. Kombinacidok

Legyen adott n kiilonb6z6 elem, melyekbdl k elemii csoportokat képeziink. Nyil-
van feltételezziik, hogy 1 < k < n. Egy ilyen csoportot az n elem egy k-ad osztalyu
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kombinaciéjanak neveziink. Kérdés: hany kiilonbo6z6 ilyen kombindacié képezhet6?
Ha ezen kombinaciokban minden elem legfeljebb egyszer szerepelhet, akkor ismétlés
nélkuli kombindciokrol beszéliink, ha tobbszor is, akkor ismétiéses kombindcickrol.
Természetesen egy — egy kombindcion beliil az elemek sorrendje nem szamit.

El6szor hatarozzuk meg az n elem k-ad osztdlyiu ismétlés nélkili kombindcioinak
C* szémét. Ha n elem koziil k darabot kivalasztunk, akkor n — k darabot nem
valasztunk ki, tehat a keresett ismétlés nélkiili kombindciék szdma megegyezik az
n elem olyan ismétléses permutacidéinak szaméval, melyek kozott k, illetve n — k
darab egyforma, azaz

n!
Ok — plkn—k) _ _
" " El(n — k)!
Erre a képletre gyakori el6forduldsa miatt kiillon jelolést szokas alkalmazni: (Z),
mely igy olvasandd: ”n alatt a k7. Formdlisan az (Z) ugynevezett binomidlis

egylitthaté csak 1 < k < n értékekre van értelmezve, a 0! = 1 megédllapoddssal
azonban minden 0 < k < n értékre kiterjeszthetjiitk. Ekkor pl. (§) = 1. Az (})

binomidlis egyiitthaté valgjdban minden 0 < k < n értékre megadja egy n elemii
halmaz 0sszes k elemii részhalmazainak szamat.

Az ismétlés nélkiili kombindcidk alkalmazdsdra egy lehetséges példa a lottd-
jatékkal kapcsolatos: hanyféleképpen lehet szabalyosan kitolteni egy 6toslottd-
szelvényt? A kérdés nyilvdn az, hogy 90 elembél hanyféleképpen lehet 5-6t
kivalasztani, s ennek megfelelden a vélasz: 90 elem 5-6dosztalyu ismétlés nélkiili
kombindcidinak szama, (950) = 43949268.

A kovetkezékben az ismétléses kombindciokkal foglalkozunk. Legyen adott n
kiilonb6z6 elem, s ezekbél készitsiink k elemil csoportokat, de tgy, hogy egy —
egy elemet akarhanyszor felhasznalhatunk. Ekkor tehat k lehet n-nél nagyobb is.
Az ilyen csoportokat az n elem k-ad osztalyu ismétléses kombindcidinak nevezziik.
Jelolje ezek szamat CF'. Megmutatjuk, hogy ez a szam egyenld n + k — 1 elem
ismétlés nélkiili kombindcidéinak szamaval. Legyen az n elem 1,2,...,n, és legyen
egy k-ad osztalyt ismétléses kombinacié a kdvetkezo: ni,no, ..., ng. Természetesen
feltehetjiik, hogy

1<ny <ng<---<np <m,

hiszen kombindcidk esetén a kiilonboz6 sorrendek kozott nem tesziink kiilonbséget.
Ehhez hozzarendelhetjiik az ny, no+1, ns+2, ..., ng+k—1 sorozatot, amely nyilvan
az 1,2,...,n+ k — 1 elemek ismétlés nélkiili kombinaciéja. Masrészt az is vilagos,
hogy ezen a médon kiilénb6z6 ismétléses kombinaciokbdl kiilonbozé ismétlés nélkiili
kombinaciokat kapunk. Hasonlé gondolatmenet alapjan, ha ni,ns,...,n; az
1,2,...,n+ k — 1 elemeknek k-ad osztalyd ismétlés nélkiili kombinacidja, melyrol
feltehetjiik, hogy eleget tesz az

1<ni<no<---<npg<n
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feltételnek, akkor ebbdl elkészithetjik az 1,2,...,n elemek egy k-ad osztilya
ismétléses kombindacidjat, s kiilonboz6 ismétlés nélkiili kombindciékbdl itt is
kiilonb6z6 ismétléses kombinacidkat nyeriink. Ilyen médon az n elembdl készithetd
k-ad osztalyd ismétléses, és az n + k — 1 elembdl készithetd k-ad osztalyu ismétlés
nélkiili kombinacidk szama megegyezik:

ki n+k—1
cte= (")

A formula alkalmaziséra tekintsiik a kovetkezd problémat: harom egyforma,
szabalyos dobokockat feldobva hanyféle eredményt kaphatunk, ha a kockakat nem
kiilonboztetjiik meg egymastol? Mivel egy kockaval hatféle szamot dobhatunk, s
a hat szadm mindharom kockan ismétlodve is szerepelhet, igy hat elem harmad-
osztalyd ismétléses kombindcidinak szamdt kell meghatérozni, ami a fenti képlet
alapjan: Cy' = (“371) = (§) = 56.

2.3. Variaciok

A csoportképzés egy masik lehetséges formdja az, amikor n kiilénb6z6 elembdl
gy vélasztunk ki £ darabot, hogy az elemek sorrendjét is figyeljiik. Egy ilyen
csoport neve k-ad osztdlyu varidcio. Ha a csoportok képzésekor minden elemet csak
egyszer hasznéalhatunk fel, akkor ismétlés nélkiili, ha tobbszor is, akkor ismétléses
varidcidkrdl beszéliink. Az ismétlés nélkiili varidciok egyik leggyakoribb alkalmaza-
sa az ugynevezett visszatevés nélkili mintavétel, amin azt értjiik, hogy egy n elemi
halmazbdl egyenként kivesziink k elemet, és ezeket a huzéds sorrendjében egymas
mellé rakjuk. Hasonldéan, ismétléses variacidkat kapunk akkor, ha a kihtzés utén az
elem valamilyen azonositéjat (pl. szdmdt) felirjuk, majd az elemet visszatessziik.
Ez a visszatevéses mintavétel.

Most meghatdrozzuk n elem k-ad osztdlyt ismétlés nélkiili varidcidinak V¥
szamat. Vilagos, hogy minden egyes k-ad osztalyd ismétlés nélkiili kombinédciébdl
k! darab ismétlés nélkiili varidciét kaphatunk, ha a kivéalasztott k£ elemet minden
lehetséges médon sorba rendezziik. Igy

|
N AN B B
V.; =klIC) _k<k> RCED =nn—-1)...(n—k+1).

Egy egyszer példa a fentiek illusztralasara: négy kiilonb6z6 szint selyembdl
hényféle haromszinti zaszlét lehet varrni, ha a zaszlén a szinek elrendezése a magyar

zaszl6éhoz hasonl6? A kérdés nyilvan 4 elem 3-ad osztdlyd varidcidinak szama,
amely a fentiek szerint: V2 =4-3-2 = 24.
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Végiil, az n elembdl képezhetd k-ad osztélyt ismétléses varidcidk V¢ szamanak
meghatarozdsa a kovetkezOképpen torténhet: az 1,2,...,n elemek mindegyikét
parositjuk az Osszes (k — 1)-ed osztdlyd ismétléses varidciéval. Tehdt Vi =
nVFE=Li Mivel nyilvan V' = n, ebbdl indukciéval adédik, hogy

Vi =k,

Az ismétléses varidciok alkalmazédsira egy példa: legalabb hény tipposzlopot
kellene kitolteniink a totén ahhoz, hogy biztosan legyen 13 4+ 1 talalatunk? Mivel
a kérdés a 3 elembél (1,2, 2-b8l) képezhetd 13 + 1 = 14 tagu sorozatok szadméra
vonatkozik, a valasz: V35" = 31 = 4782969.
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2.4. Feladatok

2.1. Bizonyitsuk be a kovetkez6 azonossagokat:
G2+ G) =)

i) (5) + () ++ () =2

i) 35m0 (7)) = (")

) (7)) = (L) ).

2.2. Hozzuk egyszeriibb alakra a kovetkezd kifejezéseket, és szamitsuk ki nu-
merikus értékiiket:

P Po+P.  8Pi—Py
Py’ P Py
o010l R PR d
8l —6!"’ P’ 3

2.3. Oldjuk meg a kovetkezo egyenletet:

n! (n—2)!

=4 , > 3).
S amonr >3
2.4. Oldjuk meg a kovetkezo egyenletet:
1)!
("Jr' P o7 —am—1).
n!

2.5. Hatarozzuk meg a kovetkezo kifejezések numerikus értékét:

‘/83 + V74 . V74 _ ‘/'63 ' V74 _ P5
‘/63 ’ V73 _ V62’ V52 .

2.6. Hozzuk egyszeriibb alakra a kovetkezd kifejezéseket:

V24V VEt+2 4 yk+l
vz vk '
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2.7. Oldjuk meg a kovetkez6 egyenletet:

! (z—1)!

V- Vi—s BT
2.8. Oldjuk meg a kovetkez6 egyenletet:
V2 V2
2 pq=-2H 2
2 + 2

2.9. Oldjuk meg a kovetkez6 egyenletet:

()= (3

2.10. Oldjuk meg a kovetkezd egyenleteket:

()= (1)-

- —1) 2
<x 1>+($ 1)':x—1+v—m—2.
2 T

2.11. Héany olyan hatjegyli telefonszamot alkothatunk az 1,3,4,6,8,9 szamje-
gyekbdl, amelyben a harmadik jegy 4-es, és minden szdmjegy csak egyszer fordul
el6?

2.12. Hany hétjegyt szam allithaté el6 a 0,1, 2, 3,4, 5,6 szamjegyekbol, ha egy
szamjegy csak egyszer szerepelhet a szimban?

2.13. Az A, B,C, D, E, F,G betiikb6l hany olyan permutacié képezhetd, amely-
ben a maganhangzdk egymas mellett szerepelnek?

2.14. Hény sz6 alkothaté a KOMBINATORIKA sz6bdl?
2.15. Hany otjegyti szam irhato fel a 2,2,2,4, 4 szamjegyekb6l?

2.16. Egy pénzérmét nyolcszor egymas utan feldobunk. Hényféle olyan
dobéssorozat van, amelyben 4 fej és 4 iras fordul el6?



2. A kombinatorika elemei 11

2.17. Egy sakkversenyen 16 sakkozd vesz részt. Kormérkozést jatszanak,
mégpedig 1Ugy, hogy minden par kétszer mérkézik, vilagos és sotét szinekkel
felvaltva. Hany mérkozésre keriil sor a versenyen?

2.18. Hanyféleképpen lehet egy dobdkockat négyszer egymas utan gy feldobni,
hogy legalabb az egyik dobas 6-os legyen?

2.19. Hany kilonbozo lottészelvényt tolt ki az, aki hdrom szdmot allandénak
vesz minden szelvényen?

2.20. A raktarban 15 iiveg bor van: 10 tveg fehér és 5 iiveg voros bor.
Hényféleképpen valaszthatunk ki 6 tiveget ugy, hogy koztiik kettében legyen voros
bor?

2.21. Harom egyforma kockat feldobunk. Hanyféle eredményt kaphatunk, ha a
kockakat nem kiilénboztetjiik meg?

2.22. 20 termék koziil, melyek kozott 8 bizonyos "a”, a tobbi "nem a” tulaj-
donsagu, kivalasztunk 5-6t. Hany olyan vélasztas létezik, melyben 2 db ”a” és 3
db "nem a” tulajdonsagu?

2.23. A 3,5,6,8,9 szamjegyekbdl legaldbb hany szamjegybél allé szamokat kell
felirnunk, hogy legaldbb 625 kiilonboz6 szamot kapjunk?

2.24. Hany négyjegyli, 2000-nél nem nagyobb szdmot képezhetiink az 1,2,3,4,5
szamjegyekbol, ha

i) a szdmjegyek ismétlddését nem engedjitk meg;

ii) a szdmjegyek ismétlédését megengedjiik?

2.25. Az egyik aruhdzba egy arucikkbdl naponta 6 egyforma nagysigu lada
érkezik. Egy-egy lada mindsiilhet 1., II. vagy III. osztalyinak. Hanyféle lehet6ség
adddik az dru minGség szerinti napi eloszlasara?

2.26. Egy tizletben 20 eladd koziil 11 szakképzett, 9 szakképzetlen. Hanyfé-
leképpen lehet koziiliik 8 tagi csoportot kivalasztani dgy, hogy a csoportban a
szakképzetlenek szama legfeljebb 2 legyen?

2.27. Egy kockaval 6t egymas utani dobéasbdl 4116 sorozatot dobunk. Hany olyan
dobdssorozat lehet, amelyben egy darab 1-es és egy darab 2-es dobds fordul el§ (a
dobdsok sorrendjét is figyelembe véve)?
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3. Eseményalgebra

Amint azt az elsé fejezetben jeleztiik, a kovetkezOkben a valdsziniiségelméletet
igyekszlink ugynevezett axiomatikus moédon targyalni olyan mélységben, amely
csupan azt tételezi fel, hogy az olvasé rendelkezik bizonyos elemi halmazelméleti,
illetve algebrai és analizisbeli ismeretekkel. A targyalds is csak részben lesz axio-
matikus: célunk az, hogy az olvasét matematikai alapokon ismertessiik meg ennek
az elméletnek az alapjaival és legfontosabb alkalmazdasaival.

3.1. Eseménytér

Az elemi valdszintiségelmélet alapveté matematikai strukturdja az eseményal-
gebra.

Legyen () rogzitett, nem iires halmaz. Az 2 halmazt eseménytérnek, elemeit
elemi eseményeknek nevezziik. Az ) részhalmazait eseményeknek nevezzik. gy
az elemi események azonosithatok az () egyelemii részhalmazaival, tehat maguk
is események. Azokat az eseményeket, amelyek nem elemi események, dsszetett
eseménynek nevezzik. Az tres halmazt lehetetlen eseménynek, az Q-t biztos
eseménynek nevezziik, s néha az elébbit O-val, az utébbit I-vel jelsljiik. Altalaban
vegyesen fogjuk hasznalni a halmazelméleti és a valdszintiségelméleti terminolégiat,
illetve jelolésrendszert. Ha az w elemi esemény adott, A pedig tetszOleges esemény,
akkor azt mondjuk, hogy az A esemény bekiovetkezik, haw € A. Ha A, B tetszéleges
események, akkor azt mondjuk, hogy az A esemény maga utdn vonja a B eseményt,
ha A C B. Vagyis az A esemény pontosan akkor vonja maga utdn a B eseményt, ha
valahdnyszor A bekovetkezik, bekovetkezik B is. fgy példaul a lehetetlen esemény
minden eseményt maga utan von, és minden esemény maga utdn vonja a biztos
eseményt. Vildgos, hogy két esemény pontosan akkor egyenld, ha kolcsonodsen
maguk utan vonjak egymadst, azaz egyszerre kovetkeznek be. A kovetkezdkben
a halmazelméleti miiveletek mintdjara értelmeziink néhény, az események kozott
végezhetd miiveletet. A tovabbiakban feltételezziik, hogy a széban forgd események
egy rogzitett 2 eseménytér eseményei.
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3.2. Miveletek eseményekkel

Ha A tetszlleges esemény, akkor azt az eseményt, amely pontosan akkor
kovetkezik be, ha az A nem kovetkezik be, az A esemény ellentettjének nevezzik,
és A-sal jeloljitkk. Halmazelméleti nyelven A az A komplementere. Nyilvanvaléan
A = A. Vildgos tovabb4, hogy a lehetetlen esemény és a biztos esemény egymés
ellentettjei.

Ha A és B két tetszOleges esemény, akkor ezek A + B dsszegén azt az eseményt
értjik, amely pontosan akkor kovetkezik be, ha az A és B valamelyike (esetleg
mindketts) bekovetkezik. Halmazelméleti nyelven A + B az A és B halmazok
egyesitése. Az Gsszeadds miivelete értelemszeriien terjesztheto ki tetszéleges szamu
(esetleg végtelen sok) eseményre.

Ha A és B két tetszOleges esemény, akkor ezek AB szorzatdn azt az eseményt
értjik, amely pontosan akkor kovetkezik be, ha az A és B mindegyike bekovetkezik.
Halmazelméleti nyelven AB az A és B halmazok metszete. A szorzis miivelete
ugyancsak kézenfekvé médon terjeszthetd ki tetszdleges szamu (esetleg végtelen
sok) eseményre.

Ha A és B két tetsz6leges esemény, akkor ezeket egymdst kizdrd eseményeknek
nevezziik, ha szorzatuk a lehetetlen esemény. Halmazelméleti nyelven ez nyilvan
azt jelenti, hogy az A és B halmazok diszjunktak. A lehetetlen esemény példaul
nyilvan barmely méas eseménnyel egyiitt egymast kizaré eseménypart alkot. Az
elemi események is egymast kizaré események. Megjegyezziik, hogy ketténél tobb
esemény esetében azt szokds mondani, hogy ezek egymdst pdronként kizdrjdk, ha
koziilik barmely kett6 egymaést kizarja. Ha Aq, Ao, ..., A, egymdst paronként
kizaré események, és Osszegiik a biztos esemény, akkor azt mondjuk, hogy az
Ay, Ag, ..., A, események teljes eseményrendszert alkotnak. Példaul barmely
esemény az ellentettjével egylitt teljes eseményrendszert alkot. Egy altalanosabb
értelmezésre visszatériink a 4. fejezetben.

Ha A és B két tetsz6leges esemény, akkor az A és B események A— B kiilonbségén
azt az eseményt értjiik, amely pontosan akkor kdévetkezik be, ha az A esemény
bekovetkezik, a B pedig nem. Halmazelméleti nyelven A — B az A és B halma-
zok (halmazelméleti) kiilonbsége, vagyis az A halmaz és a B komplementerének
metszete. Ilyen médon A — B = AB. Vildgos, hogy barmely A esemény esetén
A = I — A, azaz, az A esemény ellentettje éppen a biztos esemény és az A
kiilonbsége.

Ha A és B két tetsz6leges esemény, akkor az A és B események AoB szimmetrikus
differencidjan azt az eseményt értjik, amely pontosan akkor kévetkezik be, ha az
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A és B koziil pontosan az egyik kovetkezik be. Az A + B eseménnyel ellentétben
tehdt az A o B nem kovetkezik be akkor, ha az A is és a B is bekovetkezik. A hal-
magzelméleti széhasznélat itt tehat azonos a valészintliségszamitéas nyelvezetével. Ha
az Osszeadds miiveletét a "megengedd vagy” logikai miivelettel interpretaljuk, akkor
a szimmetrikus differencia a "kizar6 vagy” logikai miveletének felel meg. Példaul
egymast kizard események szimmetrikus differenciaja nyilvan egyenl6 osszegiikkel.

A fentiekben értelmezett miiveletek természetesen kiillonboz6 algebrai tulajdon-
sagokkal rendelkeznek. Ezen tulajdonsdgok némelyike azonos a megfelel$ algebrai
miivelet hasonlé tulajdonsagaval, de vannak lényeges eltérések. Az eseményekkel
valé formalis ”szamolds” egyszeriisitése érdekében célszerii ezeket a miiveleti
szabalyokat attekinteni. Itt felsorolunk néhany egyszerti tulajdonsagot, melyek
sora természetesen folytathaté. Ezek, és a hasonlé miiveleti szabalyok bizonyitdsa
a megfelel6 halmazelméleti azonossigok bizonyitdsahoz hasonléan torténhet. Az
aldbbiakban feltételezziik, hogy a szereplé események mind egy rogzitett esemény-
térhez tartoznak.

Az 6sszeadds és szorzas f6bb azonossdgai:

) A+ A=A (idempotens),

) A+ B = B+ A (kommutativ),

) A+ (B+C) = (A+ B) + C (asszociativ),

) A+ (B-C)=(A+ B)-(A+ C) (disztributiv);

A
- B = B+ A (kommutativ),
-(B-C)=(A-B)-C (asszociativ),
(

A

A

A- A= A (idempotens),

A

A

A-(B+C)=(A-B)+ (A-C) (disztributiv).

5) A+ A=1,
6) A+ 0 = A,
7 A+I=1;
5) A-A=0,
6) A-1=A,
7) A-O=0.

Léthatd, hogy a felsorolt azonossdgokban az i)-vel és {)-vel jelzettek analégidt
mutatnak, mégpedig ha az i)-ben minden eseményt az ellentettjére, minden +-t --
ra és minden -t +-ra cseréliink, akkor megkapjuk {)-t. Ez az igynevezett dualitdsi
elv, mely a kovetkezd, igynevezett de Morgan?-azonossigok kévetkezménye:

2 Augustus de Morgan skét matematikus, 1806-1871
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8) A+ B=A-B,
8) A-B=A+B.

Mlusztrécicként bebizonyitjuk példdul 8)-at. Jelolje M, illetve N a 8) egyenléség
bal, illetve jobboldalan allé eseményt. Ha az M bekovetkezik, akkor a definicié sz-
erint A+ B nem kovetkezik be, azaz sem A, sem B nem kovetkezik be. Masszdval,
A és B mindegyike bekovetkezik, tehdt bekovetkezik N. Megforditva, ha N
bekovetkezik, akkor definicié szerint bekdvetkezik A és B mindegyike, tehdt sem
A, sem B nem kovetkezik be. fgy nem kovetkezik be A + B sem, ami azt jelenti,
hogy A+ B, azaz M bekovetkezik. Ezzel megmutattuk, hogy M és N egyszerre
kovetkeznek be, tehat egyenlok. Megjegyezziik, hogy a de Morgan-képletek alapjan
a dualitasi elv minden eseményekkel kapcsolatos azonossigra alkalmazhato.

A fentiekben felsorolt 1)-7) és 1’)-7’) azonossigok lehet6vé teszik a valdszi-
niiségelmélet egy masfajta axiomatikus megalapozdsat, amely a halmazelméletre
nem hivatkozik. Nevezetesen az olyan algebrai struktiurat, amelyben értelmezve
van egy (A,B) — A+ B 7osszeadds”, egy (A,B) — A - B 7szorzis” és egy
A — A 7Vellentett képzés”, valamint van két specidlis elem, az O és az I
tigy, hogy teljesiilnek az 1)-7) és 1')-7") azonosségok, Boole?-algebrdnak szokés
nevezni. Az események Osszessége Boole-algebra, melyet eseményalgebranak
neveziink. A valdszinliségelmélet altalunk tdrgyalandé valtozatdnak alapja egy
ilyen eseményalgebra. Megjegyezziik, hogy ebben a megkdzelitésben az elemi
események jelentosége elhalvanyul, hiszen kiindulépontunk nem egy eseménytér,
hanem az Gsszes események halmaza, az eseményalgebra.

Ezen a ponton egy fontos megjegyzést kell tenniink. A modern valdsziniiségel-
méletben az eseményalgebra szerepét egy altalanosabb struktira, az tgynevezett
o-algebra jatssza. Ennek definicidja a kovetkezd. Legyen 2 egy tetszOleges, nem
iires halmaz, A pedig az () részhalmazainak egy olyan &sszessége, mely rendelkezik
az alabbi tulajdonsagokkal:

i) az Q beletartozik A-ba: Q € A;
ii) bérmely A-beli halmaz komplementere is beletartozik .A4-ba: ha A € A, akkor
Ac A
iii) az A-ba tartoz6 halmazok barmely sorozatédnak egyesitése is beletartozik A-
ba: ha A, Ag,--- € A, akkor U2, A; € A.

Ekkor A-t o-algebranak nevezziik. Lathatd, hogy az eseményalgebra és a o-
algebra kozti legfontosabb kiilonbség az, hogy mig az eseményalgebra csupan
véges sok esemény Osszeaddsara nézve zart, a o-algebra barmely megszamldlhatoan
végtelen sok elemének egyesitését is tartalmazza. Az i) és ii) alapjdn @ is beletar-
tozik A-ba, s az ii) és iii) (valamint a de-Morgan-azonossdgok) alapjan az A-ba

3George Boole angol matematikus, 1815-1864
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tartozé halmazok barmely sorozatdnak metszete is beletartozik A-ba. Ebben a
megkozelitésben (2 reprezentdlja az eseményteret, s az ) halmaznak csupan azok
a részhalmazai tekintenddk eseménynek, amelyek A-ba tartoznak. Az altalunk
vizsgdlandé esetekben leggyakrabban 2 egy véges halmaz, s ilyenkor a Boole-
algebra és a o-algebra fogalma egybeesik.
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3.3. Feladatok

3.1. Hatarozzuk meg egy n elemi eseményt tartalmazd eseménytér Osszes
eseményeinek szdmat, illetve Gsszes Osszetett (nem elemi) eseményeinek szamat!

3.2. Bizonyitsuk be, hogy barmely eseményalgebraban érvényesek az alabbi azo-
nossagok:

i) AA = A

i) A+ A= A4

iii) AB = BA;

iv) A+ B= B—|—A
©) A(EC) — (A5G
i)

i)

1
ii

vi) A+ (B+C)=(A+ B)+C;
A(B+C)=AB+ AC;
A+ BC = (A+ B)(A+ ).

vii
viii

3.3. Bizonyitsuk be, hogy barmely eseményalgebraban érvényesek az alabbi azo-
nossagok:

3.4. Bizonyitsuk be, hogy barmely eseményalgebraban érvényesek az alabbi azo-
nossagok:

A C A
ha AC B és B C C, akkor A C C

N
Sy
N
N
ﬁ
h>
+
sy

3.5. Bizonyitsuk be, hogy barmely eseményalgebraban érvényesek az alabbi azo-
nossagok!

i) A= AN(AUB);
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ii) AUB = AU(ZHB);

(ANB)UC =(AUC)N(BUC);
(A-B) - o (A-C)— (B~ C);
(ANB)—-C=(A-C)n(B-C);
A—-(BUC)=(A-B)-C.

i) A
iii)
iv)
v)
vi)

3.6. Vizsgdljuk meg, hogy milyen, az A és B eseményekre tett feltevés mellett
érvényesek az aldbbi egyenléségek!

i) A= AU B;

i) B=AUDB;
i) B= AN B;
iv) A= ANB;

v) A=ANB;
vi) A= ANDB;
vii) AUB=ANB

3.7. 10 darab terméket megvizsgalunk abbdl a szempontbdl, hogy hany selejtes
darabot taldlunk koztiikk. Mik lesznek a kisérletet leiré eseménytér pontjai?

3.8. Négy pénzérme ismételt feldobdsakor figyeljiik a fej dobasok szamét. Mi
lesz az eseménytér?

3.9. Egy kocka és egy pénzérme egyiittes feldobdsakor hogyan reprezentalhaté
az eseménytér?

3.10. Az el6z6 feladat feltételei mellett adjuk meg a kovetkezd eseményeket elemi
események halmazaként: fej és paros szam; fej, valamint irds és primszam; iras és
péaratlan szam.

3.11. Feldobunk egy otforintost, egy tizforintost és egy kockét. frjuk le az
eseményteret az elemi események felsorolasaval!

3.12. Egy adott id6ponttdl kezdve megfigyeljiik egy telefonkdzpontba bizonyos
ido alatt beérkez6 hivasok szamat. Adjuk meg a kisérletet leiré eseményteret!

3.13. Feldobunk egy érmét. Ha az eredmény fej, akkor még egyszer dobunk, ha
iras, akkor még kétszer. Mik lesznek a kisérletet leiré eseménytér pontjai?

3.14. Egy pénzdarabot kétszer egymads utdn feldobunk. A kisérletnél Gsszesen
i) hény elemi esemény értelmezhetd;
ii) hény esemény értelmezhets?
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3.15. Egy cukraszddban hiarom hiitépult miikodik. Jelentse A; azt az eseményt,
hogy az i-edik hiitépult egy éven belil elromlik (i = 1,2,3). Fejezziik ki az A;
eseményekkel a kovetkezdket:

i) csak az elsé romlik el;
i

ii) mindharom elromlik;

11

—

)
) egyik sem romlik el;

) az elsd és masodik nem romlik el;

) az els6 és masodik elromlik, a harmadik nem;
) csak egy hiitépult romlik el;
)
)
)

v
A\

vi
vii
viii

1X

legfeljebb egy hiitépult romlik el;
legfeljebb két hiitépult romlik el;
legalabb egy hiitépult elromlik.

3.16. Jelentse A azt az eseményt, hogy egy gyar 3 szazalékndl alacsonyabb
selejttel dolgozik; B azt, hogy 2 szazalékndl alacsonyabb a selejt. Mit jelent az
A—B,B— A, AB, A+ B esemény?

3.17. A 32 lapos magyar kartyabdl kihtzunk négy lapot. Jeldljik rend-
re A,B,C,D-vel azt az eseményt, hogy a kihuzott lapok kozott van piros, zold,
tok, makk. Fejezziik ki A, B,C, D, illetve A, B,C, D segitségével a kdvetkezd
eseményeket: a kihuzott lapok kozott

i) csak piros van;

ii) csak piros és zold van;

iii) vagy csak piros, vagy csak zold van.

3.18. Egy tizletbe porszivokat szallitanak. Az atvétel soran harom késziiléket
ellenérziink. Az A esemény azt jelenti, hogy legalabb egy késziilék hibas, a B
esemény jelentése pedig, hogy mindharom késziilék kifogastalan. Vizsgaljuk meg,
mit jelentenek a kévetkezé események: A+ B, AB, A— B, Ao B!

3.19. Jelentse A azt az eseményt, hogy 10 kockadobdsbdl egyszer sem kaptunk
6-ost. Mit jelent az A?

3.20. Feldobunk két jatékkockéat.
i) A kisérletnek hany lehetséges kimenetele van?
ii) A kisérletnél Gsszesen hény esemény értelmezhets?
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4. A valdészinliség matematikai fogalma

4.1. Gyakorisag, relativ gyakorisag

Egy véletlen jelenséggel kapcsolatos kisérlet egyszeri elvégzésekor dltalaban sem-
miféle el6zetes bizonyossagunk nem lehet a kisérlet kimenetelét illetéen, hiszen
mint mondottuk, a véletlen jelenségeknek az a sajatossaga, hogy a szdmba vehetd
kortilmények a jelenség lefolydsat nem hatdrozzak meg egyértelmiien. Latszolag
ugyanez a helyzet akkor is, ha a kisérletet nemcsak egyszer, hanem tobbszor
egymads utan, egymastdl fiiggetleniil elvégezziik: a kiillonbozé kimeneteleknek elvi-
leg barmilyen sorozatdt megkaphatjuk. A tapasztalat azonban azt mutatja, hogy
nagy szamu kisérlet elvégzésekor mégis felfedezheté valamilyen torvényszeriiség.
Azt tapasztaljuk ugyanis, hogy ha az egyes kimenetelek gyakorisdgait figyeljik,
akkor a kiilonb6z6 események bekovetkezési gyakorisdgainak hanyadosa stabilitasi
tendencidt mutat. Egy adott kisérletsorozatban az A esemény bekovetkezéseinek
gyakorisiga legyen k4: ez az a szdm, ahdnyszor az A esemény a kisérletsorozatban
bekovetkezett. Ha B egy masik esemény, akkor azt tapasztaljuk, hogy a kisérletek

szaméanak novelésével a Z—g hanyados aranylag kis ingadozdsokat mutat. Ennek
alapjan — a tapasztalattal megegyezden — célszerli feltételezni, hogy a kisérletek

szaméanak minden hataron tili novelésekor a Z—g hanyados egy meghatarozott,

csupan az A és B eseménytdl fiiggd, bizonyos — késébb pontosan definidlandé
— értelemben vett ”hatarértékhez” tart. Kzt a meghatdrozott szamértéket a
B = I esetben az A esemény wvaldszintlségének nevezzik. fgy az A esemény
valészintisége a ’Z—’I‘ hédnyadosnak, vagyis az A esemény relativ gyakorisdganak a
késébb meghatarozando értelemben vett "hatarértéke”. Meg kell jegyezniink, hogy
itt semmi esetre sem szabad a kézonséges analizisbeli hatarérték fogalmara, illetve
konvergencidra gondolnunk. A ”bizonyos értelemben vett hatarérték” fogalmanak
pontos definiciéjdhoz sziikséges a késébbiekben (I1d. 15.2. pont) bevezetésre keriil§
sztochasztikus konvergencia fogalma. Ha a kisérletet Osszesen m-szer végeztiik el,
akkor nyilvan k; = n, s ha ebbdl az A esemény k-szor kovetkezett be, akkor
ka = k, igy az A esemény relativ gyakorisaga, % Itt n a kisérlet Osszes elvégzéseinek
szama, k pedig az A esemény bekovetkezéseinek szama. Vegyiik észre, hogy mig
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egy esemény gyakorisdga és relativ gyakorisiga fiigg a kisérletek szamatdl, sot,
altalaban magatol a kisérletsorozattol is, a valdsziniliség csupan az eseménytdl fiigg.
Masrészt, mig a gyakorisag és a relativ gyakorisag egy adott kisérletsorozatban
egzakt modon meghatarozott, kiszdmithaté numerikus adat, ezzel szemben a
valészinliség egy "idedlis” érték, amelynek létezését csupan feltételezhetjiik, ame-
lyet ugyan a tapasztalat dltaldban nem céfol, de egy esemény valdsziniiségének a
fentiekben adott értelmezése semmiképpen sem tekintheté matematikai értelemben
vett definicidonak.

Vizsgaljuk meg a relativ gyakorisdg néhany egyszerii tulajdonségat. El6szor is
nyilvanval6, hogy barmely esemény relativ gyakorisdga 0 és 1 kozé esik. Az is
vilagos, hogy a biztos esemény relativ gyakorisaga 1. Tegyluk most fel, hogy A és B
két egymdst kizdr6 esemény az adott kisérletsorozatban. Ekkor az A + B esemény
gyakorisdga nyilvan megegyezik az A és B gyakorisidgainak Osszegével, s ugyanez
igaz a megfelel6 relativ gyakorisagokra is. Mivel a valdsziniiség a relativ gyako-
risdg bizonyos értelemben vett hatarértéke, ezért az emlitett harom tulajdonsigot
célszerii a valdsziniiséggel kapcsolatban is feltételezni, tehat barmely esemény
valészintisége 0 és 1 kozé esik, a biztos esemény valésziniisége 1, végil egymast
kizaré események Osszegének valdsziniisége egyenld valdszintiségeik Gsszegével.

4.2. Valészinliségi mezo

A fenti heurisztikus bevezetd utdn célszerli lenne a valdsziniiség pontos matema-
tikai definiciéjat megadni. Ezt ismét axiomatikus médon tessziik meg, figyelembe
véve a fenti gondolatmenetet.

Legyen adott egy eseményalgebra, és tételezziik fel, hogy ennek minden A
eseményéhez hozza van rendelve egy P(A)-val jelolt valds szam a kovetkezd tu-
lajdonsagokkal:

1) 0 < P(A),
2) P(I)=1,
3) ha A- B =0, akkor P(A+ B) = P(A) + P(B).

Ezt a P(A) szdmot az A esemény valdszinliségének nevezziik, az eseményalgebrat
a valoszinliséggel egylitt pedig valdszintségi mezdnek. Ily médon tehat a valdszi-
niség egy olyan valds értékl fliggvénynek tekintheté az eseményalgebréan, amely
rendelkezik a fenti harom tulajdonsiggal, melyek a wvaldsziniség axiomdi. Ezt a
fliggvényt szokas wvaldszintiségeloszldsnak is nevezni. A harmadik tulajdonsiagot a
valdszintliség additivitdsdnak nevezziik, s teljes indukcioval azonnal kévetkezik, hogy
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két esemény helyett tetszoleges véges szamu eseményre is fennall, amennyiben azok
egymast paronként kizarjék.

Amint azt az el6z6 fejezet végén megjegyeztiik, az altalunk vizsgdlando6 ese-
tekben leggyakrabban 2 egy véges halmaz, s ilyenkor a Boole-algebra és a o-
algebra fogalma egybeesik. Bizonyos esetekben azonban lényeges, hogy egyrészt
az eseménytér lehet végtelen is, masrészt az eseménytér nem minden részhalmaza
esemény, igy nem is lehet a valészinliségérél beszélni. Amennyiben az események
Osszessége o-algebra, a valészin(iség 3) axiéméajinak helyét a kovetkezd veszi ét:

3) ha Ay, As, ... ,A,,... egymdst pdronként kizdré események véges vagy
végtelen sorozata, akkor

P(Y_Ai)=>_ P(A).
i=1 =1

Ezt a tulajdonsagot a valoszintliség teljes additivitasanak nevezzik, és a tovabbi-
akban 1) és 2) mellett a 3’) fenndlldsat tételezziik fel, amennyiben nem feltétleniil
véges eseménytérrel kapcsolatos valdsziniiségi mezérdl beszéliink. A valészintiségi
mez6 matematikai definicigja tehat a kovetkezo: legyen {2 egy nem iires halmaz,
A az Q) részhalmazainak egy o-algebraja, P pedig egy valdsziniiségi fiiggvény az
A-n. Ekkor az (2, A, P) harmast valdsziniségi mezdnek nevezzilkk. Az ) halmazt
eseménytérnek, az A-beli halmazokat eseményeknek, a P(A) szédmot pedig az A
esemény valdsziniségének nevezzilk. Mint azt kordbban emlitettik, az altalunk
vizsgélt esetekben leggyakrabban az €2 egy véges halmaz lesz, A pedig az €2 Gsszes
részhalmazaibdl allé o-algebra, de latni fogunk példakat végtelen eseményterekre
is, melyeknek nem minden részhalmaza esemény.

Pozitiv valésziniiségli események (véges vagy végtelen) sorozatét teljes esemény-
rendszernek nevezzik, ha egymast paronként kizarjak, és valoszinliségeik Osszege
1. Altalénosabban, egymast paronként kizard események egy tetszoleges halmazat
szokas teljes eseményrendszernek nevezni, ha Osszegiik a biztos esemény. Példaul
egy tetszOleges eseménytéren az Osszes elemi események teljes eseményrendszert
alkotnak.

A fentiek illusztréldsa céljabdl tekintsiink egy egyszer( példat: a kockadobéssal
kapcsolatos kisérletet. Mint a kordbbiakban lattuk, ebben az esetben az eseménytér
azonosithaté az Q = {1,2,3,4,5,6} halmazzal, tehdt az elemi események az
1,2,3,4,5,6 szamok. Az eseményalgebra eseményei az () Osszes részhalmazai.
Péld4ul az az esemény, hogy primszdmot dobunk, azonosithaté a {2,3,5} rész-
halmazzal; az az esemény, hogy 1-nél nagyobb és 2-nél kisebb szamot dobunk,
azaz, a lehetetlen esemény pedig az iires halmazzal. Ahhoz, hogy valdszintliségi
mez6t kapjunk, értelmezniink kell az Q Osszes részhalmazain egy valds értékii
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fiiggvényt, amely rendelkezik az 1) - 3) tulajdonsdgokkal. Konny(i beldtni, hogy a
kovetkez6 definicié megfeleld: ha A egy tetszéleges részhalmaza Q-nak, akkor P(A)
jelentse az A elemszédmanak %—od részét. Viladgos, hogy ilyen médon valészintiségi
mez6t kapunk, melyben az elemi események egyforméan valdszintiek: minden elemi

esemény valésziniisége 1. Ez 6sszhangban van azzal a tapasztalati ténnyel, hogy egy

6
szabdlyos dobdkocka szabalyos feldobasanak sokszori ismétlésekor az egyes szamok
relativ gyakorisagai egyre kevésbé térnek el % - t6l, pontosabban az ingadozasok

egyre kisebbek. Fontos dolog azonban megjegyezni, hogy eseményalgebrankon
szamtalan kiilonb6z6 moédon értelmezhetiink valdszintiséget. Legyen példaul
P(A) = 1, ha az A tartalmazza a 6-ost, egyébként 0. Konnyen ellendrizhetd,
hogy ez a fiiggvény is rendelkezik a kivant tulajdonsigokkal, s igy egy masik
valésziniliségi mezot kaptunk. Hogyan lehetne ezt a valdsziniliségi mezot gyakor-
latilag ”interpretdlni”? A vélasz egyszer(i: ez egy olyan “teljesen szabdlytalan”
dobodkockaval kapcsolatos kisérletet ir le, amellyel csak 6-ost lehet dobni! Az per-
sze mas kérdés, hogy egy ilyen ”csalé ” dobdkockanak a gyakorlatban nem sok
jelentésége lehetne, de elvileg elképzelhetd ilyen kocka készitése, példaul gy, hogy
a 6-ossal dtellenes lapot valamilyen erdsen magneses anyagbol készitjiik és a kock-
adobast vasbdl késziilt asztalon hajtjuk végre... Ezzel a példaval azt akartuk bemu-
tatni, hogy egy adott eseményalgebran altaldban szdmos kiilonb6z6 valdszintiségi
mez6 értelmezhetd, melyek elméleti szempontbdl egyforman tanulmanyozhatok.
Természetesen a gyakorlati alkalmazasoknal azt a valdszinliségi fiiggvényt célszerii
valasztani, amely az illet6 problémat a lehetd legjobban modellezi.  Ennél
a példandl maradva konnyen lefrhatjuk az eseményalgebrdnkon értelmezhetd
Osszes lehetséges valdszintiségeloszlast. Vegytlik észre, hogy tetszoleges esemény
valoszintiségét egyértelmiien meghatdrozzak a benne foglalt elemi események
valésziniiségei, hiszen azok egymast paronként kizarjak, osszegiik az illeté esemény,
igy a valdszinliség additivitasi tulajdonsiga felhasznalhat6. Mésrészt az e-
lemi események valdszinliségei 0 és 1 kozott tetszolegesen vélaszthatok ugy,
hogy 0Osszegiik 1 legyen. Ezért eseményalgebrankon barmely valdszintiségeloszlas
egyértelmiien jellemezhetd azzal a rendezett (pi1,p2,ps,ps,Ps,Ps) szam hatossal,
melynek elemei rendre az 1,2,3,4,5,6 elemi események valdsziniiségei. Az
Osszes lehetséges valdszinliségeloszlast tehat a kovetkez6képpen nyerhetjiik: legyen
(p1, P2, D3, P4, D5, Ps) €gy nem negativ komponensii vektor, melyre py +po+ps+ps+
ps + ps = 1 teljesiil, és legyen a P valészintliség definicidja tetszOleges A esemény

esetén:
P(A) = Zpi,
i€A

ahol az iires szumma zérusnak tekintend6. Konnyti belatni, hogy igy tetszdleges
véges eseménytéren leirhatjuk az Osszes lehetséges valdszintliségeloszlasokat.
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4.3. Feladatok

4.1. Bizonyitsuk be, hogy barmely val6sziniiségi mezén barmely esemény
valészintisége legfeljebb 1!

4.2. Végezziik el 10 alkalommal a kovetkezd kisérletsorozatot: 10-szer dobjunk
fel egy szabalyos pénzérmét. Vizsgiljuk az egyes kisérletsorozatokban a fej, ill. az
irds dobdsanak gyakorisagat, ill. relativ gyakorisdgat!

4.3. Legyen adott az {1,2,3} alaphalmaz, s tekintsiikk az ennek Osszes
részhalmazaib6l all6 A eseményalgebrat.  Adjunk meg ezen legaldbb harom
kiilonb6z6 valésziniiségi fliggvényt!

4.4. Tekintsiik a természetes szamok halmazanak mint alaphalmaznak az 0sszes
részhalmazaibdl all6 A o-algebrat. Irjuk le ezen az Gsszes lehetséges valészintiségi
fliggvényt!

4.5. Legyen ©Q = R, a valés szamok halmaza, és jelolje A az € mind-
azon részhalmazainak Osszességét, amelyek vagy megszamlalhaték, vagy komple-
menteriik megszamldlhaté. Bizonyitsuk be, hogy A o-algebral

4.6. Az el6z6 feladatban értelmezett A o-algebran értelmezziik a P fliggvényt a
kovetkez6 médon: barmely A-beli A esetén legyen P(A) = 0, ha A megszdmlilhat6
és P(A) = 1, ha A nem megszdmldlhaté. Bizonyitsuk be, hogy P valdszintiségi
fiiggvény, tehit (2, .4, P) valészin(iségi mezo!

4.7. Legyen adott az el6z6 két feladatban értelmezett valdszinliségi mezs. Ad-
junk meg az R-nek olyan részhalmazat, amely nem esemény!

4.8. Olyan sulyeloszlast kockank van, amelynél 1-t6l 6-ig barmely pontszam
dobéasdnak valdsziniisége aranyos az illet§ pontszammal. Irjuk le a megfelels
valdszintiségi mezot!
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5. A klasszikus valésziniiségi mezo

A valészinliségszamitds kialakuldsa a szerencsejatékokkal kapcsolatos. A klasszi-
kus valdszintiség definiciéjat Moivre? adta meg 1711-ben: ”Egy esemény valdszi-
nisége eqgyenld az esemény bekdvetkezésére nézve kedvezd esetek és az dsszes esetek
szamdnak hdnyadosdval, feltéve, hogy ezek az esetek egyenlden valdszintiek.” Vis-
szagondolva a relativ gyakorisdggal kapcsolatban leirtakra, ez val6jadban annak a
definiciéja, ha a ”"kedvez6 esetek” helyett "bekdvetkezések szama’-t, ”Osszes es-
etek” helyett pedig ”6sszes kisérletek szama”-t mondunk. A Moivre-féle " definicié
” valéjaban tétel — egy specidlis valdszinliségi mezé esetében.

Legyen Q = {w1,wa,...,wn} véges eseménytér, jelolje A az () Osszes részhalma-
zainak csaladjat, és a P valdszinliségi fliggvényt értelmezziik a kovetkez6 mddon:
legyen minden elemi esemény valésziniisége ugyanaz a p szdm. A valésziniliség
additivitasa alapjan a biztos esemény valdszintisége tehdt sziikségképpen np, igy
np = 1, azaz p = % Ha A egy olyan esemény, amely k szamu elemi eseményt

tartalmaz, akkor ismét az additivitas alapjan kapjuk, hogy

ami éppen a Moivre-féle formula. Az olyan valdszinliségi mez6t, mely véges szamu
elemi eseményt tartalmaz, amelyek egyenlGen valdszintiek, klasszikus valoszintiséqgi
mezonek nevezziikk. Klasszikus valdszintiségi mezében tehat egy esemény valdszi-
nisége megegyezik a benne foglalt elemi események szaméanak és az Osszes elemi
esemény szamanak hanyadosdval. Ahhoz, hogy egy esemény valészinliségét meg-
hatarozhassuk, csupan a benne foglalt elemi események szamét és az Osszes elemi
esemény szamat kell ismerni. A probléma arra redukaldédik, hogy kiilonb6z6 véges
halmazok elemszamat kell meghatarozni, mely az esetek tobbségében kombina-
torikai megfontolasokkal végezhet6 el. Ezek a megfontolasok esetenként igen komp-
likaltak is lehetnek, egy — egy gyakorlati probléma megfogalmazasakor ugyanis nem
mindig vildgos azonnal, hogy a matematikai modell megalkotdsakor miket kell el-
emi eseményeknek tekinteni, s ezekbdl miként épiilnek fel a kérdéses események. Az
ilyen problémak megoldédsara jol felhasznalhatok a 2. fejezetben Gsszefoglalt kom-
binatorikai alapismeretek. Az aldbbiakban néhdny egyszerii példan illusztraljuk a
modszer alkalmazasat.

4Abraham de Moivre angol matematikus, 1667-1754
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5.1. Véletlen huzas

Egy urndban hat golyé van 1,2,3,4,5,6 szadmjegyekkel ellitva. Az urndbdl
véletlenszeriien kihtizunk egy goly6t. Mennyi a valdszintisége annak, hogy a
kihtzott golyén

i) négyes szdmot taldlunk;

ii) paratlan szdmot taldlunk;

iil) 6tnél kisebb szamot taldlunk?

Nyilvanvald, hogy ennél a problémanal az eseménytér elemi eseményei az egyes
kihuzott golyodkkal, illetve a golydkon talalt szamokkal, masszdval az 1,2,3,4,5,6
szamokkal azonosithatok. Tehdt az eseménytér: Q = {1,2,3,4,5,6}. Mint véges
eseményterek esetén altaldban, A az Gsszes részhalmazt tartalmazza: az 2 minden
részhalmaza véges sok elemi esemény egyesitése, tehat maga is esemény. Fontos
megjegyezni, hogy ebben a szitudciéban még végtelen sok lehetOség van arra,
hogy A-n valdsziniiséget értelmezziink, hiszen elegend6 az 1,2, 3,4, 5,6 szdémokhoz
tetszOleges nem negativ valds szamokat hozzarendelni igy, hogy Gsszegiik 1 legyen.
A feladatban megfogalmazott ” véletlenszertien kihtizunk egy goly6t” kifejezés azon-
ban burkoltan azt fejezi ki, hogy feltételezziik, hogy barmely golyé kihuzasanak
valészintisége egyforma. Ez tehat csupan egy feltételezés, amit az tdmaszt ald, hogy
a feladat megfogalmazasiaban semmi nem utal arra, hogy ezzel a feltételezéssel ne
éljiink, s e feltételezés nélkiil a probléma hatarozatlan lenne. Tehat klasszikus

valészintiségi mez6vel van dolgunk, melyben az elemi események egyformsn

6
valészinliségliek. Jelolje A; az i-es goly6 kihuzasat, ¢ = 1,2,...,6. Fzért
az a) kérdésre a vélasz: P(A4) = %, a b) kérdésre: P(A; + Az + A5) =

2

P(A1) + P(A3) + P(A5) =3 - & = 1, s ac) kérdésre: P(Ay + Ay + A3 + Ay) =
P(A1) + P(A2) + P(A3) + P(Ay) =4 - § = 3.

5.2. Tobb kocka egyidejii feldobasa

Harom kockat dobunk fel egyszerre. Mennyi a valdsziniisége, hogy a dobott
szamok Osszege 8 lesz?

El6szor azt kell eldonteniink, hogy ennél a problémanal mik az elemi események.
Mivel a hdrom dobdkockan egymdstdl fliggetleniil kijohet az 1, 2, 3, 4, 5, 6 szamok
barmelyike, az elemi eseményeknek az olyan rendezett szamharmasok tekinthetdk,
melyek elemei ezek a szdmok. Hany ilyen van? A kérdés: 6 kiilonboz6 elemnek hény
3-ad osztalyu ismétléses varidciéja van? A valasz: 1/'63’Z = 63 = 216. Feltételezziik,
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hogy ezek mindegyike egyforma valdszintiséggel fordulhat el6, ami tehat ﬁ. Most
azt kell megvizsgdlnunk, hogy az az esemény, hogy a dobott szamok Osszege 8,
tehat az, hogy egy adott fenti tulajdonsagi rendezett szamhdrmas komponen-
seinek Osszege 8, hdny elemi eseményt tartalmaz. Ez ekvivalens a kovetkezével:
hényféleképpen lehet a 8-at harom 1 és 6 kozé esd egész szam Osszegeként elallitani,
ha az 6sszeadandok sorrendjét is tekintetbe vessziik? Ezek a lehetOségek konnyen
Osszeszamolhatdk. Ha két kockan 1-es van, akkor a harmadikon mér csak 6-os lehet,
s ez haromféleképpen fordulhat el6. Ha egy kockan van csak 1-es, akkor a mésik
kettén vagy 2-es és 5-0s, vagy 3-as és 4-es lehet, melyek mindegyike hatféleképpen
fordulhat el6, hiszen az 1-est6l kiilonbozé két szamot hatféleképpen lehet elhelyezni
a fennmaradé két helyen. Ez eddig 3+6+6 = 15 lehet&ség. Most mar csak a 8-nak
hiromtagu, 2 és 6 kozé es6 egész szamok Osszegeként valo elGallitasainak szamat
kell meghatarozni. Ha a 2-es két helyen szerepel, akkor a harmadik helyen mar
csak 4-es lehet, amire harom lehet6ség van. Ha a 2-es csak egy helyen szerepel,
akkor a masik két helyen 3-asnak kell allni, amire szintén harom lehet6ség van. Ez
tehat ujabb 343 = 6 lehet&ség. Tobb lehetOség nincs, hiszen 3 és 6 kdzé esé hdrom
szam Osszegeként nem lehet a 8-at eldallitani. fgy a kérdéses esemény 15 + 6 = 21

elemi eseményt tartalmaz, tehdt valdszintisége: %.

5.3. Egy mintavételi probléma

Legyen adott egy N elemi sokasdg, mely s darab I. tipusu és N — s darab II.
tipusu elemet tartalmaz. Vegyiink e sokasdgbol véletlenszertien egy n elemii mintat.
Mi a valdsziniisége, hogy e minta pontosan k darab I. tipusi elemet tartalmaz? Ez
a példa szamos gyakorlati alkalmazasnal eléfordul. Ha példdaul a sokasig elemei
bizonyos termékek, s az I. tipusuak a selejtesek, a II. tipusiak a kifogastalanok,
akkor a kérdés nyilvan ugy fogalmazhat6, hogy mi a valdszinlisége annak, hogy egy
véletlenszertien vélasztott n elemi minta pontosan k selejtes terméket tartalmaz?
Egy masik lehetséges interpretacio a kovetkezo: legyenek a sokasig elemei vizs-
gatételek, melyek koziil a vizsgazo s darabot tud, a tobbit nem, s a kérdés az, hogy
ha véletlenszertien hiiz n tételt, akkor mi a valdszintisége, hogy ezek koziil pontosan
k tételt tud? A kérdés megvalaszoldsdhoz tisztaznunk kell, hogy a mintavétel mi-
lyen moédjat alkalmazzuk. Tekintsiik el6szor a visszatevés nélkiili mintavételt. Ez
azt jelenti, hogy az n elemet egyszerre emeljiik ki a sokasagbdl, vagy, ami ugyanaz,
a mintadarabokat egyenként emeljiik ki a sokasdgbdl, ezeket nem tessziik vissza,
és a huzdsok sorrendjét is figyelembe vessziik. Természetesen feltételezziik, hogy
barmely minta kiemelése azonos valésziniiségli. Az Osszes lehetséges mintak, tehat
az Osszes elemi események szama megegyezik azzal a szammal, ahanyféleképpen N
elembdl ki lehet valasztani n darabot, s ez éppen: Cy = (]Z) Most Gsszeszamoljuk,
hogy az az esemény, hogy a minta pontosan k darab I. tipusi elemet tartalmaz,
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hany elemi eseménybdl all. Hogy egy adott minta ilyen legyen, ahhoz az s darab
1. tipusubdl kell k£ darabot valasztanunk, ami (Z)—féleképpen lehetséges, és minden

egyes ilyen kivélasztishoz (g__,f)—féleképpen véalaszthatunk (n — k) darabot a II.
tipusbol. Ez tehat Ssszesen () - (V7). A keresett valészintiség tehdt visszatevés
nélkili mintavétel esetén

() (=)

(%)

Ezek utan tekintsiik a visszatevéses mintavétel esetét. Ebben az esetben a
kiemelt mintadarabot minden hizas utan visszahelyezziik a sokasdgba. Ekkor nyil-
vanval6, hogy az Osszes elemi események szdma éppen az N elem n-ed osztélyu
ismétléses varidciinak V" szdmdval egyenld, hiszen az n elemii minta barmely
eleme lehet az IV elem barmelyike. A pontosan k darab I. tipust elemet tartal-
maz6 mintdk szamat a kovetkezoképpen kapjuk meg: a minta elemeinek k& helyére
az s darab L. tipusibdl VFi-féleképpen kell vélasztanunk, s ezek mindegyikéhez az
(N —s) darab II. tipusibdl Vﬁ:’;-féleképpen. Mivel az els6 tipusiak k darab helyét

P =

(7)-féleképpen hatérozhatjuk meg, igy az sszes lehetdségek szama: (})VEVIZE,
s a keresett valészintiség

QVEVRE ([ oyt

P = i — Ak
V](;,z Nn

Ezt a formuldt egyszer(ibb alakban is felirhatjuk, ha bevezetjiik a p = & "selejt-

aranyt”:
n
pP= F1—p)nh
(k>p (1-p)

Vegytlik észre, hogy p éppen annak a valdszinlisége, hogy az N elemi sokasagbol
egyetlen elemet véletlenszeriien kivalasztva, az 1. tipusu lesz.
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5.4. Feladatok

5.1. Mennyi a valészintisége annak, hogy egy kockaval dobva
i) legalabb négyet dobunk;

ii) legfeljebb négyet dobunk;

iii) parosat dobunk;

otnél kisebb pératlan szamot dobunk;

kettonél nagyobb péros, vagy 6tnél kisebb paratlan szamot dobunk?

v

—_ —

v

5.2. Feldobunk egy érmét. Ha az eredmény fej, még egyszer dobunk, ha iras,
még kétszer. Mennyi a valdszinlisége, hogy Osszesen egy fejet dobunk?

5.3. Egy egyetem 500 hallgatéja koziil 300 olvas német nyelven, 200 olvas
angolul, 50 olvas francidul, 20 olvas németiil és francidul, 30 olvas angolul és
franciaul, 20 olvas németiil és angolul, 10 olvas mindharom nyelven. Ha talalomra
kivalasztunk a hallgaték koziil egyet, akkor mennyi a valdsziniisége annak, hogy az
illet6

i) mindhdrom nyelven olvas;

ii) angolul olvas;

iii) az angolon kiviil a mésik két nyelven nem tud olvasni?

5.4. Egy kockat egymas utan hatszor feldobunk. Mennyi a valdszintisége annak,
hogy
i) az 1,2,3,4,5,6 szamok mindegyike feliilre keriil;
ii) az elsd dobds eredménye 6-0s, a tobbi pedig ettdl kiillonbozd;
iii) az els§ két dobds eredménye 6-os, a tObbi pedig 6-t6l és egymé&stdl is
kiilonb6z6;
iv) két dobds eredménye 6-0s, a tobbi pedig ettél kiillonbozé?

5.5. Négy pénzdarabot dobunk fel egyszerre. Mennyi a valdszinlisége annak,
hogy
i) mind a négy fej lesz;
ii) kettd fej, kettd {rds lesz;
iii) legalabb az egyik fej lesz?

5.6. Harom kockéat dobunk fel egyszerre. Mennyi a valésziniisége, hogy a dobott
szamok Osszege 9 lesz?

5.7. Egy dobozban 3 piros goly6é van. Hany fehér golyo6t kell hozzatenni, hogy
annak valészintisége, hogy el6szor fehér goly6t hiizunk, nagyobb legyen 0.9-nél?
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5.8. Egy urnaban 4 piros, 3 fehér és 2 zold golyé van. Mennyi annak a
valdszintisége, hogy ha egyszerre két goly6t kihtzunk, azok egyforma szintiek
lesznek?

5.9. Mennyi a valésziniisége annak, hogy n ember k6zott nincs két olyan, akinek
ugyanazon a napon van a sziletésnapja?

5.10. 50 termékbdl, melyek kozott 5 selejtes talalhatd, talalomra kivalasztunk
5-0t.
i) Mennyi a valdsziniisége, hogy ezek kozott 2 selejtest taldlunk, ha a mintavétel
visszatevéssel torténik?
i) Megvéltozik-e az el6bbi valésziniiség, ha a mintavétel 100 termékbél torténik,
valtozatlan selejtarany mellett?

5.11. Mi annak a valészintisége, hogy egy véletlenszertien kitoltott otdslotto-
szelvényen 0,1, 2, 3,4, 5 taldlatunk lesz?

5.12. Egy felvond a foldszintrél 7 személlyel indul felfelé. Az épiilet 10 emeletes.
Ha minden emeleten egyforma szamu szoba van, és mindenkit lifttel szallitanak,
akkor feltehetd, hogy az utasok azonos valdszintiséggel széllnak ki barmelyik
emeleten. Mennyi a valdszintisége annak, hogy a hét utas kozil egyik emeleten
se szall ki egynél tobb?

5.13. Elhelyeziink harom dobozba nyolc targyat ugy, hogy az egyes targyakat
megkiilonboztethetének tekintjiik. Mennyi a valdszintisége, hogy az egyes dobo-
zokba rendre 2, 4,2 targy kertl?

5.14. Egy tizletben harom pénztarhoz véletlenszeriien 10 vasarlé érkezik. Mennyi
annak a valésziniisége, hogy az elsé pénztarhoz 4, a masodikhoz és a harmadikhoz
pedig 3 — 3 vasarlo6 kertl?

5.15. Egy 9 tagu tarsasag felszall a harom kocsibdl all6 villamosra; a nagy to-
longasban a tarsasag minden tagja csak azt nézi, hogy feljusson valamelyik kocsira,
és nem torédik azzal, hogy tarsai melyik kocsiba széllnak. Mennyi a valdszintisége,
hogy mind a harom kocsiba a térsasag 3 — 3 tagja jut?

5.16. Egy vendégls egyik asztaldnal 9 vendég iil. Osszesen harom iiveg sort,
négy tésztat és két kavét rendelnek. (Mindegyik vendég csak egy ételt vagy italt
rendel.) Pincériink emlékszik arra, hogy mibdl mennyit kell hoznia, de teljesen
elfelejtette, hogy mit kinek kell adnia. Taldlomra szétosztja, amit hozott; mennyi
annak a valészintisége, hogy mindenki azt kapja, amit kért?

5.17. Egy dobozban 10 szal gyufa van. Taldlomra kivesziink koziiliikk néhanyat.
Mennyi a valésziniisége annak, hogy a kivett gyufaszalak szdma péros?
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5.18. Egy harom hézasparbdl &ll6 tarsasig tancol. Az egyes parokra oszlas
egyenléen valdszinii. Mennyi a valdszinlisége annak, hogy egy bizonyos pillanatban
senki se tancol a sajat feleségével?

5.19. Egy haziasszony négy vendégének feketekavét készit, és izlésiiknek
megfeleléen a kavékba 0, 1,2, illetve 3 szem cukrot tesz. Mire a felkevert kavékat
beviszi, mar elfelejti, melyik kié. Mennyi a valészintisége, hogy egyik vendég sem
jut a kivant édességii kavéhoz?

5.20. Egy 1000 darabot tartalmazé alapsokasdgbol 50 darabbdl allé6 mintat
vesziink. Mennyi a valészintisége, hogy a mintaban egy selejtes darabot taldlunk,
ha a selejtes darabok ardnya 2%?7

5.21. Egy urndban 5 fehér, 2 fekete és 3 voros golyd van. Mennyi a valésziniisége
annak, hogy az urndbdl 6 golydt kihuzva azok kozott 2 fehér, 1 fekete és 3 voros
legyen? (A huzds egyszerre, vagy ami vele ekvivalens, egymés utdn visszatevés
nélkiil torténik.)

5.22. Mennyi a valdszinlisége annak, hogy egy véletlenszertien kitoltott
totdszelvény - oszlop 10, 11, 12, illetve 13 taldlatos lesz?

5.23. Két fii és harom lany sakkversenyen vesz részt. A nyerés valdsziniisége
nemenként azonos, de minden fit kétszer esélyesebb, mint barmelyik lany. Mennyi
annak a valdsziniisége, hogy a sakkversenyt lany nyeri?

5.24. Egy rekeszbe rendezetleniil lett behelyezve 20 né és 10 férfi személyi
nyilvantartasi lapja. A férfiaknak is és a noknek is a fele mérnok. Mi annak a
valészintlisége, hogy egy véletleniil kiemelt lapon egy férfi, egy mérnok, illetve egy
férfi mérnok adatai vannak?
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6. Geometriai valdszinliségek

6.1. Geometriai valészinliségek értelmezése

A valdszinliség kiszamitdsanak klasszikus képlete csak véges eseménytér esetében
alkalmazhato, hiszen ha az eseménytér elemi eseményeinek szdma végtelen, akkor
a képlet semmitmondd. Ezért a korabbiakban targyalt mddszerekkel nem tudunk
valaszt adni olyan geometriai valdsziniségekkel kapcsolatos kérdésekre, mint a
kovetkezd: valészinlisége annak, hogy a (0,1) intervallumban véletlenszeriien
kivalasztott szdm az intervallum els6 harmadéba esik, vagy egy céltablaba
csapodd 16vedék a 6-os koron beliilre taldl, stb. Az ilyen jellegli problémdk
megvalaszoldsahoz természetesen valamilyen feltevéssel kell élniink. Az els6 es-
etben példaul ésszertinek latszik a feltételezés: annak valdszinlisége, hogy a
kivdlasztott szdm a (0,1) intervallum valamely részintervalluméba esik, ardnyos
e részintervallum hosszaval. A méasodik példaban ez t{inne ésszerti feltételezésnek:
annak valészinlisége, hogy a taldlat a céltdbla valamely résztartoményaba esik,
aranyos a résztartomany teriiletével. Altaldban ilyen esetekben tehat azzal a
feltételezéssel élink, hogy az illetd esemény valdszinlisége aranyos az eseményt
reprezentdlé geometriai alakzat mértékével (hosszaval, teriiletével, térfogatdval
stb.). Természetesen az ilyen jellegii feltevés nem mindig 4llja meg a helyét a gya-
korlatban. Példdul a céltablara leadott célzott 16vés esetében nem jogos feltételezni
a valoszinliség egyenletes eloszldsat. Szamos esetben azonban ezt az egyenletes
eloszlast feltételezhetjiik, s alkalmazasaval jé eredményeket kaphatunk.

Osszefoglalva, ha az eseményteret valamely Q geometriai alakzat (intervallum,
sikbeli, illetve térbeli tartomdny stb.) reprezentélja, és feltételezziik, hogy az
elemi eseményeket reprezentalé pontok egyenletesen helyezkednek el az alakza-
ton, akkor annak val6szintlisége, hogy egy véletlenszerlien kivalasztott pont a tar-
tomdny valamely A résztartoményéaba esik, egyenlé az A résztartomany és az (2 tar-
tomany geometriai mértékeinek hanyadosaval. Természetesen az egyes problémak
targyaldsa soran tigyelni kell arra, hogy a probléma természetének legjobban
megfelel6 geometriai mértéket valasszuk, ugyanis mas és mas mérték vélasztdsa
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esetén ugyanis méas és mas modellt kaphatunk. A kovetkezékben ismertetiink
néhany klasszikus problémat, melyek megolddsa geometriai valészintiségek meg-
hatarozasara vezet. Megjegyezziik, hogy a geometriai valdszinliség fogalma szoros
kapcsolatban van a késébbiekben targyalandé egyenletes eloszlassal.

6.2. Haromszog szerkeszthetOsége

A (0,1) intervallumban véletlenszertien kivalasztunk két pontot. Mennyi a
valészintlisége, hogy az igy keletkezett hdrom szakaszbdl hdromszog alkothaté? A
két kivdlasztott pontot jelolje x és y. Mivel ezek mindegyike a (0,1) intervallum
tetszoleges pontja, ezért az elemi események tere a stk 0 < z < 1és0 <y < 1
feltételeknek eleget tevé (z,y) pontokbdl all6 négyzettel reprezentdlhaté. Vajon
ezen négyzet mely pontjai alkotjak azt a tartoményt, mely a haromszog szerkeszt-
hetOsége szempontjabdl kedvezd esetek halmazat reprezentédlja? Harom szakaszbdl
pontosan akkor szerkeszthet6 haromszog, ha barmely ketté hosszdnak Osszege na-
gyobb a harmadik hosszandl. Két esetet kiilonboztetiink meg: = < y, vagy y < z.
Az els6 esetben az el6bbi feltétel azt jelenti, hogy teljesiilni kell az < 1 — z,
y—r<x+1—yésl—y <y egyenlbtlenségeknek, a masodik esetben pedig z-et
és y-t fel kell cserélniink. Az els6 egyenlStlenségek a sik kovetkezd tartoményat
jellemzik: x < %, y<zx+ %, y > %, melynek teriilete nyilvan é, s hasonléan, a
masik harom egyenl6tlenség altal jellemzett tertilet is %, s mivel az egységnégyzet

teriilete 1, a keresett valdszintiség % + % = %.

6.3. Taladlkozasi probléma

Ketten megbeszélik, hogy du. 5 és 6 déra kozott egy meghatarozott helyen
taladlkoznak. Megallapodnak abban, hogy aki kordbban érkezik, 20 percet var
a masikra, azutdn elmegy. Mennyi a taldlkozas valdszintisége, ha mindketten
véletlenszeriien érkeznek? Ez a probléma ekvivalens azzal, hogy a (0,1) inter-
vallumban taldlomra kivélasztva két pontot mennyi a valdszinlisége annak, hogy
azok tavolsaga legfeljebb %? Ha a kivéalasztott két pontot itt is x és y jeloli,
akkor a lehetséges pontok Osszessége ismét az egységnégyzet, mig a kedvezd pontok
Osszessége az

Wl =

lv —y| <
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egyenldtlenség altal jellemzett tartomany, melynek tertilete g, ami a keresett
valésziniiség.

6.4. A Bertrands-féle paradoxon

Egy r sugart kornek véletlenszeriien kivédlasztjuk valamely hirjat. Mennyi an-
nak a valdszintisége, hogy ez a hur hosszabb a korbe irt szabdlyos haromszog
oldalanal? Jelolje x és y azt a két ivhosszusagot, melyeket a két metszéspontig
kapunk, a korvonal valamely rogzitett pontjatél az éramutaté jarasaval ellenkezd
irdnyban haladva. Annak feltétele, hogy a htur hosszabb legyen, mint a beirt
szabalyos haromszog oldala, a kovetkezd egyenlGtlenség:

Az Osszes eseteket a 0 < x < 2rm, 0 < y < 2rmw négyzet pontjai reprezentaljik,
mig a kedvez6 eseteket a fenti egyenldtlenséggel leirt tartomany pontjai, melyek
teriileteinek aranya %, a keresett valdszintiség.

A feladattal kapcsolatban azonban a kévetkezOképpen is okoskodhatunk: mivel
a hur helyzetét kozéppontja egyértelmiien meghatarozza, s a hur hossza akkor
hosszabb a beirt szabalyos haromszog oldaldndl, ha kozéppontja az ebbe a
szabélyos haromszogbe irt kor belsejében fekszik, a keresett valdszinliség a két

kor teriileteinek ardnya: i.

E két megoldason kivil még szamos tovabbi is adhatd, melyek kilonbozé
valdszintiségekhez vezetnek. A latszélagos ellentmondést a kovetkezéképpen
lehet feloldani: a két megoldas a kor Osszes hirjainak halmazidn mas — més
valészintiségeloszlast tételez fel. Ha a hurnak a korrel vett metszéspontjait
reprezentald sikbeli (z,y) pont a stk 0 < z < 2rm, 0 < y < 2rw négyzetében egyenld
tertilett tartomanyokba egyenld valdszinliséggel esik, akkor az els6 megoldas a
helyes. Ha viszont a hur koézéppontja a kor belsejében egyenld teriileti tar-
tomanyokba egyenld valdsziniiséggel esik, akkor a masodik megoldés helyes.

5Joseph Louis Francois Bertrand francia matematikus 1822-1900



6. Geometriai valészintiségek 35

6.5. A Buffons-féle tiiprobléma

Egy r hosszusdgu tit véletlenszeriien rddobunk egy parhuzamos egyenesekkel
vonalkazott siklapra, ahol a szomszédos egyenesek tavolsidga egy alland6 d szam.
Ha feltessziik, hogy r < d, akkor mennyi a valdszinisége annak, hogy a ti
valamelyik egyenest metszi? A hatdrozottsag kedvéért meg kell allapodnunk a
kovetkezdkben. Rogzitsiik az egyenesek irdnyét és jelolje ¢ a ti és az egyenesek
hajlasszogét, y pedig a ti kbzéppontjanak a visszafelé legkozelebb es6 egyenestdl
valé tavolsdgét. Ekkor 0 < o <, 0 <y < d. Az ilyen (yp,y) parok reprezentéljik
az elemi eseményeket. Ha feltételezziik, hogy egy ilyen pont a0 < p < 7w, 0 <y <d
téglalap egyenld teriiletli részeibe egyenlé valdszintiséggel esik, akkor a problémat
egyértelmiivé tettiik. A ti valamelyik egyenest akkor metszi, ha

ro.
y < ismcp,

vagy
ro.
y>d— 5 sing.

A keresett val6sziniiség ezek alapjan 3—;, amit a gorbék &ltal koriilzart tertilet

meghatarozasaval, integralassal kapunk.

6Georges Louis Leclerc Buffon francia természettudds, 1707-1788
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6.6. Feladatok

6.1. A (0,1) intervallumban véletlenszeriien kivélasztunk egy pontot, majd egy
masikat ettdl jobbra. Mennyi a valészintisége annak, hogy az igy keletkezett harom
szakaszbol haromszog szerkeszthetd?

6.2. A (0,1) intervallumban véletlenszeriien valasztunk egy szdmot. Mennyi a
valdszintisége annak, hogy a szdm harmadik tizedesjegye 57

6.3. Egy villamosmegéllohoz a villamosok 5 percenként érkeznek: érakor, ora 5-
kor, stb. Mondjuk du. 5 és fél 6 kozott egy véletlenszertien kivalasztott idépontban
a megalléhoz megyiink. Mennyi annak a valdsziniisége, hogy a varakozasi id6 ne
legyen hosszabb 2 percnél?

6.4. Egy iizembe valamelyik napon déli 12 dra és délutan 3 déra kozott két
gépkocsi nyersanyagszallitmany érkezik. A gépkocsik érkezésérdl csak annyit
tudunk, hogy mindketto érkezésének idGpontja egyenletes valdszintiségeloszlasi
a (0,3) intervallumon (az id6tengely O pontjat déli 12 érahoz helyezziik), és
a gépkocsik vezet6i nem tudnak egymds érkezésér6l. A széllitmany lerakédsa
barmelyik gépkocsi esetén 1 6rat vesz igénybe, s a rakodas utdn a gépkocsik rogton
visszaindulnak. Mi a valészintisége, hogy a két kocsi az lizem teriiletén taldlkozik?

6.5. Egy egységnyi hosszisdgu szakaszon taldlomra valasztunk két pontot. Mi
a valdsziniisége annak, hogy ezek kozelebb vannak egymaéshoz, mint barmelyik
végponthoz?

6.6. A (0,1) intervallumban taldlomra kivélasztunk egy x pontot. Mi a
valdszintisége annak, hogy az x, 1 — x és % hosszisagi szakaszokbdl haromszo-

get lehet szerkeszteni?

6.7. Egy ember elfelejtette felhiizni az 6rajat, s az megallt. Mi a valdszintisége
annak, hogy a nagymutaté a 3 és a 6 kozott allt meg?

6.8. Egy botot taldlomra kettétoriink, majd a nagyobbik darabot djra taldlomra
kettétorjiik. Mennyi a valosziniisége annak, hogy az igy keletkezett harom darabbdl
héromszog alkothat6?

6.9. Dobjunk a (0,t) szakaszra taldlomra két pontot. Mennyi annak a
valésziniisége, hogy mindkét pont a (0, x) részintervallumba esik?

6.10. Az el6bbi feladatban mennyi annak a valdszinlsége, hogy a két pont
tavolsaga x-nél kisebb?
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7. A valdsziniiség alapvetd osszefliggései

7.1. Elemi tulajdonsiagok

A kovetkezOkben a valésziniiség alapvetd tulajdonsdgait foglaljuk 6ssze, melyek
egyrészt elméleti szempontbdl fontosak, mésrészt gyakorlatilag konnyitik meg a
valésziniiséggel kapcsolatos szamitdsokat. A tovabbiakban feltételezziik, hogy
adott egy (9,4, P) valdszintiségi mezd, és tételeinket erre fogalmazzuk meg.

7.1.1. Tétel A lehetetlen esemény valészintisége 0.
B1zONYITAS. Barmely A esemény esetén A-O = O és A+ O = A, tehit
P(A)=P(A+0)=P(A)+ P(O),
amibdl kovetkezik, hogy P(O) = 0.

7.1.2. Tétel Barmely A esemény esetén

P(A) =1- P(A).

B1ZoNYITAS. Mivel A és A egymast kizarjdk, és osszegiik a biztos esemény, ezért
1=P(I)=P(A+A) =P(A) + P(A),
amibdl az allitas kovetkezik.
7.1.3. Tétel Ha az A esemény maga utén vonja a B eseményt, akkor

i) P(A) < P(B),
ii) P(B — A) = P(B) — P(A).
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B1zoNYiTAS. Az allitas abbdl kovetkezik, hogy a tétel feltételei mellett A és B— A
egymast kizaré események, és 6sszegiik B, igy

P(B) = P(A)+ P(B — A).

7.2. Az additivitas és a szubadditivitas

7.2.1. Tétel Tetszbleges A, B eseményekre érvényes

P(A+ B) = P(A) + P(B) — P(AB).

BizoNY{TAS. Az allitds az A+B = A+(B—AB) és A(B—AB) = O egyenl6ségekbdl
a valdsziniiség additivitdsa és a 7.1.3. ii) alapjan kovetkezik.

Az el6bbi tétel ismételt alkalmazdsdval tetszOleges — véges — szdmu esemény
osszegének valdszinfisége kiszamithats. A megfeleld, igynevezett Poincaré” -for-
mulat a kovetkezo tétel tartalmazza.

7.2.2. Tétel Tetszbleges A1, As, ..., A, események esetén fennall

n

P(A 4 Ay 4o+ Ay) = Y (- 1)F18(,
k=1

ahol
S — > P(A; Asy .. Ay).

1<i1 <2< < <n

Ez a tétel teljes indukciéval kénnyen bizonyithaté, de a koévetkezd, Jordan
Kérolytél® szarmazé tétel specialis eseteként is megkaphatjuk:

"Henri Poincaré francia matematikus, 1854-1912
8Jordén Kéroly magyar matematikus, 1871-1959
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7.2.3. Tétel Tetszbleges A1, Ao, ..., A, események esetén jelélie Qy,
annak a valoszintiségét, hogy ezek koziil legalabb k szamu bekovetke-

zik. Ekkor .
_ _1yVi—k i—1 (n)

i=k

A kovetkez6 tétel ugyancsak Jordéan Kérolytdl szarmazik.

7.2.4. Tétel Tetszéleges A1, As,..., A, események esetén jelolje
P, annak a valdsziniiségét, hogy ezek koziil pontosan k szamu
bekévetkezik. Ekkor

p= >t (1)

i=k

Ezek a formuldk egymasbdl nyerheték a
Qu="Pi+ -+ Py

Py =Qr — Qr-1

Osszefiiggések alapjan. Az utébbi két tételt nem bizonyitjuk.

7.2.5. Tétel Tetszéleges A1, As,. .., A, események esetén fennall

P(A; + Ay + -+ Ap) < P(A1) + P(A2) + -+ + P(Ap)

B1zoNYITAS. A bizonyitas teljes indukciéval végezhetd el. Az n = 2 eset a 7.2.1.
tétel kovetkezménye. Ha feltessziik, hogy az &llitas n-re igaz, akkor

PAT+As+- -+ A, + A1) <PA+ A+ -+ A,)+ P(4p11) <

< P(A1) + P(As) + -+ P(An) + P(Ans1).

A tétel a valdszinliség ugynevezett szubadditiv tulajdonsagat fejezi ki.
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7.3. A valdsziniiség folytonossaga

7.3.1. Tétel Legyenek Ay, A,, ... olyan események, melyekre teljesiil
Al DAQ O .... Ekkor

P(ﬁ A;) = lim P(4,).

i=1

B1zoNYITAS. Legyen A = [[2, A; és By = Ay — Apy1. Ekkor az A, By, Bo, ...
események paronként kizarjak egymast, és Osszegiikk Ap, igy a valdsziniiség teljes
additivitasa alapjan

n—1

P(A;) = P(A) + i P(By) = P(A) + lim_ > P(By).
k=1 k

=1
Miésrészt, a fentiek alapjén P(By) = P(Ay) — P(Ag41), ezért
P(A)) = P(4) + lim (P(A1) - P(4,)),

amibdl az allitds kovetkezik.

A fenti tételben foglalt &allitast a valdsziniiség folytonossdgi tulajdonsiganak
szokds nevezni. Egyszeri kovetkezményként kapjuk a kovetkezd analdg édllitast:

7.3.2. Tétel Legyenck Ay, A,, ... olyan események, melyekre teljesiil
Ay C Ay C .... Ekkor

o0

P> 4;) = lim P(A,).

; n—oo
=1

A kovetkezé tétel a valdsziniliség szubadditivitasi tulajdonsdgat dltaldnositja
végtelen sok eseményre.

7.3.3. Tétel Ha Ay, A, ... tetszéleges események sorozata, akkor

o0

P(ZAk) < iP(Ak)'
p

k=1
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B1ZONYITAS. Legyen B, = >.;'_, P(Ay); ekkor nyilvdn B, C By és

> P(By) =) P(Ay),

k=1 k=1

tehdt a valészintliség folytonossagi tulajdonsiga alapjan

lim Y P(Ay) = lim P(B,) =Y P(A)
k=1 k=1

teljestil. Masrészt

3

P(B,) = P(Y] Ax) <3 P(Ay) < 3 P(A),
k=1

amibdl az allitdas kovetkezik.
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7.4. Feladatok

7.1. Bizonyitsuk be a 7.2.2. tételt!
7.2. Bizonyitsuk be, hogy ha A, B tetszOleges események, akkor

P(Ao B) = P(A) + P(B) — 2P(AB).

7.3. Bizonyitsuk be, hogy ha A, B, C tetszlleges események, akkor

P(AoC) < P(AoB) + P(BoC).

7.4. Bizonyitsuk be, hogy ha A, B tetsz6leges események, és

P(AoB)
0 ha P(A+ B) =0,

akkor érvényes:
A(A,C) < A(4,B) + A(B,C).

7.5. Bizonyitsuk be: ahhoz, hogy adott p1,p2,p12 valds szamokhoz talalhatd
legyen olyan A és B esemény, hogy P(A) = p1, P(B) = pa, P(AB) = pia, a
kovetkezd négy egyenlétlenség fenndallasa sziikséges és elégséges:

p1+p2 < 1+ p1o,

p12 < p1,
P12 < P2,

p12 > 0.

7.6. Bizonyitsuk be a 7.3.2. tételt!
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8. Feltételes valdszinliség és fluggetlenség

8.1. A feltételes valdszinliség értelmezése

A gyakorlati életben gyakran vetédik fel az a probléma, hogy valamely esemény
bekovetkezése befolyédsolja-e, s ha igen, milyen mértékben egy masik esemény
bekovetkezését. Mivel a valdszintiségelmélet minden kisérletet megadott koriil-
mények kozott vizsgdl, az események véletlen jellegét e koriilménykomplexum
hatdrozza meg. Ha tehat azt kérdezziik, hogy mekkora az A esemény valdsziniisége
egy olyan kisérletben, amelyben a B esemény bekovetkezett, akkor ez a valdsziniiség
altalaban kiilénbozni fog az A esemény valdsziniliségétol, hiszen ekkor egy A-
t6l kiilonboz6 eseményrdl van sz6. Ezt az eseményt szokds A|B-vel jelolni,
valészinliségét pedig P(A|B)-vel, amit az A eseménynek a B eseményre vonatkozd
feltételes valdsziniliségének neveziink. Ha mindezt a gyakorisdgok, illetve relativ
gyakorisadgok nyelvén kivanjuk megfogalmazni, akkor a kovetkezéképpen gondol-
kodhatunk. Tekintsiik azt a kisérletet, amely az A és B eseményekkel kapcsolatos,
és ezt végezzik el n-szer egymastol fiiggetleniil. Valasszuk ki azokat az esete-
ket, amelyekben a B esemény bekovetkezett. (Természetesen feltételezziik, hogy
a B esemény valdszinlisége zérustdl kilonbozé.) Ezek szdma kp: a B esemény
gyakorisadga. FEzen esetek kozott vannak olyanok, amelyekben az A esemény is
bekovetkezett, melyek szama kap, az AB esemény gyakorisaga. Mint altalaban
a gyakorisagok hanyadosai, a % hényados is stabilitasi tendenciat mutat, ha a
kisérletek szamat noveljiik. A fenti hdnyadost az A eseménynek a B eseményre
vonatkozé feltételes relativ gyakorisiganak nevezziik. Ha figyelembe vessziik, hogy
a gyakorisdgoknak és a kisérletek szdmanak hényadosa bizonyos értelemben a
valészintiséghez kozeledik a kisérletek szaméanak novelésével, akkor kézenfekvo,
hogy a k,;‘—; hényados a % érték koril fog ingadozni, melyet az A eseménynek
a B eseményre vonatkozé feltételes valdszintiiségének neveziink, és P(A|B)-vel
jeloliink.
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8.2. A feltételes valdsziniiség tulajdonsagai

A feltételes valdsziniiség rogzitett B feltétel mellett egy valdsziniiségi fliggvény,
amely tehat rendelkezik a valészinliség karakterisztikus tulajdonsagaival. Ezt fejezi
ki a kovetkezo tétel.

8.2.1. Tétel Legyen (9, A, P) valésziniiségi mez6, A és B két
tetszbleges esemény, tovabbd P(B) > 0, akkor az A esemény B-re
vonatkozé P(A|B) feltételes valdszintisége rendelkezik a kovetkezd tu-

lajdonsagokkal:
i) 0< P(A|B) < 1;
ii) P(B|B) = 1;

iii) P(3°:2, Ai|B) = >°0, P(A;|B), ha Ay, Ay, ... egymdst paron-
ként kizaré események sorozata.

A tétel bizonyitasa egyszerli szamolds, a definicio és a valdszintiség tulajdonsigai
alapjan.

A feltételes valdszinliséget definialé formula a kdvetkez6képpen is irhato:
P(AB) = P(A|B)P(B).

Ezt a formulat szokds szorzdsi szabdlynak nevezni. A szorzési szabalyt gyakran két
esemény szorzata valdsziniiségének kiszamitasara lehet felhasznélni.

Tekintstink egy egyszerti példat. Egy urndban van 3 fehér és 6 fekete golyd.
Egymas utan kett6t kihuzunk. Mi a valdszinlisége annak, hogy a masodik golyd
fehér, ha az els6 fekete volt? Természetesen feltételezziik, hogy mindkét hizés
ugy megy végbe, hogy az urnaban levo golydk egyenl6 valdszintiséggel htizhatdk
ki. Jelolje B azt az eseményt, hogy az els6 kihtuzott golyd fekete, A pedig azt,
hogy a mésodik fehér. A feladat kérdése tehat a P(A|B) feltételes valdsziniiségre
vonatkozik. Meg kell tehdt hatdroznunk a P(AB) és a P(B) valdsziniiségeket. A
hizasok sorrendje is 1ényeges, ezért az Osszes lehetOségek szama 9 - 8 = 72. Ezek
kozil azok szama, amikor az elsé golyod fekete, a méasodik pedig fehér: 6 - 3 = 18.
Ezért

18 1
P(AB) = — = -.
(AB) 72 4
A B esemény valészintlisége nyilvan g = %, igy a keresett feltételes valdszintiiség:
P(AB) 1 3 3
P(A|B) = =— .- ==
(41B) P(B) 4 2 8
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A szorzési szabdly alkalmazdsédra tekintsiik a kovetkezd példat: 50 termékbol,
amelyek kozott 10 selejtes, egymdés utan taldlomra kivesziink kettot visszatevés
nélkiil. Mennyi a valészinlisége annak, hogy az elsére selejtest, a masodikra pedig
jot hizunk? Jelentse A azt az eseményt, hogy elsére selejtest hiizunk, B pedig azt,
hogy masodikra jot hizunk. Nyilvan

10 1

P(A)=—=-.
(4) 50 5
A masodik huzasndl 49-bél huzunk és ezek koziil 40 a kedvezd, igy

40

Ezért, a szorzési szabaly alapjan
P(AB)=P(B|A)P(A)= — - - = —.

A szorzasi szabdly konnyen altaldnosithaté n szdmu eseményre a kovetkezd
modon:

8.2.2. Tétel Legyenek Ay, A,, ..., A, tetszbleges események, ekkor
P(A1As- ... A,) =

= P(Ap|A1Ag-. . - Ay ) P(Ap_1|A1As-.. .- Ap_s) ... P(As| A1) P(Ay).

A bizonyitas a szorzasi szabdly ismételt alkalmazédsaval végezheto el.

A 8.2.2. tételben foglalt dltaldnos szorzasi szabaly alkalmazdsdra tekintsiik a
kovetkezo példat: a 32 lapos magyar kartyabdl négy lapot hizunk ki egymaés utén,
visszatevés nélkiil. Mi a valésziniisége, hogy mind a négy lap piros lesz? Jelolje A;
azt az eseményt, hogy az i-edik hiizds eredménye piros lap (i = 1,2, 3,4). Ekkor

8 7 6 5
P(A,) = 32’ P(As]Ay) = 37 P(A3]A1Ay) = 30° P(A4]A1A2A3) = 297

igy a valasz a kérdésre a fentiek alapjan:
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8.3. A teljes valdszinliség tétele

A kovetkezé tétel a feltételes valdszinliségekre vonatkozé egyik legfontosabb
eredmény: a teljes valdsziniiség tétele.

8.3.1. Tétel Legyen By, Bo,... pozitiv val6szintiségli eseményekbdl
alls teljes eseményrendszer, A pedig tetszéleges esemény. Ekkor

P(A) = P(A|B:)P(By).
i=1
B1zONYITAS. Mivel By, Bs, ... teljes eseményrendszer, ezért

és a valdszintség teljes additivitasa alapjan
(oo} (oo}
P(A)=P()_AB;) =) _ P(AB).
i i
Alkalmazva a szorzasi szabalyt az egyes tagokra, kapjuk, hogy
P(A) =3 P(AB;) =) P(A|B)P(B),

amit bizonyitani kellett.

Megjegyezziik, a tétel azt fejezi ki, hogy barmely esemény valdsziniisége
egyenld az eseménynek egy teljes eseményrendszer eseményeire vonatkozé feltételes
valészintiségeinek a teljes eseményrendszer elemei valdszintiségeivel sulyozott szam-
tani kozepével.

Most tekintsiik ennek a tételnek egy egyszerii alkalmazasat. Tegyiik fel, hogy
hdrom urndban fehér és fekete golydkat helyeztiink el, mégpedig az elsébe 2 fehér

és 3 fekete, a masodikba 4 fehér és 1 fekete, a harmadikba pedig 3 fehér és 7 fekete
golyét. A kisérlet soran % valészintiséggel az elso, % valészintiséggel a mésodik
és % valdszintiséggel a harmadik urnat valasztva taldlomra kivesziink abbdl egy

goly6t. Mennyi annak a valdszintlisége, hogy ez a goly6 fehér lesz? Jeldlje A ezt az
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eseményt, By, By, B3 pedig rendre azt, hogy az elsé, a masodik, illetve a harmadik
urnat valasztottuk. Ekkor

1 1 1
P(Bl) = 57 P(BQ) = §7 P(BS) = 67

tovabba

2 4 3
P(AIB) = 2, P(AIB2) = 2, P(A|Bs) = .

tehdt, a teljes valdszinliség tétele alapjan

31

P(A) = P(A‘Bl)P(Bﬂ + P(A‘BQ)P(B2) + P(A|B3)P(B3) = 50"

8.4. A Bayes’-tétel

Gyakori eset, hogy egy esemény bekovetkezésének ismerete mellett kivanunk
informéciét kapni arra vonatkozdan, hogy egy teljes eseményrendszer eseményei
mekkora valdszintiséggel jatszottak kozre ebben. Erre vonatkozik a kovetkezo tétel:
Bayes tétele.

8.4.1. Tétel Legyen By, Bs, ... pozitiv valésziniiségii eseményekbdl
allo teljes eseményrendszer, A pedig tetszbleges pozitiv valoszintiségii
esemény. Ekkor k =1,2,... esetén

 PAIBYP(BY)
PBAA) = S Bk B P(5)

B1zONYITAS. A feltételes valészintliség szorzdsi tétele alapjan nyilvan

P(By|A) = P(AIPJ%&J;(&-)

A teljes valésziniiség tétele alapjan a nevezé&ben &ll6 P(A) behelyettesitheté:

_ P(A|By)P(B)
P(Bg|A) = S P(A|B)P(B;)’

9Thomas Bayes angol pap, 1702-1761
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ami éppen az allités.

A tétel szokdsos elnevezése: az ”okok valdsziniiségének tétele ”, hiszen egy
esemény bekovetkezésébol kovetkeztetiink a hipotézisek fennallasdanak valdszinii-
ségére. Egy lehetséges alkalmazast illusztral a kovetkezd példa, mely a fentiekben
targyalt példa megforditasa. Az ottani feltételek mellett kérdezziik azt: mennyi a
valdszintisége annak, hogy a hizds az els6 urndbdl tortént, ha a hizas eredménye
fehér golyé? A Bayes-tétel alapjan a kordbban kapott értékeket behelyettesitve
kapjuk, hogy

12 16 3

P(BiIA) = 37, P(Bald) = 5. P(Bal4) = =,

tehat a kérdezett valosziniiség %

8.5. Fuggetlenség

A feltételes valdsziniiséggel kapcsolatos legfontosabb valdszintiségelméleti fo-
galom a fiuggetlenség. Hétkoznapi értelemben két esemény filiggetlensége olyas-
mit jelent, hogy semmilyen befolydssal nincsenek egymaésra, tehdt barmelyiknek
a bekovetkezése esetén semmiféle informdaciét nem kapunk a mdsik esemény
bekovetkezésének valdszintiségére nézve. Matematikailag ez a kovetkezOképpen
fogalmazhaté meg: ha A, B két esemény, P(B) > 0, akkor az A-nak B-t8l valé
fliggetlensége azt jelenti, hogy az a tény, hogy a B esemény bekdvetkezett, nem
befolyasolja az A esemény bekovetkezésének valdszintliségét, tehat

P(A|B) = P(A).

Ekkor azt mondjuk, hogy A fiiggetlen B-t4l. Ha ilyenkor A is pozitiv valdsziniiségti,

akkor
_ P(BA) _ P(AB) _

tehat B is fiiggetlen A-t6l, igy azt mondhatjuk, hogy A és B fiiggetlenek. A szorzési
szabdly alapjan kovetkezik az aldbbi allitas.

8.5.1. Tétel Az A és B események pontosan akkor fiiggetlenek, ha

P(AB) = P(A)P(B).
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Megjegyezziik, hogy az el6bbi formula alkalmazdsdhoz nincs sziikség annak
feltételezésére, hogy A vagy B pozitiv valésziniiségii legyen, igy inkdbb ezt a for-
mulat szokds tekinteni a fiiggetlenség definiciéjanak, s a tovdabbiakban mi is ezt
tessziik. Masrészt, ebbdl nyilvanvald, hogy egy 0 valésziniiségli esemény minden
mas eseménytol fliggetlen.

Tekintstink egy példat fliggetlen eseményekre. Egy laddban 25 darab 110 voltos
és 40 wattos, 25 darab 110 voltos és 60 wattos, 25 darab 220 voltos és 40 wattos
és 25 darab 220 voltos és 60 wattos izzd van. Véletlenszeriien vélasztunk egyet
koziiliik. Jelolje A azt az eseményt, hogy a kivalasztott lampa 110 voltos, B pedig
azt, hogy 40 wattos. Ekkor P(AB) = 25, P(A) = 2%, P(B) = &%, fgy P(AB) =
P(A)P(B), tehat az A és B események fliggetlenek.

A fiiggetlenség fogalma tobb eseményre is kiterjeszthet6, a kovetkez6 mddon:
események egy halmazat fiiggetlennek nevezzik, ha koziiliik barmely véges sokat
kivalasztva, azok szorzatanak valdsziniisége egyenlo valdszintiségeik szorzataval.
Ebbdl nyilvan kovetkezik, hogy az események kozil barmely kettd fliggetlen
egyméastol, masszéval az események pdronként fiiggetlenek, ez a fogalom azonban
ennél tébbet jelent, amint azt a kovetkezd példa mutatja: dobjunk fel két kockat, és
jelolje A azt az eseményt, hogy az els6 kockaval paros szamot dobtunk, B azt, hogy
a masodikkal paratlan szamot dobtunk, C' pedig azt, hogy vagy mindkét kockaval
péros, vagy mindkét kockdval paratlan szamot dobtunk. Ekkor nyilvan

valamint 1
P(AB) = P(AC) = P(BC) = 1

Ez azt jelenti, hogy az A, B,C események paronként fiiggetlenek. Ugyanakkor
P(ABC) = 0 # P(A)P(B)P(C), ami azt jelenti, hogy az A, B,C események
a fenti definicié értelmében nem fliggetlenek. Kettonél tobb esemény esetében
a fliggetlenség fenti fogalmat a paronkénti fiiggetlenségtél valé megkiilonboztetés
céljabdl teljes figgetlenségnek nevezzik.

Konnyen igazolhaté a kovetkezo tétel.

8.5.2. Tétel Legyenek az Ay, As, ..., A, események teljesen fiigget-
lenek. Ekkor azok az események is teljesen fiiggetlenek, amelyeket gy
kapunk, hogy az A1, Ao, ..., A, események koziil tetszbleges szamiit
kicseréliink az ellentettjére.

A fiiggetlenség fennalldsa esetén szamos korabbi eredmény lényegesen egyszerii-
sodik. A kovetkezd két tétel konnyen adddik a 7.2.2. és 7.2.4. tételekbdl.
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8.5.3. Tétel Tetszbleges teljesen fiiggetlen A, As, . .., A, események
esetén fennall

P(A1+Ay+--+A,)=1-P(A)P(A2) ... P(A4,).

8.5.4. Tétel Legyenek A;, As, ..., A, teljesen fiiggetlenek, és legyen
P(A) =p (i=1,2,...,n). Jelblje Py annak a valészintiségét, hogy
ezek koziil pontosan k szamu kévetkezik be. Ekkor

P, = (Z)pk(l —p)" "

Példaként tekintsilk az tgynevezett Bernoulli'®-féle problémat. Tekintsiink egy
kisérletet, melynek két lehetséges kimenetele A és A, tovdbbd legyen P(A) = p.
Végezziik el a kisérletet n-szer egymds utan, egymastol fiiggetleniil. Mennyi annak
a valdsziniisége, hogy ebben a kisérletsorozatban az A esemény pontosan k-szor
kovetkezik be? Nyilvan feltételezziik, hogy 0 < k < n. Jeldlje A; azt az eseményt,
hogy az i-edik kisérletben az A esemény bekévetkezik. Ekkor nyilvan P(A4;) = p
(i=1,2,...,n), és akisérletek fliggetlen elvégzése azt jelenti, hogy az A; események
teljesen fiiggetlenek. Ezért a fenti tétel alapjan a keresett valdsziniiség

P, = (Z)pku —p)" ",

10 Jacob Bernoulli svéjci matematikus, 1654-1705
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8.6. Feladatok

8.1. Bizonyitsuk be, hogy

P(Ay + A|B) = P(A:1|B) + P(A2|B) — P(A1A2|B).

8.2.  Mutassuk meg, hogy ha P(B) > 0, akkor érvényesek a kovetkezd
Osszefiiggések:
i) 0< P(A|B) < 1;
ii) P(B|B) = 1;
iii) P(A; + As|B) = P(A1|B) + P(A2|B), ha A1 Ay = (;
) P(A|B) =1— P(A|B).

v

8.3. Bizonyitsuk be, hogy ha B,C pozitiv valdsziniiségli események, és
P(B|C) > 0, akkor barmely A esemény esetén

P(AB|C)

P(AIBC) = 5

8.4. Bizonyitsuk be, hogy ha B pozitiv valészinliségii esemény, akkor barmely
A esemény esetén
P(A|B) = P(AB|B).

8.5. Bizonyitsuk be, hogy ha A és B kizarjdk egymadst, tovibbd B pozitiv
valésziniliségli esemény, akkor
P(A|B) =0.

8.6. Egy jatékkockat egyszer feldobunk. Legyen A az az esemény, hogy 6-nil
kisebb szamot dobunk, B pedig az, hogy paros szdmot dobunk. Szamitsuk ki a
P(B) és P(B|A) valésziniiségeket!

8.7. Harom kockaval dobunk. Mennyi a valdszinilisége annak, hogy az egyik
kockaval hatost dobunk, feltéve, hogy a dobott szamok Gsszege 127

8.8. Egy onkiszolgalé lizletben 200 iiveg tej friss, és 100 iveg méasnapos. Két
iveget kivesziink. Mennyi a valdszintisége, hogy mindkettd friss?

8.9. 200 munkadarabbdl, melyek kozott 20 a selejtes, egymas utan kivesziink
kettot, visszatevés nélkil. Mennyi a valészintisége annak, hogy

i) az elsdre selejtest, a masodikra jét hizunk;

ii) az elsére j6t, a mésodikra selejtest hizunk;
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iii) egyik alkalommal selejtest, mésik alkalommal jé darabot hizunk?

8.10. Egy csomag magyar kartyabol visszatevés nélkiil kihtizunk 4 lapot. Mennyi
annak a valészintisége, hogy az els6 ketto piros, a masik ketté zold?

8.11. Egy ndi konfekcié boltban haromféle méretii ruha kaphaté: nagy-, kdzepes
és kisméretli. Ezek megoszlasa: nagyméretli az osszes ruhdk 26%-a, kozepes 44%,
kicsi a 30%-a. A ruhdkat kivdnsdgra alakra igazitjak. Statisztikai adatokbdl is-
meretes, hogy az alakra igazitas valdszintisége 0.2, 0.1 illetve 0.15. Mennyi a
valészintisége, hogy egy eladott ruhat alakitani kell?

8.12. Televizio-képcsovek kisérleti gyartasat végzik egy gyarban. Harom tétel
késziil el. Az elsé két tétel a teljes mennyiség egy-egy negyedét, a harmadik a felét
adja. A vizsgdlat soran kideriil, hogy az el6irt miikddési éraszamot az elso tételnek
csak a 90%-a, a mdsodiknak a 80%-a, a harmadiknak a 75%-a éri el. Mennyi a
valdszintisége annak, hogy egy, a teljes mennyiségbol talalomra kiszemelt képcsd
az el6irt ideig miikodik?

8.13. Négy termel6tél almét szallitanak egy ilizletbe. Az elsé termel6tdl
szarmazik a mennyiség % része, melybdl 40% els6osztalytd. A mésodik termel5tdl
szallitjdk a tétel i részét, amely 50%-ban elsosztalytd. A harmadiktél rendelték
a mennyiség % részét, ebbdl 20% elsbosztdlyt dru. A tobbi gyiimoles a negyedik
termel6tdl keriil az tizletbe, és mind elsGosztalyu. Mennyi a valdszinlisége annak,
hogy az tizletben e szallitmanybdl taldlomra kivalasztva egy almét, az elsGosztalyi?

8.14. Izzélampdkat 100 db-os csomagolasban szallitanak. Az el6z6 megfi-
gyelésekbol ismert, hogy a 100 db-os tételek kozott azonos ardanyban fordul el
0, 1, 2, 3 hibas darabot tartalmazé (3-ndl tobb hibds darab nem fordul el8). Meny-
nyi a valdszinlisége annak, hogy egy tételbdl véletlenszertien 3 égét kivalasztva,
mindharom hibétlan lesz?

8.15. Egy radidkészilékeket gyartéd tizemben szamos vizsgalat alapjan megél-
lapitottak, hogy minden 10 darab elkésziilt radié kozott egyforma valdszintiséggel
lehet 0, 1, 2 vagy 3 selejtes, tobb nem. Egy ilyen 10 darab késziiléket tartalmazd
tételbdl a mindségellendrzés soran kivalasztottak 2 radiot, azokat megvizsgaltak,
és mind a kettot jénak taldltdk. Mennyi a valésziniisége, hogy mind a 10 késziilék
hibétlan?

8.16. A gorogdinnye-széllitmanyokat altalaban tgy ellenérzik, hogy néhany
dinnyét meglékelnek, s a kapott eredménybdl kovetkeztetnek a széllitmanyra.
Menynyi annak a valdszintisége, hogy 100 gorogdinnye koziil legfeljebb 5 "rossz”,
ha koziiliik taldlomra kivalasztott 10 dinnye mindegyike ”j6 ”-nak bizonyult? Az
elézetes tapasztalatok alapjan a 100 tételes szallitmanyokban legfeljebb 20 darab
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lehet "rossz”. A "rossz” dinnyék szédmdnak lehetséges értékei (0,1,2,...,20) mind
egyforman valdszintiek.

8.17. Egy nagykereskedelmi raktarban az egyik konzervfajtdbdl 500 darabbdl
allé készlet van. Ebbol 10 elem(i mintat valasztottak. A minta atvizsgaldsakor azt
talaltak, hogy abban 2 darab nem felelt meg a mindségi el6irdsoknak. Mennyi a
valdszintlisége annak, hogy a selejtes konzervek szama az eredeti készletben is 27

8.18. Ha az el6z6 feladatban annak a valdszinilisége érdekel benniinket,
hogy a készletben a selejtes konzervek szama legfeljebb 3, hogyan tudnénk ezt
meghatdrozni?

8.19. Egy tesztrendszerti vizsgandl minden vizsgakérdés egy vizsgalapra van
felirva, és minden kérdéshez négy valasz van megadva, amelyek koziil csak egy
a helyes. A vizsgazonak ezt a lapot kell kitolteni a helyesnek vélt valasz meg-
jelolésével. Tegytik fel, hogy egy vizsgdzd p valdsziniiséggel tudja a helyes valaszt.
Ha nem tudja a vélaszt, akkor i valészintiséggel jeloli meg a 4 lehetséges vélasz
kozil az egyiket.

i) Mennyi a valésziniisége, hogy a vizsgdzo6 helyesen vélaszol?

ii) A vizsgalap &dtnézése sordan kideriil, hogy helyes a vélasz. Mennyi a

valészintisége, hogy azért adott helyes valaszt, mert tudta a helyes eredményt?

8.20. Ketten asztaliteniszt jatszanak. Mindkét jatékosra nézve % annak a
valdszintisége, hogy egy pontot szerezzen, és az egyes pontok nyerései egymastol
fiiggetlenek. Mennyi annak a valészintisége, hogy a jaték valamelyik fél 23 : 21
aranyu gy6zelmével ér véget?

8.21. Bizonyitsuk be a 8.5.3. tételt!

8.22. Bizonyitsuk be a 8.5.4. tételt!
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0. Valdszinliségi valtozdk

9.1. A valészinliségi valtozd értelmezése

A gyakorlatban eléfordulé véletlen kisérletek elvégzése soran a kisérletek e-
redményével, a bekovetkez6 elemi eseménnyel kapcsolatban tobbnyire valamilyen
szamérték is adddik. Tételezziik fel, hogy az elemi esemény ezt a szdmértéket
egyértelmiien meghatarozza. Sok esetben magit az elemi eseményt egy szdm-
értékkel tudjuk jellemezni. Példaul, a kockadobasi kisérletnél azok az elemi
események, hogy a dobdkocka egyes lapjai feliilre keriilnek, rendre az 1,2,3,4,5,6
szamértékekkel jellemezhetOk. A pénzérme feldobasdval kapcsolatos kisérletnél
is tetszbleges moédon hozzarendelhetiink egy — egy szamértéket a fej, illetve iras
dobéshoz. Mivel a kisérlet ismételt elvégzésekor mas és més elemi események
kovetkezhetnek be, igy a figyelemmel kisért szamérték is més és mas lehet: ez
az érték a véletlentol fligg. Természetesen egy és ugyanazon kisérlethez tar-
toz6 elemi eseményekhez szamos kiilonboz6é mdédon rendelhetiink szamértékeket.
Az elemi események halmazan értelmezett fiiggvényeket valészintiségi valtozoknak
nevezzilk. A valtozokat tobbnyire a gorog abécé kisbetiiivel jeloljiik. Valdszintiségi
valtozdkkal kapcsolatban leggyakrabban a kovetkezo tipusa kérdésekre kell felelni.
Mi a valdszin{isége annak, hogy a £ val6szin(iségi véltozd értéke kisebb (nagyobb,
kisebb vagy egyenld, nagyobb vagy egyenld), mint az adott = valds szam? Ah-
hoz, hogy erre a kérdésre valaszolni lehessen, fel kell tételezniink, hogy azon e-
lemi események Osszessége, melyekre a fenti feltétel teljesiil, valdsziniiségelméleti
értelemben esemény. Legyen tehdt adott az (Q,.A, P) valdsziniiségi mezd, ahol
Q egy tetszbleges, nem lires halmaz, A az ) részlamazainak egy o-algebrija, P
pedig egy valdszinliség. A £ : Q — R valds fliggvényt valdsziniiségi valtozonak
nevezzilk, ha barmely valés = esetén az {w : {(w) < z} halmaz A-ba tar-
tozik. Roviden, az eseménytéren értelmezett valds értéki fliggvények koziil azokat
nevezzik valdsziniiségi valtozdknak, melyek rendelkeznek azzal a tulajdonsiaggal,
hogy barmely rogzitett valoés x esetén mindazon elemi események Osszessége, ame-
lyeken ez a fliggvény az adott z-nél kisebb értéket vesz fel, esemény. Tekintsiink egy
egyszert példat, amely egy szabalyos pénzérme egyszeri feldobasdval kapcsolatos
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kisérletet irjale. Az eseménytér legyen © = {0, 1}, ahol 0 reprezentélja a fej, 1 pedig
az iras dobdsat. Az események az () Gsszes részhalmazai, a P valdszintliségeloszlas
pedig a kovetkezOképpen van megadva: ha A tetszéleges esemény, akkor legyen

ha A = {0} vagy A = {1}; tovdbba P(O) = 0 és P(I) = 1. Mivel Q minden
részhalmaza esemény, ezért minden valds értéki fliggvény valdsziniiségi valtozo.
Legyen £(w) = 0, ha w = 0, és £(w) = 1, ha w = 1. Ezzel egy valdsziniiségi
valtozét értelmeztiink, melynek értéke az w elemi esemény bekovetkezésekor éppen
az w elemi eseményt reprezentdlé szamértékkel egyenlé. Legyen z tetszoleges valds
szém, és vizsgdljuk meg az A, = {w: {(w) < z} eseményt. Vildgos, hogy A, = O,
hax <0és A, =1, hax > 1. Végil, ha 0 < x < 1, akkor A, = {0}.

A tovéabbiakban egy adott £ valészintiségi véaltozo és adott x valds szdm esetén
az {w : &(w) < zx} halmazt roviden igy jeloljik: {£ < x}, valdsziniiségét pedig
P(¢ < x)-szel. Hasonlé roviditést alkalmazunk akkor, ha < helyett =, <, > vagy
> all.

Elofordulhat, hogy egy adott kisérlet soran bekovetkezd elemi eseményekhez
nem egy, hanem tobb, de az elemi eseményektol fiiggetlen szamu szamérték rendel-
heto. Fzeket a szamértékeket egy vektornak tekintve az elemi események halmazan
egy vektor-értékii fliggvényt értelmezhetiink, melyet valdszinidségi vektorvdltozonak
neveziink, ha komponensei kozonséges valdszintiségi valtozok.

9.2. Eloszlasfliggvény

Legyen adott az (Q,.A, P) valdszin{iségi mezén a £ valdszintiségi valtozd, és
legyen E a valés szémok egy olyan részhalmaza, melyre {w : {(w) € E} esemény.
(Ezt az eseményt a tovabbiakban {£ € E} jeloli, valdszintiségét pedig P(€ € E).)
Példaul, ha E egy (—oo, x) alaki nyilt intervallum, akkor ez a valészintiségi véltozd
definiciéja alapjéan nyilvén teljesiil. Nem nehéz megmutatni, hogy ugyanez a helyzet
akkor, ha E a szdmegyenes barmilyen (nyilt, zart, félig nyilt, véges vagy végtelen)
intervalluma. Azt is meg lehet mutatni, hogy az Gsszes ilyen tulajdonsigi F hal-
mazok egy B o-algebrat alkotnak a valés szamok halmazaban. Ezt a o-algebrat
— mely nyilvan fiiggetlen a szébanforgé valészintiségi valtozétdl — Borel'!-féle hal-
maztestnek szokds nevezni. Legyen barmely E € B esetén

P:(E) = P(¢ € E).

¥ mile Félix Eduard Borel francia matematikus, 1871-1956
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Konnyti belatni, hogy az igy értelmezett P : B — R fiiggvény teljesiti a
val6szinliség axiémdit, azaz (R, B, P¢) valészinliségi mezs. A P valészintiségel-
oszlast a & valdszintliségi valtozd eloszldsanak nevezzilkk. Egy valdszintiségi véaltozd
eloszldsa tehdt mindig egy, a valds szamok B o-algebrajan értelmezett valosziniiség.
A fenti példaban szereplo & valdszinliségi valtozo eloszlasat egyszeriien meghaté-
rozhatjuk, ugyanis nyilvdn P (E) értéke 0, ha E nem tartalmazza sem a 0-t, sem
az l-et; %, ha a 0 és 1 koziil pontosan az egyik eleme E-nek, és 1, ha a 0 és 1
mindegyike eleme F-nek.

A gyakorlatban a valészintliségeloszlds leirdsa eléggé koriillményes lehet, hiszen
ehhez meg kellene adnunk az 6sszes P¢(FE) val6szintiségeket, tetszOleges E € B hal-
maz esetén. Be lehet azonban vezetni egy olyan egyszeriibb, és a gyakorlat szimaéra
rendkiviil fontos fogalmat, amelybdl ezek a valdsziniiségek mind szarmaztathatok.
Legyen tetszéleges valds x esetén

Fe(x) = Pe(§ <w) = P({w : {(w) < }).

Ekkor F; : R — R egy fiiggvény, melyet a £ valdsziniiségi valtozé eloszldsfiggué-
nyének neveziink. Példaul, a fenti példaban szerepld & valdsziniiségi valtozé elosz-
lasfiiggvénye a kovetkezo:

0 ha z <0,
Fe(x)=< 1+ ha0<ax<l1,
1 ha =z > 1.

A tovabbiakban — ha ez nem okoz félreértést — F¢ helyett egyszertien F-et frunk.
A kovetkezékben osszefoglaljuk az eloszlasfiiggvény legfontosabb tulajdonsagait.

1) Barmely valdsziniiségi véltozé eloszlasfiiggvénye monoton névekvé fiiggvény.
Valéban, ha @ < y tetszdleges valds szamok, akkor a {£ < 2} esemény maga
utédn vonja a {& < y} eseményt, igy F(x) < F(y).

2) Bérmely valdszintiségi véltozé eloszlsfiiggvényének hatérértéke —oo-ben 0,
+o00-ben 1. Bebizonyitjuk a masodik allitast; az elsé bizonyitdsa hasonléan
torténik. Mivel F' monoton noévekvd, elegendd megmutatni, hogy ha {z,}
monoton novekv6 valés szamsorozat, melyre lim, ...z, = -+oo, akkor
lim,, o F(z,) = 1. Legyen A, = {{ < z,}. Ekkor A} C As C A3 C ... és
Soo  An = 1. A valészintiség folytonossagi tétele alapjan

F(z,) = P(€ < 2,) = P(A,) — P(I) = 1

ha n — oo, ami az allitast bizonyitja.
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3) Bérmely valdsziniiségi véaltozd eloszldsfiiggvénye balrdl folytonos. A bi-
zonyitas a fenti mintara végezhetd el. Mivel F' monoton novekvo, elegendé
megmutatni, hogy ha {x,} egy monoton névekvd valds szamsorozat, melyre
lim, o z, = x, akkor lim, . F(z,) = F(x). Legyen A, = {£ < z,} és
A={¢<uz}. Ekkor A C Ay C A3 C ... és Y 7 A, = A A valdsziniiség
folytonossagi tétele alapjan

F(x,) = P(£ < x,) = P(A,) — P(A) = F(2)
ha n — oo, ami az allitast bizonyitja.

Az eloszlasfiggvény fenti harom tulajdonsiga egyben jellemzi is az eloszlas-
fiiggvényt, azaz barmely valds véltozds, valds értékli fliggvényhez — mely ren-
delkezik a fenti tulajdonsagokkal — van olyan valdsziniiségi mezo, és azon olyan
valdszintiségi valtozd, amelynek az adott fiiggvény az eloszlasfliiggvénye. Ennek a
fontos &llitasnak a bizonyitdsaval itt nem foglalkozunk.

Felvetédik a kérdés, hogy az F' eloszlasfiiggvény ismeretében hogyan lehet meg-
hatarozni egy tetszleges B-beli E valdszinliségét? Konnyd belatni az alabbi
Osszefiiggéseket: barmely a < b esetén

i) Pla<&<b)= F(b)— Fla)
ii) P =a)=F(a+0)— F(a);

i) Pa <& <b)=F(b) — Fla+ 0);
iv) Pla<&<b)=F(b+0)— F(a);

v) Pla<&<b)=F(b+0)—F(a+0).

Ilyen médon, ha E a szamegyenes tetszOleges intervalluma, akkor valészintisége
F segitségével kiszamithaté. Ha az E halmaz paronként diszjunkt intervallumok
sorozatanak egyesitése, akkor a valészintiség teljes additivitasa alapjan szamithaté
ki a valészintisége. Belathatd, hogy ha E ezeknél bonyolultabb B-beli halmaz, F
akkor is meghatarozza a valdsziniliségét, de ennek részleteivel nem foglalkozunk.

A fenti formuldkbol azonnal lathaté, hogy ha az eloszlasfiiggvény folytonos,

akkor barmely valés z esetén P(§ = z) = 0, azaz ekkor a valdszinfiségi véltozé
minden valds értéket 0 valdszinliséggel vesz fel.

9.3. Diszkrét és folytonos eloszlasok

A valdszinliségi valtozoknak és eloszlasoknak a kovetkezd fontos tipusait kiilon-
boztetjik meg.
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1) Diszkrét valdszintiségi valtozé. Egy valdszinliségi véltozdt diszkrétnek, vagy
diszkrét eloszldsunak neveziink, eloszlasat pedig diszkrét eloszldsnak, ha csak
véges, vagy megszamldlhatéan végtelen sok értéket vesz fel. Ekkor a & értékei
tehat egy véges, vagy megszamlalhatéan végtelen x1, xo,...,x,, ... sorozatba
rendezhetdk, s az eloszlasfliggvény helyett célszeriibb a

pe = P(§ = xp)

valészintiségeket haszndlni. Nyilvédn a {ps} valdsziniiségek sorozata egyértel-
milen meghatdrozza az eloszldst és az eloszlasfliiggvényt, ugyanis

PEeE)=Y
zeE
és
F(x)=PE<z)= > p
rp<T

Tlyenkor szokds a {py} sorozatot a valdsziniiségi valtozé eloszldsdnak nevezni.

Diszkrét valésziniiségi valtozora példa egy tetszOleges eseményhez tartozd in-
dikdtor vdltozd. Ez a kovetkezOképpen értelmezhetd. Legyen A tetszéleges esemény,

és legyen
1 weAd

en) =1 | o

Vizsgaljuk meg, hogy £4 valéban valdsziniiségi valtozé-e. Legyen z tetszOleges
valds szam, ekkor nyilvan

0 x<o0,
(£A<x): A O0<z<1,
Q 1<z

Lathato, hogy €4 eleget tesz a valdsziniiségi valtozé definiciéjaban megfogalmazott
kovetelménynek. A fentiek alapjan a &4 eloszlasfiiggvénye:

0 z <0,
Feo(#)=Pla<z)=< 1-P4) 0<z<1,
1 1<

2) Folytonos valdszintiségi valtozs. A € valdszinfiségi valtozot és annak eloszldsat
folytonosnak nevezziik, ha van olyan f: R — [0, +00) integrilhaté fiiggvény,
mellyel barmely a < b esetén a £ valtozd F' eloszlasfiiggvényére

b
F(b) — F(a) :/ f(z)dz
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teljestil. (A folytonos valdszinliségi valtozé tehdt nem tévesztendd Ossze
egy olyan valdsziniiségi véltozdval, amelynek az eloszldsfiiggvénye folytonos!)
Ebben az esetben az a — —oo és b = x helyettesitéssel kapjuk:

F(z) = [ F(t)dt.

Az ilyen f fiiggvényt a & valdszinliségi valtozo siriségfigguényének nevezziik.

Nyilvan
+o0
[ swie=1,

—00
azaz a sUrlségfliggvény integrdlja az egész szdmegyenesen 1-gyel egyenld.
Folytonos valdszintiségi valtozé minden értéket 0 valdszinliséggel vesz fel.
Tovabba érvényes

F(2) = f(x),
tehdt az eloszlasfliggvény a sliriiségfliggvényt bizonyos értelemben egyértel-
milen meghatarozza. Ezzel kapcsolatban meg kell jegyezniink a kovetkezét.
Mivel a stlirtiségfiiggvény definicidjaban csupan annak integrédlja szerepel
kiilonboz6 intervallumokon, ezért nem varhatd, hogy az eloszlasfiiggvény
pontonként egyértelmilen meghatarozza a, strtiségfiiggvényt hiszen ha két
nem negativ integralhaté fiiggvény integralja minden intervallumon egyenld,
abbdl még nem kovetkezik, hogy a két fiiggvény egyenl6. Ennek a prob-
lémanak a pontos tisztdzdsa az ugynevezett Lebesgue-féle mérték- és in-
tegralelméleten beliil lehetséges, melynek targyaldsa meghaladja ezen jegyzet
kereteit. Jegyezziik meg, hogy a silirliségfiiggvény csak annyiban egyértelm,
hogy tetszbleges olyan integralhaté fiiggvény hozzdadhatd, melynek integralja
minden intervallumon zérus. fgy pl. a slriségfiiggvényt véges sok pontban
tetszolegesen meg lehet valtoztatni.

Az eloszlasfliggvény tulajdonsagaibol azonnal kovetkeznek a stirliségfiiggvény
kovetkezd tulajdonsdgai: barmely valdsziniiségi valtozo silirliségfiiggvénye nem
negativ integralhaté fliggvény, melynek integrédlja az egész szamegyenesen 1. Meg-
jegyezzik, hogy az ilyen fliggvények mindig tekinthetck valamilyen valdszintiségi
mezon értelmezett valdsziniiségi valtozo stirtiségfliiggvényének.

Folytonos valdszintliségeloszlasra példa az egyenletes eloszlds, melyet a kovetke-
z6képpen értelmezhetiink. Legyenek a < b tetszoleges valds szamok, s valasszunk
ki az (a,b) intervallumbdl tetszOlegesen egy x pontot. Ha a & valdsziniiségi
valtozé értéke ez az x, akkor a geometriai valdszintiséggel kapcsolatban mon-
dottak alapjan annak valdszinfisége, hogy a & értéke az (a,b) intervallum egy
(¢, d) részintervalluméba esik, ardnyos a részintervallum hosszéval, azaz bdrmely
a < c<d<besetén

d— d
P(c<§<d):b72:/ ——d.
c
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Ezért € valdszintiségi valtozd, melynek striségfiiggvénye

0 z <a,
flz) = ﬁ a<x<b,
0 b <.

(A stiriiségfiiggvényrél mondottak alapjin az f-et az a és b pontokban tetsz6legesen
értelmezhetjiik.) Ennek alapjan az eloszlasfiiggvény

0 z <a,
F(z)=9 =2 a<z<b,
1 b <.

A diszkrét és a folytonos eloszlasokon kiviil vannak tovabbi eloszlasok is, amelyek
tanulméanyozasa kiviil esik ezen jegyzet targykorén. A kovetkezdkben részletesen fo-
gunk foglalkozni bizonyos nevezetes diszkrét és folytonos valészintiségeloszlasokkal.
Megjegyezziik, hogy a valdszinlségeloszlasok tanulményozasa soran altalaban
a valészinliségi mezotol és a valdszinliségi véaltozotdl, annak konkrét értékeitol
legtobbszor eltekinthetiink, csupan az eloszlasnak, az eloszlasfiiggvénynek, illetve
folytonos esetben a stliriiségfiiggvénynek az ismerete sziikséges. Latni fogjuk, hogy
bizonyos, a gyakorlatban fontos szerepet jatszo nevezetes eloszldsok definiciéjat
eleve pusztan az eloszlas-, illetve stirtiségfliggvény segitségével adjuk meg.
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9.4. Feladatok

9.1. Két kockat dobunk fel egyszerre. A dobott szdmok Osszegét tekint-
sitk valdszintiségi véltozénak. Irjuk fel és abrazoljuk a valdszintiségi véltozd
val6szintliség-eloszlasét és eloszlasfiiggvényét!

9.2. Két kockét dobunk fel egyszerre. A dobott szdmok kiilonbségének abszolut
értékét tekintsiik valdszintliségi valtozdnak. frjuk fel és dbrazoljuk a valésziniiségi
valtozé valdszinliség-eloszlasat és eloszlasfiiggvényét, tovabba szamitsuk ki annak
a valdsziniiségét, hogy a valdszintiségi véaltozo értéke 2-nél nagyobb, de a 4-et nem
haladja meg!

9.3. Két kockat dobunk fel egyszerre. A dobott szamok szorzatdt tekintsiik
val6szintiségi valtozonak. Irjuk fel a valésziniiségi valtozé eloszlasfiiggvényét!

9.4. Egy diszkrét valdszintiségi valtozo lehetséges értékei —1 és 6, melyeket
rendre % és % valészintiséggel vesz fel. Irjuk fel a valdsziniiségi valtozo eloszlasfiigg-
vényét, szamitsuk ki értékét az = = 0 helyen, és dbrézoljuk az eloszlasfiiggvényt!

9.5. Legyen & olyan valdsziniiségi valtozd, amelynek lehetséges értékei az Osszes
nem negativ egész szamok. A valdszinliségi valtozé a k értéket pp = 3’9%
val6szintiséggel veszi fel. Mutassuk meg, hogy a pi szamok valdszinliségeloszlast
alkotnak!

9.6. Legyen & olyan valdsziniiségi valtozd, amelynek lehetséges értékei az Gsszes
pozitiv egész szamok. A valdszinliségi valtozo a k értéket py = % valészintiséggel
veszi fel. Mutassuk meg, hogy a p; szdmok valdsziniiségeloszlast alkotnak!

9.7. Legyen & olyan valdszinliségi valtozd, amelynek lehetséges értékei az
Osszes pozitiv egész szamok. A valdszinliségi valtozé a k értéket pp = m
valészintiséggel veszi fel. Mutassuk meg, hogy a pi szadmok valdszintliségeloszlast
alkotnak!

9.8. Egy valdszintiiségi valtozé eloszlasfiiggvénye

0 ha z <1,
Fz)=4{ (z—1)® hal1l<z<2,
1 ha = > 2.

Hatarozzuk meg és dbrézoljuk a valdszinliségi valtozé slriiségfiiggvényét!
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9.9. Egy valdsziniiségi valtozd striiségfiiggvénye

% ha 0<z <1,
fle)=4 % hal<az<2,
0 egyébként.

Hatarozzuk meg és dbrézoljuk a valdszinliségi valtozé eloszlasfiiggvényét!
9.10. Egy & val6sziniiségi véltozd slirliségfiiggvénye

0 ha = <0,
f(r)=1{ cx> ha 0<x <2,
0 egyébként.

Hatarozzuk meg c értékét és irjuk fel £ eloszlasfliiggvényét! Mekkora valoszintiséggel
esik € az (1,3) intervallumba?

9.11. Egy £ valészintiségi valtozo strlségfliggvénye

0 ha x <2,
5—3 ha =z > 2.

i = {

Hatarozzuk meg a értékét és irjuk fel & eloszlasfliggvényét! Milyen x értékre adodik
a P(¢ > z) valészintiségre 17

9.12. Egy £ valészintiségi valtozo strlségfliggvénye

0 ha x <0,
fl@)={ o hald<z<y,
0 egyébként.

Hatarozzuk meg £ eloszlasfiiggvényét! Mennyi annak a valésziniisége, hogy a £-nek
a 0-t6l valo eltérése kisebb, mint 0.17

9.13. Adjuk meg az 6t6s lottén kihtzott 6t szam koziil a legkisebb eloszlasfiigg-
vényének értékét az x = 25 pontban!

9.14. Egységnyi hosszisdgi szakaszt taldlomra valasztott pontjaval két részre
osztva mi a keletkezett szakaszok koziil a rovidebbik hosszanak az eloszldsfiiggvé-
nye?

9.15. A (0,1) intervallumban jeldljink ki taldlomra hirom pontot. Hatdrozzuk
meg a kozépso pont abszcisszdjanak az eloszlasfiiggvényét!
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9.16. Valasszunk az egységnégyzetben egy pontot véletlenszertien. Jelolje &
a pontnak a négyzet legkozelebbi oldalatdél vald tavolsdgat. Hatarozzuk meg &

eloszlasfliggvényét!

9.17. Az aldbbi szdmsorozatok koziil melyek alkotnak valdszinliségeloszlast?

i) (f)(%)k(§)17fk, k=1,2,...,17;

10 10
i) (2(—)) k=0,1,2,3,4,5
5

i) p*,3p%¢,3p¢%,¢%, (¢=1-p,0<p<1).

9.18. Az aldbbi fliggvények koziil melyek stiriiségfliggvények?

fl@)y=9 *

i) .
ST ha 0<x <1,
0 egyébként;

ii)

L ha x> 1,
ORI
0  egyébként;

iii)
{ L. ha 0<z < o0,
0 egyébként.

9.19. Az aldbbi fiiggvények koziil melyek siiriiségfiiggvények?

i)
L hao<a<i,
fl@)y=192 s
0 egyébként;
ii)
1 1

flz) = ;m;

iii)
?12 ha x> 1
0  egyébként.
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9.20. Az aldbbi fiiggvények koziil melyek eloszldsfiiggvények?

i)
F) 0 ha z <0,
R ha z > 0;
ii)
0 ha x <0,
F(z) =
1 ha z>0;
iii)
0 ha x<0,
Fz)=< 2, hao<z<1,
1 haxz>1.
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10. Eloszlasok

10.1. Valészinliségi valtozdk fliggvényeinek eloszldsa

A gyakorlatban gyakran taldlkozunk a kovetkezd problémaéaval: adott a &
valésziniliségi valtozd, valamint egy ¢ valds valtozds, valds értékli fliggvény, és
meg akarjuk hatdrozni az n = p(£) valészinliségi valtozd eloszldsat, illetve
eloszlasfliggvényét a £ eloszlasfliggvényének ismeretében. A probléma matema-
tikailag a kovetkez6képpen fogalmazhaté: legyen adott az (€2, .4, P) valdszinliségi
mez6 és ezen a £ valésziniiségi véaltozd, valamint adott a ¢ : R — R fiiggvény.
Az n = p(§) definicidval egy djabb véletlen fiiggvényt definidlhatunk, melyrél a ¢
fiiggvényre tett egyszerii feltevések (pl. folytonossdg, monotonitds, stb.) mellett
kovetkezik, hogy ugyancsak valdszintiségi valtozd. Kérdés: ha a € eloszlasfiiggvénye
F, akkor hogyan fejezhetjiik ki n eloszlasfiiggvényét? A vélasz egyszeriien megfo-
galmazhaté a stirtiségfiiggvények nyelvén.

10.1.1. Tétel Legyen f a ¢ valdszintiségi valtozé stirtiségfiiggvénye,
melynek értékkészlete intervallum, tovabba legyen ¢ differencialhato,
szigorian monoton fiiggvény azon az intervallumon, amelybdl f az
értékeit felveszi. Ekkor n = ¢(&) is val6szintiségi valtozé, melynek

stirtiségfiiggvénye
1

o) = 1™ )| ).

B1zoNYITAS. Azt az esetet tdrgyaljuk, amikor ¢ szigortian monoton novekvo.
Ekkor az 7 eloszlasfliggvénye

Gly)=Pn<y) =Plp(&) <y)=PE<¢ (y)=Fle ' (y)),

amibél az allitds y szerinti differencidlassal kovetkezik.
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Tekintsiik a kovetkezd egyszer(i példat: legyen ¢(x) = ax+0b, ahol a # 0, b adott
konstansok, tehat legyen
n=al+b.

Ekkor n a &-nek linedris fliggvénye. Nyilvan

igy a fenti formula szerint az n slrtségfiiggvénye

o(y) = = (y — b)

:m a

moédon fejezheto ki a € véltozd f stirliségfiiggvényével.

10.2. Egyuttes eloszlas

Ha t6bb valdszintiségi valtozét egyidejlileg vizsgalunk, akkor tobbnyire nem e-
légedhetiink meg az egyes valdsziniiségi valtozok eloszlasainak ismeretével, hiszen
altalaban a valtozok kozott kiilonféle kapcesolatok allhatnak fenn, melyekre nézve
az eloszlasaik kiilon-kiilon semmiféle felvilagositast nem nytdjtanak. Legyen példaul
& és n két valdszinliségi valtozd, melyek mindegyike az 1,2,3 értékeket veszi fel,
egyarant % valészintiséggel. Kérdés: mi annak a valdszintisége, hogy a & is és az 7
is pl. 1l-et vesz fel értékiil? Ha A;, ill. B; jeloli azt az eseményt, hogy a £ értéke
i, illetve az n értéke j (i,j = 1,2,3), akkor nyilvan p; = P(A;) = ¢; = B; = %
(1,7 =1,2,3). A kérdés azonban az A; - By esemény valdsziniisége. Ha bevezetjiik
az

Tiy = P(Al . BJ)

jelolést i, 7 = 1,2, 3 esetén, akkor nyilvan
ri1+rig +riz =1

és

ri;+re; +r3; =1
hacsak 7,5 = 1,2,3. Ettol a két feltételtél eltekintve azonban az 7;; szamok
tetszoleges nem negativ szamok lehetnek: a p; és g; valészinliségek nem hatarozzak
meg egyértelmiien értékitket. Megjegyezziik, hogy ha az A; és B; események
fiiggetlenek, akkor nyilvan r;; = p;q; (4,7 = 1,2,3), ez azonban &ltaldban nem
teljesiil.
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A két valdszintiségi valtozo egyiittes vizsgdlata helyettesithetd a (£, n) valészini-
ségi vektorvaltozo vizsgalataval, melynek lehetséges értékei a sik pontjai. Ha F a sik
egy részhalmaza, akkor a P((¢,7n) € E) szdmok Gsszessége egy valdszintiségeloszlast
hatédroz meg a sikon. Ezt a két valdszintliségi valtozé egyiittes eloszldsanak nevezzik.
A két valészintiségi valtozo egyiittes eloszldsfigguénye ekkor az

F(z,y) = P(§ <mw;n<y)

modon értelmezett fiiggvény. Az egyvaltozés esethez hasonldan itt is beszélhetiink
diszkrét valdsziniiségi vektorvaltozordl és folytonos valésziniiségi vektorvdltozordl. A
diszkrét esetben, ha & lehetséges értékei az x1, xo, ... szamok, n lehetséges értékei
pedig az y1,y2, . .. szdmok, akkor a valdszintiségeloszlds az r;; = P(€ = x;;n = y;)
szadmokkal jellemezhet6. Folytonosnak akkor nevezziik a (£,n) vektorvéltozdt, ha
van olyan kétvaltozos nem negativ h fiiggvény, hogy barmely a < b, ¢ < d valés
szamok esetén

b d
P(a§£<b;c§n<d)=//h(x,y)dwdy

teljesiil. Ekkor a {(£,n) € E} esemény val6szintisége

Pemer) = [ [ haudady,

7oy oz

A h fiiggvényt egyiittes stiriségfiigguénynek nevezziik.

A fenti fogalmak éltalanositdsa ketténél tobb valdsziniiségi valtozéra természetes
médon végezheto el.

Mig a £ és az n valészintiségi valtozok eloszlasai nem hatarozzak meg egyér-
telmiien az egyilittes eloszlasfiiggvényt, megforditva mas a helyzet: a H egyiittes
eloszlasfliggvénybol

F(z)= lim H(z,y)
Yy——+00

G(y) = lim H(z,y)

x— 400

modon kiszamithaté a & és az 7 eloszlasfiiggvénye. Ezeket az eloszlasokat
peremeloszldsnak nevezziik. Folytonos eloszlasu £ és n esetén a siriiségfiiggvények
is konnyen nyerhetok az egylittes stirtiségfliggvénybdl az

+oo
fa) = / Wz, y)dy

— 00
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formuldk alapjéan. Legyen példdul a £ és n egyiittes slirliségfliggvénye h(z,y) =
S(e+y?)ha0 <z <1é0<y<1,és 0 egyébként. Ekkor

fw = /+OO e y)dy = g/ol(x+y2>dy = g(“ %)

— 00

ha 0 < x < 1 és 0 egyébként, tovabba

o= [ heae=? [ =5+

—0o0

ha 0 < y <1 és 0 egyébként.

10.3. Valdszinliségi valtozék fuggetlensége

Az események fiiggetlenségének fogalmahoz hasonléan nagy jelentOséggel bir a
valdszintliségi valtozok fiiggetlenségének fogalma. A £ és n valdsziniiségi valtozdkat
fiiggetleneknek nevezziik, ha egyiittes eloszlasfiiggvényiik egyenld eloszlasfligg-
vényeik szorzatdval. Ebben az esetben tehdt a peremeloszlasok egyértelmiien
meghatarozzdk az egytlittes eloszlast. Jelolje F, illetve G a &, illetve n eloszlas-
fliggvényét, H pedig az egyiittes eloszlasfiiggvényt. Ekkor tehat a fliggetlenség
egyenértéki a

H(z,y) = F(z)G(y)

feltétellel. Ha £ és n diszkrét valdsziniiségi valtozok, lehetséges értékeik rendre az
r1,Ta,..., illetve y1,ys,... szamok, melyeket rendre p1,po, ..., illetve g1, qo, ...
valdsziniiségekkel vesznek fel, akkor nyilvén a (£, n) vektorvaltozé is diszkrét, mely
az (z;,y;) vektorértékeket veszi fel r;; valszinliségekkel (7,5 =1,2,...). A ésn
fiiggetlensége ebben az esetben nyilvan ekvivalens azzal, hogy

Tij = Pigj

teljesiil minden 4,5 = 1,2,...-re. Ha & és n folytonos eloszlasiak f és g
stiriségfliggvényekkel, akkor egyiittes eloszlasfliiggvényiiket H-val jelolve nyilvan

0%H(t,s) O’F(t)G(s)
H(z,y) / / ETEP ————~dtds / / ET 8 —————~dtds
/ / f()g(s)dtds,
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ami azt jelenti, hogy az egytittes eloszlés is folytonos, és sfirliségfiiggvénye h(x,y) =
f(@)g(y). Megforditva, ebbél a feltételbdl integréldssal megkapjuk, hogy kovetkezik
a & és n fliggetlensége. fgy két folytonos valdszintiiségi valtozé akkor és csak akkor
fliggetlen, ha egyitittes sirtiségfiiggvényiik egyenld siirtiségfiiggvényeik szorzataval.

A fentiek illusztrélasara lassunk egy egyszerti példat. Tekintsiink egy négyzet
alaku céltablat, melyre véletlenszertien adunk le 16véseket. Tegyiik fel, hogy minden
16vés eltalalja a céltablat, és a céltabla egyenld teriiletli tartoményait egyforma
valésziniiséggel taldljuk el. A céltabldt reprezentdlja a [0, 1] x [0, 1] egységnégyzet,
és jelolje &,n a taldlati hely két koordinatajat. Ekkor

P <z)=u,
Pin<y) =y,
ha0<ax<1és0<y <1, tovabba
P <mzn<y)=uxy,

ha 0 <z <1és0 <y < 1. Tehat, ha z és y az egységnégyzetbdl van, akkor
fenndll a H(z,y) = F(2)G(y) egyenléség. Konnyli beldtni, hogy ez fenndll akkor
is, ha = és y valamelyike az egységnégyzeten kiviil van, tehat & és n fiiggetlenek.
Megjegyezziik, hogy kor alaki céltabla esetén a talalati hely derékszogi koordinatai
nem fiiggetlenek.

10.4. Eloszlasok kompozicidja

Az alkalmazdsokban gyakran vet6dnek fel olyan problémék, amelyeknél a
vizsgélt valészinliségi valtozd két fiiggetlen valdsziniiségi valtozo Osszege, tehat

¢=&+m,

ahol £ és n fliggetlenek. Ilyen példaul két dobdkockaval valé dobés esetén a dobott
szamok Osszege. Felmeriil a kérdés, hogyan hatarozhaté meg ( eloszldsa a £ és n
eloszlasanak ismeretében. Elészor tételezziik fel, hogy £ és n diszkrét valdszintiségi
valtozdk, melyek az egész szamokat veszik fel értékiil, tovabba legyen

P(£:Z)ZPu P(n:k):qkta P(C:n):rna
ahol ¢, k,n = 0,%1,£2,.... Ekkor nyilvanval6, hogy

+oo
ra=P(=n)= Y PE=n—kn=k).

k=—o0
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Mivel a & és n fliggetlenek, igy fennall a
P =n—kn=Fk)=P=n—k)P=k)=pn i
egyenléség minden n, k esetén. Ezért

—+oo

T'n = Z Prn—kqk-

k=—o0

Altaldnosabban, ha {p:i} és {qi} tetsz8leges diszkrét valésziniiségeloszlasok (i, k =
0,+1,£2,...), és

+oo
Tn = E Pn—k4k,
k=—o0

akkor konnyti belatni, hogy {r,} is egy valészinliségeloszlds, melyet a {p;} és {qr}

s

akkor

n
Tn = an—qu-

k=0

A fentiek analdgidjara értelmezheté két folytonos eloszlas kompozicidja is.
Anélkiil, hogy a részletekbe bocsdtkozndnk, ha a & és n folytonos eloszlasi
valdszintiségi valtozok slirtiségfliiggvényei rendre f és g, akkor a

+oo
h(x) :/ flx —y)g(y)dy

— 00

definiciéval egy h siriségfiiggvényt kapunk, melyhez tartozé eloszlast a € és n
eloszlasai kompozicidjanak neveziink. Ha negativ z-re f és g eltlinik, akkor

hz) = / " fe - )el)dy.

Ha ¢ és n fliggetlenek, akkor h a & + n strliségfiiggvénye.

10.5. Feltételes eloszlas

A feltételes valdszinliség altalanositdsanak tekinthetd a feltételes eloszlas fo-
galma. Legyen adott egy & valdszinliségi valtozo, és egy pozitiv valdszintiségli
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A esemény. A £ valdsziniiségi véaltozonak az A eseményre vonatkozd feltételes
eloszldsfiigguényének nevezzik az

Fa(a|4) = P(¢ < 2]4)

modon értelmezett Fq : R — R fliggvényt. Valdjaban a £ valdsziniiségi valtozd
feltételes eloszlasfiiggvénye gy is felfoghatd, mint kézonséges eloszlasfliggvénye az
(Q, A, Py) valésziniiségi mez6n, ahol Py = P(:|A), az A esemény altal indukalt
feltételes valoszinliség. Ezek alapjan lathatd, hogy a feltételes eloszlasfliiggvény
a kozonséges eloszlasfiiggvényhez hasonlé tulajdonsdgokkal rendelkezik, ezeket
itt nem soroljuk fel. Megjegyezziik, hogy ha Ap, As,... pozitiv valdszinliségii
eseményekbdl allé teljes eseményrendszer, akkor a teljes valdszinliség tételébdl
kovetkezik, hogy fennall a kovetkez6 azonossag:

F(LL‘) = i FAk, ($|Ak)P(Ak)7
i=1

ahol F jeloli a & (kozonséges) eloszldsfiiggvényét.

Ha az F4 feltételes eloszlasfiiggvény differencialhatd, és egyenld integralhatd
derivaltjanak integralfiiggvényével, akkor derivaltjat a & valésziniiségi véltozo A
eseményre vonatkozo feltételes stiriségfiiggvényének nevezzik:

fa(z|A) = Fiy(x|A).

Ekkor ismét a teljes valosziniiség tétele alapjan fennall
F@) =" fa, (@ Ax) P(Ag),
i=1

ahol f jeloli a & (kozonséges) siirliségfiiggvényét.

Az eddigiekben a feltételes eloszlast csak olyan A eseményre vonatkozéan
értelmeztiik, amely pozitiv valdsziniiségli. Bizonyos esetekben azonban sziikség van
ennek a definiciénak a kiterjesztésére. Kiilondsen fontos az az eset, amikor az A
esemény az, hogy egy 7 valdszinliségi valtozd egy adott y értéket vesz fel. Legyenek
tehat € és n valészintliségi véltozdk, y valds szam. A £ valdszinliségi véltozé n =y
feltétel melletti feltételes eloszlasfligguényét a kovetkez6 modon értelmezziik:

Fy(aly) = Jim P(§ <aly <n <y+Ay),

feltéve, hogy a jobb oldalon all6 hatarérték létezik. Ez a helyzet példaul akkor,
amikor £ és n egylittes eloszlasa folytonos. Ekkor természetesen £ és 1 minde-
gyike folytonos eloszldsi. Jelolje H az egyiittes eloszlasfiiggvényt, h az egyiittes
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strtiségfliggvényt, tovabba jelolje F, illetve G a &, illetve n eloszlasfliiggvényét,
f, illetve g pedig a &, illetve n striségfiiggvényét. Ekkor a kovetkezd szamitast
végezhetjiik el:

(E<z,y<n<y+Ay) H(r,y+Ay)—H(m,y).

P
< = -
P <zly<n<y+Ay) Ply<n<y+Ay) Gy + Ay) — G(y)

Ha a szdmldlét és a nevez6t elosztjuk Agy-nal, és elvégezzik a Ay — 0
hataratmenetet, akkor a kovetkezét kapjuk:

sl (z,y)

A feltételekbél kovetkezOen a feltételes stiriiségfiiggvény is létezik, és

Falaly) = - Fyfaly).

Nyilvan fennall
h(z,y)
9(y)

Ha az n véltozé { = x feltétel melletti feltételes stlirliségfiiggvényét ge(y|z) jeloli,
akkor hasonléan
h(z,y)

fo(zly) =

Ha ezekbél az egyenléségekbol kifejezziik h-t, akkor a kovetkez6t kapjuk:

ﬂ@z/fnmmmwy

és

g@:/m%M@MM%

ami tekinthetd a teljes valésziniiség tétele ”folytonos” valtozatanak.

10.6. Véletlen bolyongas

Ezt a fejezetet egy klasszikus probléménak, a véletlen bolyongds probléméjanak
vizsgédlataval zarjuk. Legyen adott egy pont, amely a szamegyenesen az origdbdl
kiindulva véletlenszeriien egyforma valdszinliséggel jobbra vagy balra haladva a
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kovetkezd egész koordinatdji pontba megy. Kérdés: mennyi annak a valdsziniisége,
hogy n 1épés megtétele utan a k koordinataju pontban lesz?

Mivel paros szamu 1épéssel csak paros koordinataju pontba juthatunk, paratlan
szamu lépéssel pedig paratlan koordindtajuba, ezért a keresett valdsziniliség 0, ha
n és k kiulonbozé paritast. Tegyiik fel tehat, hogy n — k paros. Nyilvan azt is
feltehetjiik, hogy k£ > 0, hiszen k és —k esetén a keresett valdszinliség ugyanany-
nyi. A lehetséges utak, tehat a kedvez6 esetek szama 2", hiszen minden 1épésnél
két lehetOség koziil lehet valasztani. A kedvezd utak szamat a kovetkezd moédon
hatarozhatjuk meg. Ha n lépésben a k pontba jutottunk, akkor k-val tobb esetben

s

mentiink jobbra, mint balra. Ebbdl konnyen adédik, hogy a jobbra térténé 1épések

szédma k + "T’k = "7““, a balra torténd 1épések szama pedig ”T’k Az n 1épés koziil
ezt az "% szam1 balra torténé 1épést

(2)

kiillonb6z6 moédon valaszthatjuk ki, ennyi tehat a kedvezd esetek szama, s igy a

keresett valdszintiség
. n 1
Pk = ngk 27)

ha n — k paros szam. Specidlisan, ha n péaros, akkor az origdba valé visszaérkezés
valészintlisége
n\ 1
Po=\wn |5
5)2

A problémat mas megkozelitésben is tdrgyalhatjuk a valdsziniliségi valtozdk
segitségével. Legyenek a &; valészinliségi valtozdk értékei —1 vagy 1 aszerint, hogy
az i-edik ugras balra, vagy jobbra tortént. Ekkor

1
PE=+1)=g, i=12...,

tovabba a &; valdszinliségi valtozdk fiiggetlenek. Az m-edik 1épés utdn a bolyongd
pont helyét az

=& +&+ - +&
valészinliségi valtozd adja meg. A filiggetlen valdszinliségi valtozok Osszegének
eloszldsara nyert eredményekbdl levezethetd, hogy a P(n,, = k) valészinliség éppen
az, amit fentebb kiszamoltunk.
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10.7. Feladatok

10.1. A £ valészintiségi véaltozd a —3, —2, —1, 0, 1, 2, 3 értékeket veszi fel, rendre
0.08, 0.14, 0.19, 0.27, 0.17, 0.09, 0.06 valészintiségekkel.

i) Hatdrozzuk meg £2 eloszlasat!

ii) Hatérozzuk meg |€ — 1| + | + 1| eloszldsat!

10.2. Legyen a & valdszintiségi valtozd F eloszlasfiiggvénye folytonos és szigortan
monoton.

i) Milyen eloszldsd F(€)?

.. . . . 1

i) Milyen eloszldst In W?

10.3. Legyen a & valdszintliségi véaltozé eloszlasfliggvénye F, stirliségfiiggvénye f.
Irjuk fel az alabbi valésziniiségi valtozok eloszlas- és slirliségfiiggvényeit:

i) € + ¢ (¢ konstans);

ii) ¢£ (¢ # 0 konstans);

iii) e€.

10.4. Legyen & és n egylittes slirliségfiiggvénye a kovetkezd: h(z,y) = = + y,
ha 0 <z < 1,0 <y <1és h(z,y) = 0 egyébként. Hatdrozzuk meg & + 7
stirtiségfliggvényét!

10.5. Legyen ¢ sfirtiségfiiggvénye Ae™*®, ha = > 0 és 0 egyébként, 7
strtiségfiiggvénye pue #* ha x > 0 és 0 egyébként, legyenek tovabba & és n

fliggetlenek. Hatdrozzuk meg % stirtiségfliggvényét!

10.6. Bizonyitsuk be, hogy ha & és n fiiggetlen, azonos eloszlasu, folytonos
valészintiségi véltozdk, akkor P(§ < n) = 1!

10.7. Bizonyitsuk be, hogy két esemény akkor és csak akkor fiiggetlen, ha in-
dikatorvaltozdik fliggetlenek!

10.8. Legyen a & és n egyiittes stlirliségfiiggvénye
M) = £ (x oy +),
ha0 <z <1,0<y<1,egyébként pedig 0. Hatarozzuk meg a peremeloszlasokat!
10.9. Legyen a & és n egyiittes stlirliségfiiggvénye

h(z,y) = f(x)g(y),
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ahol f sfirliségfiiggvény. Hatdrozzuk meg a min(&, n) és max(&, n) egylttes eloszlés-,
és stirliségfiiggvényét!

10.10. Legyen a £ és n egyiittes siriiségfiiggvénye

1 22 4 72y?
h(%y) = @GXP(—i&TQ )

Allapitsuk meg, hogy ¢ és 7 fiiggetlenck-e, s hatdrozzuk meg € és 1) vérhaté értékét
és szorésat!

10.11. Legyen £ olyan valdszintiségi véltozd, hogy adott valés K esetén a (§ < K)
esemény pozitiv valoszinliségii. Hatdrozzuk meg a £ feltételes eloszlasfliggvényét
a £ < K feltétel mellett! Feltéve, hogy £ folytonos eloszlasd, hatarozzuk meg
feltételes eloszlasfliggvényét a £ = K feltétel mellett!
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11. A varhato érték

11.1. A varhato érték értelmezése

A valészintiségi valtozokkal kapcsolatos legtobb lényeges kérdés megvalaszolhatd
az eloszlds, illetve az eloszlasfliggvény ismeretében, igy ezek a véltozo véletlen in-
gadozédsainak jellemzésére is elegendGek. A gyakorlatban azonban gyakran sziikség
lehet olyan szamadatokra, amelyek tovabbi, pontosabb felvildgositast nydjtanak a
valészinliségi valtozok viselkedésérdl. Az egyik ilyen alapvet6é fontossagu adat a
vdrhato érték. A varhaté érték tulajdonképpen a valdszintliségi valtozd értékeinek
sulyozott atlaga. Ez persze nem tekintheté egzakt matematikai definiciénak, de
példaul egy olyan valdszintliségi valtozd esetében, amely véges sok értéket vesz fel,
a varhato érték valéban az értékek silyozott atlaga, s a sulyok éppen a felvételi
valdszintiségek.

A kovetkez6kben megadjuk a varhatd érték pontos definicidjat diszkrét és
folytonos valészintliségi valtozok esetén.

Tekintsiik el6szor a diszkrét valésziniiségi valtozok esetét. Tegyiik fel, hogy
a & valOszinlségi véltozé az x1,x9,... értékeket veszi fel rendre a pi,po,...
valészintiségekkel. Ekkor tehdt Zfil p; = 1. Ha a > x;p; sor abszolit konver-
gens, akkor az

M(§) = Z LiPi
i=1

szamot a £ valdsziniségi valtozo wvdrhato értékének nevezzik. Ha az el6bbi sor
nem abszolit konvergens, akkor azt mondjuk, hogy a valdszintiségi véltozénak nem
létezik varhato értéke. A fentiekben mondottakkal 6sszhangban, ha példaul £ véges
sok értéket vesz fel, akkor mindig létezik varhaté értéke és ez éppen a fent emlitett
sulyozott atlag.

Lassunk egy egyszerii példat. Tegyiik fel, hogy két jatékos, A és B két kockaval
a kovetkez6 jatékot jatssza. Feldobjdk a két kockét, s ha legaldbb az egyiken hatos
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lesz, akkor A fizet B-nek 5 forintot, de ha egyiken se lesz hatos, akkor B fizet
A-nak 3 forintot. Melyik jatékos feltételei el6nybsebbek? FEnnek a kérdésnek a
megvalaszoldsahoz szamitsuk ki az A és a B jatékos virhaté veszteségét. Jelentse
& az A jatékos veszteségét egy jatszmaban, ekkor £ a 0 és az 5 értékeket veszi fel. A
0 értéket akkor veszi fel, ha egyik kockdan se dobtak hatost, s ennek valdsziniisége

nyilvan 2—2, mig az 5 értéket az ellentett esemény bekdvetkezésekor veszi fel, annak
valészintisége tehat %. ig‘y a veszteség varhatd értéke
25 11
M) =0-—+5-—=~1.53.
) 36 * 36

Hasonléan kiszamithatjuk a B jatékos varhaté veszteségét is, amely nyilvan
egyenl6 az A jatékos varhaté nyereségével. Ha a B veszteségét egy jatékban n
jeloli, akkor 7 lehetséges értékei 0 és 3, melyeket rendre it és g—g valészintiségekkel

36
vesz fel, igy varhaté értéke
11 25
M(mn)=0-—+3-— ~2.08.
() =0-35+3 35
Ez azt mutatja, hogy az A jatékos van kedvezObb helyzetben, hiszen tiszta nyere-
ségének varhaté értéke kozelitSleg 2.08 — 1.53 = 0.55 jatszmanként.

Egy kétszemélyes jatékot akkor neveziink méltdnyosnak, ha a két jatszé fél
vérhat6 vesztesége (nyeresége) egyenld. Az ilyen jellegli problémdknak szdmos
alkalmazdasa van pl. a biztositdsi matematikaban.

Van olyan diszkrét valésziniiségi valtozod is, amelynek nem létezik varhato értéke.
Legyen P(§ = (—l)kﬁ) = 2% (k=1,2,...), ekkor a

k
2k 1 1
Z k Z k
(=1) k 2k (=1) k
k=1 k=1

sor konvergens, de nem abszolit konvergens, hiszen

fgy a &-nek nem létezik varhaté értéke.

A kovetkezékben folytonos valészintiségi valtozok varhaté értékét értelmezziik.
Legyen ¢ folytonos valdsziniiségi valtozd, melynek siirtiségfiiggvénye f. Ha az
[« f(z)dz improprius integral abszolit konvergens, akkor az

+oo
M(E) = / £ f(x)de

— 00
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szamot a & varhato értékének nevezziik. Ha a fenti improprius integral nem abszolit
konvergens, akkor azt mondjuk, hogy £-nek nem 1étezik varhato értéke.

A kordbbiakban szerepelt az (a, b) intervallumban egyenletes eloszldsi £ valdszi-
niiségi valtozo, melynek siiriiségfiiggvénye

1
= ha a<x<bd

)= {

0 egyébként.

Ekkor a fenti improprius integrél valdéjaban kozonséges integral egy véges interval-
lumon, tehat a varhatd érték létezik és értéke

M(§)=/+Ooxf(a:)dx=/abbfada::

—0oQ

o 20b-a) 2

1 [xg}b b2 —a®> a+b
Tekintsiink most egy tigynevezett Cauchy'?-eloszldsi & valészintiségi valtozot,
melynek siirliségfiiggvénye

1

:77(-(1—’_%2) —o00o < x < +o00.

f(z)
(Mutassuk meg, hogy ez valéban siiriségfiiggvény!) Ekkor a megfeleld improprius

integral
T el
d =
| vyt

tehdt ennek a valdszintliségi valtozonak nem létezik varhaté értéke.

11.2. A varhaté érték tulajdonsagai

A kovetkez6kben néhdny, a varhaté érték legfontosabb tulajdonsdgaival kapcso-
latos tételt ismertetiink. Ezeket dltalaban vagy a diszkrét, vagy a folytonos esetre
bizonyitjuk be.

12 Augustin Louis Cauchy francia matematikus, 1789-1857
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11.2.1. Tétel Ha ¢ korldtos valészintiségi valtozo, azaz k < ¢ < K,
akkor létezik varhato értéke és

k< M(E) < K.

B1zONYITAS. A tételt a folytonos esetre bizonyitjuk be. A feltételbdl kovetkezik,
hogy a £ véltozd f slirliségfiiggvénye 0-val egyenld a (k, K) intervallumon kiviil.
Ezért

K K K
k:A W@MSA:ﬁMM=M@§A kf(2)de = K,

amit bizonyitani kellett.

11.2.2. Tétel Ha a £ varhato értéke létezik, akkor barmely ¢ konstans
esetén létezik c€ varhato értéke is, és

M(c€) = cM(£).

B1zoNYiTAS. Ha ¢ = 0, akkor az allités nyilvanvalé. Ha ¢ # 0, akkor a folytonos
esetben a ¢ siirtiségfiiggvényét f-el jelolve, a c£ slrliségfiggvénye

Ebbdl adéddan
+oo +oo T T “+o0
M(cf) = / xg(a:)dxz/ ﬂf(Z)dx:C/ fw)du = cM(§).

— 00 — 00 — 00

11.2.3. Tétel Ha ¢ >0 és M (&) = 0, akkor P(¢ = 0) = 1.

B1zoNYITAS. A diszkrét esettel foglalkozunk. Ha a & véaltozd osszes kiilonbozd
értékei az x1, T2, ... nem negativ, valés szamok, rendre pq, po, . .. valésziniiségekkel,

akkor a
> wkpr =0
k

oOsszefliggés alapjan lathatd, hogy ha x, > 0 valamely k-ra, akkor sziikségképpen
pr = 0, s mivel >~ pp = 1, ezért valamely k-ra py > 0, ekkor persze z), = 0, igy
pr = 1, ami éppen az allitas.
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11.2.4. Tétel Ha P(¢ =c¢) =1 (c dllandd), akkor M (£) = c.

B1zONYITAS. Az 4llitds mind a diszkrét, mind a folytonos esetre trividlis.

11.2.5. Tétel Ha létezik a & és n vdrhaté értéke, akkor létezik € +n
varhato értéke is, és

M(E+mn) = M(E) + M(n).

B1zoNYITAS. Tekintsiik a diszkrét eset bizonyitdsat. Legyenek a £ lehetséges értékei
az T1,To,... szamok pi,po,... valoszinlségekkel, s az n értékei yi,y2,... a qi,
G2, ... valészinliségekkel. Ekkor a ¢ = £ + 7 véaltozd lehetséges értékei az x; + y;
alakban eléallithat6 szamok. Ha Ajj azt az eseményt jelenti, hogy £ = x; és n = yy,
akkor tetszOleges z esetén

2P(E4+n=2)==z2 Z P(Aj) = Z (x; +yr)P(Ajg).

Tjtyr==2 T tyr=z

Ebbél adédéan

M(C) = (w; +y)P(Ajx) = Z%’P(ﬁ =)+

ik

+Zykp(77:yk) = M(&) + M(n),
k

amit bizonyitani kellett.
A tétel allitdsa teljes indukcival kiterjeszthetd kettd helyett tetszoleges véges

szamu osszeadandédra, s a 11.2.2. tétellel kombinalva kapjuk a kovetkez6 eredményt.

11.2.6. Tétel Ha a &1,&,, ..., &, valdsziniiségi valtozéknak létezik
varhato értéke és ci1,ca,. .., c, tetszéleges konstansok, akkor a c1&1 +
co&o + - - - + ¢ &, valdszintiségi valtozonak is létezik varhato értéke, és

M(61§1 + oo+ + Cnfn) = ClM(§1) + CzM(ﬁg) + -+ CnM(fn).

A 11.2.6. tételben foglalt allitast a varhat6 érték linearitdsdnak szokds nevezni.
Egy specialis esetben a 11.2.4. tételbol kapjuk a kovetkezot.
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11.2.7. Kovetkezmény Ha a ¢ valdszintiségi valtozénak létezik
varhato értéke, és c tetszéleges konstans, akkor a £ + c-nek is létezik
varhato értéke, és

ME+e)=M(@E) +ec.

11.2.8. Tétel Ha ¢ és n fiiggetlen valészintiségi valtozék, melyeknek
létezik varhaté értéke, akkor a &n valdsziniiségi valtozonak is létezik
varhato értéke, és

M(&n) = M(§)M(n).

B1zZONYITAS. A bizonyitdst a diszkrét esetre végezziik el. Legyenek a ¢ lehetséges
értékei az x1,Ts, ... szdmok p1,po, ... valdsziniiségekkel, s az n értékei y1,4y2,... a
q1, G2, ... valészinliségekkel. Ekkor a ¢ = £ - 7 valtozd lehetséges értékei az x; - y;
alakban el6allithat6 szamok. Ha Ajj azt az eseményt jelenti, hogy € = x; és n = yg,
akkor tetszoleges z esetén

PEn=z2)=2 Y PAp)= Y (2 y)P(Aj).

T Yk=2 T Yr==z

Maésrészt, a fliggetlenség miatt P(Ajx) = P(§ = z;)P(n = yx) = pjqe. Ebbél
addédoan

MQ) =Y > (- ye)P(Azw) = O wips) (D wwar) = M(E)M(n),
ik i p

amit bizonyitani kellett. Itt felhasznaltuk, hogy két abszolit konvergens sor
Osszeszorzasaval kapott sor is abszoliat konvergens.

Az el6bbi tétel két fliggetlen valdsziniiségi valtozdérdl tetszéleges véges szamiira
is kiterjesztheto teljes indukciéval, amennyiben azok teljesen fliggetlenek.

A Kkovetkezd egyenlGtlenség lényegében az analizisbdl ismert Cauchy-Bunya-

kovszkij'3-Schwarz'*-féle egyenlétienség.

11.2.9. Tétel Ha a £ és n olyan valdszintiségi véltozdk, melyek
négyzetének létezik varhato értéke, akkor a &n valtozé varhato értéke

is létezik, és
|M(En)| < v M(E2)M(n?).

13Viktor Jakovlevics Bunyakovszkij orosz matematikus, 1804-1889
MHermann Amadeus Schwarz német matematikus, 1843-1921
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BizoNyiTAS. Tekintsiik tetszbleges, rogzitett valés A mellett a ¢ = (£ — A\p)?
valésziniiségi valtozét. Mivel 0 < ¢ < 2€2 + 2022, ezért ¢ varhaté értéke 1étezik.
Miésrészt

M(¢) = M(€%) = 2M(&n) + N> M (n°) = 0,

a kordbbi tételek alapjan. Tehdt M({) a A mdsodfokid polinomja, amely nem
negativ. Ez csak dgy fordulhat el6, ha diszkrimindnsa nem pozitiv, tehat

AM (&n)* = 4M(€2)M (n*) < 0,

ami atrendezve éppen az allitast adja.

11.3. Valésziniiségi valtozdk fuggvényeinek varhatd értéke

A gyakorlatban idénként sziikség van adott valoszinliségi valtozok fliggvényeinek
varhaté értékére. Ennek meghatarozasara szolgalnak a kovetkez6 tételek.

11.3.1. Tétel Ha &,&,...,&, diszkrét valdszintiségi valtozdk,
melyek lehetséges értékei asgl),x; ,... 6s ¢ egy n valtozés fiiggvény,
akkor az n = v(&1,&2, ..., &) valdsziniliségi valtozé vdrhato értéke

1 2 n
M(n) = Z gp(:rgl),xé),...,mgn))x

11,225..45%n

xP(& =2 & =2P g =),

10 i3 ) in

feltéve, hogy a jobb oldalon &ll6 sor abszolit konvergens.

11.3.2. Tétel Ha &,¢,,...,&, folytonos valészintiségi valtozék, me-
Iyek egytittes stirtiségfiiggvénye h, és ¢ egy n valtozos fliggvény, melyre

azn = p(&1,&2, ..., &) valdszintiségi valtozo, akkor n varhato értéke
400 “+o00 “+ o0
M(n):/ / / @(ml,xQ,...7$n)X
— 00 — 00 — 00
xh(z1,za,...,xy)dx1des .. . dTy,

feltéve, hogy a jobb oldalon all6 improprius integral abszolit konver-
gens.
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A két utébbi tételt nem bizonyitjuk, helyette alkalmazdsukra mutatunk két
egyszeri példat.

Legyen el6szor & diszkrét valdszinliségi valtozo, mely az x1, xa, ... értékeket veszi
fel rendre pq, po, ... valdsziniiségekkel, és legyen ¢ valds fliggvény. Ekkor a 11.3.1.
tétel alapjan az n = () valdszinliségi véltozd varhaté értéke

M(n) = Z P (Tk )Pk
k=1

feltéve, hogy a jobb oldalon all6 sor abszolit konvergens. Hasonléan, ha £ folytonos
valtozd az f striségfiiggvénnyel, akkor i varhato értéke a 11.3.2. tétel alapjan

+oo
M(n) = / (@) f(@)de,

—0o0
feltéve, hogy a jobb oldalon all6 improprius integréal abszolit konvergens.

Legyenek most &, n diszkrét valdszintiségi valtozok, melyeknek létezik varhato
értéke, és legyen p(x,y) = = +y. Ekkor a 11.3.1. tételbdl kapjuk

M(E+n) = M(p(&n) =YY (; + y)P(§ = xjin = yx) = M(§) + M(n),
7k

ami éppen a 11.2.5. tételben megismert formula. Hasonléan kapjuk ezt az allitast
a folytonos esetben is a 11.3.2. tételbdl.

11.4. A feltételes varhatd érték

A feltételes varhato érték a feltételes eloszlasbdl szarmaztathaté. Ha tehat &
diszkrét, és lehetséges értékei x1, xo, ..., akkor

M(§|A) = Z%’P(f = l'i|A)7

s ha az A eseményre vonatkozé feltételes eloszlas folytonos, akkor

o0

M(E|4) = / £ fa(e|A)dr,

— 00
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ahol fa a feltételes struségfiiggvény.

Ha a £ és n egyiittes eloszldsa folytonos, akkor adott valds y esetén a &-nek az
n = y feltételre vonatkozé feltételes varhato értéke

Mgl =y) = / " oy (aly)da.

— 00

Felhaszndalva a varhato érték definicigjat, konnyen adédik az

M@rime@mzwww@

egyenléség, ahol g az n strlségfliggvénye. Természetesen a fenti szamitasok
érvényességéhez fel kell tételezniink, hogy a szereplé végtelen sorok, illetve im-
proprius integralok abszolit konvergensek.

Rogzitett £ és n esetén a valds y valtozd

h(y) = M(&ln = y)

moédon értelmezett h fliggvényét a € valdsziniiségi valtozé n-ra vonatkozd regresszi-
djanak nevezzik. A £ véltozo n-ra vonatkozd feltételes vdrhatd értéke alatt a
kovetkezd valészintiségi valtozot értjik:

M(&ln) = h(n),

ahol h a &-nek az n-ra vonatkozé regresszidja. Ezzel kapcsolatos a kovetkezo tétel,
amely a fenti szamitdasokbdl kovetkezik.

11.4.1. Tétel Ha ¢ és n folytonos valdsziniiségi véaltozdk, tovabba
&-nek és h(n)-nak létezik vdrhato értéke, akkor

MM (&|n)] = M(§).
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11.5. Feladatok

11.1. Egy sorsjatékban, amelyben ezer sorsjegy vesz részt, 1 db 1000 forintos,
10 darab 100 forintos és 100 darab 20 forintos nyereményt sorsolnak ki. Szamitsuk
ki a kisorsolt nyeremény varhaté értékét!

11.2. Két személy, A és B két kockaval jatssza a kovetkezd jatékot. Ha mindkét
kockdval paratlan szdmot dobnak, akkor az A jatékos fizet a B-nek = Osszeget, ha
pedig az egyik kockaval paros, a masikkal paratlan szamot dobnak, akkor B fizet
A-nak ugyanennyit. Milyen x mellett lesz a jaték igazsagos?

11.3. Egy szabdlyos pénzérmét feldobunk. Ha az elsé dobas eredménye fej, akkor
még kétszer dobunk, ha irds, akkor még egyszer. Mennyi a fej dobdsok szamanak
varhato értéke?

11.4. Egy jatékos feldob egy kockat. Ha paratlan szamot dob, veszit 1 Ft-ot, ha
6-ost dob, nyer 4 Ft-ot, ha 2-est vagy 4-est dob, jb6l dobhat. A méasodik dobédsnal
1 Ft-ot nyer, ha péarost dob és 2 Ft-ot veszit, ha paratlant dob. Allapl’tsuk meg,
hogy a jaték a jatékos szamara elényos, méltdnyos vagy hatranyos!

11.5. Egy dohanyos ember mindennap 10 vagy 11 cigarettat sziv p, illetve 1 —p
valészinliséggel. Mennyi az egy hénap (30 nap) alatt elszivott cigarettdk szdmédnak
varhaté értéke?

11.6. Egy valoszintliségi valtozé stiriiségfiiggvénye

2—2x halO<z<l,
0 egyébként.

)= {
Szamitsuk ki a valésziniiségi véltozé varhatd értékét!

11.7. Szamitsuk ki az f(z) = e Il (—oco < z < +00) sfirfiségfiiggvényti
val6szintiségi valtozo varhatd értékét!

11.8. Két ember asztaliteniszt jatszik. A gyOztesnek hdrom jatszmat kell nyer-
nie. Legyen p és g annak a valészintisége, hogy egy jatszmat az els6 jatékos nyer-
jen, illetve veszitsen. Tegyiik fel, hogy az egyes jatszmak eredményei egymédstol
fliggetlenek. Mennyi a sziikséges jatszmdak szdmanak varhaté értéke?

11.9. Egy urnaban n piros és egy fehér goly6 van. Egymas utan hiizunk mindig
egy golyét, és a kihuizottat minden egyes htizas utan visszatessziik, tovabbd min-
den egyes huzés utdn még egy piros golydt tesziink az urndba. Jelolje & annak a
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hizasnak a sorszamat, amikor el0szor hiuzunk fehér golyét. Hatarozzuk meg a &
véarhaté értékét!

11.10. Bizonyitsuk be a diszkrét és folytonos eloszlasok esetére, hogy ha a &
valdszintiségi valtozénak létezik varhato értéke, és eloszlasfiiggvénye F, akkor

M(E) = /000(1 ~ F(2))de — /_ODO Fla)da.

11.11. Egy & valdsziniiségi valtozo eloszlasat szimmetrikusnak nevezziik az m
szamra nézve, ha barmely € > 0 esetén

Pim—e<&<m)=Pm<E&E<m—e).

Bizonyitsuk be diszkrét és folytonos eloszlasok esetére, hogy ha £ eloszldsa szim-
metrikus és 1étezik vérhaté értéke, akkor M (&) = m!

11.12. Egy kockéaval addig dobunk, mig 6-os nem lesz az eredmény. Mennyi az
addigi dobdsszam varhaté értéke, ha az utolsé dobést is beleszamitjuk?
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12. A szdras és a korreldcids egyutthatd

12.1. A szdras értelmezése

Egy valdszintiségi valtozé varhaté értéke csupan korlatozott mértéki felvilago-
sitast ad a valtozd ingadozdsardl: azt a szdmot adja meg, amely koriil az értékek
ingadoznak, de az ingadozds mértékére vonatkozéan nem tartalmaz informaéciot.
Mivel a varhaté érték bizonyos értelemben a valészintiségi valtozo felvett értékeinek
stulyozott atlaga, hasznos lenne tudni, hogy milyen az értékek szordédéasa ezen érték
kortl. Ezt a szérodast kézenfekvo lenne a valdszinliségi véltozonak a sajat varhaté
értékétdl vald eltérés varhatd értékével mérni. Azonban, ha itt "eltérés” alatt
kiilonbséget értiink, akkor ez mindig O lenne, ha pedig az eltérést a kiilonbség
abszolut értékével mérnénk, akkor analitikusan kényelmetleniil kezelhet6 kifejezést
kapnank. A megfelel6 fogalom a kovetkezd: a & valdszinliségi valtozd szdrdsdanak

nevezzik a
\/M (6 - m()?)

szédmot, amennyiben &-nek és (€ — M (€))?-nek létezik varhat6 értéke. Ellenkezd
esetben azt mondjuk, hogy a {-nek nem létezik szérasa.

Gyakran a fenti mennyiség négyzete, az ugynevezett szordsnégyzet kényelmeseb-
ben kezelhet6. Ennek konnyebb kiszamitasardl szol a kovetkezo tétel.

12.1.1. Tétel A ¢ valbszintiségi valtozé szérasa akkor és csak akkor
létezik, ha létezik é-nek és £2-nek véarhato értéke, s ekkor

B1zoNYITAS. Az elsé allités a

(€~ M(€))* =€ —26M (&) + M(€)?
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azonossaghol kovetkezik, tovabba

D2(§) = M((€ = M(§)*) = M(€? — 26M(€) + M(€)?) = M(€?) = M(&)*.

Tekintsiik példaul a kockadobasi kisérletet, s jelolje & a dobéas értékét. Ekkor
nyilvan
1 21
M) = 6(1+2+3+4+5+6) =5

tovébb 1 .
M(E%) = G(1+4+9+16+25+36) = .

amibdl a € valdszinliségi valtozo szérasa

Specidlisan, diszkrét valdsziniiségi valtozd esetén
D*(¢) = fopz - (Z zipi)?,
i=1 i=1
folytonos esetben pedig
“+oo —+00
D?(¢) = / 2?2 f(x)dx — (/ xf(x)dx)?,

— 00 — 00

feltéve, hogy a jobb oldalakon &llé sorok, illetve improprius integralok abszolit
konvergensek.

A kovetkezd egyszeriien igazolhaté 4llitds a mechanikdbdl ismert Steiner'®-

formula analogonja, mely azt fejezi ki, hogy egy valdsziniiségi valtozo tetszoleges
alland6tol vald eltérése négyzetének a varhatd értéke akkor a legkisebb, ha az
allandé éppen a varhato érték.

12.1.2. Tétel Ha Iétezik a & valdsziniiségi véaltozé szérdsa, akkor
tetszéleges m esetén

M[(& —m)*] = D*(&) + (M(€) —m)*.

15 Jacob Steiner svéjci matematikus, 1796-1863
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12.2. A széras tulajdonsagai

12.2.1. Tétel Ha létezik a & valbsziniiségi valtozé szérdsa, és a,b
tetszoleges valos szamok, akkor

D?(aé +b) = a®>D?(&).

Ebbdl a tételbdl kovetkezik, hogy egy konstans hozzdadasival a valdszintiségi
valtozd szérasa nem viéltozik, és konstanssal valé szorzaskor a valdszintiségi valtozd
szorasa a konstans abszolit értékével szorzodik.

12.2.2. Tétel Ha &,&,,... &, fiiggetlen valészintiségi valtozdk, me-
Iyeknek Iétezik szorasa, akkor Osszegiiknek is létezik szorasa és

D& + &+ + &) = D*(&) + D* (&) + -+ D*(&).

BizoNY{TAs. Ha &; és &; fiiggetlenek, akkor fennall
MI(& — M (&) (& — M(&5))] = M[& — M(&)IM[g; — M(&;)] =0,
ha i # j. Ennek felhaszndldsaval
D&+ &+t n) =
=M+ &+ & - ME+ o+ +6))7 =

=M[(& - M(&)+ & —M&) + -+ & — M(&))°] =

=D MI(& = M(€))*] +2 3 M[(& — M(&)(& — M(&))] = 3 D*(&),

i<k =1

amit bizonyitani kellett.
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12.3. A kovariancia és a korrelaciés egyutthaté

A 12.2.2. tétel bizonyitasabol lathato, hogy az allitas érvényességéhez valéjaban
nincs sziikség a fliggetlenségre, csak annyit kell feltételezniink, hogy

MI(& — M(&)(&; — M(&;))] = M[& — M(&)|M[§; — M(&;)] = 0,

ha ¢ # j. Konnyl beldtni: ez ekvivalens azzal, hogy
M(&&;) = M(&)M(E;),

ha i # j. Ez fliiggetlenség esetén mindig fenndll, de anndl gyengébb feltevés. Ezzel
kapcsolatban bevezetjiik a kovetkezd fontos fogalmat. A

c(§,m) = M[(§ = M(&))(n — M(n))]

varhatd értéket — feltéve, hogy létezik — a £ és n valdszinliségi véltozdk kovari-
ancidjanak nevezzik. Az n = £ esetben nyilvan

c(,€) = D*(¢),

tehdt a kovariancia tekintheto bizonyos értelemben a szérasnégyzet altaldnositasé-
nak. Ha a & és az 1 nem &llandé 1 valdszintiséggel, akkor szérdasuk pozitiv, és ekkor

" ) — —CEn) M€= M) = M)
"= D)D) DED()

szamot a & és n korreldcids egyitthatdjanak nevezzikk. Mind a kovariancia,
mind a korrelicios egyiitthaté a két valdszinliségi valtozo fiiggdségére nézve ad
felvilagositast. Fiiggetlen £ és n esetén c(&,n) = r(£,n) = 0, ez azonban forditva
nem igaz. A 11.2.9. Tételbdl kapjuk a kovetkezét:

12.3.1. Tétel Ha Iétezik a & és n valésziniiségi valtozdk korreldcids
egytitthatdja, akkor

r(&m)] < 1.

Meg lehet mutatni, hogy |r(£,7n)| = 1 pontosan akkor teljesiil, ha £ és n kozott
linearis fliggvénykapcsolat dll fenn 1 valésziniiséggel. Ennek részleteivel itt nem
foglalkozunk.

Mind a kovariancia, mind a korrelacids egytitthaté képlete tovabb alakithato, a
kovetkezd moédon:

c(&,m) = M(&n) — M(§)M(n),
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M(€n) — M(E)M(n)
DEDMm)

r(&,n) =

Tekintsiik a kovetkezd példat. Legyen a (£,n) valdszinfiségi vektorvéltozd a
kovetkezd médon értelmezve:

P((&n) = (=1,0)) = P((&n) = (0,1)) =

= P((&m) = (0,-1)) = P((&n) = (1,0) = .

Ebbdl kovetkezik, hogy & és p a —1,0,1 értékeket veszik fel a kdvetkezd valdszini-
ségekkel:

Innen adédik, hogy

tehat € és n nem fiiggetlenek.

Ha r(¢,n) = 0, akkor azt mondjuk, hogy & és n korreldlatlanok. Ezek szerint
fliggetlen valészintiségi valtozdk mindig korrelalatlanok, forditva azonban ez nem
igaz.

A fentiekben bevezetett varhatd érték, illetve szérds mellett a valdsziniiségi
valtozdk tanulmanyozisanak fontos segédeszkozei az ugynevezett momentumok.
Ha k természetes szam, akkor a & valdszintiségi valtozd k-adik momentumdnak
nevezzitk a € valészintiségi valtozé vérhaté értékét, amennyiben létezik. Igy
példaul az els6 momentum maga a varhatd érték, a szorasnégyzet pedig szoros
kapcsolatban all a masodik momentummal, hiszen a masodik momentumnak és a
varhato érték négyzetének kiilonbsége.
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12.4. Feladatok

12.1. Bizonyitsuk be, hogy egy diszkrét valdszinliségi valtozd szérasa akkor és
csak akkor zérus, ha a val6szintliségi véltozé 1 valdsziniiséggel konstans!

12.2. Hatédrozzuk meg az (a, b) intervallumban egyenletes eloszldsi valészintiségi
valtozo szérasat!

12.3. A £ valdszintiségi valtozo eloszlasa legyen a kovetkezdképpen adott:

i) Hatarozzuk meg a & szérasat!
ii) Hatdrozzuk meg a & és £2 korrelacids egyiitthatéjat!

12.4. A £ valészintiségi valtozo striségfiiggvénye legyen

2z g 0<z <3,

r@={

0 egyébként.
Hatarozzuk meg a £ valtozé szérasat!
12.5. Bizonyitsuk be a 12.3.1. tételt!

12.6. Bizonyitsuk be, hogy ha & és n valészintiségi valtozok, akkor |r(€,7)| = 1
akkor és csak akkor teljesiil, ha vannak olyan a # 0 és b szdmok, hogy

P(n=al+0b)=1.

12.7. Legyenek ¢ és n fiiggetlen valdszintiségi valtozok, melyeknek létezik a
harmadik momentuma. Bizonyitsuk be, hogy

M€ +n —m1 —m2)’] = M[(§ —ma)®] + M[(n — m2)°],

ahol my = M(&) és mg = M(n).



13. Nevezetes valoszintiségeloszlasok 93

13. Nevezetes valdsziniiségeloszlasok

Ebben a fejezetben néhdny specialis valdszintiségeloszldssal ismerkediink meg,
amelyek kiilonosen fontosak a gyakorlati alkalmazasok szempontjabdl. Egyik -
maéasik koziiliik méar eléfordult a kordbbiakban. Az aldbbiakban Osszefoglaljuk
ezen eloszlasok legfontosabb tulajdonsdgait, esetenként meghatarozzuk varhaté
értékiiket és szorasukat.

13.1. A binomialis eloszlas

A £ valdszinliségi véltozo eloszlasat n-edrendii, p paraméteri binomidlis elosz-
lasnak nevezziik, ha a valdszinfiségi valtozé a k = 0,1,...,n természetes szdmokat
rendre

P = <Z>pk(1 —p)"F (k=0,1,...,n)

valészintiségekkel veszi fel. Gyakran hasznaljuk a ¢ = 1 — p jelolést. Példaul a
Bernoulli-féle kisérletsorozatban azoknak a kisérleteknek a szdma, amelyekben az
adott esemény bekovetkezik, binomidlis eloszldsu valészintiségi valtozo.

Azt a tényt, hogy a fenti {p;} (k = 0,1,...,n) szdmok val6ban valdsziniiség-
eloszlast alkotnak, konnyen igazolhatjuk a binomidlis tétel alapjan.

A binomidlis eloszlds varhaté értéke a kovetkezd médon szamithatd ki a definicid
alapjan:



94 13.2. A hipergeometrikus eloszlas

A binomiélis eloszlds szérdsa ennek alapjén:

D2(©) = M) - br(e = Y1 () - 0 - () =
k=0

=p'n(n—1))_ (k B ;)pk‘z(l —p)" 4 np— (np)? =

tehat

13.2. A hipergeometrikus eloszlas

A € valbszintiségi valtozo eloszlasat hipergeometrikus eloszldisnak nevezziik, ha a

valészintliségi valtozd a k = 0,1,...,n természetes szdmokat rendre
M\ (N—M
pE = M (k=0,1,...,n)
(n)

valdszinliségekkel veszi fel, ahol 0 < n < min(M,N — M) és M < N.

A hipergeometrikus eloszlas a visszatevés nélkiili mintavétel problémajahoz
kapcsolédik. Ha az N elemii sokasdgban M darab selejtes van, akkor az n elemi
mintdban taldlhato selejtes darabok szama hipergeometrikus eloszlasi valdszintiségi
valtoz6. Azt, hogy a fenti {px} szdmok valésziniiségeloszlast alkotnak, egyszerii
szamolassal igazolhatjuk, ha az

A+2)M1+2)V"M =1 +2)V

azonossag mindkét oldalat a binomidlis tétel segitségével kifejtjilk, majd az
azonossag két oldalan Gsszehasonlitjuk x™ egytitthatdit.

A hipergeometrikus eloszlds varhato értékét a kovetkez6 mddon kaphatjuk meg:

v = S HOE

= ()



13. Nevezetes valoszintiségeloszlasok 95

M - n—l M 1)(( )l(J\l4 1)) _Mn

n =0 (n 1) - N .

Ha a visszatevés nélkiili mintavételnél az % selejtarany jelolésére a p-t hasznal-
juk, azaz

M
N’

akkor tehdt M (£) = np, csakdgy, mint a visszatevéses mintavételnél.

p:

Most meghatarozzuk a hipergeometrikus eloszlas szérasat. Mivel

OO {nM ] g

Ebbdl adéddan

Do = %”(+WZV1—)_(T”) F-7)0-5=)

Ismét alkalmazva a p = 5+ és ¢ = 1 — p jelolést, kapjuk

D(¢) = \/npq(l — ;__11)
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13.3. A Poisson¢-eloszlas

A £ valdszintliségi valtozo eloszlasat A paraméteri Poisson-eloszldsnak nevezzik,
ha a valészintiségi véaltoz6 a k = 0,1,... természetes szamokat rendre
Are=A
k!

Dk = (k=0,1,...)

valészintiségekkel veszi fel, ahol A > 0 allandé.

A Poisson-eloszlas a kovetkez6 tipusu probléméknal jatszik szerepet: radioaktiv
anyagban adott id6 el6tt elbomlé atomok szama; egy telefonkézpontba adott idé
alatt befuté hivasok szdama; egy nyari éjszakan adott id6 alatt észlelheté csil-
laghulldsok szdma stb. Azt, hogy a fenti {py} szdmok val6szintiségeloszlast alkot-
nak, egyszerl szamolassal igazolhatjuk, ha felhasznaljuk az exponencidlis fliggvény
sorfejtését.

A Poisson-eloszlas varhaté értékét a kovetkezd médon kaphatjuk meg:

o0 o0 o0
)\kef/\ )\kfl )\l
ME =Y k=) 0 =X*) ==\
€ =2k 2 G

Tehat a Poisson-eloszlas paramétere egyben a varhato érték.

Most szamitsuk ki a Poisson-eloszlas szorasat.

=Ne et ae et = N2 =),

16Simeon-Denis Poisson francia matematikus, 1781-1840
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tehat

D(¢) = VA

Igy a A paraméterti Poisson-eloszlas szérasnégyzete szamszertileg egyenld a varhaté
értékkel, ami éppen az eloszlas paramétere.

A Poisson-eloszlasnak — egyebek mellett — megvan az a fontos tulajdonsaga, hogy
jol kozeliti a binomidlis eloszlast. Pontosabban, ha az m-edrendi p paraméterii
binomidlis eloszldsnal n értéke minden hataron til n6, mikozben p ugy tart 0-hoz,

hogy az np = X szorzat allando, akkor a hatareloszlas a A paraméterti Poisson -
eloszlés. Ezt a kovetkezoképpen lathatjuk be.

Vezessiik be a binomidlis eloszlas tagjainak jelolésére a

n n n—k
PO = ()t =0

formulat. Megmutatjuk, hogy rogzitett k és np = A\ esetén

k
lim P = AP (k=0,1,...).

Az np = X egyenlGség alapjan

- (R0 -

n(n—l)(n—Q)...(n—k+1))\k( /\)”(1_5)_

B K A n) =
Sy 0y
Mivel
nn—1)n-2)...(n—k+1) :(173)@7%).”(17&)%1’
(-

ha n — oo, valamint
A\
lim (1 — 7> =e N,

n— 00 n

ezért a fentiekbdl allitasunk kovetkezik.
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Tegyiik fel példaul, hogy n goly6t N szamu szamozott urndba egymads utan
véletlenszertien elhelyeziink. Annak a valészinlisége, hogy egy meghatdrozott

urnaba k golyé keriiljon
ny\ 1 1\n—k
w= ()l 3)

Ha az urndk szamat és ezzel egyiitt a golydk szamat minden hataron til noveljiik,
de kozben n

—=A>0

N
teljesiil, akkor p hatarértéke a A\ paraméterii Poisson-eloszlas k-adik tagja. Ez
tehat annak a valészintisége, hogy nagyon sok urnaba nagyon sok golyét elhelyezve
egy adott urnaba k golyé keriiljon, ahol A az egy urnara es6 golyok szdma.

A fenti eredmény lehetéséget ad arra, hogy a binomialis eloszlas tagjait a
Poisson-eloszlas tagjaival kozelitsiik. Tehat nagy n esetén (Z)pk(l — p)"F egy

@p)* —np

lehetséges kozelitése ~—7—e

13.4. A negativ binomialis eloszlas

A £ valésziniiségi valtozd eloszlasat r-edrendii negativ binomidlis eloszldsnak
nevezziik, ha a valdszintiségi valtozé a k +r (k = 0,1,...) természetes szdmokat

rendre L )
+r— ”
n= (" rant =0

valészintiségekkel veszi fel, ahol » nem negativ egész.

Tekintsiink egy kisérletet, amelynek két lehetséges kimenetele van: A és A,
tovabbd P(A) = p és ¢ = 1 — p. Ha ezt a kisérletet tObbszor egymds utdn
végrehajtjuk, és Ag) azt az eseményt jelenti, hogy az A esemény r-edszerre a
k + r-edik kisérletben kovetkezett be, akkor

kE+r—1
r—1

P = ( Jra-pt k=0,

A negativ binomialis eloszlas varhato értékét a kovetkezd mdédon kaphatjuk meg:

M(g) =) (k+7) (k ji; 1>pr(1—p)k = %Z(kw) (k_:r>pr“(1—p)k = %-
k=0

k=0
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Specialisan, ha r = 1, akkor az els6rendli negativ binomialis eloszlas varhato értéke
1

a fentiek alapjan >

Most szamitsuk ki a negativ binomialis eloszlas szordsat:

A jobb oldal els6 tagjat a kdvetkezbképpen alakithatjuk at:

i(k +7)? (k e 1);lf(l —p)f =

r—1
k=0

k=0
(k+r+1)! T = (k+r 41 %
= 1— —_ = T 1 =
Tg rlk! ( ) ka:O r ( P)
rr4+1) o= (k+r+1 2 e roorr+1) r
p? kz:%( r+1 ) 4= p? p
Ezért
5 rir+1) r 12 (1—-pr qr
Do = A A

13.5. A geometriai eloszlas

Az elsérendli negativ binomidlis eloszlast geometriai eloszldsnak nevezzik.
Ekkor a valdszintiségi valtozd a k = 1,2,... természetes szamokat rendre

pr =p(1 —p)Ft (k=1,2,...)
valészintiségekkel veszi fel.

A geometriai eloszlas alkalmazasara tekintsiik a kovetkez6 példat. Egy urndban
N goly6 van, ezek koziill M piros. Az urndbdl visszatevéssel huzunk golyodkat,
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taldlomra. Jelolje Ay azt az eseményt, hogy piros golyét elészor a k-adik alkalom-
mal hizunk (k =1,2,...). Bevezetve a p = % jelolést, konnyti 14tni, hogy

P(A) =p(1—p)*,
tehat a piros goly6 elsé alkalommal valé kihtizasanak sorszama geometriai eloszlasi.

A geometriai eloszlas varhaté értékét és szorasat a fentiekben targyalt negativ
binomidlis eloszlas specidlis eseteként kapjuk:

1
és -
_ - D
D(§) = ’

Az eddigiekben specidlis diszkrét valdszintiségeloszlasokkal foglalkoztunk, most
pedig attériink néhany nevezetes folytonos valdsziniiségeloszlds térgyaldsdra. A
folytonos valészintiségeloszlasokat altalaban stirliségfliggvényiikkel adjuk meg.

13.6. Az egyenletes eloszlas

Az egyenletes eloszlassal mar taldlkoztunk a kordbbiakban, a 9. fejezetben.
Most emlékeztetiink az értelmezésére. A & valdszinfiségi valtozo eloszldsét az (a,b)
intervallumban egyenletes eloszldsnak nevezzik, ha striségfliggvénye

0 ha z < a,
flx) =14 3 ha a <z <D,
0 ha b < z.

Ekkor a ¢ eloszlasfiiggvénye
0 ha z < a,

F(z)=4 =2 haa<z<b,
1 ha b < z.

Az egyenletes eloszlds varhaté értékét a 11. fejezetben mar kiszdmoltuk:

M =30
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A széras a kovetkez6képpen szédmithaté ki:

=gty [ e (3 -0

tehat

13.7. Az exponencidlis eloszlas

A £ valdszinliségi valtozd eloszlasdt N paraméterti exponencidlis eloszldsnak
nevezzik, ha stirliségfliggvénye

flz) = Ae N (z 2 0),
ahol A > 0 pozitiv allandé. Ekkor a ¢ eloszlasfliggvénye

F(z)=1—e?* ha z>0.

Az exponencidlis eloszlds a gyakorlatban dltaldban véletlen hosszisdgu idétar-
tamok eloszlasaként fordul elé. Az exponencidlis eloszlds varhaté értékét parcialis
integréalassal kapjuk:

e 1
M(§) = / zhe Mdr = —.
0 A
A sz6rés hasonlé médon szamithatd ki:

1 1

2 0027)@
D(f):)\/o x‘e da:—ﬁzﬁ.

A )\ paraméterli exponencialis eloszlas szorasa tehdt szdmszeriileg megegyezik az
eloszlas varhaté értékével.
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13.8. A normalis eloszlas

A € valbszinliségi véltozd eloszldsat (m,o) paraméterli normdlis eloszldsnak
nevezzik, ha striiségfliggvénye

1 _ (z=m)?
flz) = e” 27 (—o0 < a < +00),

\V2ro

ahol m tetszéleges, o > 0 pozitiv dllandd. Ekkor a & eloszlasfiiggvénye

1 [* _em?
F(z) = / e dt.

2m0 J_oo

Azt, hogy az f fiiggvény valéban strliségfliggvény, ugy igazolhatjuk, hogy fel-
hasznaljuk a kovetkez6 ismert Gsszefliggést:

o0 5
/ e " dx = /.

— 00

A normadlis eloszlas kozponti szerepet jatszik a valdsziniliségszamitisban, a
matematikai statisztikdban és ezek gyakorlati alkalmazasaiban. Ennek oka az,
hogy nagy szamu fliggetlen valdsziniiségi valtozé Osszege mindig kozelitoen normalis
eloszlasi. A normalis eloszldast hibaeloszldsnak is szokas nevezni, mivel a mérési
eredmények véletlen hibaja altalaban normalis eloszlasu.

A normalis eloszlds stirfiségfiiggvényét Gauss'?-LaplaceS-fiigguénynek szokés
nevezni, grafikonjat pedig haranggorbének.

Az (m, o) paraméterti normélis eloszldst N'(m, o) eloszldsnak is nevezzik. Az
N(0,1) eloszlast standard normdlis eloszldsnak nevezziik, eloszldsfiiggvényét, illetve
stiriségfliggvényét @, illetve @ jeloli. Tehat

1 r 2
@(.’L’) = \/727/ 677dt,

(1) = o=c%
r) = ——¢
4 V2T
Mivel a normélis eloszlds eloszlasfiiggvényének definiciéjaban szerepld integrél-
fiiggvény nem fejezheto ki elemi fiiggvények segitségével, igy értékei csak kozelitéleg

z_
2

17Carl Friedrich Gauss német matematikus, 1777-1855
18Pierre Simon Laplace francia matematikus, 1749-1827
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hatarozhatok meg. A standard normélis eloszlas eloszlasfiiggvényének kozelito
értékeit tablazatokba foglaltdk, tetszoleges paraméterekkel rendelkezd normalis
eloszlas eloszlasfiiggvényének értékeit pedig ezek segitségével a kovetkezd tétel
alapjan lehet kiszamitani.

13.8.1 Tétel Az N'(m, o) eloszlds F eloszlasfiiggvényére teljesiil

F(z) = @(x_m).

a

BizoNY{TAs. Az éllitast az u = = helyettesitéssel kapjuk a kovetkezd médon:

z—m

1 x (t—m)? 1 Pl w2
F(z) = \/%0/ e 202 dt:E/ e 7 du.

Most kiszdmitjuk az N(m, o) eloszlds varhatd értékét. A definicié alapjin

1 +0o s—m)2
M(f)zi/ ve~ A dx =

270 J_oo
1 T x—my _@-m)? m TO O em?
= — ( )e 202 dx + e 22 dx=m,
V2T J oo o 210 J_o

hiszen a jobboldal elsé tagja 0, a masodik pedig az N (m, o) eloszlds sfirtiségfiigg-
vénye integriljanak az m-szerese.

Tehat a normalis eloszlas m paraméterének jelentése: az eloszlas varhatd értéke.

Most meghatdrozzuk az N'(m, o) eloszlds szérasét. A definicié értelmében

) 1 oo g _le=m?
D({):ma (x —m)%e” 2:2 dx =

o2 +o0 2
t2e” T dt
V 27T /;oo ’

amit a t = #="= helyettesitéssel kapunk. Innen parcidlis integrdlassal adodik:

— 00

tehat
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azaz, a normdlis eloszlds o paramétere éppen a szérds. Ezért az N (m, o) eloszlds
m varhato értéki és o szérasi normalis eloszlds. Specialisan, a standard normalis
eloszlés varhaté értéke 0, szérasa 1.

A gyakorlati feladatok megolddsa soran gyakran sziikség van a mnormalis
eloszlasbdl szdrmaztatott t-eloszlasra, illetve a y2?-eloszldsra. Ezek definicidja a
kovetkezd.

Ha &,&,...,&, és n fiiggetlen, N(0,1) eloszlast valdszintiségi véltozok, akkor

L Vi
VE+g+ o+ &

val6szintiségi valtozo eloszlasat n szabadsdgi foki t-eloszldsnak nevezzik.

Ha &1, &, ..., &, fuggetlen, A(0,1) eloszldsu valdszintiségi valtozdk, akkor a
=G g+t g
valészintiségi valtozé eloszlasat n szabadsdgi foki x?-eloszldsnak nevezziik.

A t-eloszlds és a y2-eloszlds eloszlds-, illetve sfirliségfiiggvényeinek értékeit
tdblazatok tartalmazzak. Alkalmazdsukra a 17. fejezetben fogunk példat latni.
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13.9. Feladatok

13.1. Jeldlje €4 az A esemény indikator valtozéjat. Hatdrozzuk meg a €4
eloszlasdnak varhaté értékét és szorasdt!

13.2.  Adott 200 darab termék koziil 60 darab elsGosztalyt. Taldlomra
kivalasztunk 6 darabot egymdas utan, visszatevéssel. Legyen a & valdszintiségi
valtozd a kivalasztott elsGosztalyu darabok szama. frjuk fel és abrazoljuk a
valdszintiségi valtoz6 eloszlasat, tovabba hatarozzuk meg varhaté értékét és
szorasat!

13.3. A tapasztalat alapjan 1000 1jsziilottbél atlagosan 516 a fiu és 484 a ldny.
Mekkora a valdszintisége, hogy egy 6 gyermekes csaladban legfeljebb egy lany van?

13.4. Ot katona 18 egy céltdbldra. Mindegyikiik 100 16vése koziil 4tlag 30 taldl.
Mekkora a valészintlisége, hogy ha egyszerre leadnak egy-egy 16vést, akkor legfeljebb
hérom talalat lesz a céltablan?

13.5. Valamely 4000 darabbdl all6 széllitmanyban 400 darab selejt taldlhato.
Visszatevéses modszerrel 10 elem(i mintat vesziink. Mennyi annak a valdszintisége,
hogy a mintaban legfeljebb 3 selejt van?

13.6. Egy binomialis eloszldsu valdszintliségi véaltozo varhaté értéke 4, szoérdsa
pedig 0.8v/5. Mekkora az n, p és q értéke?

13.7. Hatarozzuk meg, hogy milyen k esetén lesz maximuma a

P = (Z)p’“(l —p)" "

binomidlis eloszlasnak!

13.8. A 32 lapos magyar kartyabdl taldlomra egyszerre 4 lapot hizunk. Haté-
rozzuk meg a kihtuzott lapok szdmanak eloszldsat, varhat6 értékét és szérasat!

13.9. Legyen £ A = 4 paraméterii Poisson-eloszlast valdszinliségi valtozo.
Hatdrozzuk meg varhaté értékét és szérdsat! Milyen valdszin(iséggel esik € a (2,5)
intervallumba? Milyen valészintiséggel vesz fel £ a varhato értékénél kisebb értéket?

13.10. Egy telefonkozpontba percenként atlagosan 4 hivas fut be. Mennyi annak
a valészintisége, hogy 1 perc alatt 6 hivas fut be?

13.11. Egy 400 oldalas nyomdai korrektiraban &atlagosan 400 sajtéhiba
taldlhaté. Mennyi a valdszinlisége annak, hogy egy taldlomra valasztott oldalon
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legaldbb harom sajtohiba van, ha feltételezziik, hogy a sajtéhibak szama Poisson -
eloszlasa?

13.12. Hatédrozzuk meg a (3,7) intervallumban egyenletes eloszlast valdszintiségi
valtozo eloszlas-, és slirliségfiiggvényét, valamint varhaté értékét és szorasdt!

13.13. Egy egyenletes eloszlasu valdszinliségi valtozo varhatd értéke 4, széras-
négyzete 3. Irjuk fel az eloszldsfiiggvényt!

13.14. Egy radiéalloméas minden érédban kozli a pontos idot. Valaki bekapcsolja a
radiét. Mennyi a valdsziniisége, hogy legfeljebb 10 percet kell varnia az id6jelzésre,
ha feltételezziik, hogy a radié bekapcsolasdanak idépontja egyenletes eloszlasi?

13.15. Egy gép miikodési idotartama az elsé meghibdsodéasig exponencidlis
eloszlasu valészintiségi valtozd. Irjuk fel eloszlas- és surtiségfiiggvényét, ha varhaté
értéke 2 év!

13.16. Egy benzinkutnal a tapasztalatok szerint a varakozédsi id6 atlagosan
4 perc. Ha a varakozasi id6 exponencidlis eloszldsi, akkor mennyi annak a
valésziniisége, hogy egy alkalommal 3 percnél tobbet, de 4 percnél kevesebbet kell
varakozni?

13.17. Egy munkapadrdl kikeriilé alkatrész hossza normalis eloszlasi, m = 30
cm varhaté értékkel és o = 0.2 cm szoérassal.
i) Irjuk fel és dbrazoljuk a valésziniiségi valtozé eloszlds-, és siiriiségfiiggvényét!
ii) Mennyi annak a valdsziniisége, hogy egy alkatrész hossza 29.7 cm és 30.3 cm
kozé esik?
iii) Mennyi annak a valdszintisége, hogy a vérhaté értéktdl valé eltérés abszolit
értéke 1 cm-nél kevesebb?
iv) Milyen pontossagot biztosithatunk 0.9 valészinliséggel a munkadarabok hosz-
szara?

13.18. A liszt csomagolasanal a csomagologép 1 kg varhaté silyd csomagokat
készit 2.5 dkg szorassal. Feltehetd, hogy a csomagolt mennyiség silya normalis
eloszlasi. Mennyi annak a valdszintisége, hogy egy csomagban 95 dkg-nél kevesebb
liszt lesz?

13.19. Legyen & egy A paraméterti exponencialis eloszlasu valdsziniiségi valtozo.
Hatérozzuk meg /€ stirfiségfiiggvényét!

13.20. Legyen ¢ N(m,o) eloszlast valészintiségi valtozé. Hatdrozzuk meg ef
stiriségfliggvényét!

13.21. Legyen & N(0,1) eloszldst valészinfiségi valtozé. Hatdrozzuk meg &2
stirliségfliggvényét!
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13.22. Legyen £ 1 paraméterli exponencialis eloszlast valdsziniiségi valtozo.
Hatdrozzuk meg |£ — 2| eloszlasfiiggvényét, siirliségfiiggvényét és varhaté értékét!

13.23. Legyen & N(3,2) eloszlasi valdszintiségi véltozd. Hatdrozzuk meg a
P(—2<¢<1)ésa P(0.1 < [¢]) valdsziniiségeket!

13.24. Hatarozzuk meg m és o értékét, ha tudjuk, hogy a £ valészintliségi valtozd
N (m, o) eloszldsy, és P(§ > 0) =0.5, P(-1 <& < 1) =0.1!

13.25. Hatarozzuk meg a b értékét, ha tudjuk, hogy a £ valdsziniségi valtozd
N(0,1) eloszlast, és P(€ > b) = 0.65!

13.26. Legyen & N(3,2) eloszlasi valdszintiségi véltozd. Hatdrozzuk meg a
|€ — 2| slirtiségfiiggvényét, varhaté értékét, szordsat, valamint a P(0.1 < [£ — 2]|)
val6szintiséget!

13.27. Hatarozzuk meg a standard normalis eloszlast valdsziniiségi véltozd
Osszes momentumait!

13.28. Hatarozzuk meg a )\ paraméteri exponencidlis eloszlast valészintiségi
valtozd 6sszes momentumait!

13.29. Legyenek & és n A, illetve p paraméterti exponencidlis eloszlasi
valdszintliségi valtozok. Hatdrozzuk meg a & + n slirliségfiiggvényét!

13.30. Hatdrozzuk meg a 13.20. feladatban szerepld e valdszintiségi véltozdé
varhaté értékét!

13.31.  Legyenek &, n fiuggetlen N(0,1) eloszldst valdszintiségi valtozdk.
Hatdrozzuk meg | + 7| slir(iségfiggvényét!

13.32. Legyenek &1,&9,...,&, fiiggetlen A paraméterii exponencidlis eloszlasi
valésziniiségi véltozdk. Adjuk meg min(€1,&s, ..., &), max(&1, &, ... ,&,) és & +
o+ -+ &, eloszlas- és stirliségfliggvényét!

13.33. Legyenek &, n fiiggetlen egyenletes eloszlasi valdsziniliségi valtozok a
(0,1), illetve a (0,2) intervallumon. Hatdrozzuk meg az % 6s a —5 closzldsfiiggvé-

1+€
nyét, valamint a & + n stirtiségfiiggvényét!

13.34. Legyenek a &, n, ¢ valdszintiségi valtozok fiiggetlenek, s rendre N (2,1),
N(3,4/2) és N'(4,/3) eloszlastiak. Hatarozzuk meg a kovetkezd valészintiségeket:
i) P(E<mn);
i) P(3¢ — 20> 1);
i) P(E+n<20—4);

111
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iv) P(§ <n;¢ <5).

13.35.  Legyenek &1,&,...,&, fiiggetlen, egyenletes eloszlasi valdszintiségi
véaltozék a (0,1) intervallumon. Hatdrozzuk meg a nagysdg szerinti k-adik
stiriségfliggvényét, varhato értékét és szorasat!

13.36. Egy nagy egyetem didkjainak 30%-a albérletben él. Mennyi a valészini-
sége, hogy 200 taldlomra kivalasztott didk koziil 50 és 75 kozott van az albérletben
él6k szama?

13.37. Legyen & X\ paraméterii Poisson-eloszlasu valdszintiségi véltozd. Hataroz-
zuk meg a P(5 < ¢ < 14) valésziniiséget!

13.38. Egy automata gép 2 kg lisztet rak egy-egy zacskéba, de véletlen ingadozas
kovetkeztében a zacskokban levé liszt mennyisége N (m, o) eloszldsi. Elézetes meg-
figyelésekbol tudni lehet, hogy o = 0.002, valamint, hogy annak a valdszintisége,
hogy egy zacskéban kevesebb van 2 kg-nél 0.01. Hatdrozzuk meg m értékét! Milyen
o mellett biztosithatjuk, hogy a fenti valészintiség 0.001 legyen?

13.39. Budapesten meg akarjdk &llapitani a dohdnyosok aranyat. Ehhez
megkérdeznek n egyént Ugy, hogy minden viélasztdsnal mindenki ugyanakkora
eséllyel johet széba (visszatevéses mintavétel). Milyen nagyra kell az n-t vdlasztani,
hogy a megkérdezettek kozott a dohanyosok ardnya legalabb 0.95 valészintiséggel
0.005-nél nem nagyobb hibdval kozelitse meg a dohdnyosok valédi ardnyat?
Kozelitsiink normélis eloszlassal!

13.40. Egy csokolddégyar egyik termékének a tomege (grammban mérve)
N (8;0.5) eloszlasu valésziniiségi valtozd. A termékeket egyesével, elkésziilésiik sor-
rendjében rakjak zacskokba. Minimélisan hany darabot kell egy zacskéba tenni
ahhoz, hogy legaldabb 0.999 valdszintliséggel a csomag tiszta tomege legalabb 200 g
legyen?

13.41. Egy alkatrész miikodési ideje (6raban mérve) N (20000; 1500) eloszlds.
Ha az alkatrész 15000 érandl rovidebb ideig miikodik, akkor gyarilag selejtesnek
mindsiil. Az alkatrészeknek dtlagosan hany szézaléka lesz selejtes?

13.42. Legyenek ¢ és n fliggetlen N(0, 1) eloszldst valdsziniiségi véltozok. Milyen
eloszlast a &2 + n? valdszintiségi valtozé?

13.43. Bizonyitsuk be, hogy ha két normalis eloszladst valdsziniiségi valtozéd
korreldlatlan, akkor fliggetlenek!
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14. Generatorfliggvények

14.1. A generatorfiggvény értelmezése

A fentiekben lattuk, hogy a diszkrét valésziniiségeloszldsok vizsgalata valéjaban
egyenértéki olyan nem negativ tagu valds szamsorozatok vizsgalataval, amelyekbdl
képzett sor Osszege 1. Az ilyen sorozatok hatékonyabb vizsgilatdhoz jol fel-
hasznalhaték az ugynevezett generatorfiiggvények. Mint latni fogjuk, a generé-
torfiiggvények modszerének tobbek kozott az az elénye, hogy segitségével a dis-
zkrét sorozatokra vonatkozd egyes problémék analitikus fiiggvényekre vonatkozo
problémakra fogalmazhatdk at, {igy lehet6vé valik a matematikai analizis eszkozta-
ranak felhasznélasa.

Egy {a)} valés szamsorozat generdtorfiigguényén a > arz® hatvanysor osszeg-
fiiggvényét értjiik a hatvanysor konvergenciaintervallumaban. Az analizisb6l is-
meretes, hogy egy ilyen hatvanysor mindig konvergens egy 0 korili nyilt interval-
lumban, ha

lim sup(ak)%
k
véges. Ha ez az érték pozitiv, akkor reciprokat R-rel jeldlve, a (—R, R) interval-
lumban a hatvanysor konvergens, Osszegfiiggvénye analitikus fiiggvény, melynek
tetszOleges derivaltjat a hatvanysor megfelel6 szamu tagonkénti differencidlasaval
kapjuk. Ha a fenti hatarérték zérus, akkor a hatvanysor mindeniitt konvergens.

Szamunkra azok az esetek lesznek érdekesek, amikor az {ay} sorozat tagjai
valészintiségeloszlast alkotnak. Ekkor a fenti hatarérték legfeljebb 1, igy a megfelel
hatvénysor biztosan konvergens a (—1,1) intervallumban.

Legyen ¢ diszkrét val6szintiségi valtozd, melynek eloszldsa {pi} (k =0,1,2,...).
A ¢ val6szintiségi valtozd, illetve a {py} eloszlds generdtorfiggvénye a

G(s) = Zpksk
k=0
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fiiggvény a (0,1) intervallumon. Lathatd, hogy azonos eloszldst valdszintiségi
valtozdk generdtorfiiggvényei egyenlck, igy joggal beszélhetiink egy diszkrét valo-
szintiségeloszlas generdtorfiiggvényérél. Mivel a fenti definiciébdl azonnal adddik,

hogy
G® (0
pk:% (k=0,1,2,...),

ezért a generatorfliggvény egyértelmilen meghatarozza az eloszlést.

14.2. A generatorfiggvény alkalmazasai

A generatorfiiggvény segitségével konnyen kiszamithatok a valészintiségeloszlé-
sok fontosabb mérészamai. Errél szdl a kovetkez6 tétel.

14.2.1. Tétel Ha létezik a ¢ valdszintiségi véltozé varhaté értéke,
akkor G generatorfiiggvénye az s = 1 helyen balrdl differencialhato, és

M(E) = G'(1).

Ha létezik € szorasnégyzete, akkor G az s = 1 helyen balrdl kétszer
differencialhato, és

D*(&) = G"(1) + G'(1) = (G"(1))*.
A tételt nem bizonyitjuk. Megjegyezziik, hogy a tétel dltaldnosabban is érvényes:
ha létezik a £ k-adik momentuma (s ekkor minden k-ndl alacsonyabb rendi is),

akkor GG az s = 1 pontban balrél k-szor differencidlhato, és G(k)(l) kifejezhetd a &
legfeljebb k-adrend(i momentumai segitségével.

Legyen példaul £ 4 egy A esemény indikator véltozoja, ekkor a megfelel6 eloszlas:
po=P(a=0)=1—p, p1 = P(a =1) = p, ahol p az A esemény valésziniisége.
A £ generatorfiiggvénye:

G(s)=po-s"+p1-s' =1—p+ps.

A fenti tételnek megfeleléen

M(§) = P(A) =p=G'(1),
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és
DX&) =p—p*=G"(1) +G'(1) - (G"(1))*
Mivel a generatorfiiggvény csupan az eloszlastol fiigg, magatol a valdszinliségi
valtozétdl, illetve annak értékeitél nem, mindig feltételezhetjiik egy adott elosz-

lassal kapcsolatban, hogy ez egy olyan valdszinliségi valtozd eloszlasa, amely a
természetes szamokat veszi fel értékiil, és

pe=PE=k (k=0,1,2,...).

Ekkor barmely régzitett (—1,1) intervallumbeli s esetén az n = s¢ valésziniiségi
valtozé az 1, s, s2, ... értékeket veszi fel ugyanezekkel a valészintiségekkel és varhaté
értéke

M(n) = M(s*) = Y s*pr = G(s),
k=0

tehat a & valbszinfiségi valtozé generstorfiiggvénye az s helyen éppen az s¢
val6szintiségi valtozé varhaté értékével egyenlé. Ebbol kapjuk a kovetkezd fontos
tételt.

14.2.2. Tétel Ha &,,&,,. .. &, nem negativ, egész értékeket felveve,
fliggetlen valosziniiségi valtozok, melyek generatorfiiggvényei G1, Ga,

.., Gy, akkor az m = & + & + -+ + &, valdszintiségi valtozé
generatorfiiggvénye G1 - Ga - ... Gy,

BizoNYiTAS. Ha &1, &9, ..., &, fiiggetlenek, akkor ugyancsak fiiggetlenek az s, 52,
, s valdszintiségi valtozok is, ahol s a (—1,1) intervallum tetszéleges eleme.
Ezért a varhaté érték tulajdonsagai alapjan az n valészinfiségi valtozé G, genera-
torfliggvénye
Gn(s) = M(s") = M(S£1+€2+---+€n) _

= M(s515% ... s5) = M(s5)M(5%2) ... M(s°") = G1(5)Ga(s) ... Gn(s),

amit bizonyitanunk kellett.

A binomidlis eloszlas generatorfiiggvényét az el6bbi tétel segitségével a kovetkezd
modon hatarozhatjuk meg. Ha n binomidlis eloszlasi valdszintiségi valtozd, akkor
Osszege n fliggetlen, &1,&, ..., &, valdszinliségi valtozonak, melyek csak a 0 és 1
értékeket veszik fel, mégpedig az 1-et p valdszinliséggel. Ezek azonos eloszlasiak,
igy generdtorfiiggvényiik a definicié alapjan

Gs)=s"-(1—-p)+s'-p=1+p(s—1).
Ezért az n generatorfiiggvénye

h(s) = [G(s)]" = [1+p(s = D))"
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Ebbdl a 14.2.1. tétel alapjan ismételten megkaphatjuk a binomialis eloszlas varhaté
értékét és szorasat.

A Poisson-eloszlas generatorfliggvényét is konnyen kiszamithatjuk a definicié
alapjan:

— A Z (Sk!) — e NeSA = A1)
k=0

Ha ¢ és n fliggetlen Poisson-eloszldsu valdszintiségi valtozdk rendre A, illetve p
paraméterrel, akkor Osszegiik generatorfiiggvénye a 14.2.2. tétel és az el6zok
alapjan

h(s) = e Derls=1) = (Atm)(s=1)

ami a \+p paraméter(i Poisson-eloszlas generatorfiiggvénye. Mivel a generatorfiigg-
vény az eloszlast egyértelmiien meghatarozza, ezzel bebizonyitottuk a kovetkezd
tételt:

7 , 3 . 7z 7z z Z. 4 z . z z
14.2.3. Tétel Két fiiggetlen Poisson-eloszlast valészintiségi valtozo
osszege is Poisson-eloszlasu, s paramétere egyenlé az 6sszeadandok
paramétereinek osszegével.

Most hatérozzuk meg az r-edrendli negativ binomialis eloszlas generdtorfiigg-
vényét. Mivel ez r fiiggetlen geometriai eloszlds Osszegeként kaphatd, igy elébb a
geometriai eloszlas generatorfiggvényét szamitjuk ki:

(o0}
_ ps
G(s) =) pg"'s" =,
k=0 q

s ebbdl az r-edrendli negativ binomidlis eloszlas generatorfiiggvénye

G(s) = ( e )

1—gs




14. Generatorfiiggvények 113

14.3. Feladatok

14.1 Egy urndban két piros és egy fehér goly6 van. Kétszer huzunk visszatevéssel.
Hatarozzuk meg a piros golydk szaméanak generatorfiiggvényét!

14.2. Két kockaval addig dobunk, amig mind a két kockan hatost nem kapunk.
Adjuk meg a sziikséges dobdsok szamédnak generatorfiiggvényét!

14.3 Legyen a £ valdsziniiségi valtozé generatorfiiggvénye G. Hatarozzuk meg
&+ 1 és 2¢ generdtorfiiggvényét!

14.4. Hatdrozzuk meg két kockadobds Gsszegének generatorfliggvényét!

14.5.  Adjuk meg az 6tos lottén kihdzott 6t szam kozil a legkisebbnek a
generatorfiiggvényét!

14.6. Adjuk meg két kockadobds szorzatdnak generdtorfiiggvényét, és ennek
segitségével hatarozzuk meg a varhaté értéket és a szérést!

14.7. Jelolje G a & valészinliségi valtozé generatorfiiggvényét. frjuk fel G
segitségével a kovetkezd szamsorozatok generatorfiiggvényét (n =0,1,...):

i) P(¢<n);
ii) P(¢ <n);
i) P(¢ > n)
iv) P(§>n+1);
v) P(€ =2n).
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15. Nevezetes egyenlotlenségek és alkalmazasaik

15.1. A Markov®*- és a Csebisev20-egyenlGtlenség

A korabbiakban lattuk, hogy egy valdsziniiségi valtozé a sajat varhato értéke
kortl ingadozik, s az ingadozdsanak egyik lehetséges mértéke a szérds. A
kovetkezékben olyan egyenlGtlenségeket téargyalunk, melyek még pontosabb fel-
vildgositast nyujtanak a valdszintliségi valtozd sajat varhatd értéke koriili in-
gadozasanak mértékérdl.

15.1.1. Tétel (Markov-egyenlétlenség) Ha & nem negativ valSszini-
ségi valtozo, és létezik varhato értéke, akkor barmely k pozitiv szam
esetén

T =

P(§ > kM(S)) <

BI1zONYITAS. A diszkrét esetben

ME) =Y wpi> Y wpi >k Yy pi=kP(E>Fk),
i=1

z; >k zi>k

a folytonos esetben pedig
M(é):/o xf(x)de/k xf(x)dmzk/k f(x)dx = kP(§ > k).

19 Andrej Andrejevics Markov orosz matematikus, 1865-1922
20Pafnutyij Lvovics Csebisev orosz matematikus,1821-1894
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15.1.2. Tétel (Csebisev-egyenlbtlenség) Ha a & valdszintiségi valto-
zonak létezik a varhato értéke és szorasa, tovabba k tetszbleges pozitiv
szam, akkor

D)

P(g- MO 2 b) < =

BizoNyiTAS. Alkalmazzuk a Markov-egyenltlenséget € helyett a (6 — M(£))?2
valészintiségi valtozéra és k helyett k?-re. Ekkor

P(|g = M(&)| > k) = P((& = M(€))* = k*) <

_ M{(€ -~ M(©)
< =N

A Csebisev-egyenlétlenséget a kdvetkezd alakban is kimondhatjuk:

15.1.3 Kovetkezmény Ha a ¢ valdszintiségi véaltozénak létezik
varhato értéke és szorasa, tovabba k tetszdleges pozitiv szam, akkor

P(e ~ M()] > kD(©) < 75

A bizonyitds abbdl ll, hogy a 15.1.2. tételben a k helyett kD()-t frunk. A tétel
allitasa igy fogalmazhaté: annak a valdszinisége, hogy a valdszintiségi valtozd sajat
varhato értékétol abszolut értékben a szoras k-szorosandal tobbel térjen el, legfeljebb
k%. A Csebisev-egyenlétlenséget sokszor az aldbbi forméban alkalmazzuk:

P(M(&) — kD(§) <& < M(§) + kD(€)) = P(|§ = M(§)] < kD(€)) =
1
=1 P(lg ~ M(§)] > kD) > 1~ 5.

Tekintstink egy példat a fentiek alkalmazasira. Legyen a & valoszinliségi valtozo
varhato értéke 12, szérdsa 2. A fenti egyenlétlenség alapjan példaul valaszolhatunk
arra a kérdésre, hogy milyen valészintiséggel esik € a (9, 15) intervallumba. Ugyanis

PO<Eé<15)=P12-3<€¢<12+3) =

3 3 1
=P12—---2 124+--2)>1— —— ~ 0.55.
(12-5-2<8<2+5-2) 21— 755

Ha példdul £ binomidlis eloszlast, akkor np = 12 és npg = 4 alapjan p = %, q= %
és n = 18, igy a keresett valészin{iség

PO<E<15) = i (1:) (;)k(%)w—k ~ 0.78.

k=10
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15.2. A nagy szamok torvénye

A kovetkezékben a Csebisev-egyenlStlenség alkalmazédsaként egy alapveté fon-
tossdgu tételt bizonyitunk be. A tétel, mely a ”"nagy szamok torvénye” nevet
viseli, 1ényegében a kovetkez6t allitja: ha eléggé nagy szamu fiiggetlen kisérletet
végzink egy A esemény bekovetkezése valdsziniliségének megallapitdasa céljabol,
akkor ”gyakorlatilag biztos”, hogy a megfigyelésekbdl adddé relativ gyakorisdg az
A esemény valészinliségét tetszélegesen megkozeliti. A ”gyakorlatilag biztos” azt
jelenti, hogy ”1-hez tetszOlegesen kozeli valdsziniiséggel”. A tétel matematikailag
pontosan megfogalmazva a kovetkezo:

15.2.1. Tétel (A nagy szdmok térvénye) Legyenek 1,6, ... pa-

ronként fiiggetlen, azonos eloszlasiu valdszintiségi valtozok, melyeknek

létezik az M varhato értékiik és a szorasuk. Ekkor barmely € > 0

esetén

S +&+--+&
n

lim P(

n—oo

—M‘ze)zo.

B1zoNYiTAS. Jelolje D a valésziniiségi valtozok kozos szérdsat. Legyen

:£1+§2+"'+§n
n 9

n

ekkor M(n,) = M és D*(n,) = %2. Alkalmazzuk a Csebisev-egyenlStlenséget a

k = = vélasztéssal, ekkor kapjuk

D
evn D 1 D2
P(|n, — M| > )< - =
(|’r]7l | = D \/ﬁ) — (5#)2 7162’

amibdl az allitds kovetkezik.

A tétel specilis eseteként kapjuk Bernoulli kovetkez6 tételét.

15.2.2. Tétel (Bernoulli-tétel) Tekintsiink egy kisérletet, melynek
egyik lehetséges kimenetele A. Jelentse n, az A esemény bekévet-
kezéseinek szamat a kisérlet n fiiggetlen végrehajtasa soran. Ekkor
barmely € > 0 esetén

lim P(

n—oo

T _ (A)’Ze):().

n
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Megjegyezziik, hogy a Bernoulli - tétel nem azt allitja, hogy a kisérletek szamat
novelve a relativ gyakorisdg konvergal a valdszinliséghez, hanem csak azt, hogy
barmely elore adott szamnal nagyobb eltérés egyre valdsziniitlenebb. Ezen a pon-
ton célszerii tisztdzni a ”"konvergencia” pontos jelentését. Akkor mondjuk, hogy
a&y,8,...,&, ... valdszinliségi valtozdk sorozata sztochasztikusan konvergdl az n
valdszintiségi valtozéhoz, ha barmely € > 0 esetén

lim P(|¢, —n| > ¢€) =0.

fgy a Bernoulli-tétel a kovetkezOképpen fogalmazhatd meg: fiiggetlen kisérletek
sorozataban az A esemény relativ gyakorisdga sztochasztikusan konvergédl az A
esemény valészintiségéhez.

A tételnek szdmos édltalanositdsa és finomitdsa ismeretes. Ezek Osszefoglalé el-
nevezése: a "nagy szamok torvényei”. Egy ilyen &ltalanositdas Hincsin nevéhez
fliz6dik, aki megmutatta, hogy a 15.2.1. Tételben nem sziikséges a val6sziniiségi
valtozok szérasdnak létezését feltételezni.

15.3. A Moivre-Laplace-tétel

Ebben a fejezetben még egy nagy fontossagu tételt ismertetiink: a Moivre-
Laplace-tételt. Ez a tétel az igynevezett centralis hatareloszlas-tételek egy specialis
esete, melyek lényegében azt fejezik ki, hogy nagy szamu fliggetlen valdszintliségi
valtozo Osszege kozelitéleg normalis eloszldsu, feltéve, hogy az Osszeg tagjai az egész
Osszeghez képest nagy valdszinliséggel kicsinyek. A Moivre-Laplace-tétel arrdl a
specialis esetrol szél, amikor a valdszintliségi valtozok a 0 és 1 értékeket veszik fel,
tehéat Osszegiik binomidlis eloszlasu.

15.3.1. Tétel (Moivre-Laplace-tétel) Ha 1, n-edrendti p > 0
paraméterti binomialis eloszlasi valdszintiségi valtozo, akkor barmely
valés x esetén

. Mp, — NP 1 e
lim P(7<x):—/ e” Zdt.
i Jup(1— p) Vor )

TetszOleges & valOszinliségi valtozd esetén, melynek létezik varhaté értéke és
(zérustél killsnboz8) szérdsa, a & = % valészinfiségi véltozénak nyilvén 0
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a varhaté értéke, és 1 a szorasa. Ezt a valoszinliségi valtozét szokas a € stan-
dardizdltjdnak nevezni. Példaul egy p valdsziniiségli A esemény €4 indikator
valtozdjanak standardizaltja

"~
\
S

Ea = )

g

ahol ¢ = 1 — p. Az N(m,o) normalis eloszlds standardizéltja az N(0,1) eloszlas.

A Moivre-Laplace-tételben szerepld —2—"E_ valészinliségi véltozd az n stan-
v )

np(l—p
dardizaltja. Ezért a tételt ugy is fogalmazhatjuk, hogy az n-edrend binomialis

eloszldas standardizaltjanak eloszlasfiiggvénye pontonként konvergal a standard
normalis eloszlas eloszlasfiiggvényéhez, ha n — oo. Tehat, a standard binomidlis
eloszlas hatareloszlasa a standard normaélis eloszlas.
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15.4. Feladatok

15.1. Legyen a £ valdszintiségi valtozd varhaté értéke 8, szérdsa 2. Legalabb
mennyi a valészintisége annak, hogy a valdszinfiségi véltozé az (5,11) intervallumba
esik?

15.2. A dohényz6 lakossag napi atlagos cigarettafogyasztasinak varhaté értéke
20 darab, szérdsa 6 darab. Legaldbb mennyi annak a valdsziniisége, hogy a
tényleges fogyasztds 11 és 29 darab kozé essék? Legfeljebb mennyi annak a
valészinilisége, hogy a tényleges fogyasztas legalabb 30, vagy legfeljebb 107 Leg-
alabb mennyi annak a valdszinlisége, hogy a tényleges fogyasztas 15 és 25 darab
kozé essék?

15.3. Egy automata élettartamanak varhato értéke 5 év, szorasa 0.5 év. Legfel-
jebb mennyi annak a valdszinlisége, hogy az automata élettartama legalabb 1 évvel
eltér a varhaté értéktol?

15.4. Egy raktarba naponta beérkezd rendelések szamanak varhaté értéke 500,
szorasa 25. Legaldbb mekkora annak a valészintisége, hogy egy napon a rendelések
szama 400 és 600 kozé esik?
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16. A matematikai statisztika elemei

16.1. Statisztikai mezo

A valdsziniiségelmélet alapjainak targyalasakor hangsulyoztuk, hogy e targy
véletlen tOmegjelenségek tanulmanyozasara szolgal. A valdszinliségelmélet gyakor-
lati alkalmazdasai soran azonban gyakori eset, hogy a modell nincs teljes egészében
meghatarozva, vannak bizonyos ismeretlen paraméterek, melyek nélkiil az illet6 je-
lenség leirasa csak korlatozottan, esetleg kozelitéleg irhato le. Leggyakrabban az az
eset fordul el, hogy a széban forgd jelenséggel kapcsolatos valésziniiségi valtozok
eloszlésa ismeretlen, csak annyit lehet tudni, hogy egy bizonyos valdszintiségcsa-
lddban keresend6. A matematikai statisztika az ilyen jellegli véletlen jelenségekkel
foglalkozik, s bizonyos véletlen események bekovetkezése alapjan igyekszik az is-
meretlen valdszintiségekre kovetkeztetni.

A matematikai statisztika targya tgynevezett statisztikai sokasagok vizsgalata.
A statisztikai sokasdg bizonyos egyedek, elemek meghatdrozott halmaza, mely
egyedek bizonyos — altaldban szdmszeri — jellemzdékkel rendelkeznek. A statisz-
tikdban éppen az ilyen jellemzdk vizsgalata az alapveto feladat.

Matematikailag a statisztika természetes kozege a statisztikai mezd. Statisztikai
mezdnek nevezzitkk az (Q,A,P) rendezett hdrmast, ahol Q tetszéleges, nem
iires halmaz, A az § részhalmazainak c-algebrdja, P pedig az A-n értelmezett
valdszintiségek egy csaladja. Altalaban a P valészintiségek egyparaméteres serege-
ként realizdlédik, tehdt P = {Py : ¥ € ©}.

Az ) halmaz elemei az elemi eseményeket reprezentaljdk, A pedig a kisérlettel
kapcsolatban megfigyelheté események halmaza. A P halmaz elemei a lehetséges
valészinliségek. Vegylik észre, hogy barmely P-beli P esetén (2, A, P) valészintiségi
mezd, tehat a statisztikal mez6 ugy is felfoghatd, mint olyan valdésziniiségi mezok
serege, melyekben az események azonosak.
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Az X = (X1, Xo,...,X,) : Q@ — R™ valdszintiségi vektorvaltozét mintdnak,
komponenseit mintaelemeknek, az n szamot pedig mintanagysdignak nevezziik. Ha
az X komponensei fiiggetlenek, illetve azonos eloszlastak, akkor filiggetien, illetve
azonos eloszldsy mintardl szokds beszélni. A minta értékkészletét mintatérnek
szokds nevezni.

A minta tehat egy valdsziniiségi vektorvaltozé. A mintdhoz gyakorlatilag
mintavétellel lehet hozzajutni, ami azt jelenti, hogy egy valdszinliségi valtozd
értékeire megfigyeléseket végziink, s az aktudlis értékekbdl képzett vektor a
minta. Mivel ezek az értékek maguk is a véletlentdl fliggnek, ezért a minta
maga is valdszinliségi valtozd. Természetesen az alkalmazasokban &ltalaban
feltételezik, hogy a minta fiiggetlen és azonos eloszlasi, ami elég természetes
kovetelmény, hiszen komponenseit ugyanarra a valészintiségi valtozéra vonatkozd
megfigyelésekbdl kapjuk. A mintaelemek esetenként lehetnek fiiggd valdsziniiségi
valtozdk is, példaul véges alapsokasagbdl vald visszatevés nélkiili mintavétel soran.

Adott minta esetén a mintaelemek segitségével kivanunk kovetkeztetni a valo-
szinlségi valtozo ismeretlen paramétereire, vagyis arra, hogy a P valdszinliségesa-
lddnak melyik Py eleme irja le ténylegesen a jelenséget, tehat a statisztikai mezok
seregéb6l melyik az aktudalis valésziniiségi mez6. Ha X : Q@ — R"™ egy minta és
T : R® — R* egy olyan fiiggvény, hogy a T(X) Osszetett fiiggvény valoszintiségi
valtozo, akkor T-t statisztikdnak nevezziik. A statisztika tehat egy, a mintatéren
értelmezett vektor értékdi fiiggvény. Amennyiben értékei egydimenzids vektorok,
akkor tehat egy, a mintatéren értelmezett, valds értéki fliggvényrdl van sz6. Ekkor
a statisztika a mintaelemekbdl "kiszamit” egy értéket, melyet arra kivdnunk fel-
hasznélni, hogy a valésziniiségi valtoz6 ismeretlen paraméterét ezzel kozelitsiik,
becsiiljiik. Megjegyezziik, hogy gyakran nemcsak a T fiiggvényt, hanem a T'(X)
valészintiségi valtozot is statisztikanak fogjuk nevezni, ami nem okozhat félreértést.

16.2. Gyakran hasznilt statisztikak

A kovetkezékben X = (X7, Xo,..., X,,) egy rogzitett mintat jelol, és értelme-
ziink néhdny gyakran hasznalt statisztikat.

1. Legyen

tehat X a mintaelemek szamtani kozepe, dtlaga. Ezt a statisztikdt mintakézépnek
vagy empirikus varhatd értéknek (tapasztalati vdarhatd értéknek) nevezzik.
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2. Legyen

Az S? statisztikat empirikus (tapasztalati) szérdsnégyzetnek nevezzik. Konnyt
beldtni, hogy ez a kdvetkezé mddon is kifejezhetd:

1 n .
§2=-3Y x?-X".
n
1=1

Az empirikus szérdsnégyzet mintdjara képezheték az empirikus k-adik momen-
tumok.

3. Legyen (i1,42,...,in) az (1,2,...,n) szdmok azon permutécidja, melyre
Xy < X, < - < X, teljesil], és legyen X* = (X;,, Xi,,...,X;,). Az X*
statisztikat rendezett mintdnak nevezziik. Ez tehat egy vektor értékli statisztika.
Az X;, — X, statisztikdt mintaterjedelemnek nevezzik.

Mivel a fentiekben értelmezett statisztikdk maguk is valdszintiségi valtozok,
kiszamithatjuk ezek varhaté értékét, szérdsat, amennyiben ezek léteznek. A
tovabbiakban tegyiik fel, hogy a rogzitett X = (X1, Xo,..., X,,) minta fiiggetlen
és azonos eloszlasu, tovabba a mintaelemeknek 1étezik az m varhaté értéke és a
o szorasa. Megjegyezzik, hogy m és o valéjaban fiigg a ¥ paramétertdl, hiszen
kiszamitasukhoz a P csaldd barmelyik Py elemét felhaszndlhatjuk. Pillanatnyi-
lag azonban ennek a fiiggésnek nincs jelentésége: szamitdsaink barmely Py esetén
érvényesek.

El6szor hatdrozzuk meg a mintakoézép varhatéd értékét:

M(R) = MY X) = 23 M) = Y m=m,

i=1 i=1

a varhaté érték tulajdonsagai alapjan. A mintakozép varhato értéke tehat mege-
gyezik az elméleti varhaté értékkel.

Kovetkez6 példank az empirikus varhato érték szordsa. Ezt a kovetkezé médon
kapjuk:

- 1 ¢ 1 ¢ 1 o?
DXX) =Dy Xi)= 5> D*(Xi)= 5 o® =",
i=1 i=1 =1

s ebb6l

D(X) = %
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Példdul ha az alapsokasdg N (m,o) normélis eloszldst, akkor a mintakozép
N (m,ﬁ) eloszlast kovet. (A mintakézép normalitdsa abbdl addédik, hogy

fiiggetlen, normadlis eloszldsu véltozdk Osszege is normaélis eloszldsa.)

Most kiszamitjuk az empirikus szérdasnégyzet varhaté értékét. Ehhez elOszor
atalakitjuk S2 kifejezését a kovetkezd médon:

$? = % S (X —m)? — (X = m)?.
=1

Mindkét oldal varhaté értékét véve kapjuk:

X—m)2]: 1 2

n
202 - D*(X) = S
i=1

M(S?) = %ZM[(Xi—m)Q] — M(( n

1
n

Tehat az empirikus szorasnégyzet varhatd értéke nem egyezik meg az elméleti
szorasnégyzettel. Ez a tény indokolja a korrigdlt empirikus szordasnégyzet beve-

zetését:
n

PL L CH S P ¢t

n—1 n—1~4
=1

melynek varhaté értéke mar megegyezik az elméleti szorasnégyzettel.

A statisztikai vizsgalatok sordan gyakran haszndlatos az empirikus eloszldsfigg-
vény, melyet a kovetkezéképpen értelmeziink:

Lo 0 ha x < X
k
Fo(z) = n ZX(Xi<w) =9 n ha Xi, <z <X, -
=1 1 ha X;, <z
Vildgos tehat, hogy rogzitett n és x mellett F,(x) valésziniiségi valtoz6. Az em-

pirikus eloszlasfliggvény alapveto tulajdonsagat fejezi ki a kovetkezo tétel, mely a
nagy szamok torvényének fontos kovetkezménye.

16.2.1. Tétel Legyenek X,,X,,... fiiggetlen, azonos eloszlasti
valészintiségi valtozok F eloszldstiiggvénnyel. Az (X1, Xa,...,X,)
minta empirikus eloszldsfiiggvénye legyen F,. Ekkor az {F,} fiigg-
vénysorozat 1 valoszintliséggel egyenletesen konvergal F-hez, azaz

P( lim sup|F,(z) — F(z)| =0) = 1.

n—oo 4

A tételt nem bizonyitjuk.
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16.3. Feladatok

16.1. Hatarozzuk meg az empirikus szérdsnégyzet és a korrigalt empirikus
szérasnégyzet szérasnégyzetét!

16.2. Véletlen szamtéablazat segitségével valasszunk egy 50 elemi mintat a [0, 1]
intervallumban. Készitsiik el a rendezett mintat, hatarozzuk meg a tapasztalati
eloszlasfliggvényt! Hatarozzuk meg a mintakozepet és a korrigdlt tapasztalati
szorasnégyzetet!

16.3. Egy iizlet dolgozodinak alapbérérol az alabbi adatokat ismerjiik:

alapbér (Ft) | létszam (f6)
15500 2
17500
19000
22000
25500
30000

e R S

Szamitsuk ki a mintakozepet és az empirikus szorasnégyzetet, valamint a kor-
rigalt empirikus szérasnégyzetet! Hatdrozzuk meg az empirikus eloszlasfliggvényt!

16.4. Mutassuk meg, hogy ha x1,x2, ..., 2, és a valds szamok, akkor
1< N )
EZ(G—%‘) ZEZ(m—xi) ;
=1 i=1
ahol T jeloli az x1,xa,...,x, szamtani kozepét! Mutassuk meg tovabba, hogy a

fenti egyenlotlenségben egyenloség akkor és csak akkor all fenn, ha a = 7!

16.5. Tekintsiik a koévetkezd mintat: 1250, 1340, 1120, 2100, 2450, 2000, 1400,
2100, 1100. Hatarozzuk meg a mintakozepet, az empirikus szérdsnégyzetet, a
korrigalt empirikus szérasnégyzetet, a rendezett mintat, a mintaterjedelmet, és
abrazoljuk az empirikus eloszlasfiiggvényt!
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17. Statisztikai becslések

17.1. A statisztikai becslés fogalma

A statisztikai becslés célja a valdszinliségi valtozd eloszlasdban szerepld is-
meretlen paraméterek kozelité meghatarozésa. FEz a feladat a valdsziniiségi
valtozéhoz tartozé minta segitségével oldhaté meg. Az ismeretlen paraméterek
értékére a mintabdl nyert informacié segitségével kovetkeztethetlink. Ebbol vilagos,
hogy a becslés valdjaban egy statisztika, amelynek ”jésdga” definidlandd, s a
definicié a gyakorlat kovetelményeinek kell, hogy megfeleljen.

Legyen tehat X = (X1,Xs,...,X,) egy minta valamilyen P = {Py
9 € O} eloszldsbol.  Becslésnek neveziink egy tetszéleges T statisztikdt. A
kordbbi széhasznélat ezzel kapcsolatban gy mddosul, hogy a mintat szokés egy &
valésziniiségi valtozéra vonatkozo megfigyelésnek nevezni, ami alatt azt értjik, hogy
a mintaelemek £-vel megegyez6 azonos eloszlast, fliggetlen valdszinliségi valtozok.

Természetesen a becsléssel kapcsolatban vannak bizonyos elvarasok, amelyeket
heurisztikusan a kovetkez6 moédon foglalhatunk oOssze. Elészor is nyilvanvald
kovetelmény, hogy a T'(X) értékeinek a becsiilni kivant ¥ paraméter valédi értéke
koriil kell ingadozniuk. Maésodszor, ennek az ingadozasnak olyannak kell lennie,
hogy a T(X) értékei minél kevésbé szérédjanak. Végiil, ha a T(X) = T,(X)
statisztika tetszéleges mintanagysdg mellett értelmezett, akkor megkivanjuk, hogy
a T, (X) értékei valamilyen értelemben konvergiljanak a becsillend§ paraméter
pontos értékéhez, ha n — oco. Valdjdban ez a kovetelmény tehdt becslések egy
egész sorozatdra vonatkozik. Az aldbbiakban megadjuk ezen tulajdonsagok pontos
matematikai definicidjat.
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17.2. Torzitatlan becslések

Azt mondjuk, hogy a T'(X) statisztika a ¥ paraméter torzitatlan becslése, ha
barmely ¥ € © esetén fennall az

My(T(X)) =

egyenldség. Itt és a tovdbbiakban az My jelolés arra utal, hogy a T(X) statisztika
varhaté értékét a Py valosziniiség segitségével szamoljuk.

Ugyanigy értelmezhetd egy 9 paraméter valamely v fiiggvényének torzitatlan
becslése; ekkor azt koveteljiikk meg, hogy barmely @ € © esetén teljesiiljon az

egyenloség.

A korabbiakban lattuk, hogy a mintakozép a varhaté érték torzitatlan becslése.
Ebbdl adédik, hogy A paraméteri Poisson-eloszlasbodl szarmazé minta esetén a
mintakozép a A paraméter torzitatlan becslése, hiszen ekkor A éppen a varhaté
érték. Hasonléan, \ paraméteri exponencialis eloszlas esetén a mintakoézép az %
torzitatlan becslése. Megjegyezziik, hogy mig egy esemény p valoszinliségének a
relativ gyakorisag torzitatlan becslése, az I%—re altaldban nem létezik torzitatlan
becslés. Nem gondolhatjuk tehat azt, hogy ha a T(X) a ¢ paraméter torzitatlan
becslése, akkor ¥ (T'(X)) a 1(9) torzitatlan becslése lenne.

Ugyancsak lattuk a kordbbiakban, hogy az empirikus szérasnégyzet a szoras-
négyzetnek nem torzitatlan becslése, de torzitatlan becslését adja a szérasnégyzet-
nek a korrigalt empirikus szorasnégyzet.

17.3. Hatdsos becslések

A becslések josagdra vonatkozd masodik fontos kovetelmény az, hogy a becs-
lésként hasznalt statisztika értékeinek szorédasa minél kisebb legyen. Legyenek a
T1(X) és To(X) statisztikdk a @ paraméter torzitatlan becslései. Akkor mondjuk,
hogy a T3 statisztika hatdsosabb becslés, mint a Tb statisztika, ha minden 9 € ©

esetén teljesiil, hogy
D3(Th) < Dj(T»).
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Ha T a ¢ paraméter olyan torzitatlan becslése, mely minden mads torzitatlan
becslésnél hatasosabb, akkor azt mondjuk, hogy T" a 9 hatdsos becslése. Ugyanigy
értelmezhetd a paraméter valamely fiiggvényének hatdsos becslése.

Példaként tekintstink egy véges varhato értékkel és szérassal rendelkezé valdszi-
niiségi valtozot, melyre vonatkozé minta (X, Xo, ..., X,). Konny( beldtni, hogy
haci+eco+--+c,=16¢;, >0 (i=1,2,...,n), akkor a Z?:l c; X; statisztika
a varhaté értéknek torzitatlan becslése. Meg lehet mutatni, hogy az ilyen alaki
becslések mindegyikénél hatdsosabb a mintakozép, amely a ¢; = % (i=1,2,...,n)
valasztdsnak felel meg.

Bar egy adott paraméterre vonatkozo6 hatdsos becslés létezésére altalaban nincs
garancia, az azgonban kimutathatd, hogy két hatasos becslés sziikségképpen 1
valdszintiséggel egyenld.

17.4. Konzisztens becslések

Végiil a harmadik, becslésekkel szemben tdmaszthatd fontos kovetelményt fejezi
ki a kovetkez6 fogalom. Tegyiik fel, hogy X1, Xo,... egy valdsziniiségi valtozora
vonatkozé megfigyelések sorozata és T, = T,(X1,Xsa,...,X,) a ¢ paraméter
becsléseinek egy sorozata. Akkor mondjuk, hogy ez a becsléssorozat a ¥-ra nézve
konzisztens, ha barmely € > 0 és barmely ¥ € © esetén fenndll

lim Py(|T, — 9| > €) = 0.

Ez tehat azt jelenti, hogy a T, statisztikdk sorozata sztochasztikusan konvergal -
hoz minden ¥ esetén. (Itt természetesen a ”sztochasztikusan konvergdl” kifejezés
magdban foglalja a ¥-t6l val6 figgést.) Meg lehet mutatni, hogy véges varhatd
értékkel és szorassal rendelkez6 valdszinliségi valtozé esetén a mintakozép a varhatéd
értéknek konzisztens becslése. Ez valéjaban a nagy szdmok torvényének egy mésik
megfogalmazésa.

Megjegyezziik, hogy ha a szorasnégyzetek sorozata n — oo esetén zérushoz
tart, akkor torzitatlan becslések sorozata a Csebisev-egyenlétlenség alapjan mindig
konzisztens.

Legyenek X1, Xs,... N(m,1) eloszldst valészintiségi valtozdra vonatkozd meg-
figyelések. Ha T,, = X,,, akkor T;, az m paraméter torzitatlan becslése. Masrészt,
tetszoleges € > 0 esetén

Po(|T,—m| >¢€) = Pp(|Xn—m| > €) = Pp(m—e < X,, <m+e) = &) —P(—e),
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ahol ® a standard normalis eloszlas eloszldsfiiggvénye. A fenti kifejezésrol kénnyii
latni, hogy nem tart zérushoz, ha n — oo, igy ez a becsléssorozat nem konzisztens
az m paraméterre nézve.

17.5. A maximumlikelihood-becslés

Egy statisztikai paramétert egy adott mintdbdl szdamos kiilonbézé moédon
lehet becsiilni, még akkor is, ha a fentiekben ismertetett tulajdonsagok tel-
jesiilését is megkivanjuk az alkalmazott becsléstél. A gyakorlat szaméra nagy
jelentGségliek az olyan becslési mddszerek, melyeknél a becslést direkt mdédon
tudjuk megkonstrualni a minta alapjan. Egy ilyen, gyakran alkalmazott becslési
eljaras a mazximumlikelihood-becslés, mely a maximélis valdsziniiség elvén ala-
pul. Ez azt mondja, hogy a mintaelemek felhaszndlasaval valamely ) lehetséges
paraméterérték mellett kiszdmithaté a minta el6forduldasanak valdszintisége, s a
paraméter becslésének azt az értéket tekintjiik, amely mellett ez a valdsziniiség
a leheto legnagyobb, maximadlis. A szamitasok alapjaul az ugynevezett likeli-
hood fiigguény szolgal, melyet a diszkrét, illetve az abszolut folytonos esetben a
kovetkezéképpen adunk meg:

[T, fo(xz;) abszolit folytonos eset
[17, po(z;) diszkrét eset,

L(x,9) = {
ahol fy a (kozos) sliriségfiiggvény, illetve py(x;) = Py(X; = x;), az tgynevezett
valdsziniiségfiiggvény. RoOgzitett minta esetén a likelihood filiggvény csupdn o
fliggvénye, igy maximumat analitikus moddszerrel lehet meghatdarozni. Alkalmas
feltételek mellett a differencidlszamitas apparatusa hasznalhaté.  Felhaszndlva
a logaritmusfiiggvény szigord monotonitdsat, valamint a likelihood fliggvény
szorzatként val6 el6allitasat, technikai okokbdl gyakran célszertibb L helyett
In L maximumhelyeit meghatarozni. Ezeket a maximumhelyeket nevezziik a
paraméter maximumlikelihood-becsléseinek. Meg lehet mutatni, hogy ha létezik
a paraméternek hatasos becslése, akkor ez éppen a maximumlikelihood-becslés.

Bar itt csak egyetlen paraméter becslésérol beszéltiink, természetesen semmi
akadalya egyidejiileg tobb paraméter maximumlikelihood-becslésének, melyhez a

tobbvéltozos figgvények szélsGértékének szamitasi mddszerei hasznélhatok.

Példaként tekintsitk N (m, o) normélis eloszlds esetén az m és o paraméterek
maximumlikelihood-becslését. A likelihood fiiggvény:

L(zy,29,...,2n,m,0) = (QW)_%U_”efﬁ T (@imm)?
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Ekkor a
OlnL ~0 OlnL _

om 0o? =0

egyenletrendszerbdl kapjuk a stacionarius helyeket:

n
R 1
m=— E T,
n -
=1

Konnyen belathato, hogy ezek a stacionarius helyek valéban maximumbhelyek. Ez
azt jelenti, hogy a normélis eloszlas esetén a varhato érték, illetve a szérasnégyzet
maximumlikelihood-becslése a mintakozép, illetve az empirikus szérasnégyzet.

17.6. Konfidenciaintervallumok

Az eddigiekben olyan becslésekkel foglalkoztunk, amikor a valésziniiségi valtozo,
illetve az eloszlds valamely ismeretlen paraméterét egyetlen, a mintaelemekbdl
valamilyen moédon kiszamitott értékkel kozelitettik, becsultiik. Ezek az tgyneve-
zett pontbecsiések. A becslések egy masik tipusit képezik az olyanok, amikor az is-
meretlen paramétert nem egy szamértékkel kivanjuk kozeliteni, hanem olyan inter-
vallumot keresiink, amely elére megadott, 1-hez kozeli valdsziniiséggel tartalmazza
az illetd paramétert. Ezek az ugynevezett intervallumbecslések. Ha az (u1,us)
véletlen helyzetil intervallum 1 — e valdszinliséggel tartalmazza a ¢ paramétert,
akkor azt mondjuk, hogy 1— e valészintliséggel lefedi a ¥ paramétert, illetve (u,us)
konfidenciaintervallum a ¢ paraméterre 100(1 — €)% megbizhatdsdgi szinten. Az in-
tervallum végpontjait alsd, illetve felsd konfidenciahatdaroknak nevezziikk. Az, hogy
(u1,us) véletlen helyzeti intervallum azt jelenti: végpontjai maguk is valésziniiségi
valtozék. Az 1 — e megbizhatésdg tehat azt jelenti, hogy elég nagy minta esetén az
intervallum 4tlagosan az esetek 100(1 — €)%-dban tartalmazza a paraméter valédi
értékét. Tévedéstink mértékét 100e% fejezi ki.

Konfidenciaintervallumok konstrukcidjara kiilonféle modszerek ismeretesek. A
kovetkezd példdban a normalis eloszlas varhato értékére konstrudlunk konfidencia~
intervallumot ismert szoras esetén.

Legyen adott egy n elem{i minta az N (m, o) eloszldsbdl, ahol o ismert, de az m
értéke ismeretlen. Tudjuk, hogy az X mintakozép torzitatlan becslése m-nek, és
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sz o ’ ~ o s 7 7 N , 7 7
szérdsa 7=, igy X egy N(m, ﬁ) eloszldsu valdszintiségi valtozd. Ezért az

L X-m
~o/vn

valdszintiségi valtozd standard normalis eloszlast kovet. Adott 0 < € < 1 esetén az
N(0,1) eloszlas tabldzatdbol meghatérozhaté az az u. szédm, amelyre

20(ue) — 1 =P(ue) — ®(—u) = P(—uc <u<u)=1—e

Ekkor tehat .

@(UE) =1- 5,
s ezzel a valasztéassal az (Y—uE%,Y—i—ue%) intervallum 1—e valészintiiséggel lefedi
az eloszlds varhaté értékét, tehdt m-re 100(1 — €)%-os megbizhatdsdgi szintii kon-
fidenciaintervallumot kaptunk. A mintakézépnek az m paramétertdl valé eltérése
100(1 — €)%-os szinten az intervallum félhossza, usﬁ.

Eléfordul, hogy az eltérést kivdnjuk korlatozni, s az a kérdés, hogy ehhez (leg-
aldbb) mekkora mintanagysdg szitkséges. Ha legfeljebb d a megengedett eltérés,
akkor az eddigiek szerint

<d,

amibodl a sziikséges mintanagysag

A kévetkez8kben a t-eloszlds és a y2-eloszlds alkalmazdsira mutatunk egy-egy
példat.

Tegyiik fel, hogy ismeretlen varhaté értékil és szérasu normalis eloszlasi
sokasagbdl vett minta alapjan kivanunk a véarhaté érték mintakozéppel vald
becslésére adott szintli konfidenciaintervallumot megadni. Ha a szdrast a fentiek-
ben szerepelt u definiciéjaban az S* korrigalt empirikus szérassal helyettesitjiik,

akkor a o
X—-m
t:
V=

valésziniiségi valtozot kapjuk, melyrol ki lehet mutatni, hogy n — 1 szabadsagi fokua
t-eloszlast kovet. A t-eloszlas tablazatdbdl adott 0 < € < 1 esetén meghatarozhatd
az a t. szam, amelyre

P(—te<t<t)=1—¢,
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azaz, t értéke 1—e valészinliséggel esik a (—t, t.) intervallumba. Ezért a ¢ definicidja
alapjan az

7’Y t =
\/ﬁ + Eﬁ
intervallum 100(1 — €)%-os szint{ konfidenciaintervallum a vérhaté értékre.
Tekintsiik a kovetkez6 példat. Valamely termék mindségi jellemzbje ismeretlen
varhaté értékii és szérasu normadlis eloszlast kovet. Miutdn 19 darabot megvizs-
galtak, a mintakozépre 2200, a korrigalt tapasztalati szorasra pedig 190 adédott.

Adjunk konfidenciaintervallumot a vérhaté értékre 99%-os megbizhatdsagi szinten!
A fentiek alapjan az intervallum hatarainak kiszamitasahoz a

(X —t.

)

ST

Vn

kifejezés értékét kell ismerniink. A szabadsdgi fokok szama 19 — 1 = 18, igy a
99%-os szintnek megfeleld érték:

le

t. = 2.878,

amibdl a konfidenciaintervallum hatédrai a fenti formula révén megkaphatdk, s az
intervallum: (2074.55,2325.45).

A kovetkez6kben normalis eloszlasu sokasdg szorasdnak becslésével foglalkozunk.
Legyen adott egy n elem(i minta az N (m, o) eloszldsi sokasiagbdl, melynek szérisa

ismeretlen. Meg lehet mutatni, hogy az nf—i val6szintiségi valtozd n — 1 szabadsagi
fokti y2-eloszlasti, ahol S? a minta empirikus szérdsnégyzete. Olyan intervallu-
mot, amelybe ez a valtozé 1 — e valésziniiséggel esik, végtelen sokféleképpen lehet
valasztani. Egy lehetséges valasztas a kovetkez6: kimutathatd, hogy ha 0 < e < 1,

akkor
2

S
P(xi_g <n— <xj)=1-¢

amibdl kovetkezik, hogy az
(nS2 nS? )
2 1.2
Xy Xige
intervallum 100(1 — €)%-os szint{i konfidenciaintervallum az ismeretlen o paramé-
terre. Ugyanilyen szintli konfidenciaintervallum a szérédsra a

(i)

)
X% XL;‘/

intervallum.
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Adott n és € esetén a Y2 és x2_.
2

értékeket a 2 eloszlds tdblazatdbdl
2

hatarozhatjuk meg. Tekintsiik a kovetkezo példat: egy automata altal gyartott
alkatrész valamely jellemz6jét 10 esetben megmérve a kovetkezd értékek adddtak:

2.18 2.12 2.14 2.15

2.21
2.17 2.14 2.13 2.10

2.14
Ennek alapjan az empirikus szérds S = 0.032. A o-ra vonatkozé 95%-os konfiden-

ciaintervallum meghatarozasa a kovetkez6képpen torténhet: € = 0.05, a szabadsagi
fokok szdma 10 — 1 = 9, s a x?-eloszlds tablazatdbdl a megfelels értékek:

x% =19.023,
X3 =2.T.
2

Ezek felhaszndlasaval a fenti formuldakbol a keresett konfidenciaintervallum a
kovetkezd: (0.023,0.062).
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17.7. Feladatok

17.1. Legyen X1, Xa,..., X, a (0,c)-ben egyenletes eloszlasbdl szérmazd minta,
X} a maximum és X a mintakozép. Mutassuk meg, hogy "T'HX,’; torzitatlan
becslése c-nek, és hatdsosabb, mint 2X!

17.2. Mutassuk meg, hogy ha (X — m)? varhaté értéke véges (k = 1,2,...),
akkor a korrigdlt empirikus szérdasnégyzet konzisztens becslése a szérdsnégyzetnek!

17.3. Tekintslink egy véges varhatd értékkel és szorassal rendelkezd valdszint-
ségi valtozot, melyre vonatkozé minta (X1, Xo, ..., X,). Mutassuk meg, hogy ha
cit+ce+-+e,=16é¢ >0(i=12,...,n), akkor a Y ., ¢;X; statisztika a
varhaté értéknek torzitatlan becslése! Mutassuk meg, hogy az ilyen alaku becslések
mindegyikénél hatdsosabb a mintakdzép!

17.4. Az (a,b) intervallumban egyenletes eloszldshoz tartozé minta alapjan
becsiiljiik az ismeretlen a és b paraméterek ¢ = %rb szamtani kozepét. Mutas-
suk meg, hogy bar a mintakozép torzitatlan becslés c-re, de van néla hatdsosabb!

17.5. Rendelkezésre &ll egy binomidlis eloszlasbol szarmazd n = 20 elemii minta,
melyben k& = 13 bizonyos tulajdonsagu elem taldlhaté. Hatdrozzuk meg a minta
alapjdn az eloszlas p paraméterének maximumlikelihood-becslését!

17.6. Az el6z6 feladat altaldnositasaként hatarozzuk meg a binomidlis eloszlas p
paraméterének maximumlikelihood-becslését!

17.7. Hatarozzuk meg Poisson-eloszlas esetén a A paraméter maximumlikeli-
hood-becslését!

17.8. Legyen (z1,z2,...,2,) a (0,a) intervallumban egyenletes eloszldasbél
vett minta. Mutassuk meg, hogy az a paraméter maximumlikelihood-becslése
max (21, X2, ..., Ty), és hatdrozzuk meg e becslés torzitdsdt, azaz e becslés varhaté

értékének és a-nak kiilonbségét!

17.9. Valamely mérdeszkozzel torténd mérési eredmények N (m,0.2) normaélis
eloszlast kovetnek. Miutdn 25 mérést elvégeztiink, a mérési eredmények atlaga
2.25. Adjunk 95%-os szintli konfidenciaintervallumot az m vérhaté értékre!

17.10. Egy gép eléirt hossziusagi darabokat vag le egy acéllemezbdl, de a
tényleges hosszisdg ingadozdst mutat A(m,2.2) normalis eloszlds szerint. Ad-
junk 95%-o0s szint{i konfidenciaintervallumot m-re, ha egy 40 darabbdl 4ll6 minta
atlagos hosszisdga 80.5 cm!
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17.11. Villanyégdk vizsgalatanal egy adott tételbdl 15 darabnak mérték meg az
égési idétartamat, mely kozelitéleg normélis eloszldsu volt. A mintakozépre 1200
Ora, a korrigalt empirikus szérdsnégyzetre 186 6ra adédott. Adjunk 99%-os szintii
konfidenciaintervallumot a varhaté értékre!

17.12. Egy markologép &altal kiemelt homok mennyiségét véletlenszertien 16-
szor lemérték, melynek empirikus szérdsara 15 kg értéket kaptak. Adjunk meg a
szérasra 90%-os szintii konfidenciaintervallumot!
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18. Hipotézisvizsgalat, statisztikai probdk

18.1. Statisztikai hipotézisvizsgalat

Altaldban egy adott statisztikai sokasaggal kapcsolatban kiilonbozo feltevéseket,
hipotéziseket fogalmazunk meg. Ezek a hipotézisek a sokasag kiillonb6z6 jellemzéire
vonatkozhatnak. A gyakorlati alkalmazdsok szdmara nagyon fontosak azok a
statisztikai moédszerek, melyek segitségével eldonthets, hogy egy adott hipotézis
elfogadhatoé-e, illetve elfogadasa esetén mekkora az esetleges tévedés valdszintiisége.
Ilyen kérdésekkel foglalkozik a statisztikai dontések elmélete és a statisztikai
hipotézisvizsgdlat. A statisztikai dontések meghozataldt altalaban tgynevezett
statisztikai probdk el6zik meg; ezek alapjan fogadunk el vagy utasitunk el egy adott
hipotézist. A kovetkezokben Osszefoglaljuk a hipotézisvizsgélat és a dontéshozatal
legfontosabb Gsszetevoit, ezek néhany gyakran alkalmazott médszerét.

Adott statisztikai mezé esetén tekintsiik a © paraméterteret, és bontsuk fel két
diszjunkt részhalmazra: © = ©y U O;1. Azt a feltevést, hogy valamely ismeretlen
9 paraméter a Og-hoz tartozik, nullhipotézisnek nevezzik, azt pedig, hogy ¥ a
O1-nek eleme, ellenhipotézisnek vagy alternativ hipotézisnek. Ezeket a kovetkezd
moédon jeloljiik:

Hy: 19 €6

H]_Z’l9€®1.

18.2. Statisztikai prébak

A hipotézisek elfogadasardl vagy elutasitdsardl statisztikai probak segitségével
dontiink. Tekintsiink egy T statisztikdt, és adjunk meg egy 0 < € < 1 szdmot. A
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mintatérben adjunk meg egy E elfogaddsi tartomdnyt, melyre teljesiil, hogy
P(T(X1,Xs,...,X,) € E|Hy) > 1—k,
és egy (F-t8l diszjunkt) K kritikus tartomdnyt, melyre az teljesiil, hogy
P(T(X1,Xs,...,X,) € K|Hy) <e.

Tehat a mintabdl készitett statisztika értékei legaldbb 1 — e valdsziniiséggel es-
nek az elfogadési tartomanyba, és legfeljebb e valésziniiséggel esnek a kritikus tar-
tomanyba, feltéve, hogy a nullhipotézis fennéll. Ezek utdn dontésiink természetesen
az lesz, hogy ha a statisztika értéke az elfogadési tartoményba esik, akkor elfo-
gadjuk a nullhipotézist (vagyis nem utasitjuk el), ha pedig az érték a kritikus tar-
toméanyba esik, akkor elutasitjuk, és az ellenhipotézist fogadjuk el. Természetesen a
dontés lehet helyes is, és hibas is, s célszerii az esetleg elkdvetett hiba valdszinliségét
megbecsiilni. Konnyt belatni, hogy kétféle hibat kovethetiink el. Elsdfaju hibdt
akkor kovetiink el, ha elutasitjuk a nullhipotézist, holott az igaz. Ez akkor
torténik, amikor a statisztika a kritikus tartomanyba esik, és H igaz, tehat ennek
val6szintisége legfeljebb €, amit a proba szignifikancia szintjének neveziink.

Masodfaju hibdt akkor kovetiink el, ha elfogadjuk a hibas Hy hipotézist. Ez
akkor kovetkezik be, ha a statisztika az elfogadasi tartomanyba esik, mikozben az
ellenhipotézis teljesiil. Ennek valdsziniisége

P(T(Xl,XQ,. . ,Xn) S E|H1) =1- P(T(Xl,XQ,. . ,Xn) S K|H1)

Ezek alapjan a hibas dontés valdszinliségét az els6- és mdésodfaju hiba va-
16szintiségeinek Osszege adja. Altalémosségban elmondhatjuk, hogy barmelyik
tipusu hiba valészintiségének csokkentése adott mintanagysag esetén csak a masik
tipusu hiba rovésara torténhet. A mintanagysdg novelésével azonban esetenként
elérhet6 mindkét tipusu hiba valészintiségének, tehat a hibas dontés meghozatala
valészintiségének csokkentése.

A kovetkez6kben néhény olyan eljarast, statisztikai probdt ismertetiink, melyek a
gyakorlatban alkamazhatdk statisztikai dontések meghozatalakor. A 18.3. és 18.4.
pontokban un. paraméteres probdt ismertetlink, ugyanis feladatunk valamilyen
eloszlascsaladbdl vett eloszlds ismeretlen paraméterére tett hipotézis vizsgélata.
A 18.5. pontban tgynevezett mem paraméteres préoba szerepel, amelyben egy
valdszintiségi valtozo eloszlasara tett hipotézisiinket vizsgaljuk.
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18.3. Az u-préba

Adott egy (X1, Xo,...,X,) fliggetlen minta az ismert o szérési és ismeretlen
m varhaté értékt N (m, o) normélis eloszldsi sokasdgbdl. Feladatunk annak
eldontése, hogy az ismeretlen varhato érték megegyezik-e valamely adott mg valds
szammal. Ennek megfeleléen a nullhipotézis és az ellenhipotézis a kovetkezOképpen
irhaté fel:

Hy : m = myg,

Hy :m # my.

A dontés meghozataldhoz a kovetkez6 prébastatisztikat hasznaljuk:

X-m
w=""—"2\/n.
o
Ha helyes a nullhipotézis, akkor az wu valdszintiségi véltozé AN(0,1) standard
normélis eloszldsi. Adott 0 < e < 1 szdmhoz a standard normadlis eloszlas
tablazatabol meghatarozzuk azt az u. értéket, amelyre

P(lu| > ue) =e.

A gyakorlatban éltaldban az € = 0.05, ¢ = 0.01, ¢ = 0.001 értékek hasznélatosak,
ezek mellett ugyanis gyakorlatilag biztosnak tekintheté az (|u| < u.) esemény.

Ezek utdn, ha a tényleges mintabdl kiszdmitott u-ra |u| > wu. teljesiil, tehét
a statisztika a kritikus tartomanyba esik, akkor egy olyan esemény kovetkezett
be, amelyet gyakorlatilag lehetetlennek mindsitettiink, igy a kiindulé nullhipotézis
helytelen voltara kovetkeztetiink, s azt elvetjiik. Ekkor azt mondjuk, hogy a
tényleges varhato érték és a feltételezett mg kozotti eltérés nem véletlen, hanem
szignifikdns a 100(1 — €)%-os szignifikanciaszinten. Ellenkezd esetben, tehdt ha
|u| < ue, akkor a tényleges varhaté érték és az mg kozotti eltérés statisztikailag nem
igazolhaté, igy a nullhipotézis elutasitasara nincs okunk, azt elfogadjuk. Vegytik
észre, hogy az egész eljards donté mértékben fiigg az elére adott e értéktol, hiszen
ez hatdrozza meg a szignifikanciaszintet. Ha ez egy konkrét gyakorlati problémaéval
kapcsolatban nincs megadva, akkor dltaldban az € = 0.05 értéket hasznéalhatjuk.
Mindazonaltal a dontés meghozatalakor a szignifikancia szintjét mindig meg kell
emliteniink.

Tekintsiik a kvetkez6 problémat: egy csokoladégyar 14 dekagrammos csokoladé-
szeleteket gyart egy 2 dekagramm szérdsu gépen. Egy véletlen minta mintakézepe
14.8 dekagramm volt. Feltételezheté-e az eltérés véletlenszerlisége? Esetiinkben
tehat

HO M =mgy = ].4,
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Hy :m # my.

Az u-préba alkalmazasidhoz vélasszuk az altalaban szokasos € = 0.05 értéket. Ekkor
0.05=P(Jul >u.)=1—P(Ju| <ue) =1— P(—ue <u<u) =

=1-Plu<u)+Plu<—-u)=2-2P(u<u)=2-20(u.),

tehat .
D(u.)=1-— 5= 0.975.

A standard normalis eloszlas tablazatdabdl u. = 1.96 adddik, mig az adatokbdl
u = 2, tehat a nullhipotézist 95%-os szignifikanciaszinten el kell vetniink, mert az
eltérés mértéke ezen a szinten szignifikans.

18.4. A t-préba

A gyakorlati problémak tobbségében a normalis eloszlasu sokasdgnak a varhato
értéke és a szérésa is ismeretlen, csupan annyit tudunk, hogy A (m, o) normdlis
eloszlasi. Feladatunk ismét annak eldontése, hogy az ismeretlen varhaté érték
megegyezik-e valamely adott mg valés szammal. Ennek megfeleléen a nullhipotézis
és az ellenhipotézis ismét a kovetkezoképpen irhato fel:

Hy : m = myg,

lem;émo.

A nullhipotézis ellenérzésére ezittal a kdvetkezd prébastatisztikat hasznéljuk:

X —

Ha helyes a nullhipotézis, akkor a ¢ valészintiségi véaltozé n — 1 szabadsagi foku
t-eloszldsu. Adott 0 < € < 1 szdmhoz a t-eloszlas tabldzatdbdl meghatarozzuk azt
a t. értéket, amelyre

P(Jt] > t.) =e.

Az u-prébdhoz hasonléan a gyakorlatban dltaldban az ¢ = 0.05, ¢ = 0.01, ¢ =
0.001 értékek hasznélatosak. A tovdbbiakban az u-prébandl alkalmazott eljarast
kovetjiik.
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Tekintsiik most a kovetkezé problémat: egy toltéautomata 1000 gramm anyag
betoltésére van beallitva. Mintavétel soran a kovetkezo értékeket kaptuk:

985 987 1003 993 996
991 994 1004 1002 985

A kovetkezd hipotézist kell megvizsgalnunk 95%-os szinten: teljesiil-e a varhatd
értékre az mo = 1000 el6iras. Tehat

Hozm:m():lOOO,

lem;émo.

Ha feltételezziik, hogy a minta normaélis eloszlasbdl van, akkor t-prébat alkalmazunk
a nullhipotézis ellendrzésére. Az adatok alapjan X = 9940 és $*? = 52.222, amib6l
t = —2.626 érték addodik. Mivel 10 adatunk van, a 9 szabadsdgi foku t-eloszlas
tabldzatabdl az € = 0.05 értékhez t. = 2.267 tartozik, igy 95%-os szinten szignifi-
kans eltérés van, aminek kovetkeztében ezen a szinten a nullhipotézist elutasitjuk.

Megjegyezziik, hogy 99%-os szinten a nullhipotézis elfogadhaténak bizonyul.
Mas kérdés, hogy a mintanagysag tulsdgosan kicsi ahhoz, hogy ennek alapjan 99%-
os szinten "nyugodtan” elfogadhassuk a nullhipotézist.

18.5. A x2-préba

Egy valdszintiségi valtozd eloszlasara tett hipotézisiinket gy ellendrizziik, hogy
lehetséges értékeit diszjunkt csoportokba osztjuk. Jelolje r a csoportok szamét, p;
annak a val6szin(iségét (a feltételezett eloszldsban), hogy a valdsziniiségi véltozd
értéke az i-edik csoportba esik, és v; az i-edik csoportba es6 mintaelemek szamat.
Legyen

no.
i=1 pi

Ekkor meg lehet mutatni (a Moivre-Laplace-tétel alapjdn), hogy ez a véltozd
kozelitéleg y2-eloszldst, r — 1 szabadsigi fokkal. Ennek alapjan a prébat a
kovetkezdképpen kell lefolytatni. Adott 0 < € < 1 esetén meghatarozzuk azt a
X2 szédmot, amelyre P(x? > x?) = e. Ezutdn, ha a minta alapjan kapott x? érték
nagyobb y2-nél, akkor a nullhipotézist elvetjiik, ellenkezd esetben azt mondjuk,
hogy nincs ellentmondas a minta és a nullhipotézis k6zott.

Most tekintsiik a kovetkezd példat. Egy dobdkockat 1400-szor feldobunk, és az
egyes szamok gyakorisagara a kovetkezd értékeket kapjuk:
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18.5. A x*-préba

Dobott szam | Gyakorisag
l-es 228
2-es 240
3-as 224
4-es 237
5-0s 235
6-0s 236

Szabalyosnak tekinthetjiik-e a kockat? Mivel szabalyos kocka esetén barmely

szam dobéasa egyarant % valdszintiségli, igy a nullhipotézis
1 .
Hozpizé (i=1,2,...,6).

A feladatot y2-prébaval oldjuk meg. A fentiek alapjin

6 2
2 (Vz' - 6pi)
= E —— =(.7857.
X 1 6p;

A szabadsagi fokok szdma f = r — 1 = 5. A y2?-eloszlés tablizatabdl az € = 0.05
értéknek megfeleléen azt kapjuk, hogy x? = 11.07, ami nagyobb, mint a minta
alapjan szdmitott fenti érték, {igy a nullhipotézis elutasitdsara 95%-os szignifikan-

ciaszinten nincs okunk, a kocka szabdlyosnak tekintheto.
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18.6. Feladatok

18.1. Valamely gép altal az (1)-es, illetve a (2)-es bedllitds mellett gydrtott
termékek egyik jellemzdje N(10,1), illetve N(10.25,1) eloszldsi valdszintiségi
valtoz6. Egy hosszi gyartési folyamat sordn elfelejtették feljegyezni, hogy melyik
beéllitassal termelt a gép. Megvizsgaljdk 100 termékre a széban forgd méretet. Mi
legyen a dontésiink, hogy a helytelen (1)-es déntés valészinlisége ne legyen t6bb
0.02-nél?

18.2. Egy érmét 100-szor feldobtunk, és 63 fej jott ki. Szabdlyosnak mondhatoé-e
az érme?

18.3. Egy betegséget egy bizonyos gyodgyszer p = 0.6 valdszinliséggel gyogyit
meg. Valaki egy 1j gydgyszerrdl azt allitja, hogy jobb az el6z6nél. Ha 20 em-
berbdl 15 meggydgyult az 1j gydgyszer hatasara, akkor hogyan dontiink a p < 0.6
nullhipotézisrsl 95%-os szignifikanciaszinten?

18.4. Kételemli mintat vesziink a (0,c)-ben (¢ < 1) egyenletes eloszlasbdl. A
¢ = 1 nullhipotézisrél gy déntiink, hogy ha max(X;, X3) > 0.8, akkor elfogadjuk,
kiilonben elutasitjuk. Milyen a méasodfaju hiba c-t6l vald fiiggése?

18.5. Egy bizonyos betegség esetén 10% a halanddsdg. 200 hegyilakd koziil 29-en
haltak meg ebben a betegségben. Jelenti-e ez azt, hogy a hegyilakéknak atlagon
feliili a halandésaga ebben a betegségben?

18.6. Egy csomagologép altal készitett baldkat vizsgalunk. 100 béla mérlegelése
utan azt kaptuk, hogy a baldk atlagos tomege 705 kg. Legyen a baldk tomege
normadlis eloszldsi, 50 kg szérdssal. Van-e szignifikdns eltérés 95%-os megbizhaté-
ségi szinten az el6irt 700 kg-hoz képest?
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19. Regresszidk

19.1. Kétvaltozds regresszid

A kétvaltozos regresszié alapvetd probléméja ugy fogalmazhatd, hogy egy n
valésziniiségi valtozé értékeit egy masik & valdszintségi véltozo értékeivel akar-
juk becsiilni. A moddszer lényege az, hogy a két valésziniiségi valtozé egyiittes
eloszlasanak segitségével probalunk olyan fiiggvényt keresni, amelybe a & konkrét
értékeit behelyettesitve az n értékeinek j6 kozelitését nyerjik. A kozelités
7josdgat” természetesen definidlni kellene, s erre tobb lehetéség kinalkozik. A
regresszioszamitasban a kozelités josagat altalaban a négyzetes eltérés varhato
értékével szokds mérni. Ezzel kapcsolatban bizonyitas nélkiil megemlitjik a
kovetkezd tételt.

19.1.1. Tétel Legyenek n, & valszintiségi valtozék. Tegyiik fel,
hogy n-nak létezik varhato értéke és a £-re vonatkozo feltételes varhato
értéke. Ekkor az

M[(n = h(€))’]

vdrhato érték mindazon h fiiggvények kérében, amelyekre h(§) valo-
szintiségi valtozo, akkor minimalis, ha

h(&) = M(n¢).

A tétel szerint tehat az np-nak £-re vonatkozo regresszidja az a fiiggvény, amely
a legkisebb négyzetes eltérés értelmében a lehetd legjobban kozeliti az n-t.
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19.2. Linedris regresszié

A regresszids fiiggvényt altalaban nem konnyli meghatarozni, ezért gyakran
nem az Osszes fliggvények korében keressiik a legjobban kozelitot, hanem valamely
specialis fiiggvényosztalyban. Ha ez a fliggvényosztaly a linearis fiiggvények
osztalya, akkor a kapott legjobban kozelité fliggvényt regresszids egyenesnek
nevezzik. A regressziés egyenest tehat

y=ax—+b

alakban keressiik, ismeretlen valds a, b egylitthatékkal. Az a és b meghatarozasihoz
az

M[(n — a& — b)*]
varhato értéket kell minimalizalni. Tételezziik fel a tovabbiakban, hogy az n és &
szorasa pozitiv. Egyszertien addodik, hogy a fenti kifejezés akkor minimalis, ha

02
a=r—,
g1
g2
b=mo —mir—,
o1

ahol
 M(ng) - M(pM(E)

D)D)
az 1 és & korrelacids egytitthatdja, tovabba myq, me, ill. o1, o9 jelolik a &, illetve n
varhato értékét, illetve szdérasat. A regresszios egyenes egyenlete tehat

r

g9 g9
Yy=r—=x + Mmoo — myr—.

g1 01
A regresszids egyenes iranytangensét regresszids egyitthaténak nevezziik. Lathato,
hogy a regressziés egyenes akkor és csak akkor parhuzamos az x tengellyel, ha az
n és & korrelalatlanok. Ha az egyenes egyenletében x helyére £-t frunk, megkapjuk
az n kozelitését
op

ﬁ:rﬂg—i—mg—mlr
o1 01

alakban. Ehhez a kozelitéshez azonban ismerniink kellene a korreldcids egyiitthato,

valamint a varhatd értékek és a szordasok pontos értékét. Ezeket altaldban csak

becsiilni tudjuk, valamely minta alapjan. Ha ((X1,Y7), (Xo,Y2),..., (X, Ys)) n-

elemii minta a (&, 7n) vektorvaltozéra, akkor a varhaté értékek becslésére az

1
X:ﬁZXi,

=1
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?:

S|

n
DY
i=1

mintakozepeket, a regresszids egylitthatd becslésére pedig az

Z:‘L:l(Xi — Y)(E - ?)
Z:‘L:I(Xi - X)2

a =

kifejezést hasznaljuk. Ennek az eljarasnak a helyességét a kovetkezOképpen
tamaszthatjuk ald: egy adott minta esetén a megfeleld (x1,y1), (x2,Y2), - -+, (Tn, Yn)
értékek a sikon n pontot reprezentalnak. Felvethet6 a kérdés, hogy melyik az az
y = ax +b egyenletii egyenes, amely a legkisebb négyzetek elve alapjan a legjobban
illeszkedik ezekre a pontokra. Mdés széval, milyen a és b mellett lesz a

n

Z(yi — ax; — b)?

i=1
kifejezés minimalis? A kérdésre valaszként az

2 (X = X)(Yi - Y)
Y (X = X)?

a =

és
b=Y — Xa

értékeket kapjuk, 6sszhangban a fentiekkel.

19.3. Regresszié normalis eloszlds esetén

A kovetkezdkben részletesen megvizsgéaljuk azt az esetet, amikor & és ) egytittes
eloszldsa kétdimenzids normaélis eloszlds. Az egyiittes slirliségfiiggvény ekkor

h(z,y) =

2

2
1 kT (15—72711) _Zr(x—ml)(y—m2)+(y—r2ng) }7
2no102V1 — 12 o1 0102 o}

ahol my,mo, illetve 01,09 jelolik a & és n varhatd értékét, illetve széraséat, r
pedig a £ és n korreldcids egyiitthatdéja. Ekkor tehdt &€ és n N(my,01), illetve
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N (ma, 02) eloszldst valdsziniiségi valtozd. Ha f jeloli a € stirliségfiiggvényét, akkor
kiszamithato az n véaltozonak a &-re vonatkozé feltételes siriségfiiggvénye:

_ h(zy)

1 —m(y—mz—rﬂ(fﬂ—ml))2

o1
V2moav/1 — 12
Ha itt x rogzitett, akkor ez egy N(mo + r22(z — m1),024/1 —1?)) eloszlds
stiriségfliggvénye, amelynek varhaté értéke

Ml¢ =) = [

oo

02
yge(ylz)dy = mo + r;l(x —ma).

Ebben az esetben tehat a regresszios fliggvény egyenes: egyiittes normalis eloszlas
esetén a regresszids egyenes nem csupan az egyenesek, hanem az 6sszes fliggvények
osztalyaban is a legjobb kozelitést szolgaltatja.

19.4. Linearizdlhatd regresszid

Két valdszintiségi valtozd esetén gyakran mérési adatok, kozvetlen megfi-
gyelések, mintavétel utjan igyeksziink kovetkeztetést levonni a koztilk fenndlld
esetleges fiiggvénykapcsolat tipusara. A megfigyelt értékek kozotti feltételezett
Osszefiiggéseket ugynevezett empirikus képlettel igyeksziink leirni. Ezek a képletek
altalaban bizonyos paramétereket tartalmaznak, melyek értékét a minta alapjan
akarjuk kozeliteni. Természetesen az empirikus képlet nem feltétleniil irja le a két
val6szintiségi valtozé kozott esetleg fennallé pontos fiiggvénykapcsolatot. Ilyenkor
az adatoktdl valo eltérés minimalizasara leggyakrabban a legkisebb négyzetek
modszerét szokas alkalmazni. A linedris regresszio esetében az empirikus képlet
alapja valéjaban egy linedaris Osszefiiggés feltételezése a két valtozd kozott, amely
nem biztos, hogy mindig megalapozott. Linedris Osszefliggést olyankor jogos
feltételezni, amikor a korreldcids egyiitthaté abszoliat értéke kozel 1. Mas ese-
tekben — az adatoktdl fliggben — mas fiiggvényosztdlyokban kell keresni az em-
pirikus képlet tipusit. Bizonyos esetekben egyszerii véltozdtranszformacidokkal
az empirikus képlet linearizdlhaté. Példaul, az y = aa® empirikus képlet az
u = Inz, v = Iny helyettesitéssel a v = bu + Ilna linedris Osszefiiggésbe megy
at, igy ha az eredeti adatokat kettds logaritmikus skalajui koordinatarendszerben
abrazoljuk, akkor ezek egy egyenesen fekszenek. Ha tehdt az eredetileg vélasztott
empirikus képlet kozelitoleg helyesen fejezi ki az adatok kozti Osszefiiggést, akkor a
logaritmusaik kozti Gsszefliggés kozelitésére jogosan hasznaljuk a regresszids egye-
nest. Tovabbi példak konnyen linearizalhaté empirikus képletekre a kovetkezok:
y=ae?®, y=ax"+0b y = stb. A megfelel6 linearizal6 helyettesitések
leirdsat az olvasoéra bizzuk.

T
ar+b’
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19.5. Feladatok

19.5. Feladatok

19.1. A &, n valészinliségi valtozoparra rendelkezésre 4ll a kovetkezé minta:

x| 101.3

103.7

98.6

99.9

97.2| 100.1

v| 609

626

586

994

579

605

Hatarozzuk meg a korreldcids egytitthatd becsiilt értékét, s a két valtozd kozott
linearis kapcsolatot feltételezve hatdrozzuk meg a regresszios egyenes egyenletét!

19.2. A &, n valészinliségi valtozokra rendelkezésiinkre all a kévetkezd minta:

X 1 2

25 3

5

5.6 5.8

6 9

10

vy | 3| 45

6.3 7

8

18 | 16.8

18| 21

20

Linearis kapcsolatot feltételezve hatarozzuk meg a regresszids egyenest!

19.3. A &, n valészintiségi valtozokra rendelkezésiinkre all a kovetkez6 minta:

x | 1970

1971

1972

1973

1974

y 13

24

32 46

57

Linedris kapcsolatot feltételezve hatdrozzuk meg a regresszids egyenest!

19.4. A &, n valészinliségi valtozokra rendelkezésiinkre all a kévetkezd minta:

X 1

1.5

2

2.5 3

3.5

y | 3.1

4.23

5.8

8.26| 10.

87

14.20

Vaélasszunk alkalmas empirikus képletet, s paramétereit hatdrozzuk meg a

legkisebb négyzetek maddszerével!
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A standard normalis eloszlas stiriiségfiiggvény és eloszlasfiiggvény tablazata

2

1

X 1 %
o()="=e *, e == e

@
2 dt

X—U 1 (x—p o
. Ha &eN(u,G), akkor P(§ <x)=® és f, (x):g(p 5 ) (Ezen tulajdonsagok
c

miatt van csak standard normalis eloszlas-tablazat).
. Ha x>0, akkor ®(—x)=1-®(x). (Ezen tulajdonsag miatt van a tdblazatban csak

nemnegativ X argumentum)

. Ha ¢ €(0,1), akkor P(-u, < Sl <uc):2(l)(u8)—1: 1-¢, azaz CI)(uE): 1—%.
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x D(x) o(x)
,00 ,500000 ,398942
01 ,503989 , 398922
,02 ,507978 , 398862
,03 511966 , 398763
,04 515953 ,398623
,05 ,519939 ,398444
,06 ,523922 , 398225
,07 ,527903 , 397966
,08 ,531881 , 397668
,09 ,535856 , 397330
,10 ,539828 , 396953
11 ,543795 , 396536
12 547758 ,396080
13 551717 ,395585
14 ,555670 , 395052
15 ,559618 ,394479
16 ,563559 ,393868
17 ,567495 , 393219
,18 ,571424 , 392531
,19 ,575345 , 391806
,20 ,579260 , 391043
21 ,583166 ,390242
22 ,587064 ,389404
23 ,590954 , 388529
24 ,594835 , 387617
25 ,598706 , 386668
,26 ,602568 , 385683
27 ,606420 , 384663
28 ,610261 ,383606
,29 ,614092 , 382515
,30 ,617911 , 381388
31 ,621720 , 380226
,32 ,625516 , 379031
33 ,629300 , 377801
34 ,633072 , 376537
35 ,636831 ,375240
,36 ,640576 , 373911
,37 ,644309 , 372548
,38 ,648027 , 371154
,39 ,651732 , 369728
,40 ,655422 , 368270
41 ,659097 , 366782
42 ,662757 ,365263
43 ,666402 , 363714
,44 ,670031 , 362135
45 ,673645 , 360527
,46 ,677242 , 358890
AT ,680822 , 357225
,48 ,684386 , 355533
,49 ,687933 , 353812
,50 ,691462 , 352065

x 0 (x) o(x)
51 ,694974 ,350292
,52 ,698468 ,348493
53 ,701944 , 346668
54 ,705401 , 344818
55 ,708840 ,342944
,56 , 712260 , 341046
,57 ,715661 , 339124
598 , 719043 , 337180
,59 , 722405 , 335213
,60 125747 , 333225
,61 , 729069 331215
,62 ,732371 , 329184
,63 ,735653 , 327133
,64 ,738914 ,325062
,65 , 742154 ,322972
,66 , 745373 ,320864
,67 , 748571 , 318737
,68 751748 , 316593
,69 , 754903 ,314432
,70 ,758036 , 312254
71 ,761148 , 310060
72 , 764238 , 307851
73 , 767305 , 305627
74 , 770350 , 303389
75 ,773373 , 301137
,76 ,776373 ,298872
17 , 779350 ,296595
,78 , 782305 ,294305
,79 , 785236 ,292004
,80 , 788145 ,289692
,81 ,791030 ,287369
,82 ,793892 ,285036
,83 ,796731 ,282694
,84 ,799546 ,280344
,85 ,802337 , 277985
,86 ,805105 275618
,87 ,807850 273244
,88 ,810570 ,270864
,89 ,813267 ,268477
,90 ,815940 ,266085
91 ,818589 , 263688
,92 821214 ,261286
93 ,823814 ,258881
,94 ,826391 ,256471
,95 ,828944 ,254059
,96 ,831472 ,251644
.97 ,833977 ,249228
,98 ,836457 ,246809
,99 ,838913 ,244390
1,00 ,841345 ,241971
1,01 ,843752 ,239551
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X D(x) o)
1,02 ,846136 ,237132
1,03 ,848495 ,234714
1,04 ,850830 ,232297
1,05 ,853141 ,229882
1,06 ,855428 ,227470
1,07 ,857690 ,225060
1,08 ,859929 ,222653
1,09 ,862143 ,220251
1,10 ,864334 ,217852
1,11 ,866500 ,215458
1,12 ,868643 ,213069
1,13 ,870762 ,210686
1,14 ,872857 ,208308
1,15 ,874928 ,205936
1,16 ,876976 ,203571
1,17 ,879000 ,201214
1,18 ,881000 ,198863
1,19 ,882977 ,196520
1,20 ,884930 ,194186
1,21 ,886861 ,191860
1,22 ,888768 ,189543
1,23 ,890651 ,187235
1,24 ,892512 ,184937
1,25 ,894350 ,182649
1,26 ,896165 ,180371
1,27 ,897958 ,178104
1,28 ,899727 ,175847
1,29 ,901475 ,173602
1,30 ,903200 ,171369
1,31 ,904902 ,169147
1,32 ,906582 ,166937
1,33 ,908241 ,164740
1,34 ,909877 ,162555
1,35 ,911492 ,160383
1,36 ,913085 ,158225
1,37 914657 ,156080
1,38 ,916207 ,153948
1,39 917736 ,151831
1,40 ,919243 ,149727
1,41 ,920730 ,147639
1,42 ,922196 ,145564
1,43 ,923641 ,143505
1,44 ,925066 ,141460
1,45 ,926471 ,139431
1,46 ,927855 ,137417
1,47 ,929219 ,135418
1,48 ,930563 ,133435
1,49 931888 ,131468
1,50 ,933193 ,129518
1,51 ,934478 ,127583
1,52 ,935745 ,125665
1,53 ,936992 ,123763

X D(x) ()
1,54 ,938220 ,121878
1,55 ,939429 ,120009
1,56 ,940620 ,118157
1,57 ,941792 ,116323
1,58 ,942947 ,114505
1,59 ,944083 ,112704
1,60 ,945201 ,110921
1,61 ,946301 ,109155
1,62 ,947384 ,107406
1,63 ,948449 ,105675
1,64 ,949497 ,103961
1,65 ,950529 ,102265
1,66 ,951543 ,100586
1,67 ,952540 ,098925
1,68 ,953521 ,097282
1,69 ,954486 ,095657
1,70 ,955435 ,094049
1,71 ,956367 ,092459
1,72 ,957284 ,090887
1,73 ,958185 ,089333
1,74 ,959070 ,087796
1,75 ,959941 ,086277
1,76 ,960796 ,084776
1,77 ,961636 ,083293
1,78 ,962462 ,081828
1,79 ,963273 ,080380
1,80 ,964070 ,078950
1,81 ,964852 ,077538
1,82 ,965620 ,076143
1,83 ,966375 ,074766
1,84 967116 ,073407
1,85 ,967843 ,072065
1,86 ,968557 ,070740
1,87 ,969258 ,069433
1,88 ,969946 ,068144
1,89 ,970621 ,066871
1,90 ,971283 ,065616
1,91 ,971933 ,064378
1,92 972571 ,063157
1,93 973197 ,061952
1,94 ,973810 ,060765
1,95 ,974412 ,059595
1,96 ,975002 ,058441
1,97 ,975581 ,057304
1,98 ,976148 ,056183
1,99 976705 ,055079
2,00 ,977250 ,053991
2,01 977784 ,052919
2,02 ,978308 ,051864
2,03 ,978822 ,050824
2,04 ,979325 ,049800
2,05 ,979818 ,048792

145




X D) ()
2,58 ,995060 ,014305
2,59 ,995201 ,013940
2,60 ,995339 ,013583
2,61 ,995473 ,013234
2,62 ,995604 ,012892
2,63 ,995731 ,012558
2,64 ,995855 ,012232
2,65 ,995975 ,011912
2,66 ,996093 ,011600
2,67 ,996207 ,011295
2,68 ,996319 ,010997
2,69 ,996427 ,010706
2,70 ,996533 ,010421
2,71 ,996636 ,010143
2,72 ,996736 ,009871
2,73 ,996833 ,009606
2,74 ,996928 ,009347
2,75 ,997020 ,009094
2,76 ,997110 ,008846
2,77 ,997197 ,008605
2,78 ,997282 ,008370
2,79 ,997365 ,008140
2,80 ,997445 ,007915
2,81 ,997523 ,007697
2,82 ,997599 ,007483
2,83 ,997673 ,007274
2,84 ,997744 ,007071
2,85 ,997814 ,006873
2,86 ,997882 ,006679
2,87 ,997948 ,006491
2,88 ,998012 ,006307
2,89 ,998074 ,006127
2,90 ,998134 ,005953
2,91 ,998193 ,005782
2,92 ,998250 ,005616
2,93 ,998305 ,005454
2,94 ,998359 ,005296
2,95 ,998411 ,005143
2,96 ,998462 ,004993
2,97 ,998511 ,004847
2,98 ,998559 ,004705
2,99 ,998605 ,004567

X D(x) o)
2,06 ,980301 ,047800
2,07 ,980774 ,046823
2,08 981237 ,045861
2,09 ,981691 ,044915
2,10 ,982136 ,043984
2,11 ,982571 ,043067
2,12 ,982997 ,042166
2,13 983414 ,041280
2,14 ,983823 ,040408
2,15 ,984222 ,039550
2,16 ,984614 ,038707
2,17 ,984997 ,037878
2,18 ,985371 ,037063
2,19 ,985738 ,036262
2,20 ,986097 ,035475
2,21 ,986447 ,034701
2,22 ,986791 ,033941
2,23 987126 ,033194
2,24 ,987455 ,032460
2,25 987776 ,031740
2,26 ,988089 ,031032
2,27 ,988396 ,030337
2,28 ,988696 ,029655
2,29 ,988989 ,028985
2,30 ,989276 ,028327
2,31 ,989556 ,027682
2,32 ,989830 ,027048
2,33 ,990097 ,026426
2,34 ,990358 ,025817
2,35 ,990613 ,025218
2,36 ,990863 ,024631
2,37 ,991106 ,024056
2,38 ,991344 ,023491
2,39 991576 ,022937
2,40 ,991802 ,022395
2,41 ,992024 ,021862
2,42 ,992240 ,021341
2,43 ,992451 ,020829
2,44 ,992656 ,020328
2,45 ,992857 ,019837
2,46 ,993053 ,019356
2,47 ,993244 ,018885
2,48 ,993431 ,018423
2,49 ,993613 ,017971
2,50 ,993790 ,017528
2,51 ,993963 ,017095
2,52 ,994132 ,016670
2,53 ,994297 ,016254
2,54 ,994457 ,015848
2,55 ,994614 ,015449
2,56 ,994766 ,015060
2,57 ,994915 ,014678
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A Student eloszlas tablazata
P(g>t,)=¢, P(-t, <&<t,)=1-¢

Siiriségfiiggvény

(n+1)
w1 | .

f. (x)= c(n)-(ﬁj ’ , ahol ¢(n) = (—Z,F(x) :J.e"t"’l dt.
T

nj\/g 0

2
n a szabadsagfok
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€ 0,90 0,80 0,70 0,60 0,50 0,40 0,30
Szabadsagi
fok
1,00 ,158384 ,324920 ,509525 ,726543 1,000000 1,376382 1,962611
2,00 ,142134 ,288675 ,444750 ,617213 ,316497 1,060660 1,386207
3,00 ,136598 ,276671 ,424202 ,584390 ,764892 978472 1,249778
4,00 ,133830 ,270722 ,414163 ,568649 ,740697 ,940965 1,189567
5,00 ,132175 ,267181 ,408229 ,559430 ,726687 ,919544 1,155767
6,00 ,131076 ,264835 ,404313 ,553381 ,717558 905703 1,134157
7,00 ,130293 ,263167 ,401538 ,549110 ,711142 ,896030 1,119159
8,00 ,129707 ,261921 ,399469 ,545934 ,706387 ,388890 1,108145
9,00 ,129253 ,260955 ,397868 ,543480 ,702722 ,883404 1,099716
10,00 ,128890 ,260185 ,396591 ,541528 ,699812 ,879058 1,093058
11,00 ,128594 ,259556 ,395551 ,539938 ,697445 ,875530 1,087666
12,00 ,128347 ,259033 ,394686 ,538618 ,695483 ,872609 1,083211
13,00 ,128139 ,258591 ,393955 ,537504 ,693829 ,870152 1,079469
14,00 ,127961 ,258213 ,393331 ,536552 ,6092417 ,868055 1,076280
15,00 ,127806 ,257885 ,392790 ,535729 ,691197 ,866245 1,073531
16,00 ,127671 ,257599 ,392318 ,535010 ,690132 ,864667 1,071137
17,00 ,127552 ,257347 ,391902 ,534377 ,689195 ,863279 1,069033
18,00 ,127447 ,257123 ,391533 ,533816 ,688364 ,862049 1,067170
19,00 ,127352 ,256923 ,391202 ,533314 ,687621 ,860951 1,065507
20,00 ,127267 ,256743 ,390906 ,532863 ,686954 ,859964 1,064016
21,00 ,127190 ,256580 ,390637 ,532455 ,686352 ,859074 1,062670
22,00 ,127120 ,256432 ,390394 ,532085 ,685805 ,858266 1,061449
23,00 ,127056 ,256297 ,390171 ,531747 ,685306 ,857530 1,060337
24,00 ,126998 ,256173 ,389967 ,531438 ,684850 ,856855 1,059319
25,00 ,126944 ,256060 ,389780 ,531154 ,684430 ,856236 1,058384
26,00 ,126895 ,255955 ,389607 ,530892 ,684043 ,855665 1,057523
27,00 ,126849 ,255858 ,389448 ,530649 ,683685 ,855137 1,056727
28,00 ,126806 ,255768 ,389299 ,530424 ,683353 ,854647 1,055989
29,00 ,126767 ,255684 ,389161 ,530214 ,683044 ,854192 1,055302
30,00 ,126730 ,255605 ,389032 ,530019 ,682756 ,853767 1,054662
40,00 ,126462 ,255039 ,388100 ,528606 ,680673 ,850700 1,050046
60,00 ,126194 ,254473 ,387170 ,527198 ,678601 ,847653 1,045469
120,00 ,125928 ,253910 ,386244 ,525796 ,676540 ,844627 1,040932
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€ 0,20 0,10 0,05 0,02 0,01 0,001
szabadsagi
fok
1,00 3,077684 6,313752 12,70620 31,82052 63,65674 636,6205
2,00 1,885618 2,919986 4,302653 6,964557 9,924843 31,59905
3,00 1,637744 2,353363 3,182446 4,540703 5,840909 12,92398
4,00 1,533206 2,131847 2,776445 3,746947 4,604095 8,610302
5,00 1,475884 2,015048 2,570582 3,364930 4,032143 6,868827
6,00 1,439756 1,943180 2,446912 3,142668 3,707428 5,958816
7,00 1,414924 1,894579 2,364624 2,997952 3,499483 5,407883
8,00 1,396815 1,859548 2,306004 2,896459 3,355387 5,041305
9,00 1,383029 1,833113 2,262157 2,821438 3,249836 4,780913
10,00 1,372184 1,812461 2,228139 2,763769 3,169273 4,586894
11,00 1,363430 1,795885 2,200985 2,718079 3,105807 4,436979
12,00 1,356217 1,782288 2,178813 2,680998 3,054540 4,317791
13,00 1,350171 1,770933 2,160369 2,650309 3,012276 4,220832
14,00 1,345030 1,761310 2,144787 2,624494 2,976843 4,140454
15,00 1,340606 1,753050 2,131450 2,602480 2,946713 4,072765
16,00 1,336757 1,745884 2,119905 2,583487 2,920782 4,014996
17,00 1,333379 1,739607 2,109816 2,566934 2,898231 3,965126
18,00 1,330391 1,734064 2,100922 2,552380 2,878440 3,921646
19,00 1,327728 1,729133 2,093024 2,539483 2,860935 3,883400
20,00 1,325341 1,724718 2,085963 2,527977 2,845340 3,849516
21,00 1,323188 1,720743 2,079614 2,517648 2,831360 3,819277
22,00 1,321237 1,717144 2,073873 2,508325 2,818756 3,792131
23,00 1,319460 1,713872 2,068658 2,499867 2,807336 3,767627
24,00 1,317836 1,710882 2,063899 2,492159 2,796940 3,745399
25,00 1,316345 1,708141 2,059539 2,485107 2,787436 3,725144
26,00 1,314972 1,705618 2,055529 2,478630 2,778715 3,706612
27,00 1,313703 1,703288 2,051831 2,472660 2,770683 3,689592
28,00 1,312527 1,701131 2,048407 2,467140 2,763262 3,673906
29,00 1,311434 1,699127 2,045230 2,462021 2,756386 3,659405
30,00 1,310415 1,697261 2,042272 2,457262 2,749996 3,645959
40,00 1,303077 1,683851 2,021075 2,423257 2,704459 3,550966
60,00 1,295821 1,670649 2,000298 2,390119 2,660283 3,460200
120,00 1,288646 1,657651 1,979930 2,357825 2,617421 3,373454
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Az F (Fisher) eloszlas tablazata
Szignifikancia szint 95%-os

P(E>K,)=0,975
f,+1 a szamlalo korrigalt empirikus szorasnégyzetéhez tartozo mintaelemszam
f, +1 a nevezd korrigalt empirikus szorasnégyzetéhez tartoz6 mintaclemszam
f, az oszlopok tetején, f, a sorok elején all

A stiriségfiiggvény

F(fl +f,

2 f, i+

le(f2 +f, -x) 2 x>0, ahol I'(x) :je"‘[x'1 dt.
0

f

=
2 2
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fl 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 12 16 20 24 30 50 100
2
1 161,44 | 199,50 | 215,71 | 224,58 | 230,16 | 233,99 | 236,77 | 238,88 | 240,54 | 241,88 | 243,91 | 246,46 | 248,01 | 249,05 | 250,10 | 251,77 | 253,04
2 18,512 19,00 19,16 19,25 19,30 19,33 19,35 19,37 19,38 19,40 19,41 19,43 19,45 19,45 19,46 19,48 19,49
3 10,127 9,55 9,28 9,12 9,01 8,94 8,89 8,85 8,81 8,79 8,74 8,69 8,66 8,64 8,62 8,58 8,55
4 7,7086 6,94 6,59 6,39 6,26 6,16 6,09 6,04 6,00 5,96 5,91 5,84 5,80 5,77 5,75 5,70 5,66
5 6,6078 5,79 5,41 5,19 5,05 4,95 4,88 4,82 4,77 4,74 4,68 4,60 4,56 4,53 4,50 4,44 4,41
6 5,9873 5,14 4,76 4,53 4,39 4,28 4,21 4,15 4,10 4,06 4,00 3,92 3,87 3,84 3,81 3,75 3,71
7 5,5914 4,74 4,35 4,12 3,97 3,87 3,79 3,73 3,68 3,64 3,57 3,49 3,44 3,41 3,38 3,32 3,27
8 5,3176 4,46 4,07 3,84 3,69 3,58 3,50 3,44 3,39 3,35 3,28 3,20 3,15 3,12 3,08 3,02 2,97
9 5,1173 4,26 3,86 3,63 3,48 3,37 3,29 3,23 3,18 3,14 3,07 2,99 2,94 2,90 2,86 2,80 2,76
10 4,9646 4,10 3,71 3,48 3,33 3,22 3,14 3,07 3,02 2,98 2,91 2,83 2,77 2,74 2,70 2,64 2,59
11 4,8443 3,98 3,59 3,36 3,20 3,09 3,01 2,95 2,90 2,85 2,79 2,70 2,65 2,61 2,57 2,51 2,46
12 4,7472 3,89 3,49 3,26 3,11 3,00 2,91 2,85 2,80 2,75 2,69 2,60 2,54 2,51 2,47 2,40 2,35
13 4,6671 3,81 341 3,18 3,03 2,92 2,83 2,77 2,71 2,67 2,60 2,51 2,46 2,42 2,38 2,31 2,26
14 4,6001 3,74 3,34 3,11 2,96 2,85 2,76 2,70 2,65 2,60 2,53 2,44 2,39 2,35 2,31 2,24 2,19
15 4,5430 3,68 3,29 3,06 2,90 2,79 2,71 2,64 2,59 2,54 2,48 2,38 2,33 2,29 2,25 2,18 2,12
16 4,4939 3,63 3,24 3,01 2,85 2,74 2,66 2,59 2,54 2,49 2,42 2,33 2,28 2,24 2,19 2,12 2,07
17 4,4513 3,59 3,20 2,96 2,81 2,70 2,61 2,55 2,49 2,45 2,38 2,29 2,23 2,19 2,15 2,08 2,02
18 4,4138 3,55 3,16 2,93 2,77 2,66 2,58 2,51 2,46 2,41 2,34 2,25 2,19 2,15 2,11 2,04 1,98
19 4,3807 3,52 3,13 2,90 2,74 2,63 2,54 2,48 2,42 2,38 2,31 2,21 2,16 2,11 2,07 2,00 1,94
20 4,3512 3,49 3,10 2,87 2,71 2,60 2,51 2,45 2,39 2,35 2,28 2,18 2,12 2,08 2,04 1,97 1,91
21 4,3247 347 3,07 2,84 2,68 2,57 2,49 2,42 2,37 2,32 2,25 2,16 2,10 2,05 2,01 1,94 1,88
24 4,2596 3,40 3,01 2,78 2,62 2,51 2,42 2,36 2,30 2,25 2,18 2,09 2,03 1,98 1,94 1,86 1,80
26 4,2252 3,37 2,98 2,74 2,59 2,47 2,39 2,32 2,27 2,22 2,15 2,05 1,99 1,95 1,90 1,82 1,76
28 4,1959 3,34 2,95 2,71 2,56 2,45 2,36 2,29 2,24 2,19 2,12 2,02 1,96 1,91 1,87 1,79 1,73
32 4,1490 3,29 2,90 2,67 2,51 2,40 2,31 2,24 2,19 2,14 2,07 1,97 1,91 1,86 1,82 1,74 1,67
36 4,1131 3,26 2,87 2,63 2,48 2,36 2,28 2,21 2,15 2,11 2,03 1,93 1,87 1,82 1,78 1,69 1,62
40 4,0847 3,23 2,84 2,61 2,45 2,34 2,25 2,18 2,12 2,08 2,00 1,90 1,84 1,79 1,74 1,66 1,59
60 4,0011 3,15 2,76 2,53 2,37 2,25 2,17 2,10 2,04 1,99 1,92 1,82 1,75 1,70 1,65 1,56 1,48
100 3,9361 3,09 2,70 2,46 2,31 2,19 2,10 2,03 1,97 1,93 1,85 1,75 1,68 1,63 1,57 1,48 1,39
200 3,8883 3,04 2,65 2,42 2,26 2,14 2,06 1,98 1,93 1,88 1,80 1,69 1,62 1,57 1,52 1,41 1,32
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A 1’ -eloszlas tablazata
Pe>K,)=¢

Az f szabadsagfok a sorok elején olvashato, az € szint az oszlopok tetején all
A K, kritikus érték a megfeleld sor-oszlop keresztez6dés celldjaban all

Siiriségfiiggvény

1 Xt 7
fé(x)zT 2.x2 x> 0,ahol l”(x):_[e’tt"'1 dt
2 0
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€ 0,99 0,98 0,90 0,80 0,70 0,50
szab.fok

1 ,0002 ,0006 ,0039 ,0158 ,1485 ,4549
2 ,0201 ,0404 ,1026 ,2107 ,7133 1,3863
3 ,1148 ,1848 ,3518 ,5844 1,4237 2,3660
4 ,2971 ,4294 ,7107 1,0636 2,1947 3,3567
5 ,5543 ,7519 1,1455 1,6103 2,9999 4,3515
6 ,8721 1,1344 1,6354 2,2041 3,8276 5,3481
7 1,2390 1,5643 2,1673 2,8331 4,6713 6,3458
8 1,6465 2,0325 2,7326 3,4895 5,5274 7,3441
9 2,0879 2,5324 3,3251 4,1682 6,3933 8,3428
10 2,5582 3,0591 3,9403 4,8652 7,2672 9,3418
11 3,0535 3,6087 4,5748 5,5778 8,1479 10,3410
12 3,5706 4,1783 5,2260 6,3038 9,0343 11,3403
13 4,1069 4,7654 5,8919 7,0415 9,9257 12,3398
14 4,6604 5,3682 6,5706 7,7895 10,8215 13,3393
15 5,2293 5,9849 7,2609 8,5468 11,7212 14,3389
16 5,8122 6,6142 7,9616 9,3122 12,6243 15,3385
17 6,4078 7,2550 8,6718 10,0852 13,5307 16,3382
18 7,0149 7,9062 9,3905 10,8649 14,4399 17,3379
19 7,6327 8,5670 10,1170 11,6509 15,3517 18,3377
20 8,2604 9,2367 10,8508 12,4426 16,2659 19,3374
21 8,8972 9,9146 11,5913 13,2396 17,1823 20,3372
22 9,5425 10,6000 12,3380 14,0415 18,1007 21,3370
23 10,1957 11,2926 13,0905 14,8480 19,0211 22,3369
24 10,8564 11,9918 13,8484 15,6587 19,9432 23,3367
25 11,5240 12,6973 14,6114 16,4734 20,8670 24,3366
26 12,1981 13,4086 15,3792 17,2919 21,7924 25,3365
27 12,8785 14,1254 16,1514 18,1139 22,7192 26,3363
28 13,5647 14,8475 16,9279 18,9392 23,6475 27,3362
29 14,2565 15,5745 17,7084 19,7677 24,5770 28,3361
30 14,9535 16,3062 18,4927 20,5992 25,5078 29,3360
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