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Chapter 1. A problémareprezentacio
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Az allapottérgraf

A mesterséges intelligencia problémainak megoldasa a probléma megfogalmazasaval kezdddik: a
problémat leirjuk, reprezentaljuk. Az egyik legelterjedtebb reprezentacios technika az allapottér-
reprezentacio (state space representation).

Az allapottér-reprezentacio
Legyen adott egy probléma, amit jeloljiink P -vel.
® Megkeressilk P vilaganak legalabb egy, de véges sok — a probléma megoldasa soran

fontosnak vélt — meghatarozojat. (pl. objektum, pozicid, méret, hémérséklet, szin, stb.)

Tegyiik fel, hogy ™ ilyen jellemz6t talaltunk.

® Minden egyes jellemzé P vilagat kiilonbozé értékekkel jellemzi. (pl. szin: fekete/fehér;
[—20°, 4G{],stb)

hémeérséklet:

. h

Ha a megadott jellemz8k épp rendre a Ras ey B értékekkel rendelkeznek azt mondjuk, hogy

Equation 1.1.
D

vilaga a (R, ooy him) érték M-essel leirt dllapotban (state) van. A vilagunk allapotainak halmaza
az allapottér (state space).

Jelolje az I_edik jellemzé altal felvehetd értékek halmazat Hi(i=1 .., m}. Ekkor P allapotai
J J p
elemei a

Equation 1.2.

Hyx---xH,,

halmaznak.
Azokat a feltételeket, amelyek meghatarozzak, hogy ebbél a halmazb6l mely érték ™M-esek
allapotok kényszerfeltételeknek nevezzik.

Az allapottér tehat az értékhalmazok Descartes-szorzatanak a kényszerfeltételekkel kijelolt
részhalmaza:

Equation 1.3.

A={a|a€HX..xH, és kenyszerfeltétel(a)}
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Az < allapottér azon éllapotat, amit a probléma viliga jellemzéinek kezddértékei hataroznak

kezdd

meg, kezdballapotnak (initial state) nevezziik és -vel jeloljik.

A kezdéallapotbol kiindulva a probléma vilaganak sorban el6allo allapotait rendre meg szeretnénk
valtoztatni, mig végiil valamely szamunkra megfelel6 un. célallapotba (goal state) jutunk.

Jelolje € A, célallapotok halmazat. Megadasa kétféleképpen torténhet:

® felsorolassal: & = {enwaleaeai=1, ., LIz1}

@ célfeltételek megadasaval: ¢={clcea és celfeltételek(c) }

Altalaban € © “4, hiszen kezdo ¢ 'f, kiilonben nincs megoldando feladat.

Hogy célallapotba juthassunk, meg kell tudnunk valtoztatni bizonyos allapotokat. Az
allapotvaltozasokat leir6 leképezéseket operatoroknak (operator) nevezzik.

Nem minden operator alkalmazhat6 feltétlentil minden allapotra, ezért meg szoktuk adni az
operatorok értelmezési tartomanyat az operatoralkalmazasi el6feltételek segitségével.
Jeloljon az operatorok o véges halmazabol © egy operatort. Ekkor

Equation 1.4.

Domio) = {a|a €A és o-alkalmazasanak-eldfeltétele(a)}
es

EBng(o) = {ola)|a € Domlo) és ola) € A}

Definicio

Legyen P egy probléma. Azt mondjuk, hogy a P problémat dllapottér-reprezentaltuk, ha
megadtuk az

Equation 1.5.
(A, kezdo, ¢, )

négyest, azaz
@y AF0 halmazt, a probléma allapotterét,
® kezdd € A kezddallapotot,
® a célallapotok C C <A halmazat és
® a7 operatorok ¢ * % véges halmazat.
Jelolése: p= (A4, kezdd, ¢, C}}.

A, kezdo, ¢, 0)

Legyen P egy probléma, ( P egy allapottér-reprezentaciéja és legyenek

a, a' €A

Definicio



Az @ allapotbél az @ | allapot kozvetleniil elérheté, ha van olyan @ € © operétor, hogy
Equation 1.6.

o-alkalmazasanak-elofeltétele(a) es ofa)=a'.

Jelolése: 4 = d I, ha fontos, hogy @ allitja el @-bol & 4. @0 d
Definicio

Az @ allapotbél az a’ allapot elérhets, ha vagy @ = @ ; vagy van olyan di, oy O €A (k= 2)
(véges) allapotsorozat, hogy

Equation 1.7.

a=dad;, a'=a, €s a;=d;4, minden 1 =i=k—-1 eseten.

Jelolése: 4= 4

Ha i = diy1 minden l=i=k-1 01, 02, ey O — 1

esetén, akkor van olyan

di =p; div1 (1l =i=k—

operatorsorozat, hogy 1 !, Ilyenkor azt mondjuk, hogy az @ allapotbél

az @ llapot az ©1 92, - Ok—1  operatorsorozat segitségével elérhets. Jelolve:
g ——=a'
07, .., 0k —1
Definicio
Legyen p = (A, kezdd, ¢, G}. A P probléma megoldhaté ebben az allapottér-reprezentacioban,

kezdl =———= ¢

cCec célallapot, hogy kezdd =" C Ha 01, . 0k-1 (I'2 U, akkor az

ha van olyan

01, «--s Or operatorsorozat a probléma egy megoldasa.

A feladatunk lehet
@ annak eldontése, hogy megoldhato-e a probléma az adott allapottér-reprezentacioban,
@ cgy (esetleg az Osszes) megoldas elballitasa,
@ cgy (esetleg az Osszes) célallapot elballitasa,

@ valamilyen mindsités alapjan jo megoldas el6allitisa (a megoldasok kozott kiilonbséget
tehetiink, pl. a megoldas koltsége alapjan).

kiltseglo, a) az ©

Jelolje operator @ allapotra alkalmazasanak a koltségét.
Definicio
Legyen p = (A, kezdo, ¢, 0) ¢s 010 -y Or €0 a probléma egy megoldasa, azaz

Equation 1.8.



dj . 1 . = ] =
Legyen rendre Topdixl (1=1is= T‘]’ ahol 91 kezdo és 9r+1=C Ekkor a megoldas
koltsége:

Equation 1.9.

> koltség(or, aj).
i=1

Ha kdltseg(o, a) = 1, akkor a megoldas koltsége az alkalmazott operatorok szama.

Ha az allapottér-reprezentaciot valamilyen programozasi nyelv segitségével szeretnénk leirni,

akkor meg kell adni

® az Aallapotok tipusat, tovabba a kényszerfeltételeket leird, logikai értéket visszaadd
fuggvényt;

@ a kezdballapotot egy allapot tipust konstanssal;
® a célallapotok halmazat:
O allapot tipusu konstansok felsorolasaval vagy
O a célfeltételt leir6 logikai értéket visszaadé fiiggvénnyel;

® az operatorokat: fuggvényekkel vagy eljarasokkal. Egy-egy operatorhoz az
alkalmazasanak el6feltételét leird logikai fiiggvény is tartozhat. Alkalmas fiiggvénnyel ki
lehet szamolni (vagy tablazattal meg lehet adni) az operatorok alkalmazasi koltségeit is.

Példak allapottér-reprezentaciora

A nyolcas kirako jaték

Adott nyolc szamozott négyzetalakt lapocska, melyek egy tablan 3X3_35 sémaban helyezkednek
el. Egy lapocskanyi hely a tablan igy nyilvan tres. Az iires hellyel szomszédos barmelyik
lapocskat az ires helyre tolhatjuk. A feladat az, hogy adott kezddéallasbol kiindulva adott
célallasnak megfeleld elrendezést alakitsunk ki.

A probléma vilaga: a tabla a szamozott lapocskakkal.

A vilag leirasa: a tabla egyes pozicidin épp mely szamozott lapocskak vannak.

Table 1.1. Egy-egy poziciora hivatkozas: (sor,0szlop)
PR D23 3)

lapocska 14

ahol 0=<l];=8 minden 1 =1L J = 3 egetén.
Tehat Hyj=H= {0, 1, ..., 8} minden 1 =1, j =3 45

A probléma vilaganak egy-egy allapotat egy-egy olyan
Equation 1.10.



Pl
—
=

P
—
(]

P
[
L]

L1 Lo s
I31 I3,2. I3 3

érték 9-es ({3 >'cl“'g}—as matrix) hatarozza meg, melyben az értékek H peli elemek, és az érték 9-
esben minden egyes érték H pel pontosan egyszer fordul el§:

Equation 1.11.

ViV jVsVo(—-(i=s)v—-(j=0)D =l ;=1I,)).

A kezdéallapot és a célallapot:
Equation 1.12.

1 2 0)
kezdo=|4 6 3
7 5 8)

Equation 1.13.
1 2 3
c=|4 5 6
7 8 9/

A szamozott lapocskak tologatasai soran az iires pozicidja mindig valtozik, az eredetihez képest
fel, le, jobbra vagy balra kerill egy-egy pozicioval. Igy tehat négy operator segitségével leirhatjuk
az allapotvaltozasokat. A

Equation 1.14.

1,4 l1 2 11,3\' Ih1" 132" 1y 3"
fel:|lz1 a2 Lpa|=|lz 1" 22" g5
dz1 Is2 Is3) 31" 132° 133"

operatort akkor alkalmazhatjuk, ha
Equation 1.15.

313 j((l;; = 0) A (i = 0)).

=[}:

Az alkalmazas eredménye, ha az éppen s,

Equation 1.16.



0 hai=s—-1j=0
i i"=<ls-1, hai=s j=o0

ad

I; ; egvébkeént.

e d

Az allapottérgraf

Legyen a P probléma az (A, kezdo, €, 0)
reprezentacio egy iranyitott grafot hataroz meg.

allapottér-reprezentacioval megadva. Ez a

® Az A allapottér elemei (az allapotok) a graf csiicsai. Vezessiik be az @ € A allapot altal
definialt csticsra az "¢ jelolést. Ekkor a graf csticsainak halmaza
Equation 1.17.
N={n,|aeaA}.

® A graf cstcsai kozil kitiintetett szerepet jatszanak a kezdéallapotot szemlélteté tun.
startcstics (jele: Myezdd vagy ¥)

@ és a célallapotokat szemléltetd terminalis csucsok. A terminélis csicsok halmaza tehat:
Equation 1.18.
T=1{n.|cecl.

® Minden @ € At gzemléltetd cstcsbol iranyitott élt hizunk az ¢ € At szemléltets

csticsba, ha @-bol kozvetleniil elérhets @, azaz a graf iranyitott éleinek halmaza a
kovetkezd:

Equation 1.19.

E={(ngs na)|la, a €4 ésa=a'l.

Az
Equation 1.20.

(N, s, T, E)

iranyitott grafot a P probléma (A, kezdo, ¢, 0)

allapottérgrafianak vagy reprezentacios grafjanak nevezzik.
Lemma:

Legyen I:*h"r.l 5, T.' E} a p prObléma (U"f-, ;{E'Zdrff, c_, I:'J} e,



allapottérgrafja. Pontosan akkor vezet az allapottérgraf Ma csticsabol az ettél kiilonbszd

ng

cstcsba iranyitott t, ha az @ allapotbél az @ allapot elérhetd.
Bizonyitas:
* 1 1 . B o
1. Tegyik fel, hogy @ = @ (@7 @) Ez azt jelenti, hogy van olyan Ay, -es Qg €A
(k= 2) (véges) allapotsorozat, hogy
Equation 1.21.
E={(ns nga)|a a' €4 ésa=a'l.
. . . 1=i=sk-1 Mg 0 .
Tehat a reprezentaciés graftban minden -re az csucsbol iranyitott él
n,. ,
vezet az = “i*1 csticsba, azaz
Equation 1.22.
{nﬂ:'.' nﬂ:‘+'1} € E
. _ . Mgy =MNg 2y, o, Ng, =Ng'___
Ez viszont azt jelenti, hogy csucsbdl iranyitott ut vezet az =% csucsba.
2. Tegyiik fel azt, hogy az allapottérgraf Ma csicsabol az ettél kilonbozd @' csticsba
iranyitott ut vezet. Ez azt jelenti, hogy van olyan
Ny, Mo ), (Mg, Mga)y oon, (Mg L, Ny, ) €EF .
(Nay, Nay), (Mg, Ng3) (Naye_ 1 Nay) (k= 2) iranyitott  élsorozat az
, . . MNpg, =My, My, = Ny
allapottérgrafban, hogy = “1 9és “ . Ekkor
® cgyrészt dy=dggde=a
s (Mg, Mg ) EE = a
® tovabba ( di-1 ﬂ‘} csak akkor, ha dij—1=0;
& I 1
Ez azt jelenti, hogy @ = @ tehat az @ allapotbdl az & allapot elérheté.
Tétel:
N a i) s s ,
Legyen (N,s, T.E) , p probléma (-4, kezdd, ¢, 0) allapottér-reprezentacidjahoz tartozé

allapottérgrafia. Pontosan akkor megoldhatdé P, ha van az allapottérgrafban a startcsiicsbol
valamelyik terminalis csucsba vezetd iranyitott ut.

Bizonyitas:

1.

A P probléma

cec kezdd =" ¢ De ekkor az

n-eT

Egyrészt ha P megoldhat6, van olyan célallapot, hogy

allapottérgratban iranyitott ut vezet az Mkezdd startesticsbél az terminalis csucsba.

Masrészt ha van az allapottérgafban az Mkezdd gtartesticsbol valamely terminalis csicsba

kezda

vezet$ iranyitott ut, a allapotbol elérhet6 ezen terminalis csucs altal szemléltetett

allapot. De a terminalis csticsok célallapotokat szemléltetnek. Tehat P megoldhato.

(A, kezdd, ¢, o) allapottér-reprezentacidjaban vegyik figyelembe az



operatorok alkalmazasi koltségeit. Rendeljink ekkor minden (ng, ng') élhez koltséget: ha

a=,a ', alckor koltség(o, a) kbltseg(ng, ng)

legyen ezen él koltsége (jelolve: )- Egy

Equation 1.23.

(Nay, Nay), (Nag, Naz), oo, (Mg, Na ) €E (k= 2)

iranyitott ut koltsége a benne szereplé élek koltségosszege

Equation 1.24.

k=1

‘E koltség(ng,, ng,. ,)-

1

Ha minden él koltsége egységnyi, az iranyitott at koltsége éppen az ut éleinek a szama.

Egy allapottér-reprezentalt probléma megoldasanak sikerét jelentésen befolyasolja a
reprezentacios graf bonyolultsaga:

® a csticsok szama,
@ az egy cstcsbol kiinduld élek szama,
@ a hurkok és korok szama és hossza.
Ezért célszeri minden lehetséges egyszertsitést végrehajtani. Lehetséges egyszerusitések:

® a csucsok szamanak csokkentése — Ugyes reprezentaciéval az allapottér kisebb méret(i

lehet;

® az egy csucsbol kiindulo élek szaménak csokkentése — az operatorok értelmezési
tartomanyanak alkalmas megvalasztasaval érhet6 el;

@ a reprezentacios graf fava alakitasa — a hurkokat, illetve koroket ,kiegyenesitjuk”

Chapter 2. Megoldast kereso rendszerek

Table of Contents
Nemmodosithaté megoldaskeres rendszerek

Modosithaté megoldaskeresé rendszerek
A visszalépéses megoldaskeresés algoritmusa
Visszalépéses megoldaskeresés koroket is tartalmazd grafokban
Ag és korlat algoritmus
Keres6faval keres6k
Szélességi és mélységi keres6k
Optimalis keresé
Best-first algoritmus
Az A algoritmus

A monoton || algoritmus

Az allapottérgrafban keressiik a megoldast: a start cstcsbol valamely terminalis csticsba vezet
utat. Az allapottérgrafot implicit médon — az allapottér-reprezentacié megadasaval — adjuk meg a
megoldast keresé rendszereknek. Ezek a keresés soran addig és ugy épitik a grafot, amig
megoldast nem talalnak, vagy amig valamilyen ok miatt kudarcot nem vallanak a kereséssel.
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A megoldast keres6 rendszerek felépitése:

® Az adatbazis az allapottérgrafnak a keresés soran eléallitott része, amit kiegészithetiink a
hatékony kereséshez sziikséges bizonyos informaciokkal.

® A miiveletek modositjak az adatbazist, azaz az allapottérgraf adatbazisbeli részébdl az
allapottérgraf egy ujabb (tovabbi) részét allitjak el6. A rendszer alkalmazhat

O allapottér-reprezentacios operatorokbol szarmaztatott miiveleteket,

O ,technikai” mtveleteket (pl. visszalépést).

A miiveleteknek is vannak végrehajtasi feltételeik.

® A vezérl6 iranyitja a keresést. Megmondja, hogy a megoldaskeresés folyaman az
adatbazisra, annak mely részén, mikor, melyik a végrehajtasi feltételeknek eleget tevd
mtvelet hajtodjon végre. Figyeli azt is, hogy befejezédhet-e a keresés, azaz

O megvan-e a probléma megoldasa,

O vagy kideriilt, hogy nem megoldhat6 a probléma.
A megoldaskeres6 vezérl6je az alabbi séma szerint miikodik:

procedure Keres6(A, kezd6é, C, 0)
adatbdzis < Inicializal(kezdd)
while Igaz do
if Megoldas-Taldl(adatbdzis) then
break
end if
if Nem-Folytat(adatbdzis) then
break
end if
mivelet « Valaszt(adatbdzis,miveletek)
adatbazis « Alkalmaz(adatbdzis,mivelet)
end while
if Megoldas-Talal(adatbazis) then
Megoldas-Kiir(adatbazis)
else
print ,Sikertelen keresés”
end if
end procedure

A megoldast keres6 rendszerek kiillonb6z6 szempontok alapjan osztalyozhatok :
® Moddosithato-e valahogy egy mar alkalmazott mivelet hatasa?
O nem: nemmodosithaté megoldaskeresék
O igen: modosithaté megoldaskeresék
O visszalépéses (backtracking) keresék
O keres6faval keres6k
® Hasznalunk-e valamiféle specialis tudast a keresés soran?
O nem: iranyitatlan (vak, szisztematikus) megoldaskeresék

O igen: heurisztikus megoldaskeresék

»A heurisztika (heurisztikus szabaly, mddszer) olyan 6kolszabaly, stratégia, triikk,
egyszerUsités, vagy egyéb eszkoz, amely drasztikusan korlatozza a megoldas
keresését nagyméreti reprezentacios grafokban.” (Feigenbaum és Feldman)



® Milyen iranyu a keresés?

O el6rehalado (forward) vagy adatvezérelt keres6 rendszer: a kezd6 allapotbol
kiindulva keresiink célallapotba vezetd utat.

O wvisszafelé haladé (backward) vagy célvezérelt keres6é rendszer: a célallapotbol
kiindulva — visszafelé haladva — probaljuk rekonstrualni a kezdéallapotbol
odavezetd utat.

O kétiranyu (bidirectional) keres6 rendszer: mindkét iranybol elindul, s valahol
talalkozik

A megoldaskeres6 rendszerek értékelési szempontjai:

@ Teljesség (completeness): A rendszer minden olyan esetben megtalalja-e a megoldast,
amennyiben az létezik?

® Optimalitas (optimality): Tobb megoldas létezése esetén a rendszer az optimalis megoldast
talalja-e meg?

® [dGigény (time complexity): Mennyi ideig tart egy megoldas megtalalasa?

® Tarigény (space complexity): Mekkora tarolo teriiletre van sziikség a megoldas
megtalalasadhoz?

Nemmodosithato megoldaskereso rendszerek

A MI modszereit nem hasznald, un. hagyomanyos feladatmegoldasi médoknal alkalmazzak. A MI
problémak megoldasa soran nem tudjuk, hogy a reprezentacios graf megfelel6 — a megoldast is
tartalmazo — részét épitjiik-e, ezért ritkan alkalmazunk nemmodosithat6 keresést az MI teriiletén.

~{

® adatbazisa az allapottérgraf egyetlen cstcsa, az un. aktualis csucs;

Legyen p = A, kezdo, ¢, r:?}' Egy nemmodosithaté megoldaskeres6 rendszer

® miiveletei az allapottér-reprezentacids operatorok;

® vezérlbje:

procedure Nemmdédosithat6-Keres6(A, kezdé, C, 0)
aktudlis < kezdé
while Igaz do
if aktudlis € C then
break
end if
0" « {o| o €0 A ElL6Ffeltétel(aktualis, o)}
if not 0° = 2 then
operator « Valaszt(0")
aktudlis « Alkalmaz(aktudlis, operétor)
else
break
end if
end while
if aktudlis € C then
print aktudlis
else
print ,Sikertelen keresés”
end if
end procedure

Csak olyan probléma megoldasanal alkalmazhatjuk, ahol egy a célfeltételeknek eleget tevd



allapotot kell eldallitani!

Ugyanazon probléma megoldasanak keresése esetén a valasztas modjaban lehet 1ényeges eltérés.
Valaszthatunk:

@ iranyitatlanul, szisztematikusan
O elbre rogzitett operatorsorrend alapjan
O véletlenszertien: proba-hiba modszer

@ heurisztikusan: hegymaszo modszer

v — + ’ . . .. e 7 7
Becsiiljik meg a h:A=R" 40 heurisztikus fiiggvénnyel, hogy az egyes allapotokbol
legkevesebb hany operator alkalmazasaval érhetiink célallapotba:

Equation 2.1.

JD, ha ae€c
h(a) =
=, ha -Jc(cecaa="c),

egyébként hia) > D.

h

Ha az ¢ allapot az aktualis, becsiiljik meg '* segitségével, hogy a milyen ,tavol” van a

hozzélegkémﬂebbicéhél:h[a}.

Legyen
Equation 2.2.

0'={o | 0 € 0 A 0-alkalmazisdnak-eléfeltétele(a) A h(o(a)) = h(a)}.

Azt az O -beli Operdtory fogjuk alkalmazni @-ra, amelyik a becslésiink szerint a
legkozelebb visz valamelyik terminalishoz:

Equation 2.3.
h(operdtor(a)) = min{h(o(a)) |o € 0'}

procedure Hegymdsz6-Algoritmus(A, kezd6é, C, 0 )
aktualis <« kezdd
while Igaz do
if aktudlis € C then
break
end if
0O « {o | o € 0 A Elé6feltétel(aktualis, o) A h(Alkalmaz(aktudlis, o))
h(aktudlis)}
if not 0° = 2 then
operator « Valaszt({o | o € 0" A Yo' (0" € 0" o> h(Alkalmaz(aktualis, o))
h(Alkalmaz (aktualis, o07)))})
aktudlis « Alkalmaz(aktudlis, operdator)
else
break
end if
end while

I\

I\



if aktudlis € C then
print aktudlis
else
print ,Sikertelen keresés”
end if
end procedure

A nemmodosithaté megoldaskeres6 rendszerek értékelése:
® Teljesség: Nem teljesek.

O Proéba-hiba modszer: Ha olyan kort nem tartalmazéd véges allapottérgrafokban
keresiink, melyekben minden csucsbdl vezet valamelyik terminalis cstcsba
iranyitott ut, akkor eléallit egy célallapotot.

O A hegymaszé modszer esetén a heurisztika pontossagatol fiigg, hogy a megoldast
megtalaljuk-e vagy sem.

@ Tarigény: Rendkiviil kis adatbazissal dolgozik.

Modosithato megoldaskereso rendszerek

A visszalépéses megoldaskeresés algoritmusa

Legyen p = (A, kezdd, ¢, g}' Az alap visszalépéses megoldaskeresd

® adatbazisa egy a startcsticsbdl induld, az Gn. aktualis csicsba vezet6 utat, az aktualis utat
tartalmazza, az 0t csdcsait és a csiccsal kapcsolatban 1évé éleket nyilvantarto
csomopontokbdl épiil fel. Egy csomoépont az alabbi informacidkat tartalmazza:

O egy 4 €A allapotot;

O arra a csomoépontra mutatot, mely a sziilé allapotot (azt az allapotot, melyre

operatort alkalmazva el6allt r:i!) tartalmazza;
O azt az operatort, melyet a sziil6 allapotra alkalmazva eléallt &;

O @-ra a keresés soran mar alkalmazott (vagy még alkalmazhatd) operatorok
halmazat.

® miiveletei
O az operatorokbél szarmaztatott miiveletek : egy @ operatorra épiilé miivelet

0 alkalmazasi el6feltétele: az aktualis csomépont allapotara alkalmazhaté ©,
de a keresés soran erre az allapotra (ezen az Gton) még nem alkalmaztuk.

0 hatasa: az aktualis csomopont allapotara alkalmazzuk az operatort, az
eldallo allapotbdl 1j aktualis csomoépontot készitiink az adatbazisban

O a visszalépés
0 alkalmazasi el6feltétele: van (aktualis) csomopont az aktualis uton.
0 hatasa:

@ vezérlGje eldonti, hogy az adatbazisra mikor melyik miiveletet kell végrehajtani, ha még
nem teljesiilnek a megallasi feltételek.



procedure Alap-Backtrack-1(A, kezd6, C,0)
Allapot[aktudlis-csomépont] « kezdd
Sziil6[aktualis-csombépont] « Nil
Operator[aktudlis-csomépont] « *
Kiprébalt[aktudlis-csomdpont] « @
while Igaz do

if aktudlis-csomépont = Nil then
break
end if
if Allapot[aktudlis-csomépont] € C then
break
end if
00 « {o | o € 0 A Elséfeltétel(Allapot[aktudlis-csomépont], o) A o ¢
Kiprébalt[aktudlis-csomépont]}
if not 0° = 2 then
operdtor « Vélaszt(0")
Kiprébalt[aktudlis-csomdpont] « Kiprébalt[aktudlis-csomépont]u{operator}
Allapot[Gj] « Alkalmaz(Allapot[aktudlis-csomépont], operdtor)
SzUil6[Uj] « aktudlis-csomdpont
Operdator[Uj] < operédtor
Kiprébalt[dj] « o
aktudlis-csomdépont « Gj
else
aktudlis-csomdépont « Sziil6[aktudlis-csomébpont]
end if
end while
if notaktudlis-csomépont = Nil then
Megoldas-Kiir(aktudlis-csomdpont )
else
print ,Nincs megoldas”
end if
end procedure

procedure Alap-Backtrack-2(A, kezdé, C,0)
Allapot[aktudlis-csomépont] « kezdé
Sziil6[aktudlis-csomdpont] « Nil
Operator[aktualis-csomopont] « *
Alkalmazhaté[aktudlis-csomépont] « {o | o € 0 A El4feltétel(Allapot[aktudlis-
csomépont], o)}
while Igaz do
if aktudlis-csomépont = Nil then
break
end if
if Allapot[aktudlis-csomépont] € C then
break
end if
if not Alkalmazhato6[aktudlis-csomdpont] = o then
operdator « Vdlaszt(Alkalmazhaté[aktualis-csomépont])
Alkalmazhaté[aktudlis-csomépont] « Alkalmazhaté[aktudlis-csomépont] \
{operator}
Allapot[Gj] « Alkalmaz(Allapot[aktudlis-csomépont], operator)
Szilé[uj] « aktudlis-csomépont
Operator[dj] < operédtor
Alkalmazhat6[Gj] « {o | o € 0 A Eléfeltétel (Allapot[uj], o)}
aktudlis-csomépont « Uj
else
aktudlis-csomdépont « Sziilé[aktudlis-csombpont]
end if
end while
if not aktudlis-csomdépont = Nil then
Megoldas-Kiir(aktualis-csomdpont )
else



print ,Nincs megoldas”
end if
end procedure

Ugyanazon probléma megoldasanak keresése esetén a valasztas modjaban lehet lényeges eltérés.
Valaszthatunk:

@ iranyitatlanul, szisztematikusan
O eldre rogzitett operatorsorrend alapjan

O véletlenszertien

i —% + . 1 s ,
@ heurisztikusan: Becsiiljik meg a h:A=R" peurisztikaval, hogy az egyes csucsok
milyen tavol vannak a hozzajuk legkozelebbi terminalis cstcstol. Legyen

Equation 2.4.

0' = {o | 0 € 0 A 0-alkalmazasanak-el6feltétele(a)}.

Azt az O beli operdtory fogjuk alkalmazni 9-ra, amelyik a becslésiink szerint a
legkozelebb visz valamelyik terminalishoz:

Equation 2.5.
h(operdtor(a)) = min{h(o(a)) |o € 0'}.

Az alap visszalépéses megoldaskeresdk értékelése

@ Teljesség: Ha a reprezentacios graf koroket nem tartalmazd véges graf, akkor az alap
visszalépéses megoldaskeres6 véges sok keres6lépés megtétele utan befejezi a keresést,

O ha van megoldas, el6allit egy lehetséges megoldast,
O ha nincs megoldas, azt felismeri.

® Tarigény: Kis méretli az adatbazis.

Visszalépéses megoldaskeresés koroket is tartalmazo grafokban

® Visszalépéses megoldaskeresés korfigyeléssel: Ha van megoldas, akkor van kormentes
megoldas is. A vezérl6 a visszalépést valasztja, ha az aktualis cstics szerepelt mar az

aktuélis uton.

® Visszalépéses megoldaskeresés tithosszkorlattal: Uthosszkorlatot vezetiink be, mely
megakadalyozza, hogy a koroket ,végtelen sokszor” jarjuk be. A vezérl a visszalépést
valasztja, ha az aktualis ut hossza eléri, vagy meghaladja az uthosszkorlatot.

procedure Korfigyeléses-Backtrack(A, kezdé, C,0)

Allapot[aktudlis-csomdpont] « kezdd

Szil6[aktualis-csombépont] « Nil

Operdtor[aktudlis-csomépont] « * )

Alkalmazhaté[aktudlis-csomépont] « {o | o € 0 A El6feltétel(Allapot[aktudlis-
csomépont], o)}

while Igaz do

if aktudlis-csomépont = Nil then
break



end if
if Allapot[aktudlis-csomépont] € C then
break
end if
if VoltMar(Allapot[aktudlis-csomépont ]) then
aktualis-csomépont « Szilé[aktualis-csomoépont]
end if
if not Alkalmazhaté[aktudlis-csomdpont] = o then
operdtor « Vdlaszt(Alkalmazhaté[aktudlis-csomébpont])
Alkalmazhaté[aktudlis-csomépont] < Alkalmazhaté[aktudlis-csomépont] \
{operator} ]
Allapot[uj] « Alkalmaz(Allapot[aktualis-csomépont], operator)
SzUil6[Uj] « aktudlis-csomépont
Operdtor[dj] < operdtor
Alkalmazhat6[Gj] « {o | o € 0 A Eléfeltétel(Allapot[uj], 0)}
aktudlis-csomépont « Uj
else
aktudlis-csomépont « Szildé[aktudlis-csomépont]
end if
end while
if not aktudlis-csomépont = Nil then
Megoldads-Kiir(aktudlis-csomdpont )
else
print ,Nincs megoldas”
end if
end procedure

procedure Uthosszkorldtos-Backtrack(A, kezdé, C,0, korlat )
Allapot[aktudlis-csomépont] « kezdd
Sziilé[aktudlis-csombépont] « Nil
Mélység[aktualis-csomépont] « 0
Operdtor[aktudlis-csomépont] « *
Alkalmazhaté[aktudlis-csomépont] « {o | o € 0 A El8feltétel(Allapot[aktudlis-
csomépont], o)}
while Igaz do
if aktudlis-csomépont = Nil then
break
end if
if Allapot[aktudlis-csomépont] € C then
break
end if
if Mélység[aktudlis-csomdépont] = korlat then
aktualis-csomépont « Szilé[aktualis-csomépont]
end if
if not Alkalmazhatoé[aktudlis-csomdpont] = o then
operator « Vdlaszt(Alkalmazhaté[aktualis-csomépont])
Alkalmazhaté[aktudlis-csomépont] < Alkalmazhaté[aktudlis-csomépont] \
{operator}
Allapot[Gj] « Alkalmaz(Allapot[aktudlis-csomépont], operator)
Szilé[uj] « aktudlis-csomdpont
Mélység[uj] <« Mélység[aktudlis-csomébpont] + 1
Operdtor[dj] < operdtor
Alkalmazhat6[Gj] « {o | o € 0 A Eléfeltétel(Allapot[uj], o)}
aktudlis-csomépont « Uj
else
aktudlis-csomépont « Szildé[aktudlis-csomépont]
end if
end while
if not aktudlis-csomépont = Nil then
Megoldds-Kiir(aktudlis-csomdpont )
else
print ,Sikertelen keresés”



end if
end procedure

Ertékelés
® Teljesség:

O A korfigyeléses backtrack ha a reprezentacios graf véges, akkor véges sok
keresblépés megtétele utan befejezi a keresést, és

7 ha van megoldas, el6allit egy kormentes megoldast,
7 ha nincs megoldas, azt felismeri.

O Az tuthosszkorlatos backtrack tetszéleges reprezentacios graf esetén véges sok
keres6lépés megtétele utan befejezi a keresést,

7 ha van az uthosszkorlatnal nem hosszabb megoldas, eldallit egy ilyen
megoldast.

0 Ha keresés nem egy megoldas megtalalasaval ér véget, akkor az
uthosszkorlatnal csak hosszabb megoldas lehet a reprezentaciés grafban.
(Vagy nincs megoldas, vagy az uthosszkorlat tal kicsi.)

® [digény:
O A korfigyeléses backtrack idéigényes (f6leg hossza korok esetén).
® Tarigény:

O Az uthosszkorlatos backtrack adatbazisa legfeljebb uthosszkorlatnyi elemet
tartalmaz. A megtalalt megoldas nem feltétlen kormentes.

Ag és korlat algoritmus
A backtrack alkalmas optimalis (legrovidebb) megoldas keresésére is.
® Egy indul6 uthosszkorlatnal nem hosszabb megoldast kerestink.

@ Ha talalunk ilyet, taroljuk, majd ennek hosszat j uthosszkorlatnak valasztva folytatjuk a
keresést.

Uthosszkorlat helyett kéltségkorlatot, csomépont mélysége helyett pedig az addig tartd ut
koltségét is hasznalhatjuk az algoritmusban. Ekkor legkisebb koltségti megoldas eléallitasa lehet a
cél.

procedure Ag-és-Korlat(A, kezdd, C,0, korlat )
talalt < Hamis
Allapot[aktudlis-csomépont] « kezd§
Sziil6[aktudlis-csomdpont] « Nil
Mélység[aktualis-csombépont] « 0
Operdator[aktudlis-csomépont] « *
Alkalmazhaté[aktudlis-csomépont] « {o | o € 0 A El46feltétel(Allapot[aktudlis-
csomépont], o)}
while Igaz do
if aktudlis-csomépont = Nil then
break
end if
if Allapot[aktudlis-csomépont] € C then
talalt « Igaz
Megoldas-Feljegyez(aktudlis-csomépont )
korlat « Mélység[aktualis-csomépont]



end if
if Mélységl[aktudlis-csomépont] = korlat then
aktualis-csomépont « Szilé[aktualis-csomépont]
end if
if not Alkalmazhaté[aktudlis-csomdpont] = o then
operator « Valaszt(Alkalmazhat6[aktualis-csomdpont])
Alkalmazhaté[aktudlis-csomépont] < Alkalmazhaté[aktudlis-csomépont] \
{operator}
Allapot[Gj] « Alkalmaz(Allapot[aktudlis-csomépont], operator)
Szil6[uj] « aktudlis-csomdpont
Mélység[uj] « Mélység[aktudlis-csomépont] + 1
Operdator[dj] < operdtor
Alkalmazhat6[Gj] « {o | o € 0 A Eléfeltétel (Allapot[uj], 0)}
aktudlis-csomépont « Uj
else
aktudlis-csomépont « Szildé[aktudlis-csomépont]
end if
end while
if taldlt then
Megoldas-Kiir
else
print ,Sikertelen keresés”
end if
end procedure

Ertékelés
® Optimalitas: Az ag és korlat algoritmus tetszbleges reprezentacios graf esetén véges sok
keres6lépés megtétele utan befejezi a keresést,

O ha van az indul6 uthosszkorlatnal nem hosszabb megoldas, a legrévidebb megoldast
allitja eld,

O ha a keresés nem megoldas megtalalasaval ér véget, akkor az induld
uthosszkorlatnal csak hosszabb megoldas lehet a reprezentacids gratban. (Vagy
nincs megoldas, vagy az indulé uthosszkorlat tul kicsi.)

® Tarigény:

O Az ag és korlat adatbazisa legfeljebb kétszer az induld tuthosszkorlatnyi
csomoépontot tartalmaz.

Keresofaval keresok

Legyen p = {4, kezdd, c, G}. A keres6faval keres6 rendszerek

® adatbazisa a reprezentacids graf mar bejart részét feszit6 fa, az un. keresdfa. A kereséfa
csucsait és a veliik kapcsolatban 1évé éleket (explicit vagy implicit médon) nyilvantarto
csomopontok az alabbi informaciokat tartalmazzak:

O egy ¢ €A allapotot;

O arra a csomopontra mutatot, mely a sziil6 allapotot tartalmazza;
O azt az operatort, melyet a sziil6 allapotra alkalmazva eléallt & ;

o Stdtusz.

O zart, ha @ utddait tartamazé csomépontokat a keresés soran mar
el6éallitottuk;



O nyilt, egyébként.

® miivelete a kiterjesztés: a keres6fat annak egy nyilt csiucsan (egy nyilt csoméponton)
keresztiil kib6viti.

O alkalmazasi el6feltétele, hogy a kereséfaban legyen nyilt csomopont.

O hatésa:
0 alkalmazzuk az 6sszes alkalmazhato operatort a nyilt csomoépont allapotara,
0 az el6allo allapotok koziil

® amelyek még nem szerepeltek a kereséfa egyetlen csomodpontjaban
sem, azokbdl a kereséfaba felfizott 4j nyilt csomdpont késziil,

® amelyek mar szerepeltek a kereséfa valamely csomdpontjaban, azok
sorsa keres6fiiggd.

O a kiterjesztett csomopont zartta valik.

® vezérl6 megmondja, hogy melyik nyilt csomoépont legyen a kovetkezé 1épésben
kiterjesztve.

O Ha a kivalasztott nyilt csomopont allapota teljesiti a célfeltételeket, a keres6faban a
sziilére mutatok mentén elé tudunk allitani egy megoldast is.

O Nincs megoldas, ha egyetlenegy nyilt csomépont sincs a kereséfaban.

procedure Kereséfaval-Keres6(A, kezd6, C,0)
Allapot[csomépont] « kezdd
Szil6[csombépont] « Nil
Operdtor[csomépont] « x*
nyiltak « {csomépont}; zartak « @
while Igaz do

if nyiltak = 2 then
break
end if
csomépont « Valaszt(nyiltak)
if Allapot[csomépont] € C then
break
end if
Kiterjeszt(csomépont, nyiltak, zartak)
end while
if not nyiltak = @ then
Megoldds-Kiir(csomépont )
else
print ,Nincs megoldas”
end if
end procedure

Ugyanazon probléma megoldasanak keresése esetén lényeges eltérés lehet
1. avalasztas modjaban. A vezérlé valaszthat
@ iranyitatlanul, szisztematikusan

O a csomopontok kereségratbeli mélysége alapjan: szélességi és mélységi
keresdk;

O a csomopontok allapotait eléallito koltség alapjan: optimalis keresé;

® heurisztikusan:



O best-first algoritmus;
O A algoritmusok.

2. abban, hogy mi torténik, ha a kereségraf egy csucsahoz a keresés soran ujabb odavezetd
utat tar fel a vezérlo.

3. a célfeltételek vizsgalatanak idépontjaban.

Szélességi és mélységi keresok

1. Egy csomoépont eléallitasakor kovetjik, hogy a csomoépontban nyilvantartott csucs a
keres6faban milyen ,,mélyen” van:

Equation 2.6.

J 0 ha m=s

melyseg(m) =
yseg(m) |mélység(n)+1 (n,m)€E

Kiterjesztésre
@ a szélességi keresé vezérlbje a legkisebb mélységi szam
® a mélységi keresd vezérléje a legnagyobb mélységi szamii
nyilt csomopontot valasztja ki.

2. Ha a vezérl6 a keres6graf egy csticsdhoz a keresés soran ujabb odavezet6 utat tar fel, ezt nem
tarolja, ,elfelejti”.

3. A célfeltételek teljesitésének vizsgalatat elére hozhatjuk az allapot eldallitasat kovetd idépontra.

procedure Kiterjeszt(A, kezdé, C,0, csomédpont, nyiltak, zartak)
for all o € 0 do
if El6feltétel (Allapot[csombpont ], o) then
4llapot « Alkalmaz(Allapot[csomépont],o0)
ny « Keres(nyiltak, allapot)
z « Keres(zartak, allapot)
if ny = Nil and z = Nil then
Allapot[Uj-csomépont] « allapot
SzUl6[Uj-csomépont] « csomdpont
Operdator[uj-csombépont] « o
Mélység[uj-csomépont] « Mélység[csombpont] + 1
nyiltak « nyiltak u {0Uj-csomépont}
end if
end if
end for
nyiltak « nyiltak \ {csomépont}
zartak « zartak u {csomépont}
end procedure

procedure Szélességi-Keres6(A, kezdd, C,0)
Allapot[Uj-csombépont] « kezdd
Sz(il6[Uj-csomépont] « Nil
Operdator[Uj-csomdpont] « *
Mélység[uj-csomépont] « O
nyiltak « {0j-csomépont}
zartak « o
while Igaz do

if nyiltak = o then
break



end if
csomépont « Valaszt({cs | cs € nyiltak A Vcs'(cs’ € nyiltak o Mélység[cs] =
Mélységlcs'1)})
if Allapot[csomépont] € C then
break
end if
Kiterjeszt(A, kezd6é, C, 0, csomépont, nyiltak, zartak)
end while
if not nyiltak = @ then
Megoldds-Kiir(csomépont )
else
print ,Nincs megoldas”
end if
end procedure

procedure Mélységi-Keres6(A, kezdé, C, 0)
Allapot[Uj-csombépont] « kezdd
SzUl6[uj-csomépont] « Nil
Operdtor[uj-csomdpont] « *
Mélység[uj-csombépont] « O
nyiltak « {Gj-csomépont}
zartak « o
while Igaz do

if nyiltak = @ then
break
end if
csomdépont « Valaszt({cs | cs € nyiltak A Vcs'(cs’ € nyiltak o Mélység[cs] =
Mélységlcs'1)})
if Allapot[csomépont] € C then
break
end if
Kiterjeszt(A, kezd6é, C, 0, csomépont, nyiltak, zartak)
end while
if not nyiltak = @ then
Megoldas-Kiir(csomépont)
else
print ,Nincs megoldas”
end if
end procedure

A nyilt csomopontokat gyakran
@ a szélességi keres sorban,
® a mélységi keres6 veremben

tartja nyilvan, melyb&l mélységi szam szerint ezek épp megfelel6 sorrendben keriilnek ki.

A szélességi kereso értékelése
@ Teljesség: A vezérlo,

O ha van megoldas, tetszbleges reprezentacios grafban véges sok keres6lépés utan
eléallit egy megoldast,

O ha nincs az adott reprezentacioban megoldas, akkor (véges graf esetén) azt a nyilt
csomopontok elfogyasaval felismeri.

® Optimalitas: Ha van megoldas, tetszbleges reprezentacios grafban a vezérl6 a legrévidebb
megoldast allitja el6.



@ Tarigény: Nagy az adatbazis. Legyen a reprezentacios fa minden csucsanak

gyermeke, és hossztsag a legrovidebb megoldas. Ekkor a kereségraf
csomopontjainak szdma a keresés végére (a legrosszabb esetben):

Equation 2.7.
1+d+d?*+d*+...+d'"*" —d =0(d'*?).

A mélységi kereso értékelése
@ Teljesség: A vezérls véges reprezentacios grafban,
O ha van megoldas, véges sok keresélépés utan eléallit egy megoldast,

O ha nincs a problémanak az adott reprezentaciéban megoldasa, akkor azt a nyilt
csomopontok elfogyasaval felismeri.

Optimalis keres6
1. Minden csomoépontnal szamon tartjuk az odavezet6 kereséfabeli ut koltségét:

Equation 2.8.

-

utkdltseg(m) =< o
_utkoltség(n) + koltseg(n, m) (n, m) € E

0 ha m=s

utkoltseg™(n)

jelolje a startcsticsbol ™ -be jutas optimalis koltségét. Ekkor

Equation 2.9.

utkoltseg(n) = utkoltseg” (n), mindenn € N-re.

Kiterjesztésre az optimalis keres6 vezérl6je a legkisebb koltségii nyilt csomopontot valasztja ki.
2. Ha a vezérl6 a kereségraf egy csticsahoz a keresés soran tijabb odavezets utat tar fel, azaz az ™

f M csomépontjaban

csomoOpont kiterjesztéskor eldallt allapot szerepel mar a kereségra
@ nyiltként: és ha az
Equation 2.10.

utkoltseg(n) + koltseg(n, m) < utkoltseg(m),

ekkor az uj kisebb koltségii utat taroljuk, a régit ,elfelejtjik”.

® zirtként: az " csomopontot mar ! kiterjesztése el6tt kiterjesztette a vezérld, azaz

utkoltség(m) < atkéltségin) igy

Equation 2.11.



utkoltseg(n) + koltseg(n, m) > utkoltség(m).

Az M _hez feltart 4j at kéltségesebb.
3. A célfeltételek vizsgalatat nem hozhatjuk elébre.

procedure Kiterjeszt(A, kezdd, C, 0, koltség, csomépont, nyiltak, zartak)
for all o € 0 do
if El6feltétel(Allapot[csomépont ], o) then
4llapot « Alkalmaz(Allapot[csomépont],o0)
ny « Keres(nyiltak, allapot)
z « Keres(zartak, allapot)
if ny = Nil and z = Nil then
Allapot[uj-csomépont] « &llapot
SzUil6[Uj-csomépont] « csombpont
Operdator[uj-csomdépont] « o
Utkbltség[ﬂj-csomépont] - Utkdltség[csombpont] +
kéltség(o,Allapot[csombpont])
nyiltak « nyiltak u {0j-csomépont}
else if not ny = Nil then
Gj-0t-kdltség « Utkdltség[csomépont] + kéltség(o,Allapot[csomépont])
if Gj-0t-kdéltség < Utkdltség[ny] then
SzUil6[ny] « csomépont
Operdtor[ny] « o
Utkdltséglny] « Gj-Ut-kdltség
end if
end if
end if
end for
nyiltak « nyiltak \ {csomépont}
zartak « zartak u {csomépont}
end procedure

procedure Optimdlis-Keres6(A, kezd6, C, 0, kdltség)
Allapot[Gj-csomépont] « kezdd
SzUil6[0j-csomépont] « Nil
Operdator[Uj-csomdpont] « *
Utkdltség[uj-csomépont] « O
nyiltak « {Gj-csomépont}
zartak « o
while Igaz do

if nyiltak = 2 then

break

end if )

csomdpont « Valaszt({cs | cs € nyiltak A Vcs’'(cs’” € nyiltak o Utkoltség[cs]
Utkoltséglcs'1)})

if Allapot[csomépont] € C then

break

end if

Kiterjeszt(A, kezd6é, C, 0, kdéltség, csomoépont, nyiltak, zartak)
end while
if not nyiltak = @ then

Megoldds-Kiir(csomépont)
else

print ,Nincs megoldas”
end if
end procedure

I\



Az optimalis kereso értékelése
@ Teljesség: A vezérlo,

O ha van megoldas, tetszbleges reprezentacios grafban véges sok keres6lépés utan
eléallit egy megoldast,

O ha nincs a problémanak az adott reprezentacidoban megoldasa, akkor véges graf
esetén azt a nyilt csomoépontok elfogyasaval felismeri.

® Optimalitas: Ha van megoldas, tetsz6leges reprezentacios gratban a vezérlé véges sok
keres6lépés utan az optimalis megoldast allitja elé.

Best-first algoritmus

1. A keres6fa minden csomoépontjanal nyilvantartjuk, hogy a csomopontbeli allapot a h
heurisztikus fliggvény szerint milyen ,tavol” van a hozza legkozelebbi céltol. Kiterjesztésre a best-
first vezérl6je a legkisebb heurisztikaju nyilt csomopontot valasztja ki (legjobb iranyban halado
keresés).

2. Ha a vezérl6 a keres6graf egy csucsdhoz a keresés soran ujabb odavezet6 utat tar fel, ezt nem
tarolja, ,elfelejti”.

3. A célfeltételek vizsgalatat el6re hozhatjuk.

procedure Kiterjeszt(A, kezd6, C, 0 h, csomdépont, nyiltak, zartak)
for all o € 0 do
if El6feltétel (Allapot[csombpont ], o) then
4dllapot « Alkalmaz(Allapot[csomépont],o)
ny « Keres(nyiltak, allapot)
z « Keres(zartak, allapot)
if ny = Nil and z = Nil then
Allapot[Gj-csomépont] « &llapot
SzUil6[Uj-csomépont] « csomdpont
Operdtor[uj-csomdpont] « o
Heurisztika[Uj-csomépont] « h(allapot)
nyiltak « nyiltak u {0j-csomépont}
end if
end if
end for
nyiltak « nyiltak \ {csomépont}
zartak « zartak u {csomépont}
end procedure

procedure Best-First( A, kezd6, C, 0, h)
Allapot[Gj-csomépont] « kezdd
Szil6[0j-csomépont] « Nil
Operdtor[uj-csomdpont] « *
Heurisztika[Gj-csomépont] « h(kezdd)
nyiltak « {Gj-csomépont}
zartak « o
while Igaz do
if nyiltak = 2 then
break
end if
csomdpont «Valaszt({cs | cs € nyiltak A Vcs’(cs’ € nyiltak o Heurisztika[cs]
Heurisztikal[cs'1)})
if Allapot[csomépont] € C then
break
end if
Kiterjeszt(A, kezd6, C, 0, h, csomépont, nyiltak, zartak)

I\



end while
if not nyiltak = @ then
Megoldds-Kiir(csomépont )
else
print ,Nincs megoldas”
end if
end procedure

A best-first algoritmus értékelése
@ Teljesség: A vezérlf tetszbleges véges reprezentacios grafban,
O ha van megoldas, véges sok keres6lépés utan eléallit egy megoldast,

O ha nincs a problémanak az adott reprezentaciéban megoldasa, akkor azt a nyilt
csomopontok elfogyasaval felismeri.

. . 7’ ’ .7 . 7 /4 T
® Tirigény: Perfekt heurisztika esetén, ha a reprezentacids fa minden csticsanak @ gyermeke

van, és I hosszi a legrovidebb megoldas, a kereségraf csomoépontjainak szama a keresés
végére:

Equation 2.12.
l1+d+d+...+d =0(1-d).

Az A algoritmus

1. A kereségraf minden csomopontjaban megbecsiiljiik a rajta keresztiilhaladé megoldas koltségét.
Ez egyrészt a csomoOpontig vezeté nyilvantartott ut koltsége, amihez hozzaszamitjuk a célig
hatralevé ut becsiilt koltségét:

Equation 2.13.

dsszkoltség(m) = utkdltseg(m) + heurisztika(m),

azaz

Equation 2.14.

e

w V\

Wit"

ol

L (n, m) €E. py, bsdtsegn)

-mel jeloljik az csucson keresztill célba jutas

optimalis koltségét, akkor minden csucsra

Equation 2.15.

i -G

Kiterjesztésre az A algoritmus vezérl6je a legkisebb 6sszkoltségti nyilt csomopontot valasztja ki.



2. Ha a vezérl6 a keres6graf egy csicsahoz a keresés soran wjabb odavezet6 utat tar fel, azaz az

rFr .
csomépont  kiterjesztéskor eléallt allapot szerepel mar a kereségraf T
csomopontjaban, és az

Equation 2.16.
utkoltség(n) + kdéltség(n, m) < utkdltség(m),

ekkor az 4j kisebb koltségii utat taroljuk, a régit ,elfelejtjiik”.
® Ha ™™ nyilt volt, mas teendd nincs.

® Ha ™ zart volt, a keresfa M-bsl induld részének csomépontjaiban az ULKOIESEG ey
frissiteni kell, ami problémat okoz:

O kilon eljarast irunk a frissitésre;
O az A algoritmussal frissittetjiik a részgrafot;

O megelézziik a probléma kialakulasat.
3. A célfeltételek vizsgalatat nem hozhatjuk elére.

procedure Kiterjeszt(A, kezdd, C, 0, koltség, h, csomdpont, nyiltak, zartak)
for all o € 0 do
if El6feltétel(Allapot[csomépont ], o) then
4dllapot « Alkalmaz(Allapot[csomépont],o)
ny « Keres(nyiltak, allapot)
z « Keres(zartak, &llapot)
if ny = Nil and z = Nil then
Allapot[Gj-csomépont] « &llapot
SzU(il6[Uj-csomépont] « csomdpont
Operdator[Uj-csomdpont] « o
Utkdltség[uj-csomépont] - Utkdltség[csombpont] +
koltség(o,Allapot[csomépont])
Heurisztika[Uj-csomépont] « h(dllapot)
nyiltak « nyiltak u {0j-csomépont}
else ) )
Gj-0t-koltség « Utkoltség[csomépont] + koltség(o,Allapot[csombpont])
if not ny = Nil then
if Gj-ut-koltség < Utkoltség[ny] then
SzUil6[ny] « csomépont
Operator[ny] < o
Utkdltséglny] « Gj-0Ut-kdltség
end if
else
if Gj-0t-kdéltség < Utkdltség[z] then
Sziil6[z] « csombpont
Operator[z] « o
Utkoltség[z] « Uj-0t-kdltség
zartak « zartak \ {z}
nyiltak « nyiltak u {z}
end if
end if
end if
end if
end for
nyiltak « nyiltak \ {csomépont}
zartak « zartak u {csomépont}



end procedure

procedure A-algoritmus(A, kezd6, C, 0, koltség, h)
Allapot[Uj-csomépont] « kezd6
SzUl6[0j-csomépont] « Nil
Operdtor[uj-csomdpont] « *
Utkdltség[dj-csombpont] « 0
Heurisztika[Gj-csomépont] « h(kezdd)
nyiltak « {Gj-csomépont}
zartak « o
while Igaz do
if nyiltak = 2 then
break
end if )
csomdpont <Valaszt({cs | cs € nyiltak A Vcs’'(cs’ € nyiltak o> (Utkoltség[cs]
+Heurisztika[cs]) = (Utkdltséglcs’ ]+Heurisztikal[cs'1))})
if Allapot[csomépont] € C then
break
end if
Kiterjeszt(A, kezd6é, C, 0, kdéltség, h, csomdépont, nyiltak, zartak)
end while
if not nyiltak = 2 then
Megoldds-Kiir(csomépont )
else
print ,Nincs megoldas”
end if
end procedure

Az A algoritmus értékelése
@ Teljesség: A vezérlo,

O ha van megoldas, tetszbleges reprezentacios grafban véges sok keres6lépés utan
eléallit egy megoldast,

O ha nincs a problémanak az adott reprezentacioban megoldasa, akkor (véges graf
esetén) azt a nyilt csomoépontok elfogyasaval felismeri.

de A

® Optimalitas: Nincs garancia az optimalis megoldas el6allitasara. De ha minden
esetén

Equation 2.17.

hig) < h'(e),

ahol hx{ﬂ} az S

allapotbdl célba jutas optimalis koltsége, akkor az A

-

algoritmus az optimalis megoldast allitja el6, ha van megoldas. Ez az
algoritmus.

Lemma:

Az — algoritmus a miikodése soran egy csomopontot legfoljebb véges sokszor terjeszt
ki.



Bizonyitas:

Egy csomopontot csak akkor terjeszthetiink ki, ha nyilt. A nyilt csomépontok kozé legfeljebb
annyiszor keriilhet, ahdnyszor egy minden addiginal olcsobb utat talalunk hozza. Belatjuk, hogy

Ii) (n, m)

véges sok ilyen ut van. Jelolje ¥ az élek koltségének pozitiv als6 korlatjat, vagyis minden

esetén
Equation 2.18.
koltsegin, m) = 6 = 0.

Tegyiik fol, hogy a P csticsba el6szor egy utkoltseég(p) koltségli uton jutunk el. Ez az ut

legfeljebb utkoltseég(p) /6 hosszii lehet. Az ennél olcsobb P-be vezets utak utkeltseg(p) /6
nal biztosan rovidebbek. A utha!tseg p)/6 korlatnal rovidebb P -be vezeté utak szama viszont
véges.

Lemma:

Az A algoritmus, hacsak kozben nem fejezi be sikeresen a keresést, minden a nyiltak halmazba
bekeriilé csomopontot véges sok 1épés utan kiterjeszt.

Bizonyitas:

n p : ]]y ﬂmk Megmutatjuk, hogy j kivalasztasa el6tt kiterjesztend6 (nala kisebb
osszkoltséggel rendelkez8) csomodpontok szama véges, és egy ilyen csak véges sokszor keriilhet
vissza a nyilt csomopontok kozé.

® ElGszor belatjuk, hogy egy csomodpont Gsszkoltsége aranyos a csomodpont mélységével.

Amikor egy ¥ csomoépont bekeriil a ™V iltak halmazba, akkor
Equation 2.19.

di ittt

A

o Uthossz'(n) == TR

-bol -be vezetd optimalis koltségl ut hossza.

@ Most egy mélységi korlatot adunk meg. Legyen
Equation 2.20.

a*— | il

® Ennél a korlatnal mélyebben fekvé csomoépontokra az 0Osszkoltség nagyobb, mint

desakdltseq ) ithassa (k) 298

. Ugyanis ha egy csomc')pontra

Equation 2.21.



il g

[l

i N osszkoitseglp)_nél nem nagyobb dsszkdltséggel rendelkez

csomopontok a mélységi korlatnal magasabban helyezkednek el.

® Mivel az egyes csomoOpontokbdl kiinduld élek szama folulrdl korlatos, igy egy adott
mélységi korlatnal magasabban fekvé csomopontok szama véges.

Tétel:

Az algoritmus véges reprezentacios grafban véges sok 1épés utan befejezi a keresést.
Bizonyitas:
A korabbi lemma értelmében az A algoritmus a véges sok lehetséges csomopont mindegyikét

legfeljebb véges sokszor terjesztheti ki. Ez azt jelenti, hogy véges sok 1épésen belill az Gsszes
csomoOpontot végleg ki is terjeszti, ha el6bb nem all le sikeresen a keresés. Az algoritmus tehat

@ vagy talal célallapotot tartalmazé csomopontot,

® vagy pedig elfogynak a nyilt csomdpontok,
és befejezddik a keresés.
Lemma:
Ha van megoldas, az A algoritmus adatbazisidban a nyilt csomopontok kozott mindig van az
optimalis tton fekvé csucs.
Bizonyitas:

Legyen $=Tg, Ny, ..., Mg =1 optimalis ut.

® 1. kivalasztas elott: 5 € ”yﬂfdk.

3 j(n; € nyiltak)

® k. kivalasztas el6tt : indukceids feltevésiink szerint
ilyen index.

. Legyen ia legkisebb

® k+1. kivalasztas elétt :
O Ha nem -t terjesztjiik ki, akkor " nyilt marad.

O Ha Mi-t terjesztjilk ki, akkor akar el6szor allitottuk el, akar mar szerepelt a

kereséfaban: T+ 1 nyilt lesz.

Tétel:
Tetsz6leges reprezentacios graf esetén, ha van megoldas, az A algoritmus véges sok 1épésben
megoldassal fejezi be a keresést.
Lemma:
®
Az A algoritmus altal kiterjesztésre kivélasztott tetszéleges ™ csomopontra

Equation 2.22.



Osszkoltseég(n) = osszkoltseg®(s).

Bizonyitas:

Ha a grafban nincs megoldas, Osszkoltseg™ (s) = ©

dsszkoltség™(s) = utkoltseg™(s) + heurisztika™(s) < =

egyébként
az optimalis megoldas koltsége.
A korabbi lemma szerint van T Kkiterjesztése el6tt a nyiltak kozott az optimalis uton fekvé

csomépont. Legyen " az elsé ilyen. Ekkor utkoltseg(m) = utkdltseg (mj. Az algoritmus az

1 csticsot valasztotta kiterjesztésre, tehat osszkoltseg(n) = dsszkdltseg ':m}. De
Equation 2.23.
osszkoltség(m) = utkoltseg™(m) + heurisztika(m) =

< utkoltség™(m) + heurisztika™(m) = dsszkoltség™(m) = dsszkoltség™(s),

Dl 4 i "
pniba] <t S

A lemmat a kovetkezOképpen is megfogalmazhatjuk: Annak sziikséges feltétele, hogy az
s e

Equation 2.24.

algoritmus egy csomoépontot kiterjesztésre kivalasszon:

Tehat az
Equation 2.25.

£l

i

csomopontok nem keriilnek soha kiterjesztésre, nem is kell 6ket a keres6faban 6rizni. Nem

ismerjuk  ugyanakkor az Gsszkoltseg™ (s)

K= ijsszkditség*(sl Fkkor az

értéket.  Becsiiljik meg: legyen

Equation 2.26.
S'= {n| dsszkdltség(n) = K} C S

csomoOpontokat a keres6fabol elhagyhatjuk. Annak elegendé feltétele, hogy az A” algoritmus egy

1 csomoépontot kiterjesztésre kivalasszon:

Equation 2.27.



dsszkdltség(n) < dsszkdltség™(s).

Definicio:

P jobban informalt, mint Q ha

®
Legyen P g Q gt A algoritmus. Azt mondjuk, hogy
célallapotot tartalmazé csomépontok kivételével barmely ™ csomépontra

Equation 2.28.

heurisztikap(n) > heurisztikag(n)

| heurisztikap  heurisztikag , P 4, Q
P

teljestl, aho algoritmusok heurisztikus fiiggvényei.

(Méas szoval: a
csucsban.)

Tétel:

algoritmus alulrél pontosabban becsli a hatralévé ut koltségét barmely

Ha P jobban informalt A algoritmus Q—néll, akkor minden olyan csomoépontot, amelyet P
kiterjeszt, kiterjeszt Q s,

Bizonyitas:

Legyen ' egy olyan nyilt csomépont, melyet p éppen kivalaszt kiterjesztésre! Ekkor

Equation 2.29.

Osszkoltségp(n) = dsszkdltség (s).

AP kereségrafjaban az < -b6l ™ -be vezeté t tetszéleges ! csticsara szintén teljesiil az

Equation 2.30.

Osszkoltségp(n') = osszkoltseg™(s)

sszefiiggés. Mit csinal ezzel az ™ csticesal a Q algoritmus? Mivel

Equation 2.31.

b it ’ O _F ’
azaz g“[ ] g(, ezért T -t a algoritmus is Kkiterjeszti. Az T
tetsz6leges volt, igy a E algoritmus az -bél T -be vezet6 Ut minden

csucsat kiterjeszti, beleértve -et is.



A monoton 4 algoritmus
Definicio:

Azt mondjuk, hogy egy h heurisztikus fiiggvény kielégiti a monoton megszoritas feltételét, ha
(n,m)eE 4

értéke barmely él mentén legfoljebb az illet6 él koltségével csokken, azaz minden
esetén

Equation 2.32.
h(n) — h(m) = kdltség(n, m).

Tétel:

Ha egy heurisztikus fiiggvény kielégiti a monoton megszoritas feltételét, akkor
Equation 2.33.

h(n) = h*(n)

teljesiil minden €N _re

Bizonyitas:

A bizonyitas két részbdl all:
h™(n) = =

1. Haaz ™ csticsbél nem vezet tt terminalisba, akkor

2. Ha van ilyen ut, akkor legyen n=ng, Ny, Ny, ...y =t €T

éleire

optimalis ut. Ennek

Equation 2.34.
hin) —hi(n;) = koltség(n, ni)
h{ﬁ '_:| - h{]’]g] = letSég{n 1s ﬁz]

M

h[]"lf_j} — h{t} = kﬂltgég(]']::_l, t}

teljesiil. Az egyenl6tlenségeket 6sszeadva

Equation 2.35.

h(n) — h(t) < Ekoltseg (1, n;) = h™(n)

adodik, ahol a bal oldal h[n}, mivel () = D, lévén b termindlis cstics. fgy
hin) = h*(n}'

Definicio:

Monoton algoritmusnak nevezziikk azt az A algoritmust, amelynek heurisztikus figgvénye



monoton megszoritasos.
Tétel:
A

Amikor a monoton “* algoritmus egy nyilt ' csomépontot kiterjesztésre kivalaszt, akkor ™ -be

mar optimalis utat talalt, azaz utkoltseg(n) = utkoltseg™(n ].
Bizonyitas:

Tegyiik fol indirekt médon, hogy amikor az ™

utkoltseg(n) = utkoltség™ (n)

csucsot kiterjesztésre kivalasztja az algoritmus,
. Legyen ™ egy olyan nyilt cstcs, amely egy 5-bél ™-be

vezeté optimalis uton van és amelyre utkoltseg(m) = utkoltseg™(m) teljesiill. Az indirekt

M nem lehet ugyanaz a csiics. Mivel azonban az algoritmus " -et valasztotta

dsszkoltség(n) = dsszkdltség(m) Ugyanakkor az TM-bsl M-

foltevés miatt ™ és 7
M helyett, ez azt jelenti, hogy

m = Mg, My, Mo, ..., M_4q, M =

be vezetd n optimalis utvonalra felirhat6 a kovetkezd

Osszefliggés:

Equation 2.36.
dsszkoltség(m) = atkoltség(m) + heurisztika(m) =
= utkdltseg®(m) + heurisztika(m) =
= utkdltség®(m) + kdltseg(m, m,) + heurisztika(m,) =
= utkodltseg®(m,) + heurisztika(m,) =
= Utkdltseg®(m,) + koltseg(m,, my) + heurisztika(m,) =

= utkdltseg®(m-) + heurisztika(m,) =

= utkodltseg®(m;_,) + kdltség(m;_,, n) + heurisztika(n) =
= utkdltseg®(n) + heurisztika(n) <

< utkdltseg(n) + heurisztika(n) = o&sszkoltség(n)

Osszkoltseg(m) < osszkoltseg(n)

A levezetésbodl azt kaptuk, hogy , ami ellentmond annak,

hogy az ™ csomépontot vélasztjuk ki.

Chapter 3. Kétszemélyes stratégiai jatékok és Ilépésajanlo
algoritmusok
Table of Contents

A jatékok reprezenticidja

A stratégia
Minimax algoritmus
Az algoritmus 6 1épései

Negamax algoritmus

Az algoritmus {6 1épései:
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modon) van befolyasuk. Ilyen jatékok pl. a sakk, a bridzs, a poker, az tzleti ,jatékok” mint két
vallalat konkurrencia harca, harci ,,jatékok”.

Néhany a jatékelméleti kutatasokban fontos név:

1921 E. Borel

1928 Neumann Janos

1944 Neumann Janos és O. Morgenstein

1994 Harsanyi Janos (kozgazdasagi Nobel-dij)
Egy jaték leirasadhoz meg kell adni

@ a jaték lehetséges allasait (helyzeteit),

@ a jatékosok szamat,

® hogyan kovetkeznek lépni az egyes jatékosok (pl. egy id6ben vagy felvaltva egymas utan),
@ cgy-egy allasban a jatékosoknak milyen lehetséges 1épései (lehet6ségei) vannak,

® a jatékosok milyen -- a jatékkal kapcsolatos -- informaciéval rendelkeznek a jaték
folyaman,

@ van-e a véletlennek szerepe a jatékban és hol,

® milyen allasban kezdédik és mikor ér véget a jaték,

@ és az egyes jatékosok mikor, mennyit nyernek, illetve veszitenek.
Osztalyozas

@ a jatékosok szama szerint: pl. egy-, két-, n-személyes jatékok ;

@ ha a jatszma allasbol allasba vivo 1épések sorozata diszkrét a jaték;

® ha az allasokban véges sok lehetséges 1épése van minden jatékosnak és a jatszmak véges
sok 1épés utan véget érnek véges a jaték;

@ ha a jatékosok a jatékkal kapcsolatos 6sszes informacioval rendelkeznek a jaték folyaman,
teljes informacioju a jaték;
® ha nincs a véletlennek szerepe a jatékban, determinisztikus a jaték;

0

@ a jatékosok nyereségeinek és veszteségeinek Gsszege “, zérusosszegii a jaték.

c s e

zérusosszegl stratégiai jatékot fogunk érteni.

A jatékok reprezentacioja

LN =

JD : {%B } Tegyiik fel, hogy a jatékosok a jaték soran felvaltva
H=

lépnek, és ismerjiik az egyes allasokban megtehetd 1épéseket: {i -4 H} -i-

. Az lépés
. s DI o

egy allasban akkor teheté meg, ha

Jelolje a két jatékost , a jatékallasok halmazat . A jatékot az

doeH |
kezdoallasban kezdje

allasban véget



.'# fypf i .f:.i ir_l
ér, ha wgallas(d). A szabalyok leirjak, itt ki a nyer jétékos »QH [) M H ahol J T Jenne
0
az s allasban soron kovetkez6 jatékos (J{-Jllﬂ wltﬁ) E jaték allapottér-reprezentacioja
u hedo, 1,0
aza négyes, ahol
°® “UU 1[1”; EMJ i u‘ lE

, ladi=(a, Ja)
o U gl
Bl

fava. A ]atekfaban

s s e

® paros szinteken 1évé allasokban a kezdé jatékos, paratlan szinteken lévékben pedig az
ellenfele 1éphet;

@ cgy allast annyi kilonbozé cstcs szemléltet, ahany kilonb6zé modon a jaték soran a
kezd6allasbol eljuthatunk hozza;

@ véges hosszasaguak az utak, hisz véges jatékokkal foglalkozunk.

Ha a jéték soran Kezdd allapotbol a jatékosok valamelyik v eV allapotba érnek, azaz

kezdd :=- >V

@1 (r= 1} azt mondjuk lejatszottak egy jatszmat. A jatszmakat a jatékfaban a
startcsucsbol a levelelemekbe vezetd utak szemléltetik. Egy jaték jatékfaja a jaték Osszes
lehetséges jatszmajat szemlélteti a startcsucsbol indulo, a kiillonb6zé levelekben végzdé utjaival.

Definicio
Az (N, HE) part ES/VAGY grafnak nevezziik:
o N

nemiires halmaz, a graf csucsainak halmaza,

C M Nx N A
[ HE < {{n, f) € Nx2 | 0= )I| < m} pedig az iranyitott hiperélek halmaza.

Definicio
{le {n'_j_, M1z, aees II]J\']_}:I}
{HEJ {ﬁz 1, M22, ey ”2]\'2}])

{n.") '{nr'_; Mz, v nr‘.i'.r}}

Az ES/VAGY grafban a graf hiperéleinek egy olyan sorozata, ahol



ViV j(—( = j) D —~(n: = ny)) A

d

'ﬂ"\?‘i:.#f:“ 17213 .|Ifi‘:-’ VA (n; € i1, iz, wwey Tk .\I.\I,
{ : I\ o m { i Jk"}}” a graf egy hiperitja.

A stratégia
Definicio

A J jatékos stratégiaja egy olyan
Equation 3.1.

s ed 0

dontési terv, amely J szamara el6irja, hogy a jaték soran el6forduld azon allasokban, melyekben J
kovetkezik 1épni, a megtehet6 1épései koziil melyiket 1épje meg.

Al jatékos stratégiainak szemléltetése a jatékfaban:
Alakitsuk at a jatékfat ES/VAGY fava J jatékos szempontjabol: J lépéseit szemléltetd élek
mindegyike egy élbdl allo hiperél marad (VAGY élek), ellenfelének egy-egy allasbol megtehetd

lépéseit szemléltets élkoteg egy-egy hiperél lesz (ES élek). Ebben az ES/VAGY grafban ]
stratégiait a startcsucsbol kindulé olyan hiperutak szemléltethetik, melyek levelei az eredeti
jatékgrafnak is levelei.

Definicio

Tegyiik fel, hogy a J jatékos az 5] stratégiajaval jatszik. Ekkor csak az 51t szemléltets hiperutat
alkoto kozonséges utak altal szemléltetett jatszmak jatszhatok le.

Lemma

Tegyiik fel, hogy az & jatékos az 4, B jatékos pedig az 58
stratégia egyértelmien meghatarozza a lejatszhato jatszmat.
Definicio

Al jatékos stratégiajat \textbf{ ] nyeré stratégiajanak nevezzik, ha (az ellenfelének stratégia-
valasztasatol fiiggetleniil) minden a stratégia alkalmazasa mellett lejatszhat6 jatszmaban J nyer.
Megjegyzés

Al szempontjabol atalakitott ES/VAGY faban a J nyer6 stratégiat szemléltet6 hiperut levélelemei
mind J -nyer6 allasok.

Tétel

(Az altalunk vizsgalt) minden jaték esetén valamelyik (de nyilvan csak az egyik) jatékos szamara
van nyero stratégia.

Bizpnyitas
Rogzitstink tetszdlegesen egy jatékot, és tegyiik fel, hogy adott a teljes jatékfa.



® Ekkor a fa leveleit cimkézzik *ﬂ"-val, ha a levél olyan végallast szemléltet, ahol A nyer,

B

illetve ~-vel, ha a levél olyan végallast szemléltet, ahol B nyer.

@® Cimkézziikk szintenként csokkend sorrendben a nem levél csicsokat is: ha a csucsban

I/
J € {AB} kovetkezik 1épni és van ] cimkéji gyermeke, ] cimkeét kap, egyébként az
ellenfél cimkéjét.

Mivel a jatékfa véges, végiil a startcsucs is cimkét kap. A teljes indukcio elve alapjan ez a cimke
egyértelmi. A startcstuics cimkéje pedig megmutatja, melyik jatékosnak van nyerd stratégiaja, és
magat a nyer6 stratégia(ka)t is le lehet olvasni a felcimkézett jatékfarol.

Minimax algoritmus

Cél: a tamogatott jatékosnak, J -nek, egy adott allasban ,elég jo” 1épést ajanlani. Az algoritmus
szamara at kell adni

® 2 jitck (A, kezda, V, O)

o azon @ 4llasat, ahol lépni kovetkezik,

MIA*H

® az illasok ,josagat” J szempontjabol becsl6 heurisztikét

korlat
@ és egy mélységi orid -ot.

Az algoritmus {6 1épései

korlat

1. A jatékfa (a, ) allapotot szemlélteté csucsabdl kiindulé részének eldallitasa
mélységig.
2. A részfa leveleiben talalhaté allasok josagainak becslése a heurisztika segitségével:

Josdglng) = h](b)‘

3. Szintenként csokkend sorrendben a részfa nem levél csucsai josagainak szamitasa: ha az

:r-I ny, .

csucs gyermekei rendre = it akkor

Equation 3.2.

o ‘max{jésag(ni), ..., j6sag(nk)} ha n szintje paros,
Josag(n) =+ . e
min{joésag(n,), ..., Jésag(ny)} ha n szintje paratlan.

T
Javaslat: az @ allasbol egy olyan lépést tegyen meg J, amelyik az ==

értékével megegyezd értékl gyermekébe vezet.

csucs ,josag”

function Minimax-1épés(A, kezd6, V, 0, dllapot, korlat, hJ)
max e —oo
operator « Nil
for all o € 0 do
if El6feltétel(dllapot, o) then



Gj-allapot e,Alkalmaz(éllapot, o)
V « Minimax-Erték(A, kezd6é, V, 0, Gj-&llapot, korldt - 1, hJ)
if v > max then
max « v
operator <« o
end if
end if
end for
return operdtor
end function

function Minimax-Erték(A, kezdé, V, 0, &llapot, mélység, hJ)
if allapot € V or mélység = 0 then
return hJ(4dllapot)
else if Jatékos[allapot] = J then
max « —o
for all o € 0 do
if El6feltétel(dllapot, o) then
Gj-allapot « Alkalmaz(allapot, o)
V « Minimax-Erték(A, kezddé, V, 0, dj-allapot,mélység - 1, hJ)
if v > max then
max < v
end if
end if
end for
return max
else
min « o
for all o € 0 do
if El6feltétel(allapot, o) then
Gj-4llapot « Alkalmaz(allapot, o)
V « Minimax-Erték(A, kezdé, V, 0, Gj-allapot,mélység — 1, hJ)
if v < min then
min < v
end if
end if
end for
return min
end if
end function

Negamax algoritmus

Cél: a tamogatott jatékosnak, J -nek, egy adott allasban ,elég jo” 1épést ajanlani. Az algoritmus
szamara at kell adni

® 2 jitck (A, kezdo, vV, 0)

o azon @ allasat, ahol lépni kovetkezik,
h::A—=R

® az allasok ,josagat” a soron kovetkezd jatékos szempontjabol becsld
heurisztikat

@ és egy mélységi korldt o



Az algoritmus 0 1épései:

1. A jatékfa (a,]) allapotot szemlélteté csticsabdl kiinduld részének elballitasa korlat

mélységig.
2. A részfa leveleiben talalhato allasok josagainak becslése a heurisztika segitségével:

Josdg(ng) = h(b)

3. Szintenként csokkend sorrendben a részfa nem levél csticsai josagainak szamitasa: ha az

csﬁcsgyennekeirendrerllf"” Mk akkor

Equation 3.3.

Jig{*\ I i g \fﬂ

S e
Javaslat: az allasbol egy olyan lépést tegyen meg ':I_ , amelyik az ==

csucs ,josag” értékének -szeresével megegyez6 értékii gyermekébe vezet.

function Negamax-1épés(A, kezdd, V, 0, allapot, korlat, h)
max « -
operator « Nil
for all o € 0 do
if El6feltétel(dllapot, o) then
Gj-4allapot « Alkalmaz(allapot, o)
v « -Negamax-Erték(A, kezd6é, V, 0, Gj-&llapot, korldt — 1, h)
if v > max then
max « v
operator « o
end if
end if
end for
return operéator
end function

function Negamax-Erték(A, kezds, V, 0, &llapot, mélység, h)
if allapot € V or mélység = 0 then
return h(4dllapot)
else
max « —o
for all o € 0 do
if El6feltétel(dllapot, o) then
Gj-4llapot « Alkalmaz(allapot, o)
v « -Negamax-Erték(A, kezdé, V, 0, Gj-allapot,mélység — 1, h)
if v > max then
max < v
end if
end if
end for
return max
end if
end function



Chapter 4. Problémamegoldas redukcioval
Table of Contents

Problémaredukcids reprezentécid

Példak problémaredukcids reprezentaciora
Hanoi tornyai
A problémaredukcids reprezentaciét szemléltetd graf

Problémaredukcidval reprezentalt feladatok megoldaskeresé modszerei
Visszalépéses megoldaskeresés ES/VAGY fak esetén
Keres6faval megoldaskeresés ES/VAGY fak esetén

Gyakran el6fordul, hogy egy problémat ugy probalunk megoldani, hogy tébb kiilon-kiilon
megoldand6 részproblémara bontjuk. Ha a részproblémakat megoldjuk, az eredeti probléma
megoldasat is megkapjuk. A részproblémak megoldasat tovabbi részek megoldasara vezetjik
vissza, egészen addig, amig csupa olyan probléméahoz nem jutunk, amelyeket egyszertségiiknél
fogva mar konnyedén meg tudunk oldani. A probléma megoldasnak ezt a modjat
problémaredukcionak nevezzik.

Problémaredukcids reprezentacio

® El6szor is le kell irni az eredeti problémat, jeldljiik ezt most P-vel.

® Egy probléma részproblémakra bontasa soran a nyert részek az eredeti problémahoz
hasonld, de annal egyszer(ibb problémak.

Jelsljiik az igy nyert problémahalmazt  -vel. Természetesen P € .

o F problémainak Osszegyijtése soran toreksziink arra, hogy legyenek kozottiik olyanok,
melyeket meg tudunk oldani, vagy ismerjik a megoldasukat. Ezek a problémak az un.
egyszerti problémak.

Az egyszer( problémak halmazat € vel jeloljuk.

Ecr , hiszen P 2 E, kiilonben nincs megoldandé feladat.

® Meg kell még adni a problémakat egyszertsitd, illetve részekre bontd redukcios
operatorokat. Egy redukcios operator egy problémahoz azokat a (rész)problémakat rendeli
hozza, melyek egyenkénti megoldasaval a probléma megoldasa is eléall. Jeloljon a

redukcios operatorok R véges halmazabol T egy operatort. Ekkor

Equation 4.1.
Dom(r) = {q|q¢€P\E& és r-alkalmazasanak-elcfeltétele(q)}
es

Rng(r) = {r(q)={dy .... 4n} | g €Dom(r) és q,, ..., 9, € P}

Tehat egy redukcids operator egy-egy problémahoz F egy-egy részhalmazat rendeli, igy
értékkeészlete ¥ hatvanyhalmazanak valamely részhalmaza.

Definicio:

Legyen P egy probléma. Azt mondjuk, hogy a P problémat problémaredukciés reprezenticioval
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g, R)

irtuk le, ha megadtuk a (7, p, négyest, azaz

® a megoldands P € F problémat,
@, F*0 halmazt, a P problémahoz hasonl6 problémak halmazat,
® az egyszer(i problémak € C P halmazat és

® a redukcios operatorok R=#0 véges halmazat.

{Pa 22 Ev -rR}

Jelolése: .
Definicio:

P, p ER)

Legyen a P probléma a l[ reprezentacioval leirva és legyenek

Equation 4.2.
Q={py. P2 s Pp s P} C P

Equation 4.3.

il i Lo
FLbb b

= = | EI'
egy-egy problémahalmaz (” B 1“ m= 1). Azt mondjuk, hogy a problémahalmaz egy

. re X

lépésben vagy kozvetleniil redukalhato a E problémahalmazz4, ha van olyan
p. € Dom(r)

redukcios operator, melyre ** . és
Equation 4.4.
r[pf] : m:o QQ; "y QM}
Q<Q A
Ennek jelolése: , illetve ha fontos, hogy az redukcios operator segitségével
I-:;:I_ I::-_] [ q: I
allitottul el® -bol a -t, akkor Q r Q .
Definicio:

|
Legyen a p probléma reprezentaci6ja (?* pi E" R), és Q’ Q E F A ‘::-:I- -bol a

n
L 18Rt
redukalhato, ha van olyan Pl’ " PK g (k 2] véges problémahalmaz-sorozat, hogy
Equation 4.5.

h=0 B=(



. . e - * A
és Pi d P'.H minden 1 2l Ek ] esetén. Jelolése: Q c:[: Q )

Definicio:
Pf { P,-'.|.1 liigk_]. r]frzwurk-]

minden esetén, akkor van olyan

Pf "I;-i PH.j (liiﬂk'l]

Nyilvanval6, hogy ha

redukcidés operatorsorozat, hogy . Ilyenkor azt mondjuk, hogy a

n
o :_:' L :_:l I Ty e T
problémahalmazt a problémahalmazza az bty k- redukcios

{:« . Q\
operatorsorozat segitségével redukaltuk. Jelolve: liel

Definicio:

Legyen a p probléma problémaredukcids reprezentacidja (Pf p! EJ rR) A p
1P}

probléma megoldhat6 ebben a reprezentacioban, ha
problémahalmazza redukalhato, azaz

csupa egyszerd problémabol allo

Equation 4.6.

phe Qe

Ekkor az " 1% *** T redukciés operatorsorozatot tekinthetjitk a probléma megoldasanak.

A feladatunk lehet

® annak eldontése, hogy megoldhaté-e a probléma az adott problémaredukcids
reprezentacioban,

® cgy (esetleg az 6sszes) megoldas elballitasa,

@ valamilyen mindsités alapjan jo megoldas el6allitasa (a megoldasok kozott kiilonbséget
tehetiink, pl. a megoldas koltsége alapjan).

koltség(r, g) = 0 az T

Jelolje redukcios operator 9 problémara vald alkalmazasanak a

kéltségét, és ha 4 € E, akkor clq) =0 pedig a 4 egyszerti probléma kozvetlen megoldasanak
koltségét.

Definicio:
A (P, p, & R) problémaredukcids reprezentaciéban g(a) a 4€F probléma megoldasanak
minimalis koltsége, ha

Equation 4.7.



clq) ha g €L,

o0 h £, de -3IrireX eD ;
9(q) = aqé e r(r A g € Dom(r))

A

min{kéltség(r, q) +
qi

glg:)} egvébként.

-

rig)

m

A részproblémak parhuzamos megoldasa esetén lehet6ségiink van a legrovidebb id6 alatt

kéltség(r, q)

eléallithaté megoldas megkeresésére. Ekkor az T redukcios operator 4 problémara

valoé \textbf{alkalmazasanak a végrehajtasi idejét}, c(a) pedig a 9 egyszerii probléma kozvetlen
megoldasanak idejét jelenti.

Definicio:

A (P, p, & R) problémaredukciés reprezentacidban tlq) a 4€F probléma megoldasanak
minimalis ideje, ha

Equation 4.8.

-

c(q) ha g € &,
tHq) =+ o ha q € & de —-3r(re R a g€ Domi(r)),
min{ koltseg(r, q) + max t(q;)} egyebkent.

gierig)

Példak problémaredukcios reprezentaciora

Hanoi tornyai

A legenda szerint egy szerzetesek lakta tavol-keleti kolostor udvaran all harom rad, amelyeken 64
kiilonboz6 atméréji aranykorong talalhat6. Eredetileg mind a 64 korong egyetlen rudra volt
rarakva ugy, hogy minden korong alatt egy nala nagyobb volt. A szerzeteseknek az a feladatuk,
hogy a korongokat helyezzék at az els6 rudrél a harmadik rudra, egyszerre mindig csak egyet
mozgatva ugy, hogy sohase rakjanak nagyobb korongot kisebbre. Amint mind a 64 korongot
atpakoljak a harmadik rudra, eljon majd a vilagvége.

A legenda szerint a szerzetesek a munka elvégzésével a legid6sebb tarsukat biztak meg. Sokat
torte a fejét, gondolkodott, meditalt, majd hirtelen vilagossag toltotte el: a feladatot harom
lépésben meg tudja oldani!

1. 1épés: At kell vinni az elsd radon 1évé felsd 63 korongbél 4ll6 tornyot a masodik rudra.
2. lépés: At kell vinni az elsé radon 1évé utolsé, legnagyobb korongot a harmadik ridra.
3. lépés: At kell vinni a masodik riadon 1évé 63 korongbél 4ll6 tornyot a harmadik radra.

A szerzetes masnap kiszogezte a templom kapujara az algoritmus leirasat:

Mbdszer és it arra vonatkozéan hogy hogyan vigyiink at egy ™ korongbél all6 tornyot az X ridrél az

V-raa?Z felhasznalasaval:

1. Abban az esetben, ha a torony egynél tobb korongbol all, bizd meg a legiregebb



tanitvanyodat, hogy a széban forgé torony felsé ™8 — 1 korongjat vigye at az * rudrél a Z re,

mikozben az Y -t hasznalhatja.

2. Vidd at magad az * ridon maradt egyetlen korongot az ¥ -ra.
3. Abban az esetben, ha a torony egynél tobb korongbol allt, bizd meg a legoregebb

z

tanitvanyodat, hogy a széban forgé torony felsé ™~ 1 korongjat vigye at a < rudrél az

-—-j"-r -ra, mikozben az ~ -t hasznalhatja.

A legenda szerint tehat a hanoi szerzetesek problémaredukcioval probaltak megoldani az el6ttiik
allo feladatot. Adjuk meg most az elképzelésitknek megfelel6 reprezentaciot a modositott

feladatra. A megoldando j feladat tehat: mindharom az = radon levé korong

atvitele a C radra ( felhasznalasaval). Ezt jelolhetjitk a kovetkezéképpen:

Equation 4.9.
p=(3; A-C)

A megoldandé feladathoz hasonl6 feladatok a kovetkezék: az * rudon levé felsé valahany korong
atvitele a ¥ radra (£ felhasznalasaval):

Equation 4.10.
P={(n; x-y)|n=1x y€{A B, C}, x =y}

Ezek koziil egyszertien megoldhatok, ha a felsé korongot kell 4thelyezni az * rudrél egy olyan
rudra, amelyiken nincs ennél kisebb atméréjii: s Minden nem egyszerd problémat harom, az
eredetinél egyszertibb részre bonthatunk:

A problémaredukcios reprezentaciot szemlélteto graf
Legyen a P probléma a (7, p, & R) reprezentacioval megadva. Ez a reprezentacié is egy

iranyitott grafot, in. ES/VAGY grafot hataroz meg.

oA”F problémahalmaz elemei (a problémak) a graf csiicsai. Vezessiik be az 4 €F probléma
altal definialt csticsra az 4 jelolést. Ekkor a graf csucsainak halmaza

Equation 4.11.
N={n,| ger}.

® A graf csticsai koziil kitiintetett szerepet jatszanak a P problémat szemléltetd an. startcsiics

(jele: Mp vagy ¥)



@ és az egyszer(l problémakat szemléltetd terminalis csiicsoki. A terminalis csticsok halmaza
tehat:

Equation 4.12.

T={n,|e€t).

€ o 0, €7

® Egy q problémat szemlélteté csucsbol iranyitott éleket huizunk az

[P i R
problémakat szemléltet6 e csucsokba, amikor m *MQ/ qu]‘ Ezek az élek
dsszetartozonak tekintheték: egy ES élkiteget vagy hiperélt alkotnak. A graf hiperéleinek

halmaza tehat a kovetkez:
T
|
Azt mondjuk, hogy az (l\lj 51, J iranyitott ES/VAGY graf a p probléma (Pf pr E; %)

Lemma

:
Legyen (LI\IJ 5 T“ E} a p probléma (F* ‘UJ E" rR} problémaredukcids reprezentaciojahoz
W q:k [Mgw Qm]

tartozo reprezentacios grafja. Pontosan akkor all fenn a relaci6, ha a reprezentacios

TT - . . . {quﬂ ”(DJ ) nﬂm]
grafban van az =2 cstcsabdl induld olyan hiperat, melynek levelei éppen az '
csucsok.

Bizonyitas

1. Tegyiik fel, hogy {a} <€ {qy, 2 s O } Ez a redukalhatdsag definicié miatt azt
P, Py, ... B, CP (k=2) (

jelenti, hogy létezik olyan véges) problémahalmaz-

sorozat ugy, hogy
Equation 4.13.

Py =4{q}, Py={dy ds, -, dm}

és
Equation 4.14.
P; € Py,

l=i=k-1

minden esetén.

® Tehit minden 1 SISk~ 1, P; valamelyik probléméja, mondjuk Pij Pre1

ben mar részekre van bontva, azaz van olyan redukcios operator, amelyik Pij épp

p

ezekre a részproblémakra bontja, igy a reprezentacios grafban a ~ii-t szemléltetd



csticsbol ES élkoteg indul a részproblémakat szemléltetd csticsokba.

® Tovibba Pii Fi+ 1 ben mar nem szerepel, tehat Gjabb hiperél mar nem indul bel6le.

k

Azaz a reprezentacios grafunkban egy ™ T 1 hiperélbél allé sorozatunk van, melyben az

i1

els6 hiperél a 4 -t szemléltets Mg cstcsbél indul, minden kovetkezé hiperél kezd6cstucsa
valamely el6z6 hiperél végesucsa, és minden csucsbdl legfeljebb egy hiperél indul. Tehat a
szemléltetd részgraf egy hiperut.

Tovabba a sorozat utolsé halmazéinak, Py -nak a problémai azok, amiket nem bontottunk
tovabb, tehat az ezeket szemléltetd csucsok a a hiperut levelei.

7

2. Most tegyiik fel azt, hogy a reprezentacios graf "4 cstcsabél indul olyan hiperut, melynek

levelei az {n“’ Maps o ﬁgm}

(n1, {n11, N1z, ooy Nimy }),

csucsok. Ez azt jelenti, hogy van olyan
{112.-' {nzlj nz:: EERN] ”2?‘7".'2}:':

My, 1Mk, Mizs oeer Moy o o,
(y { klr Tk kw"}] hiperélsorozat a reprezentacios grafban, hogy

Equation 4.15.

tovabba

Equation 4.16.
Yivjl(l=i j=k)a(i=j) D =n))

és
Equation 4.17.
Vi((l<i=k)D3j(i>j=k)n(n € {nj, N, ooy Njm 1))-

A sorozat minden (ne, {Me2, Nz, ey Mg })

szemléltet: az "M altal szepléltetett problémat bontja a redukciés operator az

{1, i, ooy I'f.-'rn:-}

hiperéle egy redukcios operatoralkalmazast

csucsok altal szemléltetett problémakka. Tehat a hiperélsorozat egy

redukciés operatorsorozat, mely els6 operatorat 4 -ra alkalmaztuk, az dsszes tobbit pedig,
valamely megel6z6 operator eredményeképpen eléallt problémara.

Tétel

(N, s, T, E} (P, p, £ R)

Legyen a P probléma

reprezentaciés grafja. Pontosan akkor oldhaté meg P, ha van a reprezenticiés grafban a



startcsticsbol indul6 olyan hiperit, melynek levelei terminalis csicsok.

Problémaredukcioval reprezentalt feladatok megoldaskereso
modszerei

Visszalépéses megoldaskeresés ES/VAGY fak esetén

Pp bR e
Legyen ( f pj ! ) a probléma problémaredukcids reprezentacioja. Egy visszalépéses

megoldaskeres6

® adatbazisa a reprezentacios graf egy a startcsucsbol induld hiperutjat tartalmazza. Ezt az
utat aktualis hiperutnak nevezziik. Az adatbazis az aktualis hiperut csucsait és e csicsokbodl
kiindul6 bizonyos hiperéleket (explicit vagy implicit médon) nyilvantarté csomépontokbol
épiil fel.

A keresés megkezdésekor az adatbazis egyetlen egy - a P kezdéproblémat tartalmazé -
csomopontbol all. Egy csomopont az alabbi informacidkat tartalmazza:

O egy qe’r problémat;

O arra a csomoépontra mutatot, mely a sziil6 problémat (azt a problémat, melyre
redukcios operatort alkalmazva el6allt q ) tartalmazza;

O 4 els6 részproblémajat (4 elsé ES gyermekét) nyilvantartd csomopontra mutatot;

O 4 szilsjének 9 -t kovetd részproblémajat (4 kovetkezd ES testvérét) nyilvantartd
csomoOpontra mutatot;

O azt a redukcids operatort, mellyet 9 -ra aktualisan alkalmaztunk;

O d-ra a keresés soran mar alkalmazott (vagy még alkalmazhaté) redukcids
operatorok halmazat.

® A visszalépéses megoldaskeres6k miveleteit egyrészt a redukcidés operatorokbol
szarmaztatjuk, tovabba alkalmazhatjuk a visszalépést.

0 AzT € R redukeios operatorbol nyert mivelet

0 alkalmazasi el6feltétele: a kivalasztott levél csomopontban talalhato

problémara alkalmazhato I de még sikerteleniil nem alkalmaztuk ra.
O hatasa:
O A visszalépés
0 alkalmazasi el6feltétele: van csomépont az adatbazisban.
O hatasa:

® Az induld adatbazis létrehozasa utan kezdi el a vezérld a keresést.

O Ha elfogytak a csomépontok az adatbazisbol ~ az adott reprezenticiéban nincs
megoldas.

O Ha van nem egyszert problémat tartalmazo levélcsomopont az adatbazisban, akkor



a vezérl6 valaszt egyet.

0 A kivalasztott problémara valaszt egy még sikertelentil ki nem probalt
redukcids operatort, és alkalmazza.

0 Ha ilyen nincs, visszalép.

O Ha a hiperat minden levél csomépontja egyszer(i problémat tartalmaz — el6allt
egy megoldas.

Keres6faval megoldaskeresés ES/VAGY fak esetén

Legyen (7, p, &, ER}a P probléma problémaredukcids reprezenticidja. A reprezentaciés grafot
alakitsuk 4t olyan ES/VAGY graff4, melyben minden csticsbél vagy csak VAGY élek, vagy csak egy
ES élkoteg indul ki.

Keres6faval megoldast keresés esetén az

® adatbazis a reprezentacios graf startcsicsbol induld felderitett hiperutjai. Az adatbazis a
hiperutak csicsait és e csucsokbol kiindulé hiperéleket (explicit vagy implicit mdodon)
nyilvantarté csomopontokbdl épiil fel. A keresés megkezdésekor az adatbazis egyetlen egy

- a P Lkezddéproblémat tartalmazd - csomépontbol all. Egy csomépont az aldbbi
informéaciokat tartalmazza:

O egy 4 € problémat;
O ha 4 VAGY gyermek:

O a sziill6 csomopontra mutatot;

O azt a redukciés operatort, mellyel 9 -t redukaljuk;

7 9 kévetkezé VAGY testvérét tartalmazoé csticsra mutatot;
0 4 els6 ES gyermekét nyilvantarté csomépontra mutatot;

O ha 4 ES gyermek

O a sziilé csomdépontra mutatot;
0 4 kovetkezd ES testvérét nyilvantarté csomépontra mutatot;

0 4 els6 VAGY gyermekét nyilvantarté csomépontra mutatot;
O cimkét: megoldott /| megoldhatatlan / folyamatban

@ miivelete a kiterjesztés: a kereséfat annak egy folyamatban cimkéjii levélcsomodpontjan
keresztiil kib&viti.

O alkalmazasi el6feltétele: a keres6faban van folyamatban cimkéjt levélcsomopont.
O hatasa:

0 alkalmazzuk az Osszes alkalmazhaté redukcios operatort a folyamatban
cimkéji levélcsomoépont problémajara,

0 az el6alld problémakat Uj csomoépontokként felfizzilk a kereséfaba

megfelel6 cimkékkel:

@ megoldott, ha az el6allt probléma egyszer(;



® folyamatban, ha az eléallt probléma nem egyszer;
0 modositjuk a keres6fa csucsainak cimkéit.
O Ha a gyokér csomopont cimkéje megoldott, el6allt az adatbazisban egy megoldas.

O Ha a gyokér csomoépont cimkéje megoldhatatlan, nincs a reprezentacié mellett a
problémanak megoldasa.

O Ha a gyokér csomopont cimkéje folyamatban, a vezérl6 megmondja, hogy melyik
folyamatban cimkéji levélcsomopont legyen a kovetkez6 1épésben kiterjesztve.

Colophon
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Tarhaz projekt keretében késziilt. A tananyagfejlesztés az Eurdpai Unid tamogatasaval és az
Europai Szocialis Alap tarsfinanszirozasaval valosult meg.



