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Kritikus Ut modszer - CPM

CPM: Critical Path Method
Adoft

* az (temezendo elemi mlveletek halmaza (activity)

* minden elemi muvelet elofeltetelel (szinten elemi miveletek)
parcialis rendezés (egymasutanisag)

* minden elemi mlvelet végrehajtasi ideje
Tablazatba rendezheto
Grafikus leiras: CPM graf

* élei megfeleinek az elemi mlveleteknek (egy-egy értelm
megfeleltetes)

* csucsok megfelelnek esemenyeknek (rendszer-allapotok
bekbvetkezesenek)



A CPM graf és a Petri hald kapcsolata

A CPM grafbeli mlvelet megfelel egy olyan atmenetnek egy
idozitett Petri haloban, amelynek

* bemeneti eseményei (elofeltételei) a CPM grafbeli mivelet
elofeltetelel

* tlzelesi ideje a muvelet vegrehajtasi ideje

* kdvetkezménye csak egy feltételbal all

F1 F2 F3
Y Y "
\ _J

# (2 min)



A kritikus Ut kiszamitasa — 1

Algoritmikusan, ket menetben

|. Eldrefele halado szamitas: legkorabbi bekbvetkezesi idOk
1. A kezdo esemény kezdeti idejét nullara allitjuk

2. Minden miuveletet akkor kezdunk, ha az eldfeltételek
teljesiltek

3. Minden esemeény legkorabbi bekdvetkezesi ideje (E;) a
beléje vezetd muveletek befejezddési idejeinek
maximuma

Il. Visszafelé haladd szamitas: legkésdbbi bekdvetkezési idok
1. A befejez0 esemeny legkesoObbi bekovetkezesi idejet a
legkorabbira allitjuk
2. Minden muvelet legkesobbi bekovetkezesi idejet a
vég-esemeény legkésobbi bekdvetkezési idejébdl
szamitjuk, levonva beldle a mivelet végrehajtasi idejét
3. Minden esemeny legkesObbi bekdvetkezesi ideje (L;) a

beldle induld muveletek kezdl idejeinek minimuma



A kritikus Ut kiszamitasa - 2

Csuszasi id6k
1. Esemenyekre: a legkesobbi és a legkorabbi bekovetkezesi
ido kulonbsége, S; = L - E;

2. Az 1-edik esemenyhal a j-edikbe vezeto miveletre:
St'.j = Lj - E@ - tij
ahol £;; a muvelet vegrehatasi ideje

Kritikus ut: azon miveletekbdl (elekbdl) all, amelyek csuszasi ideje
nulla



Dinamikus programozas

EqQy dinamikus programozasi algoritmus kifejlesztese 4 lepesre
bonthato fel:

1. Jellemezziik az optimalis megoldas szerkezeteét
2. Rekurziv moédon definialjuk az optimalis megoldas értéket

3. Kiszamitjuk az optimalis megoldas értéket alulrol felfelé
tortend modon.

4. A kiszamitott informaciok alapjan megszerkesztiink eqy
optimalis megoldast.

A dinamikus programozas minden egyes reszfeladatot és annak
minden reszfeladatat pontosan egyszer oldja meg, az
eredmeényt egy tablazatban tarolja, és ezaltal elkerili az
Ismeételt szamitast, ha a részfeladat megint felmerdl.



Szereldszalag utemezése

Mmdegwk szalagnak n allomasa van, melyek indexei
g =l Si; Jeloli az i-edik (1 = 1 vagy 2) szalag j-edik

allomasat Az elso szalag j-edik allomasa (51;) ugyanazt a
funkciot latja el, mint a masodik szalag j-edik allomasa (52;). Az

Si; allomason a muveleti idot a;; jeldli.
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A teljes leszamlalas szamitasi ideje (2n). Ez nagy n mellett
elfogadhatatian.



1. 1épés: a legrovidebb gyartasi ut szerkezete

Tekintstk a lehetseges legrovidebb utat, ahogy eqy alvaz a
Kiindulasi helyzetbdl tuljut az S;; allomason.

Ha 57 = 1, akkor csak egy lehetoseg van, es igy kdnny
meghatarozni a sziikseges idot.

j =2,...,n eseten két lehetoség van:

* Az alvaz erkezhet kdzvetlenul az S ;1 allomasrol, amikor

ugyanannak a szalagnak a (j — 1)-edik allomasardl a j-edik
allomasara valo atszallitas ideje elhanyagolhato.

* Az alvaz 5y ;_; feldl erkezik, az atszallitas ideje i9 ;_;.

Tegylk fel, hogy az S; 7 allomason valod tuljutas leggyorsabb
madja az, hogy oda az 5, ;_; feldl erkezink.

Az alvaznak a legrévidebb modon kell tuljutnia az 57 ;1

allomason, mert ha volna egy gyorsabb mod, hogy az alvaz
tuljusson a 57 ;_; allomason, akkor ezt hasznalva magan 5; ;-n
is hamarabb jutna tul, ami ellentmondas.



1. Iépés: a legrovidebb gyartasi ut szerkezete

Altalanosabban fogalmazva azt mondhatjuk, hogy a
szereloszalag Utemezesenek

(hogy megtalaljuk a legrévidebb modot az S;; allomason valo
tuljutasra)

optimalis megoldasa tartalmazza egy részfeladat

(vagy az Sy ;1 vagy az Sy ;1 allomason valo leggyorsabb
athaladas)

optimalis megoldasat.

Erre a tulajdonsagra optimalis reszstrukturaként fogunk
hivatkozni.

Azaz reszfeladatok optimalis megoldasaibol

megszerkeszthetd a feladat optimalis megoldasa.



2. lépés: a rekurziv megoldas

Az optimalis megoldas erteket a reszfeladatok optimalis
ertekeibdl rekurzivan fejezzuk Ki.

A reszfeladatok legyenek mindkét szalag j-edik allomasan valo
leggyorsabb athaladas megkeresesenek a feladatai j =1.....n
mellett.

Jeldlje f;[j] azt a legrévidebb idét, ami alatt az alvaz tul tud jutni
az 5;; allomason.

Ceélunk annak a legrovidebb id6nek a meghatarozasa, ami
alatt az alvaz az egész lizemen keresztul tud haladni.

Ezt az idot f* jeldli.

f* = min{ fi[n| + z1, fa|n| + 22}

f1 1 — €1 + a

f2[1] = e2 + a



2. |épés: a rekurziv megoldas

Hogyan kell kiszamolni az f;|j]-t j=2,....nési=1,2
eseten?

filil = min{ f1[j — U +ayj, folj — 1 +t2j-1+0a15}, haj=2,...,n.

falj] = min{ folj —1|4aq;, filj —1]+t1j-1tag;}, haj=2,...,n.

A kdvetkezo rekurziv egyenletet kapjuk:

4

fl[j] _— e1 +aip, haj=1.

| mind filj — 1] + ayj, foj — 1] +t95-1 + a1}, haj > 2
fz[]] y eg +ag, haj=1,

h mind fa|j — 1] 4 ag;, f1[j — 1] +t1-1 +ag;}, haj > 2



2. |épés: a rekurziv megoldas

Az f;|7] mennyiségek a részfeladatok optimalis érékei.

Annak erdekeben, hogy vissza tudjuk keresni a legrévidebb utat,
definialjuk /;|7]-t mint azt a szerel6szalagot, amelyiknek a

7 — 1l-edik allomasat hasznaltuk az S;;-n valo leggyorsabb
Keresztllhaladaskor.

tt:=1,2és5=2,...,n.
(Nem definialjuk ;[1]-et, mert S;;-t egyik szalagon sem elozi
meg masik allomas.)

Az [* szalag definicio szerint az, amelyiknek az utolso allomasat
hasznaljuk az egesz Uzemen valo athaladaskor.

Az [;|7] értekek segitsegével lehet nyomon kovetni a legrévidebb
utat.



3. lepes: a legrovidebb atfutasi ido kiszamitasa

Sokkal jobban jarunk, ha az f;|j| értékeket més sorrend szerint
szamoljuk, mint az a rekurziv modszerbol adodik.

Veqyuk észre, hogy j... 2 esetén fi|j| csak f|j — 1] -tol és
fal - 1] ol fligg.

Ha az f;|j| értékeket az allomasok j indexének novekvo

sorrendjeben szamoljuk, akkor a legrovidebh atfutasi ido
meghatarozasa O(n) idei tart.



3. l1épés: a legrovidebb atfutasi idd kiszamitasa

ALGORITMUS1(a,t,e,x,n)
1. f; [1] = €1 + aq1 fg[l] = €9 + a9q

2. forj:=2ton
3. doif fi[j — 1] + a1; < folj — 1] + t25—1 + ay;
4. then fi[j] .= filj — 1]+ a1; hL[j] =1
5. else fi|j] == falj — 1] +t2j—1 +a1; lL1]j] :=2
6. if f2[7 — 1] +az; < filj — 1] +t15-1 + az;
7. then fa[j] == folj — 1] +az;  l2[j] :=2
8. else fa|j] == filj — 1] +t1-1 +a2; l2]5] :=1
9. if fi[n] + 21 < fa[n] + 22
10. then f* = fifn] + o1 I* =1
11. else f* = foln] + 22 1* =2



4. |épés: a legrovidebb atfutasi idejli Ut

filil, 1%, ;7] és I* kiszamitasat kovetéen meg kell szerkeszteni
az lUzemen valo legrévidebb athaladast biztosito utat.

Az eljaras az ut allomasait az indexek csokkeno sorrendjeben
nyomtatja Ki.

ALGORITMUS2(I,n)
1. 1=
2. print ;"-edik szalag" n"-edik allomas”
3. for j :=n downto 2
4. doi:=1]j
9. print :"-edik szalag (" 7 — 1")-edik allomas”
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