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4. eldadas: itéletlogika — szemantika

Formula szemantikai tulajdonsagai

Egy A itéletlogikai formula kielégithet6, ha van a nyelvnek
olyan interpretaciéja, melyben Aigaz.

PV

akkor A kielégithetetlen, vagy masképp logikai
ellentmondas.

s sz

mondjuk, hogy A logikai térvény.
Jeldlése: = A.
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Példa

@ A X formula kielégithetd, mert az olyan Z
interpretaciokban, melyekben Z(X) = h, =X igaz.
Ezek az interpretaciok —X modelljei.
Q Az X A —X formula kielégithetetlen, mert azokban az 7
interpretaciokban,
@ melyekben Z(X) = h, a formula bal oldali,
e melyekben Z(X) = i, a formula jobb oldali
kdzvetlen részformulaja hamis, igy a konjunkciés formula
minden interpretaciéban hamis.
© Az X v —X formula logikai térvény, mert azokban az 7
interpretéciokban,
e melyekben Z(X) = i, a formula bal oldali,
e melyekben Z(X) = h, a formula jobb oldali
kdzvetlen részformuldja igaz, igy a diszjunkcids formula
minden interpretaciéban igaz.
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A tautoldgia

Ha egy itéletlogikai formula igazsagtablajaban a formula (f6
logikai jel) oszlopdban csupa i igazsagérték jelenik meg, azt
mondjuk, hogy a formula tautolégia.

Egy itéletlogikai formula akkor és csakis akkor logikai tdrvény,
ha tautoldgia.

Egy itéletlogikai formula akkor és csakis akkor kielégithetetlen,
ha a negaltja tautoldgia.

Példa
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Néhany nevezetes logikai torvény

Ha A, B és C formulak, az alabbi formuldk logikai torvenyek:

azonossag EADA

bévités elbtaggal FAD(BDA)

ellentmondasbdl barmi = A > (-AD B)

reductio ad absurdum = (AD B) D ((AD —=B) D -A)

kétszeres tagadas E-—ADA

kizart harmadik EAV-A

ellentmondas = (AN -A)
=AD(BD>AAB)

=AANBDA és EAANBDOB
F(ADC)>(BDC)D>(AvBD ()
=ADAVB és EBDAVB
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Ekvivalens formulak

Azt mondjuk, hogy az A formula ekvivalens a B formulaval, ha

megegyezik a B igazsagértéke.
Ezt a tényt Ugy jeldljik, hogy A ~ B.
Barmely A, B és C formula esetén
- A~A,
- ha A~ B, akkor B ~ A, és
-haA~ Bés B~ C, akkor A~ C.

Az itéletlogikai formulak kdz6tti binér ~ relacié tehat
ekvivalenciarelacid. Ez a relacié az itéletlogikai nyelv
formulainak egy osztalyozasat generalja, az egymassal
ekvivalens formulak logikai jelentése megegyezik.
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Példa

Az X D Y formula ekvivalens a =X Vv Y formulaval, mert abban
az interperetaciéban, melyben

@ X D Y hamis, X igaz és Y hamis, de ekkor —X is hamis,
ésigy a - X Vv Y formula is hamis,
@ - XV Y hamis, =X és Y is hamis, de ekkor X igaz kellett
legyen, tehat a X O Y formula hamis lesz.
Az A és B itéletlogikai formulak pontosan akkor ekvivalensek

egymassal, ha k6z6s igazsagtablajukban A és B oszlopaban
minden sorban azonos igazsagértékek jelennek meg.

(XY [XOY][-XVY]

[ [ [
h h h
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Néhany nevezetes ekvivalencia 1

asszociativitas

AN(BANC)~(ANB)ANC Av(BvC)~(AvB)vC
kommutativitas

AANB~BAA AVvB~BVA

disztributivitas
AN(BVC)~(ANB)V(ANC) AV(BAC)~(AVB)A(AVC)

idempotencia

ANA~A AVA~A
eliminacio (elnyelés)

AN(BVA)~A AV (BNA)~ A

De Morgan térvényei
-(AANB)~-AVvV-B -(Av B)~-AA-B
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Néhany nevezetes ekvivalencia 2

logikai jelek kézti kapcsolatok

ANB~=(=AV-B) ANB~—=(AD-B)

AV B~ =(-AA-B) AvB~-ADB

AD B~ —=(AA-B) A>DB~-AVB

kétszeres tagadas —A~A

kontrapozicio A>DB~-BD>-A

negacio az implikacioban

AD-A~-A -ADA~A

implikacios elétag-csere AD(BD>C)~B>(ADC0)
D konjunkcids elétaggal ANBDODC~AD(BDCO)

esetelemzés AvBOC~(ADC)AN(BDC)
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Tovabbi ekvivalenciak

A ~ B pontosan akkor, ha

= (ADB)A(BDA).

Jeldljon T logikai térvény, | pedig kielégithetetlen formulat.

ANT~A AAnLl~_L
AVT ~T AVLI~A
ADT~T ADL~-A
TOA~A L1LDODA~T
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Formulahalmaz szemantikai tulajdonsagai 1

itéletlogikai formulak egy I halmaza kielégithetd, ha van a
nyelvnek olyan interpretacioja, melyben minden I'-beli formula
igaz.

Ha nincs a nyelvnek ilyen interpretacioja, akkor a I
formulahalmaz kielégithetetlen.

Egy véges {Aq,Az,...,Ap} (n > 2) formulahalmazt pontosan

azok az interpretaciok elégitik ki, mely interpretaciokban az
At NAs A ... N A, formulaigaz.

Masképp fogalmazva: az {Aq, As. ... A,} formulahalmaz

pontosan akkor kielégithetetlen, haaz Ay AAs A ... A Ap
formula is kielégithetetlen.
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Formulahalmaz szemantikai tulajdonsagai 2

Egy véges {Aq, A, ..., An} (n > 2) formulahalmaz pontosan
akkor kielégithetd, ha a formulak k6z6s igazsagtablajaban van
olyan sor, melyben minden formula alatt i igazsagérték jelenik
meg.

Az {X,X D Y,~Y} formulahalmaz példaul kielégithetetlen.

(X[Y[X[XoV ][ V]
[ [ [ h
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A kovetkezmény-relacio

Legyen T itéletlogikai formulak egy halmaza és B pedig egy
formula.

Azt mondjuk, hogy B kévetkezménye a I'-beli formulaknak,
amennyiben B igaz minden olyan interpretaciéban, melyben
minden I'-beli formula igaz.

Jeldlése: I = B.

A I-beli formulak a feltételformulak (premissza),
a B formula a kévetkezményformula (konkluzio).
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Példa 1

Déntsik el, hogy az {X D Y, X D =Y} formulahalmaznak
kévetkezménye-e a — X formula.
@ Hatarozzuk meg azokat az interpretaciokat, melyek
kielégitik a premisszakat:
I-](X) =h, I-](Y) =1iés ZQ(X) = h, IQ(Y) = h.
© Ellendrizziik ezekben az interpretaciokban a konklziot:
74 |: -X és I ): -X.
Tehat {X D> Y, X D> Y} E - X.
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Példa 2

Dontsik el, hogy az {X D Y, X D =Y} formulahalmaznak
kdvetkezménye-e a - X formula.
@ Hatarozzuk meg azokat az interpretaciokat, melyekben
hamis a konkluzié: Z(X) = i.
© Ellendrizziik, hogy van-e ezek kozott az interpretaciok
kdz6tt olyan, mely kielégiti a premisszékat:
haZ(Y) = i, akkor X > =Y hamis Z-ben,
ha Z(Y) = h, akkor pedig X D Y hamis Z-ben.

Tehat {X > Y, X 5 -Y} = —-X.



4. eldadas: itéletlogika — szemantika

Példa 3

Lassuk be, hogy

{=Z, XvV, XDY, YDOZ VOWDZ} =X
TegyUk fel, hogy Z olyan interpretacio, melyben minden
premissza igaz.

Q@ Mivel —=Z premissza, ezért Z(Z) = h lehet csak.

©Q ZI(Z) = hmellett az Y O Z premissza csak akkor lehet
igaz, ha Z(Y) = h.

© Z(Z) = hésZ(Y) = hmellett az X O Y pedig csak
Z(X) = h vélasztas esetén lesz igaz.

Q HaZ(Z)=1Z(Y)=Z(X) = h, akkor az X v V igazza
valdsahoz Z(V) = i sziikséges.

Q Ardgzitett Z(Z) =Z(Y) =Z(X) = hésZ(V) =i
igazsagertékek esetén a V > W O Z formula igazza
valdsahoz az Z(W) = h kell.
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Példa 4

A fenti Iépéseket végigkdvethetjik egy tablazatban is.

IX\Y\Z\V\W\—Z\X\/V\XDY\YDZ\VDWDZ\ﬁXI
- - | h - i

- h | h i i

h|{h|h]| - i i i i
h|h|h{:i - i i i i i
h|h|h i h i i i i i i
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{A1, Az, ..., An} = B pontosan akkor, ha
1.az Ay ANAs A ... A A, D Bformula logikai tdérvény.

2.az {A1,Aq, ..., Ap, —B} formulahalmaz kielégithetetlen.
3.az Ay ANAx A ... N Ay A =B formula kielégithetetlen.

4. az A1, Ao, . . ., An és B formuldk kézés igazsagtablajaban

azokban a sorokban, ahol minden premissza alatt /
igazsagérték jelenik meg, ott B alatt is i igazsagérték van.
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Példa

A{=Y, XVvY, X > Z} formulahalmaz kévetkezménye Z,
ahogy azt kdzds igazsagtablajuk mutatja.

(X[ Y[Z[-Y[XVY[X5Z] [Z]
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A helyes kovetkeztetésforma

Legyen {Aj, Az, ..., Ay} tetszbleges formulahalmaz, és B egy
formula.

Az ({Aq1, Az, ..., Ap}, B) part kovetkeztetésformanak
nevezzuk.

Az ({Aq, Ao, ..., An}, B) par helyes kovetkeztetésforma, ha
{Aq,As,...,An} E B.
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Legyenek A, B és C tetszbleges itéletlogikai formulak. Az
alabbiakban felsorolt kdvetkeztetésformak helyesek:

modus ponens

modus tollens

reductio ad absurdum
az indirekt bizonyitas
feltételes szillogizmus
esetszétvalasztas
modus tollendo ponens

({AD> B,A}, B)
({A D> B,—-B},-A)

({A> B,A> —-B},-A)
({ﬁADB—'AD—'B} A)
{A>B,B>C},ADC)
{AvB,A>C,BD C},C)
({Av B,-A},B)

({A},AVv B) és ({B},AV B)
(

({A/\ B} A) és ({ANB},B)
(
(

s ({Ah,—"A)
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