Algoritmusok tervezése és elemzése
2012. 02. 22.

Még 2 hét gyakorlat és ZH.
Feladatok a ZH-n:
- Algoritmus és ciklus-invarians adott: dekoracid.
- Algoritmus (utasitasok) adottak: ciklus-invarians meghatarozasa.

Totalis Hoare-kalkulus ([P1C[Q]) //Mas ajeldlés! (nem {}, hanem [])
Ha P teljesiil, akkor C eredményesen befejezédik és a végén teljesiil Q.

Totalis helyességnél csak a ciklus-szabaly mas:

[PABAU=N]C[PAU<N],PAB3U>0 // 3 = implikacio
// N egy friss valtozd, ami nem valtozhat
[P]whileBdoCod[PA-B] // Az U = N kozotti relacio egy hasonlitas

U = egész értékl term, amely felllrdl becsli a ciklus hosszat (avagy ez egy ciklus-szamlald).
Ha B teljesiil, akkor U > 0. C végrehajtasa sordn U értéke csak csokkenhet és csdkken is.

Lnko:

(X.Y) _{ Inko(X,Y),haX >0, ¥ >0
"7 w,egyébként

(X,X) =X

(X,Y) = (Y,X)
(X+Y,Y) = (X,Y)

[a>0Ab>0]X:=a;Y:=b;whileX#Ydo
if X>Ythen X :=X-Y

else Y := Y-Xfi

od[X=(a,b)]

Dekoracids feladat totalis helyességgel:

1. [a>0Ab>0] P =(X,Y)=(a,b) Ciklus-invarians

23. [(a,b)=(a,b U= X+Y Ciklus-szamlalo (feltlrél becsiil)

2. X:=gq; A ciklus-szamldalot is manualisan hatarozzuk meg ugy, hogy
22. [ (X,b) =(a,b) minden ciklusban teljesiiljon a kifejezés.

3. Y:i=b;

12. [(XY)=(a,b)] // while feletti sorban: P (ciklus-invarians)

4. whileX#Ydo
13. [(X,Y)=(a,b) AX=2YAX+Y=n] //while alatti sorban: (PABAU=N)(=>P:IFP-je)
5. ifX>Ythen



16. [(X,Y)=(a,b) AX=2YAX+Y=nAX>Y] //if alatti sorban: P A B (az IF sajat P-je és B-je)
21. [ (X-Y,Y) =(a,b) A (X-Y)+Y<n]

6. X:=XY
17. [(X,Y)=(a,b) AX+Y<n] // Q (meghatarozasa hamarabb torténik mint leirdsa)
7. else

18. [(X,Y)=(a,b) AX2YAX+Y=nAX<Y] //elsealatti sorban: (P A -B) (minden az IF-é)
20. [ (X,Y-X) =(a,b) AX+(Y-X)<n]

8. Y:=YX

19. [(X,Y) =(a,b) AX+Y<n] // Q (a hozza tartozé if alatti sorbdl jon)

9. fi

14. [(X,Y)=(a,b) AX+Y<n] // od feletti sorban: (P AU < N) ( =>Q, fi alatti )
10. od

15. [(X,Y)=(a,b) AX=Y] // od alatti sorban: P A -B

11. [X=(a,b)]

Kalon fel kell irnunk a ,,P A B 3 U > 0” formulat is, mert a totalis helyesség definicidja ezt
elGirja: (X,Y) = (a,b) A (X£Y) 3 (X+Y >0) // Természetesen P itt a ciklus P-je.

Az (1,23), (16,21), (18,20) és (15,11) szamparokkal jelolt sorok kozott implikacio all fenn. A
lényeg, hogy két egymas utan kozvetleniil kovetkezd formula kozott implikacio all fenn,
amelyet a Hoare-kalkulus helyessége bizonyit.

A ciklus-szamlalé megértéséhez nézziink néhany feladatot, amelyben csak a ciklus-invarianst
és a ciklus-szamlaldt hatarozzuk meg.

Primosztok szama multiplicitassal:

a(12)=3(2%2*3)
OL(X)z{valami,haX> 0
X, haX<0
[n>0]X:=n;Y:=0;P:=2; while X>1do
if P|X then X := X/P; Y := Y+1 else P := P+1 fi
od[Y=a(n)]

Az algoritmus ciklus-invariansa a kovetkezé:
a(X)+Y=a(n)AVk(k<P3KtX) //ahol,3” azimplikacid, ,1” a nem osztdja jeldlés

Természetesen ilyen beteg feladat nem lesz a zh-n, amuigy sem tudom miért ez a valasz. ©
Hatdrozzuk meg a ciklus-szamlalét, teszteljiuk tobb bemenetre. A ciklus-szamlalét is

manualisan kell ,eltaldlnunk”. EI6sz6r megadunk egy lehetséges kifejezést, majd megnézzik,
hogy minden ciklusban teljesiil-e, hogy folyamatosan csokken.



n X Y P X-P n X Y P X-P
63 63 O 2 61 72 72 O 2 70
63 O 3 60 36 1 2 34
21 1 3 18 18 2 2 16
7 2 3 4 9 3 2 7
7 2 4 3 9 3 3 6
7 2 5 2 3 4 3 0
7 2 6 1
7 2 7 0

Mivel az algoritmusunk kilép a ciklusbdl, ha X nem nagyobb, mint 1, ezért olyan ciklus-
szamlalot kell meghataroznunk, amely minden ciklusban teljesiti a feltételt, hogy X nagyobb,
mint 1 (kivéve az utolsé ciklusban, mert akkor mar ugy sem kezdiink 4j ciklusba). A ciklus sz6
alatt azokat az utasitasokat értem, amelyek tobbszor is lefutnak egy while ciklus
végrehajtasa alatt.

Lathatjuk, hogy az X-P kifejezés nem teljesen jé nekiink, mert az utolsd el6tti ciklusoknal elér
egy olyan értéket, amelyre mar nem igaz, hogy nagyobb, mint 1. Ezért nem futna le az utolsd
kor és az algoritmusunkban taldalhatd ciklus ciklus-szamldléja nem lenne helyes.
Ugyeskedniink kell, amely minden esetben mashogy zajlik. Esetiinkben ha az X-P kifejezéshez
hozzdadunk egyet, azaz (X-P)+1 —t tekintjik a ciklus-szamlalonak, akkor minden lépésben
teljesil a ciklus feltétele (X > 1).

Redukalods feladat ujratoltve:
Dom = V*

[T]Y:=X;Z:=\; whileY #Ado
if (Y) =1f(Z) thenY :=t(Y) else Z := f(Y)Z fi;
od[Z=red(X)"]

X Y i Ciklus-invarians: red(Y*z)=red(X)*AZ=red(Z)
aabccc aabccc A Errdl a képletrél kordbban mar sz6 volt, nem fejtem ki.
aabccc a
abccc a Ciklus-szamlalé: | Y| -|Z |+ | X |
bccc a (ahol | Y | nem mas, mint Y karakterszama)
bcec ba
ccc ba Eredetileg | Y | - | Z | -t tekintettik ciklus-szamlalénak,
ccc cba de ugy nem teljesiilt a ciklus feltétele a megfelel6 kérokben.
cc cba
C cbha Ciklus-szamlalé értékek .+ | X |” nélkil: 6,5,4,3,2,1,0,-1,-2,
A cba Ciklus-szamlalé értékek ,+ | X |” -el: 12,11,10,9,8,7,6,5,4,



Random feladat:
[T]Y:=0;whileX>0doX:=X-Y;Y:=1-Yod [T]

Mivel X értékérdl semmit nem tudunk az algoritmus kezdetekor,
ezért csak Y értékével irhatunk fel ciklus-invarianst.

Ciklus-invarians: (Y=0) V(Y =1) // Mashogy nem lehet kifejezni
Ciklus-szamlalé: 2X-Y

A megalkotott ciklus-szamlalét alkalmazva a ciklus-szamlalé értéke
az egyes ciklusokban rendre: 8,7,6,5,4,3,2,1,
Ez kielégiti a szamlalé monoton csokkenését.
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