Algoritmusok tervezése és elemzése
2012. 03. 14.

Dijkstra-féle leggyengébbelofeltétel-kalkulus (weakest precondition):

[P]IC[Q]«=»P2wp(C, Q), ahol 3 az implikaciot jelenti és wp(C, Q) egy formula.
wp(C, L) = L ( A csoda kizarasanak elve)

Miiveleti tulajdonsagok:

wp(skip, Q) = Q
wp(X:=E, Q) = Q¥
wp(Cy;Cy, Q) = wp(Cy, wp(Cy, Q)) ( kompozicids szabaly)

wp(whileBdo Cod, Q) =3i2>0.P;, ahol P; annak leggyengébb eltfeltétele, amely mellett a
ciklus pontosan i |épés utan befejezédik és teljesil Q.

Po=-BAQ

Pi1=BAwp(C, P;),i20

Feladatmegoldas:
wp(Y:=0; while X>0 do X:=X-1; Y:=Y+2X+1 od, Y=Z) = (kompozicids szabalyt alkalmazva) =
= wp(Y:=0, wp(while X>0 do X:=X-1; Y:=Y+2X+1 od, Y=Z)) =3 i20.P; = *

A kapott wp formuldn beliil ott taldlhatd egy ciklus wp-je, amelyet a mdveleti tulajdonsdgok
alapjan meg kell oldalunk. Ezért az eredmény megolddsa elétt meg kell hatdroznunk a kékkel
kiemelt formula eredményét. Ahogy régen, most is C jeldli a ciklusmagot, illetve a wp
mdsodik paramétere Q-t.

Po=X<0AY=Z
P1=X>0 A wp(C, XSO A Y=Z) = X>0 A wp(X:=X-1; Y:=Y+2X+1, X<0 A Y=Z) = (komp. szabaly) =
= X>0 A wp(X:=X-1; wp(Y:=Y+2X+1, X<0 A\ Y=7)) = *?

A kékkel kiemelt wp egy értékaddst jelél. A formula egyszerisitése érdekében be kell
helyettesiteniink a wp elsé paraméterét a mdsodik paraméterként megjelené formuldba.
Azaz a kékkel jel6lt részt leegyszertsitjiik a kévetkezére: X<0 N\ Y+2X+1=7

*2 2 X>0 A wp(X:=X-1; X<0 A Y4+2X+1=7) = X>0 A (X-1)<0 A\ Y+2(X-1)+1=7 = *3

Ebben a lépésben ismételten egy értékaddssal egyszerdsitettiik a formuldat. Mint Iathatd, madr
nem tudunk kiilénésebb miiveletet kifejteni, azonban a formula egyszeriisitésére taldn még
van lehetdségiink. Probdljuk eldszor egyszeriibb alakban felirni, hogy X értéke mi lehet. Az
(X-1)<0 formulat dtirhatjuk ugy, hogy X<1. Azonban X-re van egy mdsik kikotés és, miszerint
X>0. Mivel X csak egész szam lehet, igy logikusan kévetkezik, hogy X=1. Ha X-et
behelyettesitjiik a formula tébbi részébe, akkor Y+2(X-1)+1=2Z-bél Y+1=Z lesz.

*3 2 X=1 A Y+1=Z (ez lesz P,)

P, =X>0 A wp(C, X=1 AY+1=Z) = X>0 A wp(X:=X-1; Y:=Y+2X+1, X=1 A Y+1=Z) = (komp. szab.) =
= X>0 A wp(X:=X-1, wp(Y:=Y+2X+1, X=1 A Y+1=7)) = (értékadas szabaly) =



= X>0 A wp(X:=X-1, X=1 A\ (Y+2X+1)+1=7) = X>0 A wp(X:=X-1, X=1 A Y+4=7) = **

A fenti miveletnél is Idthato, hogy érdemes a lehet6 leghamarabb elvégezni az
egyszerlsitéseket, mert kés6bb kénnyebb lesz veliik szamolni. Jelen esetben Iathatjuk, hogy a
wp mdsodik paraméterén beliil (a kékkel jelélt rész) a formuldban szerepel egy X=1 tag. Ha
ezt behelyettesitjiik az (Y+2X+1)+1=Z formuldba, akkor Y+4=Z —t kapunk.

# 2 XS0 A (X-1)=1 A Y+4=Z = *°

Ismét elértiik azt a részt, amikor mdr miveleti tulajdonsdg nem alkalmazhatd. Kévetkezzék
tehdt a formula egyszeriisitése. Az (X-1)=1 formula dtirhato X=2 —re. Ennek kévetkeztében
X>0 mindig igaz lesz, tehdt a konjunkcid ezen része elhagyhatd a formuldbdl. Igy elédll a
végleges alakja P, -nek.

*5 = X=2 A Y+4=Z (ez lesz P,)

Feladatunk, hogy addig irjuk fel a P;, P, ... formuldkat, mignem haszndlhato kifejezést
tudunk felirni barmely P; -re. Jelen esetben P, P; és P, ismeretében egész jo kézelitést
kaptunk, hogy megadjuk a minden i-re teljesiil6 kifejezést.
Allitas:

Pi=X=i AY+i’=Z,i>0
Bizonyitas teljes indukcidval:

Po, P1 és P, esetén igaz.

Piis= X>0 A wp(C, Pi) = (gyors felirds) = X>0 A wp(X:=X-1, wp(Y:=Y+2X+1, X=i A Y+i’=2)) =

= X>0 A wp(X:=X-1, X=i A\ (Y+2X+1)+i’=7) = (tirds) = X>0 A wp(X:=X-1, X=i A Y+2i+1+i°=7) =

= X>0 A wp(X:=X-1, X=i A Y+(i+1)’=7) = (értékadds) = X>0 A (X-1)=i A Y+(i+1)=7 = *°
P:.1 kiszamitdsakor az dtirds résznél X helyére behelyettesithettiik i —t, hiszen a formuldban
volt egy X=i kifejezés. X-et azonban tovdabb egyszerdsithetjlik, hiszen tébbszor is szerepel a
formuldban. Az X-1=i formula dtirhatd X=i+1 alakura, amelybdl kévetkezik, hogy X>0, hiszen i

nem lehet negativ szam (Pg,P1,P,,... indexek miatt beldathatd), igy az X>0 formula konjunkcidja
elhagyhato.

*6 = X=i+1 A Y+(i+1)%=Z Ez pontosan illeszkedik a felirt sablonra!

Igen dam, de ezzel még nem vagyunk készek. Fel kell irni a ciklus eredményét jelenté
kifejezést, majd az eredeti wp formuldt tovabb egyszeriisiteni.
*1=pyV (3i20.P) = (behelyettesitiink) = (XSO A Y=Z) V (3 i> 0. X=i A Y+i’=Z) =
=(XSOAY=Z) V[ (3 1>0.X=i AY+X’=Z) ] = (XS0 A Y=Z) V (X>0 A Y+X*=2Z)

Az elébb latott lépésekben i helyére beirtuk X-et, hiszen X=i. A 3 i > 0 . X=i kifejezés
tulajdonképpen felesleges, helyette egyszertibb azt irni, hogy X>0.

Visszatérve az eredeti formulahoz:

wp(Y:=0; while X>0 do X:=X-1; Y:=Y+2X+1 od, Y=Z) = wp(Y:=0, (X<0 A Y=Z) V/ (X>0 A Y+X’=7)) =
= (értékadds) = (X<0 A 0=2) V (X>0 A 0+X°=Z) & Ez lesz a megoldas!



Egy masik feladatmegoldas:
wp(while X>0 do X:=X-Y; Y:=1-Y od, T)=3i>0.P;, ahol

Po = X<0 AF
P1=X>0 A wp(C, X<0) = X>0 A wp(X:=X-Y; Y:=1-Y, X<0) = X>0 A wp(X:=X-Y, wp(¥:=1-¥, X<0)) =
=X>0A(X-Y)s0=0<X<Y
P, = X>0 A wp(X:=X-Y; Y:=1-Y, 0<X<Y) = X>0 A wp(X:=X-Y, wp(Y:=1-Y, 0<X<Y)) =
= X>0 A wp(X:=X-Y, 0<X<(1-Y)) = X>0 A 0<(X-Y)<(1-Y) = X>0 A Y<X<1 = X=1 A Y<1
P3 = X>0 A wp(X:=X-Y; Y:=1-Y, X=1 A Y<1) = X>0 A wp(X:=X-Y, wp(Y:=1-Y, X=1 A Y<1)) =
=X>0 A wp(X:=X-Y, X=1 A (1-Y)<1) = X>0 A wp(X:=X-Y, X=1 A 0<Y) = X>0 A (X-Y)=1 A 0<Y) =
= X>0-A X=Y+1 A O<Y = (Y nagyobb, mint 0 és igy X is, ezért eqyszertisithetd) = X=Y+1 N 0<Y
Ps = X>0 A wp(X:=X-Y, wp(Y:=1-Y, X=Y+1 A 0<Y)) = X>0 A wp(X:=X-Y, X=(1-Y)+1 A 0<(1-Y)) =
= X>0 A wp(X:=X-Y, X=(1-Y)+1 A Y<1) = X>0 A wp(X:=X-Y, X+Y=2 A Y<1) =
= X>0 A wp(X:=X-Y, X+Y=2 A Y<1) = X>0 A (X-Y)+Y=2 A Y<1 = X>8-AX=2 A Y<1 =X=2 A Y<1
Ps = X>0 A wp(X:=X-Y, wp(Y:=1-Y, X=2 A Y<1)) = X>0 A wp(X:=X-Y, X=2 A (1-Y)<1) =
= X>0 A wp(X:=X-Y, X=2 A 0<Y) = X>0 A (X-Y)=2 A O<Y = X>0-A X=Y+2 A O<Y =
= (Y nagyobb, mint 0 és igy X is, ezért egyszerdsithetd) = X=Y+2 A 0<Y

Allitas:
Pk =X=kAY<1 A Py és P eseteket elkilonitettiik a tobbitdl.
Poker = X=Y+k A O<Y Egészen Ps-ig felirtuk a P-ket, hogy j6 kifejezést adjunk.

Bizonyitas:
Kifejteni mar nem volt idé.

Feladatmegoldas befejezése:
3i>0.P, =Py VP V(3 k>0.Py) V(T k>0. Pyesi) = (X0) V (0<XLY) V (T k > 0. X=k A Y<1)
V(3 k>0.X=Y+k A O<Y) = (Néhdny egyszertisités) =

Ahogy mar kordbban is tettiik, az egzisztencidlisan kvantdlt valtozok értékeinek dtaddsat egy
madsik vdltozonak nem tekintjiik tul egyszeriinek, ezért egyszerisitjiik 6ket. A kékkel jelolt
kifejezésben jol lathato, hogy k egy olyan pozitiv egész, amelyet dtadjuk X értékéiil. Tehat X
egy pozitiv egész. Elég, ha csak ezt irjuk le, azaz X>0. A narancssdrgdval jel6lt kifejezést is
felirhatjuk kvantormentesen. A lényeg, hogy olyan alakura irjuk fel, hogy k magdban
szerepeljen az egyik oldalon. Tehdt X-Y=k. A k-rdl tudjuk, hogy nagyobb, mint 0. Tehat X-Y>0
lesz a megfeleld kifejezés, amellyel helyettesitjiik a régit.

= (X<0) V (0<X<Y) V (X>0 A Y<1) V (X-Y>0 A 0<Y) = X<0 V (0<X A (XY V YO V (X>Y A O<Y))) =T

Az utolso lépésben annyira leegyszerdsitjlik a formuldt, hogy tulajdonképpen észrevessziik,
hogy azonosan igaz kifejezést kapunk. Ez az azonosan igaz kifejezés lesz a feladat
megolddsa.

Az utolso lépés részletezve:
X<YVY<SOV (X>Y AO<Y) =AVBV(-AA-B)=(AVB)V-(AVB)=T
XSOVOXAF=X0VX>0=T




