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Jelen jegyzetet feleségemnek ajanlom, aki nélkiil ez a
munka sokkal hamarabb elkésziilt volna.

e Ha valami egyszer elromolhat, akkor el is fog romlani.

o A szakértsi rendszerek arrdl ismerhetSk fel, hogy abbdl az ismeretbdl, miszerint
“egy rozsa illatosabb, mint egy kaposztafej”, azt a kivetkeztetést vonjak le, hogy a
rozsédbol jobb levest is lehet f6zni.

e Minél kevesebb funkcidja van egy programnak, annél tokéletesebben hajtja végre
azokat.

e Az a virus, amelyik megtamadta gépedet csak azokat az allomanyokat fertézi meg,
amelyekrsl nincsenek biztonségi masolataid.

e Hibatlan program megirésa olyan, mint a kor négyszogesitése. Mindenki azt hiszi,
hogy lehetséges, de ilyent még senki sem latott.

e Ha egy rovid sor felé haladsz, az orrod el6tt hosszi lesz belGle.
e Ha hosszu sorban varakozol, a mogotted allokat 14j, révidebb sorba terelik &t.
e Ha kilépsz egy pillanatra a rovid sorboél, azonnal meghosszabbodik.

e Ha rovid sorban varakozol, az elGtted allok beeresztik barataikat és rokonaikat, igy
lesz hosszi sor bel6le.

e Az, ami rovid sor az épiileten kiviil, val6jaban hosszi sor az épiileten beliil.

e Ha elég hosszu ideig allsz egy helyben, sorbanallast idézel elé.

(Arthur Block: Murphy térvénykdnyve)
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El6sz6

A mindennapi élet egyre tobb cselekvését atszové modern infokommunikacio allandé fej-
lesztésre Osztonzi a szakembereket. Természetesen ez nem korlatozhatod egyetlen tudo-
manyagra, hiszen fontos szerepet jatszanak a mérnokok és az elméleti kutatast végzé
tudosok is. Az informatikai rendszerek sok alkalmazési teriiletet 6lelnek fel, tobbek ko-
zOtt a fent emlitett infokommunikacios halézatokat. Hogy jobban megértsiik a hattérben
zajlo fejleszté munka egyes 1épéseit, sziikséglink van pl. az igények kiszolgalasi folyama-
tat modellez6 matematikai modszerek és eszkozok megismerésére. A kiszolgalasi rend-
szerek hatékonysaganak, megbizhatosdganak elemzése az alkalmazott matematika egyik
legdinamikusabban fejl6dé teriilete. A gyakorlatban felmeriilé problémak tjabb és tijabb
modszerek kidolgozasat igénylik.

Jelen segédletben a megbizhatosag-elméleti és sorbanallasi problémakra koncentral-
va a legfontosabbnak itélt eljarasokat és megkozelitéseket targyalom. Az Osszeallitott
Markovi-szintd modellek felépitése csupan alapvets valdszintiségszamitasi ismereteket té-
telez fel. Probéalok betekintést nytdjtani a modellalkotasba, a képletek szarmaztatasaba
kiszamitasédba és az eredmények kiértékelésébe.

A jegyzete célja, hogy az olvasokat megismertessem a sztochasztikus modellezés alap-
vets fogalmaival, eszkozeivel és eljarasaival. Fontos szerep jut a szemléletmod kialakita-
sanak hiszen értelmes valaszt csak értelmes kérdésre lehet adni. Hidba a szép, zart-alakt
analitikus matematikai képlet, ha nem tudjuk kiszamitani. Ezért mutatom meg, hogyan
lehet ugyanazt a problémét kiillonb6z6 oldalrél is megkozeliteni. Ne elégedjiink meg csak
egyfajta megoldassal, ha lehetséges mas modszerrel is ellendrizziik az eredményeket!

Arra torekedtem, hogy mind a mérnoki, mind pedig a matematikusi gondolkodésmod
is helyet kapjon. Sok esetben megadtam a pontos formuldk rekurziv illetve kozelitd ki-
szamitési lehetGségét is. Egyszert példékon keresztiil igyekeztem megmutatni a szokasos
megoldasi eljarasokat és a matematikai modszereket. Az alapvets cél, hogy meglassuk mi
van az analitikus képletek mogott, vagyis hogyan kapjuk Sket. Ez azért fontos, hogy az
olvasok késébb maguk is képesek legyenek a sajat képleteiket megalkotni.

Hangsulyozni kell, hogy ezek az egyszert modellek egy nagyon fontos feltevésen ala-
pulnak, nevezetesen, hogy a felléps valdszintiségi valtozok exponenciélis eloszlastak. Ezen
eloszlas emlékezetnélkiilisége lehetGséget ad arra, hogy a rendszerek miikodési jellemzsit
viszonylag egyszeri matematikai modszerekkel hatarozzuk meg. Természetesen a gya-
korlatban az exponencialis eloszlas mellett szamos més eloszlas is szerepet kap, de a
veliik val6 modellezés mar joval bonyolultabb matematikai megkozelitést igényel. Véle-
ményem szerint az exponencialis eloszlason alapulé modellezés azért jelentGs, mert segit
a szemléletmod kialakitasdban, viszonylag egyszeri eszkoézokkel megadhatjuk a rendszer
kiilonb6z§ paramétereinek a rendszerjellemzokre gyakorolt hatasat és ezzel felkésziilhe-
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tiink a varhato trendekre. Az analitikus modszerek jo kiindulési alapot szolgaltatnak a
numerikus és szimulaciés megkozelitésekhez, hiszen segitségiikkel a bonyolultabb rend-
szerek miikodését leir6 modelleket validalhatjuk. A jegyzet a sztochasztikus folyamatok
elméletébdl csak annyit hasznal fel amennyire a modellalkotésnal és a hatékonysigi mu-
tatok kiszamitasdnal sziikségiink van. Bizonyitas nélkiil atvesz alapvetd tételeket és az
alkalmazasra koncentral.

Be kell vallanom, hogy a jegyzet stilusanak kialakitasaban Kleinrock [39] konyve dontd
szerepet jatszott. Nem kovettem a szigoru definicio-tétel-bizonyitas lépéssorozatot, és
igy igyekeztem a nem matematikus olvasok részére is hasznos segédletet adni. Azonban
vannak olyan fejezetek, ahol ez a szigoru felépités a torténeti hiiség miatt megmaradt.

A jegyzet az alapképzésben részvevé mérnok informatikus, programtervezd informa-
tikus, gazdasaginformatikus, alkalmazott matematikus hallgatoknak késziilt, de utolso
fejezeteit mesterszakos hallgatok is jol hasznalhatjak. Tébb szemeszter anyagét dleli fel,
kiforrott osszeallitas, hiszen korabbi idészakban az osztatlan egyetemi képzés keretében
sok éven &t oktattam. Ujdonsag, hogy a kiilénbozé sorbanallasi rendszerek jellemzsit
konnyen ki tudjuk szamitani az erre a célra irt Java-appletek segitségével, melyek a Gya-
korlati sorbanallasi elmélet elektronikus oktatasi segédlet kisebb, de nagyon fontos
részét alkotjak, és megtalalhatok a szerzé honlapjan, igy internetes kornyezetben a jegy-
zet hatékonyan hasznalhato. Természetesen ezen appletek més, bonyolultabb rendszerek
jellemz6it is meghatarozzak, de ezekre csak hivatkozéast adok.

Arra torekedtem, hogy az adott problémét valdszintiségszamitasi szempontbol lehe-
t6leg teljes egészében targyaljam, vagyis nem elégedtem meg csak a varhato értékekkel,
hanem igyekeztem megadni a stirdségfiiggvényt, eloszlasfiiggvényt, generatorfiiggvényt,
és a Laplace-transzforméltat is. Az elméleti problémakat a jobb megértés végett sok
esetben példakkal illusztraltam és feladatokat gytjtottem Ossze, melyekhez megadtam a
megoldést is. Meggy6z&désem és tapasztalatom, hogy a jegyzet hianypotlo, tudtommal
Magyarorszagon nincs olyan segédlet, amely ilyen részletességgel targyalja ezen témakort.

Ko6szonom Bird Jozsef egyetemi tanar lelkiismeretes lektori munkajat, amely javitot-
ta a jegyzet tartalméat és forméjat. A Latex szerkesztésben sok segitséget kaptam Kosa
Marktol, Barndk Alberttsl, Maté Balazstol, akiknek eziton is szeretném kifejezni héla-
mat.

Az el6fordulé hibékra vonatkozo észrevételeket és mindenfajta javité szandéku meg-
jegyzést érommel veszek az alabbi cimen:

sztrik. janos@inf.unideb.hu
http://irh.inf.unideb.hu/user/jsztrik/index.html

Debrecen, 2011.

A Szerzd



I. rész

A sorbanallasi elmélet alapjai






1. fejezet

A sorbanallasi elmélet alapfogalmai

A sorbanéllasi elmélet a koznapi életben el6forduld egyik kellemetlen jelenség, nevezete-
sen a varakozas vizsgalataval foglalkozik. Nemcsak mi, hanem szamos teriileten eléfordulo
igények is sorba allnak, pl. hivasok a telefonkdzpontban, levelek és iratok a hivatalban,
programok a kozponti egységnél, csak hogy néhényat emlitsiink. Nem véletlen, hogy szo6-
bahoztuk a telefonforgalmi és szamitoégépes problémakat. Az elmélet torténetében donté
helyet foglalnak el ezek az alkalmazéasi teriiletek. A sorbanallasi rendszerek tanulményo-
zasat a telefonforgalmi problémak megoldasara A. K. Erlang dan mérnck kezdte el a XX.
szazad elején.

Munkaja nemcsak a mérnokok, hanem a matematikusok figyelmét is felkeltette, és
nagyon sok cikk és konyv foglalkozott a valoszintiségszamitéasi hattérrel. A sorbanallasi
elmélet szinte 6nallo tudomannya nétte ki magét, melynek eredményeit és modszereit
sikerrel alkalmazzak tobbek kozott a megbizhatosag-elméletben, szamitastudomanyban,
operaciokutatasban. Sok kivalé6 matematikus szerzett hirnevet a sorbanallasi elmélet terii-
letén. Ami rendkiviil fontos az az, hogy egy jelenleg is dinamikusan fejl§dé teriiletrél van
sz0, melynek miivel6i ma is szamos dolgozatot és kdnyvet irnak. Errél legkénnyebben tgy
gy6z&dhetiink meg, ha a Google Scholar keresGjébe a témakorhoz tartozo szot irunk be.
Kiilon érdeklédési csoport is 1étrejott, amelynek tagjai rendszeresen karbantartott honla-
pon értesitik egymaést a fontos eseményekrél. Errdl a forrasrol szamos jegyzetet, szoftvert
és mas hasznos anyagot lehet letolteni, lasd

http://web2.uwindsor.ca/math/hlynka/queue.html

Magyarorszagon ebben a témakorben nem sok jegyzet, konyv jelent meg. Leginkabb Gyor-
fi Laszlo, Pali Istvan [26], Jereb Laszlo, Telek Miklos [35], Kleinrock [39], Lakatos Laszlo,
Szeidl Laszlo, Telek Miklos [46] és Sztrik Janos [69, 68 [67, 66] munkait tudnank felso-
rolni. Feltétleniil meg kell azonban jegyezni, hogy a magyar matematikusok és mérnckok
érdemben részt vettek az elméleti kutatasokban és szamos esetben alkalmaztik is az el-
ért eredményeket. Mindenképpen meg kell emliteni Takacs Lajost, Tomké Jozsefet, Arato
Matyast, Gyorfi Laszlot, Benczar Andrast, Lakatos Laszlot, Szeidl Léaszlot, Jereb Laszlot,
Telek Miklost és Sztrik Janost akik szamos dolgozatot publikaltak neves nemzetkdzi folyo-
iratokban. Az angol és orosz nyelvi kényvek szama is tekintélyes, az irodalomjegyzékben
csak a legfontosabbakat soroltuk fel és ezek mind megtalalhatok Debreceni Egyetem, In-
formatikai Kar konyvtaraban. Bévebb Osszeéllitasért érdemes felkeresni az alabbi linket:

http://irh.inf.unideb.hu/user/jsztrik/education/05/sorbanallas.html
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1.1. A sorbanallasi rendszerek jellemzdi

Ahhoz, hogy teljesen jellemezziink egy sorbanéllasi rendszert, azonositanunk kell azt a
sztochasztikus folyamatot, amely a beérkez§ igényeket irja le, és meg kell adnunk a ki-
szolgalés szabalyait és strukturajat. A beérkezé folyamatot altalaban az egymas utan
beérkezd igények kozotti idGintervallumok, mint valoszintiségi valtozok eloszlasénak se-
gitségével jellemezhetjiik. Ezt az A(t) szimbolummal jelljiik, ahol

A(t) = P(két egymés utani beérkezési id6koz < t).

A sorbanéllas elméletében tobbnyire feltessziik, hogy az egymas uténi beérkezések kozotti
id6kozok (roviden beérkezési iddkiozok) azonos eloszlasu fliggetlen valoszintségi valtozok
(ezért a beérkezési folyamat an. felujitdasi folyamatot alkot). A masik sztochasztikus
mennyiség, amelyet meg kell adni, a beérkezd igények altal a csatornaval szemben ta-
niiségeloszlasat B(x)-szel jeloljik, azaz

B(z) = P(kiszolgalési id6 < x).

A kiszolgalas ideje annak az idGintervallumnak a hosszat jelenti, amelyet az igény a ki-
szolgélo egységben eltolt.

A Kkiszolgélas szabélyara és strukturdjara vonatkozoan tovabbi mennyiségeket kell
meghatarozni. Ilyen jellemzd a rendelkezésre allo  kiszolgdlo egységek (csatorndk, kiszol-
gdlok, szerverek, stb. ) szima, valamint a befogaddképesség, ami nem mas, mint a kiszol-
galdegységben és a varakozasi sorban tartozkodo igények maximélis szama, amit gyakran
végtelennek tekintiink. A kiszolgdldsi sorrend irja le azt a szabalyt, amely szerint a
varakozok koziil sorra keriilnek az egyes igények kiszolgalas céljabol. A leggyakrabban
hasznalt kiszolgalasi elvek: FIFO (First In, First Out) érkezési sorrendben; LIFO (Last
In, First Out) forditott sorrendben torténd kiszolgélasok. Ha a beérkezs igényeket bi-
zonyos csoportokba tartozas szerint meg lehet kiilonboztetni, akkor a csoportok kozott
prioritast lehet megallapitani, és ezen a prioritason alapul a kiszolgalas sorrendje. Ez
az egyik legalkalmasabb iitemezési elv, mivel igy az igények kozotti fontossagi sorrendet
felallitva torténik a kiszolgalas.

A prioritasos sorbanalléasi elvnek két {6 tipusa van: abszolit és relativ. Az el6bbi azt
jelenti, hogy ha egy igény kiszolgalasa folyamatban van, és érkezik egy magasabb priori-
tasu igény, akkor a kiszolgalds megszakad, és tjra beall a varakozasi sorba. He legkozelebb
rakeriil a kiszolgalas, akkor az kezd6dhet az elejétdl vagy a megszakitas helyétsl. A relativ
prioritasos esetben a fontosabb igény beérkezésekor a kiszolgaléds nem szakad meg, hanem
folytatodik, majd a befejezéskor a legfontosabb varakozo igény kiszolgalasa kezdsdik.

A sorbanéllasi rendszerek hatékonysagénak és teljesitményének vizsgalatahoz a ko-
vetkez6 rendszerjellemzéket igyeksziink meghatarozni: az igények vdrakozdsi ideje; a
rendszerben levs igények szdma; a  foglaltsdgi intervallum hossza (vagyis az a folytonos
idgintervallum, amelyben a kiszolgalo egység allandoan foglalt); az dresjdrati iddsza-
kasz hossza; a pillanatnyi munkahdtralék eloszldsa. Mindegyik mennyiség valdszintiségi
valtozo, és igy teljes valoszintségszamitési jellemzésiiket (vagyis eloszlasfiiggvényiiket)
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keressiik, amit altalaban nehéz megadni, igy sokszor megelégsziink az atlagos mennyisé-
gekkel.

Az elemi sorbanéllasi elmélet egyrészt torténeti okokbdl fontos, mésrészt pedig azért,
mert alkalmas arra, hogy szemléltesse a bonyolultabb sorbanéallasi rendszerek jellemzéit
is.

Az egyszertiség kedvéért tekintsiink elGszor egy egykiszolgalos rendszert. A sorban-
allasi rendszerek teljesitményének mérésére legalkalmasabb eszkoz a torlodés vizsgalata.
Legyen o egy dimenzi6 nélkiili mennyiség, amelyet a kovetkezSképpen lehet definialni:

atlagos kiszolgaléasi id6

= forgalmi intenzitas = )
¢ & atlagos beérkezési id6koz

“ e,

ami nem mas, mint az atlagos beérkezési id6koz reciproka, valamint az atlagos kiszolgalasi
id6t 1/p-vel. Ekkor a kovetkezét kapjuk:

A
0 = érkezési intenzitas x atlagos kiszolgalasi id6 = —.
i
Az 1-nél nagyobb forgalmi intenzitds azt mutatja ,hogy az igények gyorsabban érkeznek,

mint ahogy egy szerver (kiszolgaloegység, csatorna) ki tudné szolgélni Gket.

Jelolje x(A) az A esemény karakterisztikus fliggvényét, azaz

1 , ha A teljesiil,
x(4) = .
0 , ha nem A teljesiil,

és N(t) = 0 azt az eseményt, hogy a kiszolgalo tétlen a ¢ id6pillanatban. Ekkor a szerver
idGegységre es6 kihasznaltsaga

%/X<N<t>¢o>dt,

ahol T' egy elegendGen hosszi idGintervallum. Ha T — oo esetén a fenti mennyiségnek 1é-
tezik hatarértéke, akkor a szerver kihaszndltsagan ezt az Ug-sel jelolt mennyiséget értjiik.
Tovabbé 1 valoszintiséggel fennall

T

U, = lim l/X(N(t);AO)dtzl—PO:
0

Eéd
Eé + Ei’

ahol P, annak stacionarius valoszintisége, hogy a szerver tétlen, E¢d a kiszolgald egység
atlagos foglaltsagi periddushosszat, Ei pedig az atlagos tétlenségi periodushosszat jeloli.

Ez az 6sszefiiggés Markov-folyamatoknal specialis esete a kovetkezd, gyakran felhasznalha-
to relacionak, amelynek magyar nyelvii bizonyitasa megtalalhaté Tomké Jozsef cikkében

I76].
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1. Tétel. Legyen X (t) egy ergodikus Markov-folyamat, A pedig allapotterének egy rész-
halmaza. Ldthato, hogy X (t) az idd folyaman felvdltva tartézkodik A-ban és A-ban. Ekkor
1 valoszintséggel

1/ (" A
lim </ x(X(t) € A)dt) => P = L)_,
T—o0 0 — m(A) +m(A)
ahol m(A) és m(A) az A ill. az A részhalmazban vald dtlagos tartézkoddsi iddt jeléli egy
ciklus alkalmdval, P; pedig az X (t) folyamat ergodikus eloszldsa.

Egy m péarhuzamos szerverbél allé rendszerben T id§ alatt atlagosan AT'/m igény érkezik
szerverenként, feltéve, hogy a forgalom egyenletes eloszlasi az m kiszolgéald egység kozott.
Ha minden beérkezett kérés kiszolgalasa atlagosan 1/ ideig tart, akkor egy adott szerver
teljes foglaltsagi idejének varhato értéke AT /mpu. Osszuk el ezt a mennyiséget T-vel, igy

Us=—.
mp
Mivel a kihasznaltsdg maximum 1 lehet, igy az m szerveres rendszer kihasznaltsagi té-
nyezdre vonatkozo korrekt kifejezés:

Us = min{i,l}.
mp

A masik gyakran hasznalt teljesitménymérs eszkoz a rendszer dtbocsdtoképességének vizs-
galata. Ezt a mennyiséget Ggy definialhatjuk, mint az idGegységenként kiszolgalt igények
atlagos szamat: m szerveres rendszerben minden idSegység alatt mop igény kiszolgalasa
fejez6dik be, igy az

atbocsatoképesség = mUgpu = min{ A\, mu}.

Ez azt jelenti, hogy az atbocsatoképesség ekvivalens a A érkezési intenzitassal ha a A
kisebb, mint a maximaélis kiszolgalasi sebesség (mpu), azon tul az atbocsatoképesség beall
mp-re.

Az igények szempontjabol a legjelentGsebb teljesitménymérd eszkoz az az id6, amit a
varakozési sorban vagy a rendszerben toltenek. Definialjuk a W, wvdrakozdsi iddt, mint
a j-dik igény varakozasi sorban eltoltott idejét, és a T; wdlasziddét, mint az igény altal
e rendszerben eltoltott teljes id6t. Ezen jeloléseket hasznalva a kdvetkezd egyenlGséget
kapjuk:

Ty =W, +5;,

ahol S; a kiszolgalasi id6t jeloli. W; és T} is valoszintiségi valtozo, varhato értékiik W] és
Tj alkalmas a rendszer teljesitményének mérésére.

A rendszer teljesitményének vizsgalata torténhet a wvdrakozdsi sor hosszdinak mérésé-
vel is. A Q(t) valoszintségi valtozo jelentse a t idépillanatban a sorban talalhato igények
szamat, és N(t) a t id6pillanatban a rendszerben taldlhato igények szamdt. Egy rendszer-
ben levé igény vagy a varakozasi sorban van, vagy éppen kiszolgalés alatt all, tehat m
szerveres rendszer esetén:

Q(t) = max{0, N(t) — m}.
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1.2. Kendall-féle jelolés-rendszer

Miel6tt ratérnénk az elemi sorbanallési rendszerek vizsgalatéra, vezessiik be a Kendall-
tol szarmazo jelolést, melyek segitségével konnyen osztélyozhatjuk Sket:

A/B/m /K /n/D,

ahol

A: a beérkezési id6kozok eloszlasfiiggvénye,
B: a kiszolgalési id§ eloszlasfiiggvénye,
m: a kiszolgalok szama,

K: a rendszer befogadoképessége, azaz a kiszolgdloegységben és a varakozasi sorban
tartozkodo igények maximalis szama,

n: az igényforras szamossaga,

D: a kiszolgédlas D elv szerint torténik.

Ha az emlitett eloszlédsok exponencialisak, akkor az M jel6lést hasznaljuk. Tovabbé, ha a
befogadoképesség vagy az igényforras szamossaga végtelen, és a kiszolgalas elve FIFO,
akkor ezeket a jeloléseket elhagyjuk.

Igy pl. az M/M/1 egy egykiszolgdlés Poisson beérkezéssel és exponencialis kiszolgalasi
id6vel jellemzett rendszert jelol. Az M/G/m rendszernél a beérkezések Poisson-folyamat
stinkre. Az M /M /r/K/n rendszer esetén az igények egy n elemi forrasbol szarmaznak,
ahol exponencialis eloszlastu ideig tartozkodnak, a kiszolgalast r egység végzi exponenci-
alis eloszlasu ideig és a rendszerben egyidejtileg maximum K igény tartézkodhat.

1.3. Sziiletési-halalozasi folyamatokra vonatkozo6 Ossze-
fliggések

Mivel az egyszertibb sorbanallasi rendszerek miikodését sziiletési-halélozasi folyamatok
segitségével fogjuk modellezni, nézziink meg néhany rajuk vonatkozé fontos dsszefliggést.
Ertelemszertien a sziiletéseket az igények érkezése, a kihalast az igények kiszolgalasa je-
lenti majd.

Jol ismert, hogy a folyamat egyensulyi eloszlésa az alabbi zart formaban adhaté meg

Ao A i P Y
(11) P=2 0 g a2, Pyt =1 Y AL
23T % =
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Most vizsgaljuk meg egyensiilyi allapotban valamely sziiletési-halalozési folyamat allapo-
tat a sziiletési és halalozési pillanatokban, mert kés6bbiek soran erre tobbszor is sziiksé-
giink lesz!

Jelolje N,, N, a folyamat allapotat a sziiletés ill. a halalozés pillanataban, tovabba legyen
I, =P(N,=k),D,=P(Ny=k), k=0,1,2,....

A Bayes-tétel felhasznalasaval konnyd latni, hogy

(1.2) Il = lim —= = —== :
h=0 3 oMb +o(h) Py 3220 AP

Hasonloan
. (prr1h + o(h)) Py fet1 D1

(1.3) Dy = lim —= = 0 )

h—0 Zj:l (kb + o(h)) P; Zj:l ;P

Ak )
Mivel Py = P., k=0,1,..., ezért
HME+1
Ak Py
1.4 Dy==——=11 k=0,1,....

( ) k Z;oio )\1P7, ks y 4y

Tovabbi hasznos 6sszefiiggés, hogy egyenstlyi allapotban az atlagos sziiletési intenzitas
egyenl6 az atlagos kihalasi intenzitassal. Ezt nagyon egyszertien a kovetkezSképpen lat-
hatjuk be

(L.5) X=) NB=) winPi=) mbh =L
=0 =0 k=1

1.4. Sorbanallasi szoftverek

A gyakorlati problémak megoldésénal elGszor a sorbanallési rendszert kell azonositani,
majd utédna megadni a rendszer jellemzGit. Természetesen a modellezés szintje erésen
fligg a probléma jellegétsl, de altalaban célszert a legegyszeriibb rendszert venni, mert
ekkor kevesebb paraméter befolyasolja a mingségi mutatokat. Kiilonbozd szoftverek all-
nak rendelkezésiinkre, melyeket hasznalva ki tudjuk szamitani a kivant metrikdkat. Ebbdl
a célbol érdemes felkeresni az alabbi linket

http://web2.uwindsor.ca/math/hlynka/qsoft.html
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A hatékonyabb gyakorlat-orientalt oktatas céljabol magyar és angol nyelven mi is elkészi-
tettlink egy képletgytjteményt és egy Java-applet programcsomagot, amely megtaldlhato
az alabbi linken

http://irh.inf.unideb.hu/user/jsztrik/education/09/index.html

A szimulacios megkozelitésekhez kiegészitésképpen javasoljuk még az kévetkezs Java-
appletet

http://www.win.tue.nl/cow/Q2/

Ha a rendszerek egyike sem megfelels, akkor magunknak kell az adott probléméhoz elké-
sziteni az j matematikai modellt és igazabdl itt kezd6dik az alkotas. A jegyzet ehhez
kivan segitséget nyujtani.

Az anyag Osszeallitasaban f6leg Allen [2], Bose [8], Daigle [I3], Gnyedenko, Kovalenko
[23], Gnyedenko, Beljajev, Szolovjev [24], Gross, Harris [25], Jain [33], Jereb, Telek [35],
Kleinrock [39], Kobayashi |41} 42], Kulkarni [45], Nelson [49], Stewart [62], Sztrik [66],
Tijms [75], Trivedi [77] kényvekre tdmaszkodtunk.
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2. fejezet

Végtelen-forrast rendszerek

A sorbanéllasi rendszerek forrasuk szerint végtelen- és véges-forrasa osztalyba sorolhatok,
majd ezekbdl a rendszerekbdl, mint csomdépontokbol képezhetjiik a sorbanallasi haloza-
tokat. Matematikailag a végtelen-forrasu rendszerek kénnyebben kezelheték, mert ekkor
a beérkezési intenzitasok &altalaban fliggetlenek a rendszer allapotatol. Ilyenkor a leg-
gyakoribb feltételezés, hogy az igények beérkezése Poisson-folyamat szerint torténik és a
kiszolgélasi elv FIFO. Ez nagymértékben egyszertisiti a matematikai targyalds modot.

2.1. Az M/M/1 tipust sorbanallasi rendszer

Az M/M/1 rendszer a legegyszertibb nem-trivialis rendszer. Emlékeztetiink ra, hogy eb-
ben az esetben a beérkezési folyamat \ paramétert Poisson-folyamat, vagyis a beérkezési
idskozok A paramétert exponenciélis eloszlasu valoszintiségi valtozok. A kiszolgéalasi idSk
1 paramétert exponencialis eloszlasu valoszintségi valtozok. Feltessziik tovabba, hogy
a beérkezési id6kozok, és a kiszolgalasi id6k egymastol fliggetlen valoszintiségi valtozok.
Jelolje most N(t) a t id6pillanatban a rendszerben tartézkodo igények szamat, és azt
mondjuk, hogy a rendszer a k allapotban van, ha N(t) = k. Mivel a felléps valoszintisé-
gi valtozok exponencialis eloszlastiak, vagyis emlékezetnélkiiliek, az N(t) folytonos ideji
Markov-lanc lesz.

Vizsgéaljuk meg a rendszer allapotvaltozasainak valoszintiségeit egy adott h idGtartam
alatt

Py yi(h) =(Ah +o(h)) (1 = (ph + o(h)) +
+ > (Ah+ o(h)* (b + o(h)* ",
k :_0, 1,2,....

Az Osszeg els6 tagja annak a valoszintsége, hogy a rendszerben egy igény érkezett, és
nem szolgaltak ki egyet sem. Az 6sszeg masodik tagja pedig annak a valoszintiségét adja,
hogy a rendszerbe 2 vagy tobb igény érkezett, és a beérkezettnél eggyel kevesebb keriilt
kiszolgélasra. De ez a valoszintiség éppen o(h)-val egyenls, igy

Pk7k+1(h) = M + O(h)
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Az el6bbiekhez hasonloan irhato fel annak valoszintsége, hogy a rendszer k allapotban
volt és a h id6tartam utéan a k — 1 allapotba keriilt

Pk7k_1(h) = (/Lh -+ O(h)) (1 — (/\h —+ O(h)) +
+3 " (M4 o(h)* ! (uh + o(h))*

= ph+o(h).
Konnyen lathaté tovabba, hogy
Py j = o(h), | k—j|>2.

Tehat egy olyan sziiletési-halalozési folyamattal van dolgunk, amit a sziiletési és halalozési
intenzitasok alabbi megvalasztasaval lehet jellemezni

e = A, k=0,1,2,..., pr=p, k=1,2,3....

Vagyis az Osszes sziiletési intenzitas A\, az 0sszes haldlozasi intenzités pedig u. Feltessziik,
hogy végtelen hossztisagu sorok is létrejohetnek, és az igények kiszolgalasa FIFO elv
alapjan torténik.

Helyettesitsiik be az intenzitasokat a sziiletési-haldlozéasi folyamatoknél kapott
képletbe, igy a kovetkezs adodik

1y
P=hR]]~.
im0 M

vagyis

A k
Pk:P()(—) . k>0
7

Az eredmény kézenfekvs. Az ergodikussag feltétele altalanossagban (és igy annak is, hogy
egy P, > 0 stacionéarius megoldast kapjunk) S; < oo és Sy = oo; esetiinkben az elsé
feltétel

> 52 ()
k=0 k=0

Az S; sor akkor és csak akkor konvergens, ha

Ap < 1.
Az ergodicitas méasodik feltétele esetiinkben

wE S0

kO P k=0

Ez akkor teljestil, ha A/u < 1. Tehét az ergodikusséag sziikséges és elégséges feltétele az
M/M/1 sor esetén egyszertien A < p. A Py valoszintiség kiszamolasahoz a normalizalo
feltételt hasznaljuk és azt kapjuk, hogy

B
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Mivel A < p , ezért a sor konvergens, és igy

A
Pp=1-2.
L

A kihasznaltsagi tényezs o = ﬁ vagy 1. A stabilitas feltétele miatt a
0 < 0 < 1 egyenlGséget meg kell kovetelni, ez biztositja, hogy Py > 0 legyen. Igy

P, = (1 —0)0", k=0,1,2, ...

amely valoban valoszintiségi eloszlas, nevezetesen a modositott geometriai eloszlés.

A rendszer jellemzdi

e A rendszerben tartozkodo igények dtlagos szama

[e.e]

N =) kP 1—@@2@’“

k=0

— do* d( 1 0
(1-— — = (1- = )
2 ; do d@ (1 - Q) lI—o
A rendszerben tartozkodo igények szaménak szdrdsnégyzete

00 e’} 2
DN =S (k= N)2P, = </<;—L) P
(k- M=) ) n

1_

k=0 k=0

[e'e) Q 2 oo Q
. 2
Sen (L) -t

k=0 k=0

= 0? 0 0o\’
= k(k—-1)P, + + —2(—)

kzo( s (1-03 1-0 1-o

0 2
2 k 0 Y

et St ()

( ) 2; -0 \l-o

_ 22 o _<9)2: 0
(1-9? 1-0 \l-v¢ (1-9)?

e A véarakozo igények dtlagos szama (atlagos sorhossz)

Q=) (h-1)P = ZkPk—ZPk— —(1-PR)=N-g=-"2
k=1

A sorhossz szdrdsnégyzete

*(1+0— 0%
(1—0)?

D2Q = i(k 1P, - Q" =
k=1
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o A szerver kihaszndltsdga

[I} Tétel alapjan lathato, hogy

>

0= 1T
5+ E6
ahol Fd a kiszolgdlo dtlagos foglaltsagi periodushossza, % a tétlenségi id6 varhato
értéke. Mivel a szerver addig tétlen, amig igény nem érkezik, az pedig exponenciélis
eloszlast A paraméterrel. Igy

melybdl

Megmutatjuk, hogyan lehet masképpen meghatarozni a kiszolgalo atlagos foglalt-
ségi perivdushosszat.

Ehhez sziikségiink lesz az alabbi jelolésekre.

Jelolje E(v4) egy atlagos foglaltsagi periodushossz alatt beérkezett igények atlagos
szamat, E(vp) egy atlagos foglaltsiagi periodushossz alatt tavozott igények atla-
gos szamat, valamint E(vg) egy igény kiszolgalasa alatt beérkezett igények atlagos
szamat! Nyilvanval6an

E(vp) = E(0)p,
A
E(vg) = —,
(vs) M
E(va) = E(9)A,
E(va) +1=E(vp),
melyekbdl behelyettesités utan
1
E()) = ——
(0) T

adodik, vagyis a formulat mas modon is ellendriztiik. Ezek utéan

E(vp) = E(6)u = 1%9
E(va) = E(vs)E(vp) = 21%9 _ TQQ
E(va) = E(0)A = TQ@



o Egy igény tartozkoddsi idejének eloszlésa

Megmutatjuk, hogy olyan sorbanallasi rendszernél, amelybe az igények Poisson-
folyamat szerint érkeznek,
Py(t) = T1x(t),

ahol Py (t) - mint korabban is - annak valoszintisége, hogy a t¢ pillanatban a rendszer
a k allapotban van, ITj(¢) pedig annak valoszintisége, hogy egy a t pillanatban érkezd
igény a rendszert a k allapotban talalja. Jeldlje

A(t, t + At)
azt az eseményt, hogy egy beérkezés torténik a (¢,t 4+ At) intervallumban. Ekkor

T(t) := lim P (N(t) = k|A(t, ¢ + At)),

At—0

“ e,

Felhasznélva a feltételes valoszintiség definicidjat,

PN =k, Altt + AD)
W) = Iy ——panram

— lim P (A(t,t + At)|N(t) = k) P(N(t) = k)
 AtS0 P (A(t, t + At)) '
Poisson-folyamat esetén tudjuk, hogy (az emlékezetnélkiiliség miatt) az A(t,t+ At)

esemény nem fiigg a ¢ pillanatban a rendszerben tartozkodo igények szaméatol (és
magatol a t id6tsl sem), ezért

P(A(t,t + At)|N(t) = k) = P (A(t, t + At)),

igy sziiletési és halalozasi folyamatok esetére is

Azaz, annak valoszintsége, hogy egy beérkezd igény a rendszert a k allapotban ta-
lalja, éppen azzal a valoszintiséggel egyezik meg, hogy a rendszer a k allapotban van.

Egyensulyi allapotban a ([1.2)) 6sszefiiggést alkalmazva \; = A, i =0,1,... esetben
ugyanezt az eredményt kapjuk.

Ha egy tetszéleges pillanatban egy igény érkezik, P lesz annak a val6szinidsége,
hogy nem kell varakoznia, hisz ekkor a rendszer tires. Minden mas esetben varakoz-
nia kell. Tegyiik fel, hogy az érkezés pillanataban n igény tartozkodik a rendszerben.
Ekkor az érkezd igénynek meg kell varnia, mig a kiszolgédlas alatt allo igény kiszol-
galasa befejezddik és az elGtte allo n — 1 igény is elhagyja a rendszert, majd 6t is
kiszolgaltak.

Feltettiik, hogy a kiszolgédlasok egyméstol fiiggetlenek és p paraméterd exponen-
cidlis eloszlastiak. Koztudott, hogy az exponencialis eloszlas emlékezetnélkiili, igy
a kiszolgalas alatt levs igény eloszlasa fiiggetlen attol miota folyik a kiszolgalas,
ezért a varakozési id6 Erlang- eloszlast n és p paraméterrel és a tartozkodési id6 is
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Erlang- eloszlasu, de n + 1 és p paraméterrel. EmlékeztetGiil az n és p paraméterd
Erlang-eloszlas stirtségfiiggvénye
n—1

o) = e ez

Ezért a teljes valoszintiség tételének felhasznalasaval a tartozkodasi idG stirtiség-
fiiggvénye

fr(z) =) (1~ Q)Q”%L,ylue "= p(l = o)™ Z

n=0 ’ n=0

3

= (1 — Q)e—u(l—g)r‘
Az eloszlasfiiggvény
Fr(z) =1— e #7292,
Vagyis azt kaptuk, hogy a tartézkodasi id6 is exponencialis eloszlasi
w(l — o) = pu — X\ paraméterrel.
Ezért a rendszerbeli tartozkodési id6 varhato értéke és szorasnégyzete

1 2.

u(l—o)’

1

r= i)

DT = (

Tovabba, nyilvanvaldoan

_ 1 1
pl—o0) p—A

Egy igény vdrakozdsi idejének eloszlésa

A gondolatmenet az el6z6hoz hasonld, de most az Erlang eloszlas n taghol all.
Jelolje fiy(x) egy tetszéleges igény véarakozasi idejének striiségfiiggvényét, x > 0.
A teljes valoszintség tétele értelmében

o ()t _
o) = 32 e 0 )= 0 oo Y- Ve =
= (1 — o)oue (79"
Tehat
fw(0)=1—p, ha z =0,
fw(@) = o(1 — @)pue ™ 79% ha x>0
lgy

F(z) =1—p+0 (1 — e 179%) =1 — gerll=0),
Az atlagos varakozési id6

o0



Az is lathato, hogy T'= W + S miatt, ahol W és S fiiggetlenek

1 1
DT = —— —D’W+ —
(i1 — )2 T
ebbdl

WA= 2 Wl—p)2 =0 Wd—p)
ami éppen E(W?) — (EW)2.
Vegyiik észre, hogy

_ 1 _
pl—o0) 1-0p
Tovébba
2
(2.2) AT = A—2 ¢ -0

-0 1-o0

Az (2.1)), (2.2)) osszefiiggéseket Little-formulaknak nevezziik, melyek altalanosabb
esetben is igazak maradnak.

Most vizsgaljuk meg az M/M/1 rendszer allapotat a tavozasi pillanatokban, mert
ki akarjuk szamolni az igények tévozasi id6kozének az eloszlasat. Mint ahogyan az ((1.3)
Osszefliggésnél lattuk a tavozési pillanatokban az eloszlas

AP
Dy = e,
Zi:O Al
Poisson beérkezés esetén A\, = A\, k=0,1,..., ezért Dy = P.

Ezek utan hatarozzuk meg a d tavozasi id6kozok Laplace-transzformaltjat, mely a feltéles
Laplace-transzformaltak silyozott 0sszege azon feltétel mellett, hogy a téavozasi pillanat-
ban a kiszolgal6 tétlen vagy foglalt.
Nyilvanval6an
H H
Lg(s) = o——— + (1 — ,
a(s) g ( QA+SM+S

hiszen ha tétlen, akkor a kovetkezs igénynek el6szor be kell érkezni majd ezt ki kell
szolgalni. Ebbdl

L@):udk+®+ﬂl—mML:Amr%M+AM—Mw
‘ (A +5) (1 + ) (A +5) (1 + 5)

AMs+p) A
A+s)(p+s)  A+s
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ami azt mutatja, hogy a tévozési id6kozok ugyancsak \ paraméterti exponencialis el-
oszlasu valoszintiségi valtozok. A kiszolgélasi és beérkezési id6kozok fiiggetlenségébdl ko-
vetkezik a tavozasi id6kozok fliggetlensége is, ezért a tavozasi folyamat \ paramétert
Poisson-folyamat.

Ez azért fontos, mert ha tobb M/M/1 tipust kiszolgalasi csomépont van egymas utan
sorbakotve (tandem sorbanallasi halozat), akkor mindegyiknél a beérkezési folyamat A
paramétert Poisson-folyamat és a csomoépontok fliggetlen M /M /1-tipust rendszerként
vizsgalhatok. Ekkor A beérkezési és u; kiszolgalasi intenzitassal az i-edik csoméponthoz

A
0; = — jelolést bevezetve az Gsszes rendszerjellemz6t meg tudjuk hatarozni a mar ismert

(2
modon. A halézatban 16vs igények szama érthetd modon az egyes csomopontokban 16vé
igények Osszege és a tartozkodasi és varakozasi id6k osszege adja a halozatra vonatkozo
idoket.

Most mutassuk meg, hogyan adhatjuk meg d strtiségfiiggvényét a Laplace-transzformalt
nélkiil! Ekkor is a teljes valoszintiség tételét alkalmazva

A A
) = ape (1= o) (e )
e B A A >
= Xe “x—i-—(—e v — e M
BB —A = A
= Xe M 4 XM — NeTHT = \e AT,

//////

jesiil, hogy a tavozési folyamat ugyancsak A\ paramétert Poisson-folyamat. El6szor lassuk

be, hogy Us = o = ME(S). Mint korabban is megmutattuk stacionarius rendszernél

G/G/1 esetben is az atlagos foglaltsagi periodus alatt tavozo igények szama 1-el nagyobb

ezen periodus alatt beérkezett igények atlagos szaménal, képletekben ez azt jelenti, hogy
E() _,, E()

E(S)  E(r)

ahol E(7) az atlagos beérkezési id6koz varhato értékét jeloli. Ebbol

E(r) + E(5) = E((S)]]E’((;))
_ _EME®S) _ 1
B ER e
ahol o = ]IEE(:_)) Nyilvanvaldan
E@G) _ B
STEMED) EBm R 1vg 5

Igy az M/G/1 rendszer kihasznaltsaga o. M/G/1 esetén Dy, = Py, ezért a kiszolgalasi
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idére vonatkozo kérdésiink az alabbit jelenti

A Lg(s) 4 (L - 02 Ls(s) = Ls(s) (g ; A“—‘”)

Ats A+s A+s
_ LS(S>A2E(S) + SA]E;?: A= NE(S) _ Ls(s) A1 ;\rfi(s»’
igy |
b = TRy

ez viszont az E(S) varhato értéki exponencialis eloszlas Laplace-transzforméaltja. Vagyis
csak exponencialis eloszlési kiszolgalasi idGk esetén lesz a tévozasi folyamat a beérkezési
folyamattal megegyezd.

Java-applet a rendszerjellemzik meghatarozasara
http://irh.inf.unideb.hu/user/jsztrik/education/09/applet/HMM1.html

1. Példa. Egy postahivatalban naponta 70 személy fordul meg (a posta mindennap 10
dra hosszat van nyitva) ordnként 10 személyt képesek kiszolgdlni. Tételezzik fel, hogy a
beérkezések megfelelnek a Poisson-folyamat jellegzetességeinek, és a kiszolgdlds exponen-
cidlis eloszlasu. Mekkora lesz a vdrakozo sor dtlagos hossza, mi annak a valdszinisége,
hogy sorban 2-nél tobb személy vdarakozzék? Mennyi a vdrhaté sorbandlldsi idd? Mennyi
annak a valdszinisége, hogy a vdrakozds 20 percnél tibb iddt vesz igénybe?

Megoldads:
Legyen az idGegység ora, akkorAz?,ule,p:%
v__ P T
1—p 3
= = 7T 7T T70-21 49
=N —p=—- — — = S
9 P=3710° 30 30

=1—1+p—(1—=p)p+p*+p*) =p'=0.343-0.7 = 0.2401
7

— N
W:;:m:%éra %14perc
1 1
P <W >3 )= 1— Fy (§> —0.7-¢7 10503 — 7.1 =0.257

2.2. M/M/1 rendszer tétovazo (elriasztott) igények ese-
tében

Tekintsiik az M /M /1 rendszert azzal a modositéassal, hogy az érkezd igények a nagyobb
sorhossz lattan egyre kisebb valoszintiséggel csatlakoznak a rendszerhez, vagyis allnak
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sorba. Jeloljiik bi-val a csatlakozas valoszintiségét, ha az érkezés pillanatdban k igény van
a rendszerben.

Az eddigiekhez hasonléan kénnytd belatni, hogy ismét sziiletési-halalozasi folyamattal
irhatjuk le a rendszerben tartozkodo igények szamat, de moédosulnak a sziiletési intenzi-
tasok, mégpedig

M =A-br, k=0,1,...
Nyilvanvaloan tobbfajta by-t lehet tekinteni, de arra torekedni kell, hogy a rendszert

viszonylag egyszertien tudjuk leirni és a kiszamolt hatékonysagi mutatokat is zart alakban
lehessen megadni. Ilyen okok miatt legyen

1
bp=—, k=0,1,...
k k—i-l’ )
Ezért
k
Pk:%Po, E=01,...,

majd a normalizal6 feltétel meghatarozasa utan

Pk:%e_p, k=01,...

Ebbdl lathatjuk, hogy a rendszer stabil, ha p < co, vagyis nem koveteljiik meg a p < 1
feltételt!

Vegyiik észre, hogy a rendszerben tartézkodoé igények szama p paraméterti Poisson-eloszlast
kovet, ezért a rendszerjellemzdsk is varhatoan egyszert formaban adhatok majd meg.
Ezek utén a rendszerjellemzdk

melybdl




Q=N-Us=p-(1-c")=pter -1

EQ) =Y (k—1)P=> kP -2> kP+> P
k=1 k=1 k=1 k=1

=E(N*)—2N+Us=p+p*—20+Us=p*—p+1—e".
Igy
D*(Q) =E(Q*) — (B(Q)*=p*—p+1—e’—(p+e”—1)

=p —pF+l—el—p'—e—1-2pe " +20+2e"
=p—e?Pte? —2pe P =p—cPle?+2p—1).

A tartozkodasi és varakozasi id6k jellemzdinek meghatarozasahoz ismerniink kell az
érkezési pillanatban az eloszlast, pontosabban, hogy a rendszerhez csatlakozo6 igény
k igényt talal a rendszerben.

Az el6z6ekhez hasonloan a Bayes-formula felhasznélaséaval konnyt latni, hogy

k+1

1, — w1 P _ ¢’ _ B
S © i+l 1—er
> b Xae”
i+ — (i+1)!
Vegyiik észre, hogy
I # Py.
El6szor hatarozzuk meg T-t majd utana W !
A teljes varhato érték tétele miatt
o0 o0
— k+1 1 k+1)P 1 —
T:Z +H,€:—Z(+)"’+1: Ne__ P
— pi 1—er (1 —e") p(l—er)
— = 1 1 -1
W=T--="= <p+e—) ‘
poop\ l—e

Mint ahogyan az (1.5]) 6sszefiiggésnél mar bebizonyitottuk

A= E N E P = E pby = p(l —e”),
k=0 k=1 k=1
ezért

_ _ 0 -

ANT=pu(l—e" =p=N
p(l—e™”) i—en =N

o B p—}-efp—]_ B _

N =p(l—e ") - P =
n(l—e”) e e Q

ami Little-formula erre a rendszerre is.
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o AT és W eloszlasanak a meghatarozésa mar sokkal nehezebb feladat. Az el6zGekben
hasznalt modszerekhez hasonldéan

k+1

R e plp)t o p e’
_ZfT(xW'H’“_Z Ko (k+ 1)1 —er
/u'p
1—6 PZk'

amit nem egyszer meghatarozni. Hasonl6 probléméaba iitkoziink fy (x) esetében
is.

Azonban Lp(s) és Ly (s) mar konnyebben kezelhetd formaban nyerhetd.
Nevezetesen

p O\ (Zkﬁl),e*p
Z Z +1)!
LT(S) = LT |]{7 Hk == (M+S) m

—p [e'e] k+1 —p
I = (e ).
l—er i\ p+s (k+1)! 1—er

pw+s

Lw<8) = LT(S) .

Ellenérzésképpen a Ly(s)-bél hatarozzuk meg T-t!

e’ _
Ly(s) = T ¢ eits (—pp(pn+5)72)

e’ p P
L(0) = — P
O =7 pu(l—er)

lgy
= p
T=—21="
p(l—er)’

amit mar elézéekben is megkaptunk. Hasonléan szamolhato W is.

Formélisan D?(T') és D?*(W) a megfelels Laplace-transzformaltak derivéltjainak se-
gitségével megadhato. Nézziik meg ezt a modot! Mint lattuk

Li(s) = - (e —1).

1—er
Ebbdél
/ € L 2
Ly(s) = 3 e (1A +5) 7>,
igy
e’ _on2
Lh(s) = 7 - (7 (FDAG+5)™2)" + 22+ 5) - e



Ezért

Tovabba
1 p2+2 2
DTy L.t p
p? l—er  \pu(l—er)
_(pPH20)(L—e?)—p* _ pP+2p—pe” —2pe" —p?
p? (1 —er)’ p? (1 —er)’
2p—pPe P =2pe?  p(2—(p+2)e’)
p2 (1 —er)’ p2 (1 —er)”

W és T véletlen tagszamiu Osszegként all eld, ezért alkalmazhatjuk az ott megismert
képleteket. Nevezetesen

DA(W) = E(Na% L DN, (i) _ L Ew) + ().

12
Z kIl = Z ffkeﬂp

1 oo x
g 1 s <Z (k+1)Pk+1 —Zpk+1>
¢ k=0 k=0
1
- 1—er (p+€_p_1)'

D*(Na) = E(Ng) — (E(Na))*

miatt elészor hatarozzuk meg E(N?)-t!

B 00 B 00 f%+1
_ ;kzﬂk - ;k2—1 —

1 o0
= > ((k+1)* =2k —1) Py
k=0

1 o0 o o
== 1AL NED SN L
0 k=0 k=0

21_6 p( +p°=2(p+e?=1)—(1-e7"))

—_

_ 2_ P
__1__6 P p p—e %*1)
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Ezért

1 2
2 _ 2_ P _ P _
D) = s (= p— et 4 1) = (ke - )
_ 1 ’ 1—e ") (2 P41 -»_1)?
= (=) (=@ —p—cr41) = (e -1)")
1 ’ 2 —p 2 —p —p —2p —p
=\100=) P —p—eftl-peltpelte™ —e
—pP—e —1—2pe " +2p—2e")
_p—e (PP +p)
ey
Igy
1\ 1 _ p—e(p*+p)
D? == rF—1
W= (5) (et -0+ 5
1 _ _ _
:m((ﬂ+€p—1)(1—€p)+0—ep(PQ"'P))-
Ebbdél

D7) = (s ) (4 = D) = )+ (L)

L—e)pte—1+1—ec’)+p—e’(p’+p)
(u(1—er))?
_ 2p—2pe”f — p?e=?
 (ul ey

ami ugyanaz, mint amit el6z6leg megkaptunk.

2.3. Prioritasos M/M/1 rendszer

A kovetkezkben az M /M /1 rendszer egy olyan modositasaval fogunk megismerkedni,
ahol két kiilonbozd tipust igény van. Mindkét tipusu igények fiiggetlen Poisson-eloszlés
szerint érkeznek, egyes tipusiui A1, a kettes pedig Ay paraméterrel. A kiszolgélasi intenzités
tipustol fiiggetleniil legyen u. A rendszer stabilitdsa miatt feltételezziik, hogy

p1+p2 <1,

ahol p; = \;j/u, i =1,2.

Tegyiik fel, hogy az egyes tipusu igényeknek prioritdsa van a kettes tipustakkal szemben.
Az elkovetkezendGekben abszolut és relativ prioritési szabalyok mellett hatéarozzuk meg
az egyes csoportokba tartozo igények atlagos tartozkodasi idejét és varhatd szamat.
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Abszolat prioritas

Ezen szabaly esetén az egyes tipusi igényeknek abszolit prioritasa van a kettessel szem-
ben, ami azt jelenti, hogy ha egy kettes tipusu kiszolgédlas alatt all és egy egyes tipusu
érkezik akkor a kettes tipust megszakitasra keriil és az egyes tipusu kiszolgalasa kovet-
kezik. Ha a rendszerben nincs tobb egyes tipust akkor a kettes tipustak kiszolgélasi
kezdddik meg attol a ponttol, ahonnan megszakitottik.

Jelolje N; a renszerben tartozkodé ¢ tipusu igények szaméat, mig T; az ¢ tipusiu igeé-
nyek tartozkodasi idejét. A kovetkezSkben az E(NV;) és az E(T;) mennyiségeket fogjuk
meghatarozni ¢ = 1,2 esetén.

Az egyes tipusi igények szamara a kettes tipustuak tulajdonképpen nem léteznek, igy
kozvetleniil kapjuk, hogy

1/p P1
2.3 E(T)) = —— E(N;) = :
(23) M) =2 B = T2
Mivel tipustol fiiggetleniil a kiszolgalési intenzitas megegyezik, igy a rendszerben tar-
tozkodo igények szama nem fiigg a kiszolgalas sorrendjétsl. Igy ez az érték megegyezik
azzal, amikor az érkezési sorrend szerint torténik a kiszolgéalas. Az M /M /1 rendszernél
megismert képletek alapjan ezért

p1+ P2
2.4 E(N,) +E(Ny) = ———,
(2.4 (V1) + E(Vy) = T2
majd felhasznalva (2.3))-et,

_1—P1—P2_1—Pl (L=p)(I=p1—p2)’

és alkalmazva a Little-torvényt,

E(Ny) 1/p
E(Ty) = e (I—p)(I—pr—p2)

2. Példa. A\ = 0.2, \y = 0.6 és u = 1 esetén ha érkezési sorrendben torténik a kiszol-
galas, akkor

1
E(T) = =5
(T) 1-0.8 ’
mig ha az egyes tipusnak prioritasa vannak a kettes felett
1
E(Ty) = = 1.25, E(T3) = = 6.25.

1-02 (1-0.2)(1—-0.8)

Relativ prioritas

Ebben az esetben az egyes tipusu igényeknek majdnem abszolat prioritdsa van, ami azt
jelenti, hogy az egyes tipust igény érkezésekor a kettes tipust igény kiszolgélasa nem
szakad meg, de a kiszolgalas befejez6désekor az egyes tipustak kiszolgalasa kezdddik.
Ebbdl kévetkezGen ennek prioritasi szabalynak relativ prioritds a neve.
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Az egyes tipusu igények atlagos tartozkodasi idejére a kovetkezd képlet irhato fel

E(T)) = E(N)) -+ — + pr
B M
Az utolsé tag azt jeloli, hogy amikor egy érkezs egyes tipusu igény kettest tipusut talal
kiszolgalas kozben, akkor mindaddig véarnia kell, amig annak kiszolgalasa be nem feje-
z6dik. A Poisson-folyamat szerinti érkezésnek koszonhetGen annak a valoszintisége, hogy
az egyes tipusi beérkezs igény kettes tipusut talal megegyezik a kettes tipust igényekre
vonatkozo kihasznaltsaggal , amely po. A Little-torvényt felhasznalva,

E(Ny) = ME(TY),

kapjuk, hogy
(1+ p2)p
l—p

A kettes tipus esetében (22.4)-t felhasznéalva, majd behelyettesitve kapjuk, hogy

, E(V) =

(1—=pi(1 = p1—p2))po

E(Ne) = (1 —=p1)(1 = p1 — pa)

és a Little-torvényt alkalmazva

(A =pi(L=p1—p2))/n
E(T2) = 1—p)A—pr—p2)

3. Példa. Legyen \; = 0.2, Ay = 0.6 és u = 1, ekkor

1406 1-02(1-08)
—9 E(Ty) = (1-0.2)(1—-08)

E(T}) = = 6.

1-0.2 ’

Java-applet a rendszerjellemz&k meghatarozasara
http://irh.inf.unideb.hu/user/jsztrik/education/09/3£f18.html

2.4. Az M/M/1/K tipusi, véges befogadoképességii rend-
szer

Tekintsiik az M/M /1 rendszert azza a modositassal, hogy a rendszerben egyszerre maxi-
mum K igény tartézkodhat. Konnyti latni, hogy a rendszerben tartézkodé igények szama
ismét sziiletési-halalozasi folyamat lesz A\, =\, k=0,... K—1éspuypr=p, k=1,.... K
intenzitasokkal. Ekkor
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vagyis

1
1 "+l ,p=1
PO pu— pu—
K i - 41
Zp 1—pK+1 y P .
i=0

Meg kell jegyezni, hogy a rendszer stabil minden p > O-ra rogzitett K mellett, de ha
K — oo-hez, akkor a stabilitas feltétele a p < 1 relaci6 és értelemszerten az M/M/1/K
rendszer eloszlasa az M /M /1 rendszer eloszlasahoz konvergél.

Ez analitikusan is megmutathato, hiszen p — 0-hoz és igy Py — 1 — p-hoz.

Ezek utén adjuk meg a szokasos rendszerjellemzdket

[ ]

US:1_P0a
1 Ug
A1 —Ug

E(5)

K K
N = Z kp*Py = pPy Z kph1
k=1

k=1

— = k /_ 1—pK /_ p_—pKH /

_pP0<kZ;P> —pPo(pl_p) —pP0< T, )

= (L= K+ D) A= p)+p= o) (1p—P0p)2

:pPO(l_(K+1)pK_p+(K+1)pK+1+p—pK+1)
(1—-p)?

Py (1 (K + 1)p" + K pi+)

N (1—p)?

(1= (K +1)pF + Kp+)

(L= p)(1 — )

e A tartozkodési és varakozasi id6 jellemzdbinek meghatarozasahoz tudni kell, hogy
a rendszerbe érkez§ igény milyen allapotban taldlja a rendszert. A Bayes-formula
felhasznalasaval az eddigiekhez hasonléan konnyt latni, hogy

AP, Py
M= — == p
>
=0



A kovetkezo részben az M /M /1 rendszerhez hasonléan azt kell észrevenni, hogy a
feltételes tartozkodasi és varakozasi idok (k+ 1, p) illetve (k, p) paraméterd Erlang-
eloszlast kovetnek, ha a rendszerben k igény tartéozkodott az 4j igény rendszerbe
érkezésének pillanataban.

Ennek megfelelGen irjuk le a varhato értéket illetve a stirtiségfiiggvényt. Ezért

_ Skt Sk+1 phpy
Toy iy
— M — M Tk
K-1 -
1 N
— k+1)P,
A1 — Py) H( TP A1 — Py)
Igy
1 N 1
W=T--=_—" ___

po A1 —=Pr) p
Szeretnénk megmutatni, hogy ebben az esetben is érvényes a Little-formula, ami

egyuttal a formulédk helyességét is ellendrzi.
Lathato, hogy a rendszerbe valo atlagos beérkezési intenzitas A = A\(1 — Py ) és ezért

N _
ANT=XX1-P = N.
( K))\(l—PK)
Hasonléan
- N 1 — A
AW =) —— )| =N-—-—
(A(l_PK) M) 2
=N-p(1—Pg)=N-Us=0Q,
mivel

Ezek utan vizsgaljuk meg a tartozkodasi és varakozasi id6 strtiség- illetve eloszlas-
fliggvényét!
Mint, ahogyan eddig is tettiik, a teljes valoszintiség tétele miatt

K-1
3 (px)* e Ph
k=0

ebbdl




Ezek a formuldk a véges Osszegzés miatt bonyolultabbak, mint az M /M /1 esetben,
de kénny( latni, hogy K — oo hatéarértéknél

Fr(z) = p(l — p)e -k,

A véarakozasi id6 stirtségfiiggvényére igaz az alabbi Gsszefliggés

Py
fw(0) = 1— Py
K-1
B (px)*t . P
fw(ﬁ)— 'u(k—l)' 1_ P z>0

B
=
&
I
[
JU;U
=
_|_
M7
LTI
N
—_
|
ol
M7
=
=8
|
5
N——
—
I
=
>

Ezek a formulék rogzitett K esetén szatmitogép segitségével minden tovabbi prob-
léma nélkiil kiszamithatok.
Mint lathatd a Px valoszintiség kiemelt szerepet jatszik a képletekben.
Vegyiik észre, hogy ez éppen annak a valoszintisége, hogy a rendszerhez érkezs igény
nem tud csatlakozni a rendszerhez, mert nincs hely. Ezt a valészintiséget "blokko-
lasi" vagy igényvesztési valoszintiségnek nevezziik és Pg-vel jeloljiik.
A Bayes-formula alkalmazasaval

APy

Pp=— = Pg.

D AP

k=0

Ha még a K-t6l és p-tol valo fiiggést is jeldlni szeretnénk, akkor

oK
PB(K, p) = e i
2o
k=0
Vegyiik észre, hogy
PB(K p) _ ppKil _ PPB(K B 17p)
T T T T T pPe(K 1)
pr+pp
k=0

A Pp(l,p) = % kezdértékbdl kiindulva az igényvesztés valoszintisége rekurzi-

ven meghatarozhatd. Az is nyilvanvalo, hogy ez a sorozat p < 1 esetén a 0-hoz
konvergél és ezért rekurzioval biztosan tudunk talalni olyan K-t, melyre

Pg(K,p) < P,
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ahol a P* egy elére megadott korlat az igényvesztés valoszintiségére.

Ha iteraci6 nélkiil szeretnénk meghatarozni a K-t, akkor a

p"(1—=p)

1 — pi+l <P

egyenlGtlenséget kell megoldani K-ra, ami nehezebb feladat, mint a rekurziv meg-
kozelités.

Valaszthatunk egy kozelité megoldast is, ami abban rejlik, hogy az M /M /1 rendszer
esetén nézziik meg, mi lesz annak a valoszintisége, hogy a rendszerben legalabb K
igény tartozkodik és ezzel kozelitjiik a Pg(K, p)-t. Lathato, hogy

Pyp(K,p) = qK_(l—p;fl) < i pr(1—=p) = p~,
k=K
igy, ha
Pt < P,
akkor teljesiil a Pj(K, p) < P* is. Vagyis

Klnp <InP*
In P*
Inp

Most térjink ra a tartozkodési idé Laplace-transzforméltjanak a meghatarozasara!
Az el6z6ekhez hasonloan kénnyt latni, hogy

K-1 k+1 k
H p"Fo
L =
T<S) kZ:O(/L‘i‘S) 1—PK

- ﬁ i (les)l

=1




Hasonléan

k=0
K—1
_ R ( pip >k
1—PK P u+s
L\ K
- P[) 1_<H+s>
— 1 _ )
1 — Pk 1— -2
LK
w9 (1= ()"
11— Py L—A+s ’
ami nyilvanvaléan a
1

LT(S) = Lw(S) : y,—|— S

relaciobdl is kovetkezik.

A Laplace-transzforméaltakra azért van sziikség, mert segitségiikkel az érintett va-
l6szintiségi valtozok magasabb momentumait is meghatarozhatjuk.

Java-applet a rendszerjellemz&k meghatarozasara
http://irh.inf.unideb.hu/user/jsztrik/education/09/applet/HMM1K.html

2.5. Az M /M /oo tipusi rendszer

Az el6z6ekhez hasonloan konnyt latni, hogy (N(t),t > 0) ismét sziiletési-halalozasi fo-
lyamat

A=A, k=0,1,...

e =kp, k=1,2,...

intenzitasokkal.
Igy a stacionarius eloszlas

o Lo
— -1 _ — p0
P, = ] Py, ahol Py~ = =
k=0
vagyis
o
— -0
P, = k!e ,

ami azt mutatja, hogy N p paramétert Poisson-eloszlast kovet.
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Konnyt latni, hogy a rendszerjellemzdk

1
Be lehet bizonyitani, hogy ezek a formulak érvényesek M /G /oo rendszerre is, ahol E(S) = —.
i

Java-applet a rendszerjellemz&k meghatarozasara
http://irh.inf.unideb.hu/user/jsztrik/education/09/applet/HMMinf .html

2.6. Az M/M/n/n tipust Erlang-féle veszteséges rend-
szer

Ezen modellre n csatornas veszteséges rendszerként is szokas hivatkozni az alabbiak mi-
att. Az n csatornas rendszerbe Poisson-folyamat szerint érkeznek az igények. Ha van iires
csatorna vagy szerver az igény kiszolgalasa exponencialis id6tartami p paraméterrel. Ha
minden kiszolgélé egység foglalt, akkor az igény elvész, azaz sorbandllas nem megen-
gedett. Ezen probléma a tomegkiszolgalés egyik legrégibb problémaja, mellyel a szazad
elején a telefonkdzpontok kihasznaltsagaval kapcsolatban foglalkozott A. K. Erlang és C.
Palm. Hasonl6 jelenséggel taldlkozunk példaul a parkold helyek esetében is.

A feltételek alapjan ez a rendszer is egy sziiletési-kihalési folyamattal modellezhets, mely-
nek intenzitasai a kovetkezk

A, ha k <n,
A =
0, hak >n,

we =kp, k=12, ..n.

Azt mondjuk, hogy a (N(t),t > 0) folyamat az k &llapotban van, ha k kiszolgalo foglalt,
azaz ha k igény tartozkodik a rendszerben. Nyilvanvaléan az ergodikus eloszlas 1étezik,
mivel a folyamat véges allapotterid. A stacionarius eloszlas

A\ 1
Pk: Po(;) g ,hakﬁn,

0 ,ha k> 0.

A normalizal6 feltétel miatt



igy

k
B g
Pk T n s z - nk' ’ k<n
(i) 1 ¢
| |
im0 \H/ i—0
A rendszer egyik jellemzGje a
g
p=-n — B(n, p)
nook
G
k!
k=0

valosziniség, melyet el6szor Erlang vezetett be (1917-ben) és Erlang-féle veszteségfor-
mula vagy Erlang-féle B-formula néven ismert, altalaban B(n, A\/u) szimbélummal
jeloljiik.

A Bayes-formula felhasznalasaval konnyt latni, hogy P, annak a valoszintisége staciona-
rius esetben, hogy egy tjonnan érkezs igényt nem fogad a rendszer, mert telitett, azaz
az igény elvész. Kis n-re a P, valoszintiség konnyen kiszamolhaté. Nagy n-re és kis o-ra
Py~e? igy .

NQ__Q
Pk""kle )

azaz a Poisson-eloszléds. Nagy n-re és nagy o-ra altalaban
G
j=0 J*

Ebben az esetben a nevezs a o kozeptd Poisson-eloszlas els6 (n + 1) tagjanak Osszege.
Elegendd nagy o-ra (0 > 15) a centralis hatareloszlas-tétel miatt a Poissson-eloszlast
kozelitjiik o kozept és /o szorast normélis eloszlassal, igy

_D(s) —P(s—1) L d(s—1)
S TE e
ahol \
O(s) = / \/12_7Te_m22dx,

_nt3—e
N

A B(n, p)-ra azonban fel tudunk irni egy nagyon fontos rekurzios osszefiiggést is, hiszen

S

B(n,p) — nn! - = — z.n n ! —
P P p P
20 2t amo
i=0 i=0 ’
~ EBn-1,p)  pB(n-1,p)
1+ EB(n—1,p) n+pBn-1,p)



A B(1,p) = P Kezdeti feltételbsl kiindulva barmely n-re meg tudjuk hatarozni a
1+

B(n, p)-t. Ez azért fontos, mert nagyobb kiszolgalo szamnal a faktorialis nem szémolha-
t0, de a rekurzi6 még mindig mikodik.

Példaul n = 1000, p = 1000 esetben a pontos képletet nem tudjuk kiszamolni, de a koze-
lités és a rekurzios képlet 0.024 értéket ad.

B(n, p) nagyon fontos szerepet jatszik a gyakorlati problémak megoldasaban ezért kiilon
ugynevezett kalkulatorokat irtak, melyek megtalalhatok a

http://www.erlang.com/calculator/

internet cimen. A pontos és kozelits érték osszehasonlitasara mi is irtunk egy Java Script-
et, amely megtalalhato az aldbbi linken

http://jani.uw.hu/erlang/erlang.html

Az M /M /n/n rendszer jellemzéi:

e A rendszerben tartozkodé igények dtlagos szama, a foglalt szerverek dtlagos szdma
N=n=) jP= Z; PO—QZ Po—Ql—P)
J=0 '

igy 1 szerverre juto atlagos igényszam

0
=(1-PR,).
21— p)
o A szerverek kihaszndltsdga
Mint mar lattuk
v=Yip=m
n n
=1
Jelen esetben
U,=21-p,).
n

o Az atlagos tétlenségi idd (egy konkrét kiszolgald esetén)
A jol ismert Osszefiiggést alkalmazva

1/p
e+1/u

P(az adott kiszolgalo egység foglalt) =

ahol € az atlagos tétlenségi ids. Igy

1/p
e+ 1/

S

1-P)=

42



tehat
n 1

AN1—P) pu

€ =

Ha az iires szerverek olyan sorrendben kezdik kiszolgalni az érkezé igényeket, mint
amilyen sorrendben megiiresedtek, akkor egy szerver miikodését a kovetkezSképpen
irhatjuk le. Ha egy tiressé valt szerver (j — 1) masik iires szervert talal megiiresedése
pillanataban, akkor csak a j-edik igény kiszolgalasaval kezd6dik ismét a foglaltsagi
periodusa.

Jelolje € a szerver atlagos tiresjarati periodusa hosszét, €; pedig a fenti allapotban
az atlagos tétlenségi idst. Nyilvanvaloan €; = £, € pedig a teljes varhato érték tétele
alapjan:

azaz mas uton is ugyanarra az eredményre jutunk.

o A rendszer atlagos foglaltsagi periodushossza

Nyilvanval6an
U=1-Hh= %7
melybdl
ol
Es, =110 =i

Java-applet a rendszerjellemz6k meghatarozasara
http://irh.inf.unideb.hu/user/jsztrik/education/09/applet/HMGcc.html

4. Példa. FEgy parkolohoz az autok 20 mdsodpercenként érkeznek, és dtlagosan 10 percig
maradnak. A beérkezés Poisson, a kiszolgdlds exponencidlis.

Milyen nagynak kell lennie a parkolonak, hogy eqy auté 1% eséllyel forduljon vissza, mert
a parkolo telitett?

Megoldds:
A 10
p=—=—-=230,P,=0.01
w3
A normélis eloszlassal valé approximaciot kovetve
n n+l—p n—l—p
b oo e () e ()
ne nt+i-p\ nt3—p '
¢ (%) ® (%)
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Ebbdl
=) ()
0990 (—2-") = —2-").

(5 5

A normalis eloszlés tablazatabol nem nehéz ellendrizni, hogy n = 41.

Ekkor Py kozelitése: 0.009917321712214377,
a pontos értéke pedig: 0.01043318100246811.

5. Példa. Egy 50 csatornds telefonkozpontba dtlagosan 10 percenként érkeznek hivdsok

//////

Hatdrozzuk meg a rendszer jellemzdit!

Megoldds:

Esetiinkben Poisson-kozelités vehetd, igy p = ﬁ = % =0.5
P50 = 0.00000 a Poisson-eloszlas szerint, s6t még n = 6-nal is
FPs = 0,00001. Ez azt jelenti, hogy igény szinte sohasem lesz elutasitva.
A foglalt csatornak atlagos szama

n=p(l-P,)=p=0.5,
igy az egy csatornéara juté atlagos igényszam

0.5 5x107"

T 1072
50 5 x 10 0

és ez egyben a csatornak kihasznaltsaga Usy = 1072,
U, =1-0.606 =0.394 ami a rendszer kihasznélatsaga.
A rendszer atlagos foglaltsagi periodushossza

(1-P) 0.394 0.394
Eé, = = = =0.32
(Z\B)  2x0.606 1.212 pere
A csatornak atlagos tétlenségi ideje
_ n p 50 0,5 1
= - =——— — — =25—-=24.75
“TX1-PB) X 21-0) 2 1 pere
A csatornak atlagos foglaltsagi ideje
1
Eo = g = § perc
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Heterogén kiszolgalok esete

Az M/ M /n/n rendszer esetében feltessziik, hogy az i-edik kiszolgalo p; intenzitéssal szol-
galja ki az igényeket, melyek érkezésiikkor egyenlé valdszintiséggel valasztanak a tétlen
kiszolgalok koziil. Ekkor nem elég tudni, hogy hany igény van a rendszerben, hanem is-
merniink kell a foglalt kiszolgalok indexét is. Ezért nem sziiletési-halalozési folyamattal,
hanem altalanosabb allapotterti Markov-lanccal van dolgunk.

Ha (iy, ..., i) jeloli a foglalt kiszolgalok indexeit, amelyek nyilvanvaloéan az n k-ad osz-
talya kombinécioi, akkor a Markov-lanc allapotterét a (0, (i1,...,i) € Cpk=1,...,n)
indexhalmazok alkotjak.

Jelolje

Py, = P(0),
P(Zl,,lk) = P((’Ll,,Zk)),(Zl,,Zk) € C,?, k=1,....,n
a folyamat stacionérius eloszlaséat, amely 1étezik, mivel az allapottér véges és irreducibilis.

A szokéasos modon felirhatjuk a stacionarius allapotegyenleteket, amelyek a kovetkezd
alakot oltik

APy = Z/ljp(j)
7=1

k k
A

A VP(iys o in) = —— ST Pliys i i,
( +;MJ) (i1, -+ -5 i) n_k+1; (015 0y Gty G, -5 )
+ Z M]P(Z,17a2;mj/)

JF1 50k
<Zuj)P(1,...,n):)\ZP(l,...,j—1,j+1,...,n),

j=1 j=1

ahol (i},...,1,1,5") az iy,...,ix,j indexek novekvs sorrendbe rendezett halmazat jeloli,

1_1 és 1,41 pedig nincs értelmezve, ott az Osszegzést értelem szerint kell venni! Bar lat-
szOlag bonyolult egyenletrendszerrel van dolgunk, amelyben az ismeretlenek szama 27,
megmutatjuk, hogy a megoldas viszonylag egyszert, nevezetesen

(2.5) Pliy, ..., i) = (n—k)!HgijC,

A
ahol ¢; = N_7 j=1,...,n, Fy=nlC, amely a

i

n

P0+Z P(’ll,,lk)zl

k=1 (z’l,...,ik)eC,?

normalizalo feltételbdl kaphatd meg.
ElGszor nézziik meg az elsd allapotegyenletet! Behelyettesitve
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Majd a harmadik egyenletnél végezziik el a behelyettesitést

()it S e~ (Sm)e

Hj—15+1 =

Végiil a legbonyolultabb, masodik esetet nézziik meg!

<A+Zuij><n—k>!ﬂg@c

A Ne=1o
ST S o
n—k+1 = Foiy = Pig g Py w0 Fy,
)\k+1 C
+ Z (n—k—1)! at
T i Haw Baktg

ami az egyenlGséget mutatja.

Ezek utén a szokasos rendszerjellemzdok a kovetkezdk

e U; a j-edik kiszolgal6 kihasznaltsaga

majd ebbdl

ahol E(e;) az j-edik kiszolgalo atlagos tétlenségi periddushossza

11-0U;
E(e;) = — 22
(6]) ,u] UJ

o N= Z?:l Uj

e Az igényvesztés, vagy blokkolas valoszintsége pedig Pg = P(1,...,n).
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Ebben az esetben is igaz, hogy \(1 — Pg) = Z?:1 Ui,

Homogén esetben, vagyis amikor p; = pu, 5 =1,...,n,
n k Qk Qk i—’f
(i1,...vi ) ECY "L e

vagyis a jol ismert képleteket kapjuk.

Meg kell jegyezni, hogy ezek a képletek tetszdleges, véges varhato értéki kiszolgéalasi id6k
mellett is érvényesek.

2.7. Az M/M/n tipust rendszer

Ismét olyan A alland6 beérkezési intenzitdsi rendszert vizsgalunk, melyben korlatlan

hosszisagu sor kialakulasa megengedett. A rendszer n db kiszolgaloval (szerverrel) van

ellatva. Ez az eset is lefrhat6 sziiletési-halalozési folyamattal a kovetkez6k miatt. Elgszor

is tekintsiink fliggetlen, p; paraméterd exponenciélis eloszlasi &; valoszintiségi valtozokat.

Jeloljitk n-val ezen &; (i = 1,2, ..., N) valtozok minimumat. Nem nehéz belatni, hogy 7 is
N

exponencialis eloszlasi lesz > u; paraméterrel. Ugyanis
i=1

Phn<z)=1-Pn>z)=1-P& >z, i=1,..,N)=

N
=1-[[PE22)=1—e (ERm)
i=1
Ezt felhasznalva kapjuk meg annak valészintiségét, hogy a rendszer a h id6 alatt a k
allapotbol a k — 1 allapotba, ill. a k allapotbol a k + 1 allapotba keriil. Igy

Py 1(h) = (1 = (N + o(R))) (s + o(k)) + o(k) = jh + o),
Pri1(h) = (A +o(h)) (1 = (urh + o(h))) + o(h) = Ah + o(h),
ahol
kp ,ha0<k<mn,

pe = min(kp, np) =
np ,han<k.

Ko6nnyen lathato, hogy az ergodikussag feltétele A/nu < 1.

Amikor hozzékezdiink a P, mennyiségek kiszdmolasahoz, azt talaljuk, hogy a megoldast
két részre kell szétbontanunk, mivel a p mennyiség kétféle modon fiigg k-to6l. Eszerint,

ha k < n, akkor
k—1 k
A A\ 1
P, =F =Fl-] —.
’ OH(HDM O(u) !
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Ha viszont k > n, akkor

n—1 k—1 k
A A A 1
P. =P, — — == —.
Y ll (1+1)u JHL np (u) nlnk=n
Osszefoglalva a kapott eredményeket
k
Po%r chak <n,

P, =

k. n
Poan ha &k >n
n! ’ ’

ahol )
a:—:£<1.
ng n

Ez az a éppen egy kiszolgald egység kihasznaltsaga. Tovabba

k=1 k=n
és igy
n—1 ,Ok pn 1 -1
= ( AT )
k=0

Annak a valoszintsége, hogy egy tGjonnan érkezs igénynek sorba kell allnia,

P(sorbanallas) = Z P, = Z PO%
k=n ’

nk—n’
k=n
Ebbdl
pt 1 .
] 1_ P_'L
P(sorbandllds) = — n-.—a =0 " = C(n,p).
p_k + ﬁ 1 p_k + pn—n
El' " nll—a k' " nl(n—p)
k=0 k=0

Ezt a valoszintiséget széles korben hasznéljak példaul a telefonrendszerek, call-centerek
vizsgalatéaval kapcsolatban. Itt annak a valdszintiségét adja meg, hogy egy tjonnan be-
érkezett hivas (igény) szamara nincs szabad vonal (kiszolgalo egység) egy n szerveres
rendszerben. Ez az G.n. Erlang-féle C-formula, vagy Erlang-féle varakozasos for-
mula amit t6bbnyire C'(n, A\/u) szimbélummal jeldliink.
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Az M /M /n rendszer jellemzdi

e Az dtlagos sorhossz

= j(3)"
Q Z _nPk_Zan—i-j:Z i Py =
=0
:ZJ o = hTima) e = R ‘%Z“]:
j=0 Jj= j=0
@) a p
=h n! (1—a)> n-— Cn.p)

k=0 k=n k=0
n—-2 n—1 n—1
P p p 1
—~ kK (n=-1! (n-1)!'\1-a
n—1 5 n
propt 1 1
— L Py =p—P, =
p(kgk‘+n!1—a> o=p—Lto=p

00 n—1 00 0o
k=0 k=0 k=n k=n
p
=p+ C(n, p),
n—p

ami egyszerti megfontolasokbdl is adodik, hiszen egy igény vagy varakozik, vagy
kiszolgalas alatt van. A kiszolgalas alatt levSk szama viszont megegyezik a foglalt
kiszolgalé egységek szamaval. Ha S-gal jeloljiik a szabad szerverek vagy kiszolgalo
egységek atlagos szamat, akkor

3|
I

S
|

W)
I
3
|
= > U

igy

=
[l
3
|
w0
_|_
Ql

vagyis

=
|
S
I
Ql
|
9]



o A wdrakozdsi 1dd eloszlasa

Egy érkezd igénynek akkor kell varakoznia, ha a rendszerben legalabb n igény tartoz-
kodik. Mivel ebben az esetben a kiszolgalas nu paramétert exponencialis eloszlast
valoszintiségi valtozo, az igény varakozasi ideje, ha n + j igény tartozkodik a rend-
szerben Erlang-eloszlast j + 1 és nu paraméterekkel. Igy a teljes valoszintiség tétele
alapjan a varakozési id6 striiségfiiggvénye

- 1 xj —NuT
() = 3 Puss (¥ e,

=0

Behelyettesitve a stacionarius eloszlast

xJ
ZPO aj (nu ]+1? —npuw
Po (—) = (anpa)!
_ . —nUT
= ] nue < j'

()

n!

A\
— (/7)' Pon’ue—n,u(l—a)x

n.

G, 1 .
= P01 — anu(l —a)e

= P(sorbanallas)nu(1 — a)e (1=,

p(l—a)z

Vagyis

PW > 1) = /fw(u)du = P(sorbanallas)e "#(1-o)

=C(n,p)- e Hn—p)z
A varakozasi id6 eloszlasfiiggvénye

Fw(z) = 1 — P(sorbanallas) + P(sorbanallas) (1 _ e—nu(l—a)x)
— 1 P(sorbandllas)e™(1~0% = 1 — C(n, p) - ¢ H0)%,

Innen az atlagos varakozasi id§

0o AN\"
W = /xfw(x)dx: (‘;3 P ! = ! C(n,p).
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o A tartézkoddst idd eloszlasa

A kiszolgalas azonnal elkezdddik, ha a rendszerben n-nél kevesebb igény tartozko-
dik, igy stacionarius esetben egy érkezé igény rendszerben eltoltétt ideje megegyezik

;;;;;;;;;;;;

szolgélasi id6 Osszege, vagyis az eloszlas két fliggetlen eloszlas Osszege, mely koziil
az egyik p paramétert exponencialis, a méasik pedig a rendszertdl fiiggs paramétertd
Erlang-eloszlas. A tartozkodasi id6 strtségfiiggvényét a kovetkezd modon hatéroz-
zuk meg.

fr(x) = P(nincs sorbanallas)ue ™ + fws(2)

Tudjuk, hogy
fw(z) = P(sorbanallas)e™"1=9%p (1 — q).

Ekkor

fwis(z) = /fw(if)ﬂe_u(z_x)dx =
0

z

= P(sorbanallas)nu(l —a)u / e Hl-a)T o —n(z=a) gg —
0

z

: a
0

1
—pz (1 _ en(n=1=A/p)z\
e )\/Me (1—e )

Ezért

e @R G 1 1A
= pe " (1—n‘“ + “. npon—l—)\/,u(l_e 1( 1)\/#)) —

. B)"Py 1 (n— AJp)ernt-Mwe
= pe ) P —vp :

Igy

P(T' > x) :/fT(y)dy:

o1



— /ue_“y + (ﬁ)”po 1 e — ju(n — )\/M)e—u(n—/\/u)y dy =
nl(l—a)n—1—X\p

x

A\ " 1
= e M 2l P —px _ ,—p(n=A/pz
= () P e ¢ )

(ﬁ)npo 1— e—u(n—l—A/u)I)

¢ <+n!(1—a) n—1—=\u

Innen
Fr(z)=1—-P(T > z).
Tovabba
T 1 (2) 1 1

mint az varhato volt.

Stacionarius esetben a tavozo igények atlagos szamanak meg kell egyeznie az érkezd
igények atlagos szamaval, igy a rendszerben tartézkodok atlagos szama allando.
Tehat annyi igény tartozkodik adtlagosan a rendszerben, amennyi érkezik egy igény
tartozkodasi ideje alatt, vagyis

M =N=Q+mn,
tovabba

MW = Q.

Ezek az t.n. Little-formulak, melyeket szdmolas tjan is konnyen bizonyithatunk.
Ugyanis, mint belattuk

N:p+P0'p—CL.
n.

(1—a)?
Mivel N
— 1 10 1
T——+—-2p ,
w o np nl T (1—a)?
igy \
— o a
AT = —
TR
vagyis o _
N = \T,
oA
mivel — = p. Tovabba
Q= W,
hiszen
n=p



o A szerverek dsszkihaszndltsdga

Egy szerver kihasznéltsaga nyilvanvaloan

n—1 o] _
k n
U. = °p E ==
s b + > B S =a
k=1 k=n
Igy az osszkihasznaltsag
U,=nU,=n

o A foglaltsdgi periddushosszak

A rendszert akkor nevezziik tétlennek, ha a rendszerben nem tartozkodik igény,
minden mas esetben foglaltnak nevezziik. Jelolje a F9, a rendszer atlagos foglaltsagi
periodushosszat. Ekkor (4) miatt a rendszer kihasznaltsaga

Eé
U=1-P=+—"T—,
* T 11 RS,
melybdl
1—F
E§, = .
APy

Ha az egyes kiszolgalo egységeket tekintjiik és feltessziik, hogy iires egységnél, szer-
vernél ahhoz érkezik hamarabb igény, amely kordbban valt {iressé, akkor ha j < n
igény tartozkodik a rendszerben, a szabad szerverek szama n — j.

Tekintsiink egy konkrét szervert és tegyiik fel, hogy a rendszerben j igény tartoz-
kodik a szerver szabaddé véalasa pillanataban. Ekkor ezen szerver atlagos tiresjarati
ideje ilyen feltételek mellett

_ _n—j
€; 3
Annak a valoszintisége, hogy ebben az allapotban van
P
PR
i=0

igy egy szerver atlagos szabad periddushossza

n—la‘ n— 1( g
J .7 )\Zn 1P AP(€)7

j=0 =0

ahol P(e) annak a stacionarius valésziniisége, hogy egy érkez6 igénynek nem kell
varakoznia. Ekkor ismét

Eo
%_a_é+E$
melybdl
ae = (1 —a)E9,
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ahol a annak stacionarius valdészintisége, hogy a szerver nem iires, F§ pedig az
atlagos foglaltsagi periédushossza. Igy

a S
Ef = )
1 —aAP(e)
n = 1 esetben
_ A
S=1-a P@=PR=1-a a=_,
1
igy .
Ey=—,
= A

amely a jol ismert képlet.

A kovetkezo sorokban megmutatjuk, hogy milyen kapcsolat van az Erlang-féle veszteséges
rendszer és a jelenlegi rendszer kozott, melyet szokas Erlang-féle varakozasos rendszernek
is nevezni.

ElGszor tarjuk fel a két formula kozotti kapesolatot! Nevezetesen

A\ym
Ay )" 1 G
C m, - - L | 1 (A)k ( ) = (A) = ( )m
m _ = m—1 m m—1 w
a mE 2 g T 1 . k=0 ~ml ( _mLu)jL m!
) B(m.2) B2
(1= B(m, 3))(1— ) +B(m,5)  1—2(1-B(m,3))

Mint lattuk a C(n,p), amely a varakozas valoszintiségét jelenti nagyon fontos szerepet
jatszik a jellemz6k meghatarozasiban. Az el6z6 formula atirhaté az alabbi alakba

nB(n, p)
n—p+pB(n,p)’

C(”? P) =
s6t azt is be lehet bizonyitani, hogy

pin—1—p)-Cn—1,p)
(n=1)(n—p)—pCn—1,p)’

amely a C'(1, p) = p kezdGértékbdl rekurzivan szamolhato.

C(n,p) =

Ha mindgségi mutatonak C(n,p)-t adjuk meg, akkor mindig létezik olyan n’, melyre
C(nf,p) < a. Ha rendelkezésiinkre all szamitogép a feladatot pillanatok alatt meg le-
het oldani.
Mi azonban egy olyan eljarast mutatunk be, amit a déntéshozok konnyen hasznalhatnak.
Mint korabban is lattuk

¢

%l

3
sl
\/



Legyen k = %, igy n = p+ /pk. Ezért

(k)
nB(n,p) (PP
n—p+pBn,p)  p+kvVk—p+p ff’“)

oo(R)
(8) -
L VP (1+k,¢(/€)) 1
(®) K)o
Vo (k+ 28 (k)

Azaz, ha keresni akarunk olyan n-ot, amelyre C(n’, p) < «, akkor az

(1)

egyenletet kell megoldani, amely ekvivalens a

Olka) _1-o

p(ka) o«

egyenlettel. Ha adott k., akkor n}, = p + kq\/p.

Fontos megjegyezni, hogy k, keresése fiiggetlen a p-tol és n-t6l, igy kiilonbozé a-ra el6re

C(n,p) =

ka

megadhatok.

Példaul ha o = 0.8,0.5,0.2, 0.1, akkor a hozzajuk tartozé k,-k rendre 0.1728,0.5061, 1.062, 1.420.
Az nj, = p+ ko /p képletet négyzetgyOk-szabalynak is hivjdk, és nagyon j6 kozelitést

ad, mint ahogyan a kdvetkezd tablazat is mutatja.

2.1. tablazat. Az n* pontos és kozelits értékei

a=05 a=0.2 a=0.1

pontos kozelité | pontos kozelité | pontos kozelité
p=1 2 2 3 3 3 3
p=2>5 7 7 8 8 9 9
p=10 12 12 14 14 16 15
p =50 54 54 58 58 61 61
p =100 106 106 111 111 115 115
p =250 259 259 268 267 274 273
p = 500 512 512 525 524 533 532
p = 1000 1017 1017 1034 1034 1046 1045

Nézziink gyorsan egy példat, ahol jelentds tobbletkiadastol szabadulhatunk meg, ha al-
kalmazzuk a négyzetgyok-szabalyt!

Vegyitink két call-centert, ahova elgszor kiilon-kiilon érkeznek az tigyfelek. Ekkor 6sszesen
2(p+kay/p) tigyfélfogadot kellene alkalmazni. Ha azonban az iigyfeleket egyesitjiik, akkor
ugyanolyan szinti szolgaltatashoz 2p+ ko+/2p kiszolgalot kell alkalmazni. A megtakaritas

(2 - V2)kay/p

C'(n, p) nagyon fontos szerepet jatszik a gyakorlati problémak megoldasaban ezért kiilon
ugynevezett kalkulatorokat irtak, melyek megtalalhatok a
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http://www.erlang.com/calculator/

internet cimen.

Java-applet a rendszerjellemzik meghatarozasara
http://irh.inf.unideb.hu/user/jsztrik/education/09/applet/HMMc.html

6. Példa. Adott egy 4 csatornds telefonkdzpont, X = 6, = 2.
Hatdrozzuk meg a rendszer jellemzdit!

Megoldads:

Py=0.0377, Q=1528, N=4528, S=1 7n=23,
P(W >0) = P(n>4)=C(4,3) = 0.509, W = 0.255 id6egység, T = 0.755 idSegység,
3
U, = ZL’E = 0.35 idGegység, FEd = 1.05 idGegység,

Eé, = 4.2 idGegység, U, = 0.9623.

7. Példa. Egy repiildtér kifutopdlydinak szamdt gy kell meghatdroznunk, hogy a leszdllni
kivdno repiildgép vdrakozdsdnak valosziniisége 0.1-nél kisebb legyen. A befutdsok statiszti-
kai vizsgdlata megmutatta, hogy megengedhetd a repiildgépek érkezését Poisson-eloszldssal
kozeliteni. Ordnként dtlagosan \ = 27 érkezést mértek. A kifutopdlya elfoglaltsdgdinak
1ddtartamat exponencidlis eloszlasunak tételezziik felel 2 perc vdrhato értékkel.

Megoldds:

Mivel az id6 mértékegysége kiilonbozs eldszor is mindkét helyen orara nézziik az in-

tenzitasokat. Igy az ismert képleteket p = 30 értékkel kell alkalmazni. % < 1 feltétel

biztositasara n > 1 kell, hogy legyen.

Jelolje P;(W > 0) a varakozasi valoszintiségét ¢ kifutopélya esetén. Szamolassal a megfe-
lels képletbe valo helyettesitéssel a kivetkezs valoszintiségeket kapjuk

Py(W > 0) = 0278, Py(W > 0) =0.070, Py(W > 0) = 0.014.

Igy a kivant valosziniség eléréschez n = 3 értéket kell tekinteni. Fy = 0.403 lesz és ekkor

a W = 0.0665pere, Q = 0.03.

8. Példa. Egy tizlet pénztdardhoz a vevdk dtlagban 6 mdsodpercenként érkeznek Poisson-
eloszlds szerint. A kiszolgdldst idejiik exponencidlis eloszldsiu, 20 mdsodperc dtlaggal. Ha
eqy pénztdr fenntartdsa ordnként 100 Ft-ba keril, és ugyanennyi a vdrakozdsi koltség is,
mennyi pénztart kell iizemeltetni, hogy a teljes koltség varhato értéke minimdlis legyen?
(Ez ordnkénti koltség lesz.)
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Megoldds:

Q = \W = 100 x 36600W

E(TC) =100 x n = 100 x 600 x W

A 20
—:%:—igynzél.
K 3

Sorba véve az n =4, 5, 6, 7, 8 értékeket, az érankénti minimalis varhato koltség n =5
esetben adodik. Ekkor a rendszer jellemzéi

W =39mp, P(e ) =066, P(W)=0.34,
E§ =29.Tmp, €=149mp, Q =0.65,
n=25 N=315 S=25 E(TC)=>565Ft/ora.

2.8. Az M/M/c/K rendszer

A kovetkezSkben az M/M/c/K sorbanéllasi rendszerrel fogunk foglalkozni, amelynek
specialitasat az adja, hogy ¢ darab kiszolgalo van, és legfeljebb K darab igény lehet a
rendszerben egyszerre. A modellezés hasonlé a végtelen kapacitasua M /M /c rendszeréhez
azzal a kiilonbséggel, hogy A,-nek nullanak kell lennie ha n > K. Az el6z6 rendszerekhez
hasonléan kénnyt latni, hogy egyensiilyi allapot esetén a rendszerben tartézkodo igények
szamanak az eloszlasa a kovetkezé

n

=P, ha0<n<c¢
I

P, =
———PF), hac<n<K.

cn— ccl

Amint azt lathatjuk a stacionaris valdszintiségeknek 0 < n < c¢ esetén Poisson-, mig
c < n < K esetén geometria eloszlas alaktiak. Felhasznalva azt, hogy a valoszintiségek
Osszegének 1-nek kell lennie kaphatjuk meg Py-t, vagyis

c—1 /\n K )\n —1

n!
n=0 K n=c

Mivel P, szamolasanal mindkét sor véges, igy nincs sziikség annak feltételezésére, hogy
p <1l

A
Hogy egyszertsitsiik a kapott formulat legyen p = —, a = 4
14 c
Ekkor
K e K %Tl alliaCH, ha a # 1

n=c n=c

|b

(K —c+1), haa=1.

C:
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( c—1 —
I‘ZKCH—l—Zp—] ha a # 1

n!
- n=0

V2

c—1 —
’;c( —c+1) —|—Z—} , haa=1.
n=0

A

n

\ L

Ezek utan hatérozzuk meg a szokasos rendszerjellemzdket

e Atlagos sorhossz

K K " P pc K pnfc
- o 1o
Q=Y -9P= 3 n—0sem = Y (-0
n=c+1 n=c+1 n=c+1
K K—c K—c
. Popca n—c—1 __ ngc(l - 1—1 __ Popca d %
S o e R 2y
B Popca d 1 _aKchrl
o da 1—a
vagy
a) Ppc& —c —c
Q:m[l—al( (1 —a)(K —c+1)a""

a = 1 esetén a L’Hopital szabalyt kell alkalmazni kétszer.

e A rendszerben tartézkodo igények atlagos szama

Az N kiszamitasohoz vegyiik figyelembe, hogy az M/M/c rendszer esetén N =
Q + p. Azonban M/M/c/K esetén ezt az eredményt modositani kell, figyelembe
véve azt, hogy az igények egy Pk hényada nem keriil be a rendszerbe, mivel azok
akkor érkeznek, amikor mar nincs hely a rendszerben. Lathato, hogy az atlagos
beérkezési intenzitdas \ = )\(1 — Pg) = pe, ahol ¢ a foglalt kiszolgalok atlagos

szama. Jol ismert, hogy N = Q +¢, igy N = Q + p(1 — Pg).

e Atlagos tartozkodasi és varakozasi idck
Az atlagos id6k meghatarozashoz hasznaljuk fel a Little-formulakat, vagyis

N
A1 = Pg)

__Q
A1 = Pg)

~|
I

w

M/M/1/K esetén az el6z8 eredmények lényegesen leegyszertisodnek a kovetkezdkre

KLH, (a=1)

POZ{;—;Hv (a?é]_)
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a CLK
:{%—%, (a#1)

N=Q+ (1-PR).

Az utolso egyenlet abbodl kévetkezik, hogy 1 — Py = A(1 — Pk)/p azaz

u(l — Py) = M1 — Pg), amely azt mutatja, hogy a rendszer atlagos kiszolgalasi
intenzitasa megegyezik a tényleges atlagos beérkezési intenzitassal, ami egyébként
minden stabil sziiletési-haldlozasi folyamatra igaz.

o Erkezési pillanatban vett valoszintiségek
Az érkezési pillanatban 1évs 11, valoszintiségek meghatarozasanél figyelembe kell
venni, hogy K-nal 1év§ vagas miatt a beérkezés nem Poisson mar, igy I, # P,. A
szamolasnal a Bayes-tételt fogjuk felhasznélni.

I1,, = P( n darab igény van a rendszerben| igény fog érkezni a rendszerbe)

P(igény fog érkezni| n darab igény a rendszerben)P,

B Zf;ol P(igény fog érkezni| n darab igény a rendszerben) P,
{ [AAL + o(At)] P, }
im T
At=0 (3 C[AAE 4+ o(AL)] P,
{ A+ o(At)/ At P, }
im T
At=0 (3 A+ o(At) /AL P,
B AP,
A 0o P

]n
1— Pk (n < )

M/M/c/oo esetén 11, = P, 6sszefiiggést kapnank mivel ebben az esetben Py 0-hoz
tart.

e A varakozasi id6 eloszlasfiiggvénye
Fy (t) meghatéarozashoz hasznaljuk fel, hogy a rendszer mar nem fogad igényt ha
K darab igény van a rendszerben. A szokasos modon, a teljes valoszintiség tételét
alkalmazva nyerjiik

K—1
Fw(t)=PW <t)=Fwy(0) + Z P(n — ¢+ 1 befejezett kiszolgalas <t id6 alatt|

az 0j igény n darab igényt talal a rendszerben)II,

29



Felhasznéalva, hogy

oo m m i,—At
/ )\()\l’) e_Am de — Z (/\t)e
t

m)! : 7!
=0

és az m =n — ¢, A = cu helyettesitéseket alkalmazva kapjuk, hogy

n—c

o) c,u(cux)”_c ~epa (Clut)ie—cut
————€ dr = E—
/ >

(n—c)!

Y

igy
K-1 K-1 n— (cut)ie_c“t
Fw(t) = Fw(0) + D T, = > Ty
n=c n=c =0
K-1 n—c
B (c,ut)’e cut
=1=3 )
n=c =0

Hasonloan hatarozhaté meg a tartozkodési idé eloszlasfiiggvénye, valamint az érintett
id6k Laplace-transzformaltjai azzal a modositassal, hogy az Erlang-eloszlasok stirtiség-
fiiggvénye helyett azok Laplace-transzformaltjait kell beirnunk.

Java-applet a rendszerjellemz&k meghatarozasara
http://irh.inf.unideb.hu/user/jsztrik/education/09/applet/HMMcK.html

2.9. Az M/G/1 rendszer

Eddig olyan rendszereket vettiink, ahol mind a beérkezési mind a kiszolgélasi id6k expo-
nencialis eloszlastak voltak, azonban a gyakorlatban az exponcialis eloszlési kiszolgalasi
id6k csak ritkdn fordulnak els, mivel legtobbszor a szorodasi egyilitthato értéke kisebb
mint 1, igy fontos az elméletet kiterjeszteni olyan esetekre is, ahol a kiszolgélas tetszd-
leges eloszlasu. Ebben a fejezetben Poisson érkezéseket alkalmazunk valamint fiiggetlen
altalanos eloszlasu kiszolgélasi idéket.

Hatékonysagi mérdszamok mint az atlagos varakozasi id6 vagy atlagos sorhossz, ha-
sonloan az M /M /1 rendszerhez a kozép értékes modszer segitségével kiszamolhatoak. Egy
beérkezd igénynek elGszor ki kell varnia az éppen kiszolgalas alatt allo igény kiszolgalasa-
nak végét, valamint az 6sszes sorban elhelyezkedd igény kiszolgalasat. A PASTA ( Poisson
Arrivals See Time Average ), vagyis, hogy az érkezési pillanatban vett eloszlas megegyezik
a tetszdleges pillanatban vett eloszlassal, tulajdonsaghol tudjuk, hogy p valoszintiséggel
talal az érkezé6 igény legalabb egy maésik igényt kiszolgalas alatt.
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Little-formula

Bebizonyitunk egy altalanos eredményt, az els§ Little-formulat, ami a beérkezési inten-
zitas, a rendszerben tartozkodo igények szaméanak varhato értéke és az igények rendszer-
beli idejének varhato értéke kozott ad meg egy egyszertii Osszefliggést.

Legyen «(t) a (0,t) intervallum alatt beérkezett igények szama, §(¢) a (0,¢) intervallum
alatt a rendszerbdl kilépett igények szama. N(0) = 0-t feltéve nyilvanvaloan N(t) =
at) —o(t).

Jelolje a (0,t) intervallumban az atlagos beérkezési intenzitést

v(t) legyen a t pillanatig felgytilt Osszes igényids, pontosabban az ~az id6, amit a (0,1)
id6tartam sordn az igények Osszesen eltoltottek a rendszerben. A T, mennyiség legyen
az egy igényre es6 rendszerbeli id6 atlaga, a (0,t) intervallum Osszes igényét figyelembe

véve. Ezekbdl nyilvan

7, - 20

a(t)’

Végiil legyen N, a rendszerben tartézkodé igények atlagos szama a (0,t) intervallumban:

Nt - M
t
Az utolsé harom egyenletbdl S
Nt - /\tﬂ

Sorbanallési rendszeriinkben (ergodikusség esetén) léteznek az alabbi hatéarértékek

A= lim \,, T = lim T;.

t—o00 t—o00

gy
N =T,

amelyet Little-formulanak neveziink.

A beagyazott Markov-lancok

A rendszer allapotat a rendszerben tartézkodo igények szamaként - N(t) - értelmezve
megfigyelhetjiik a rendszer allapotvaltozasait az id6 fliggvényében. Ezek a valtozésok
kozvetlen szomszéd tipustuak, azaz ha k igény van éppen a rendszerben, akkor a kovet-
kez6 allapotaban k 4+ 1 vagy k — 1 lesz. A k — k + 1 tipusi atlépések szama legfeljebb
eggyel kiilonbozhet a k+1 — k tipust atlépések szamatol, ezért ha a rendszer elég sokaig
mukodik, akkor a felfelé iranyuld atlépések relativ gyakorisdganak meg kell egyeznie a
lefelé iranyulo atmenetek relativ gyakorisagaval. Igy arra kovetkeztethetiink, hogy a be-
érkezések id6pontjaban észlelt rendszerallapot eloszlasa (I1;) meg kell, hogy egyezzen a
tavozasok idépontjaban észlelt rendszerallapot hatareloszlasaval (Dy).
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[gazak a kovetkezd megallapitasok
1. Poisson-folyamatu beérkezések esetén

P (N (t) = k) = P (egy t pillanatbeli beérkezés k igényt talal a rendszerben) .

2. Ha egy altaléanos rendszerben N (t) az értékeit mindig csak eggyel valtoztatja és léte-
zik a kovetkez§ hatéreloszlasok egyike, akkor a masik is 1étezik, és ezen hatareloszlasok
egyenlGek:

I, == tlim P (t pillanatbeli beérkezés k igényt talal a rendszerben) ,
—00

Dy, = tlim P (t pillanatbeli tavozas k igényt hagy maga mogott) ,
—00

I, = Dy.

Igy az M/G/1 rendszerre
Iy = By, = D,

azaz a beérkezések, a tavozasok és a véletlenszerd megfigyelések egyenstlyi allapotban a
rendszerbeli igények szaméanak ugyanazt az eloszlasat figyelik meg.

Fontossaguk miatt mind a két allitast bebizonyitjuk. Nézziik elGszor az 1-et.
Vezessiik be a kovetkezd jeloléseket

1, (t) := P (egy t pillanatbeli beérkezés k igényt talal a rendszerben) .

Legyen A(t, t+At) az az esemény, hogy egy beérkezés torténik a (¢, t+At) intervallumban.
Ekkor
I(t) = lim P (N (t) =k | A(t,t + At)).

At—0

Felhasznalva a feltételes valoszintiség definicidjat

L P(N() =k At +A)
W) = i ——p an s o)

o PAGE+AY [N (@) = k) P(N() = k)
= A0 P (A(t,t + At)) '

Az emlékezetnélkiiliség miatt az A(t,t + At) esemény nem fiigg a ¢ pillanatban a rend-
szerben tartozkodo igények szamatol, ezért

P(A(t,t+At) | N(t) =k) = P(A(t,t + At)),

igy

azaz



Ez természetesen a stacionarius valoszintiségekre is igaz, azaz

t—o00 t—o0
2-t is bebizonyitjuk, az 1. felhasznalasaval. Jelslje Ry, (t) a k allapotban 1év6 rendszerbe
torténd beérkezések szamat a (0,¢) intervallumban, és Dy, (t) a (0,t) intervallumban azon
tavozasok szamat, melyek utan a rendszer az k allapotba keriil. Feltételiinkbdl kévetkezik,
hogy

(2.6) IR (t) — Dy (1) | < 1.

Tovabba, ha az Osszes tavozasok szamat D (t), az Osszes beérkezésekét pedig R (t) jeloli,
akkor
D(t)=R(t)+ N (0)— N (¢).

A tavozasi pontokban észlelt hatareloszlas felirhato a kovetkezsképpen

L Dk<t)
Di= fim 5

Ha a szamlalohoz hozzaadunk és le is vonunk bel6le Ry, (£)-t, és a nevez6t felirjuk a fenti
alakban, akkor

Dy (t) _ Ry (t) + Dy (t) — Ry (t)

D (t) R(t)+ N(0)— N (¢)
Mivel NV (0) véges és N (t)-nek is annak kell lennie a stacionaritas feltétele miatt, ([2.6)-bsl
és abbol, hogy R (t) — oo, egy valoszintséggel kovetkezik

Dyt R (t)
'Dk__ig&<D(ﬂ = lim R(t) = 1

Innen, az 1. pontot is felhasznalva kapjuk az allitasunkat.

Varhato értékes megkozelités

Jelolje az S valoszintségi valtozo a kiszolgalasi id6t, R a fennmarado6 ( héatralevd) kiszol-
géalasi id6t. Az eddigiekhez hasonléan konnyt latni, hogy

NE

E(W) =) (E(R) + (k — DE(S)) IL

e
Il
—

[
WE

E(R)Pi + (fj (k- 1)&) E(S) = E(R)p + E(Q)E(S),

k=1

b
Il

1

ahol E(R) a hatramaradt kiszolgalasi id6 varhato értéke.
A Little-torvényt felhasznalva,
E(Q) = AE(V)
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Ezekbdl pedig az kovetkezik, hogy

(2.7) E(W) =

A(2.7) formulat Pollaczek-Hincsin varhato érték formulanak nevezziik.
A kovetkezd részben megmutatjuk, hogy

(2.8) E(R) =

amely a kévetkez§ formaban is irhato

_E(S?)  D*(S) +E2(S)
CO2E(S) 2E(S)

;;;;;;

(2.9) E(R) zéK%+DE@%

gos varakozasi id6 a kiszolgalési id§ els6 két momentumatol fiigg. Tehat nem elég tudni
csak a kiszolgalasi id6 atlagat, de még a szorasat is ismerni kell az atlagos varakozasi id6é
kiszamitasahoz.

Ezek utan

_ER) P ey ms).

l—p  2(1-p)
Ebbdl a Little-formulat alkalmazva nyerjiik az Osszefiiggést az atlagos sorhosszra, vagyis

E(W)

2
_ o G541
E(Q)—l_p 5

Az atlagos tartozkodasi id6 és a rendszerben tartozkodo igények varhatoé szama nyilvan-
valdan

2
1
Eaj:T%f%;
p

E(S) +E(S),

PP Ci+1

E(N) =
(N) A e

tulagdonsdg miatt. Ebben az esetben a kovetkezdket kapjuk

E0V) = L K@), EQ=-L— ET)=-—Es), EN)=-"

:1—p :1—p :1—p :1—p
10. Példa. Allandos kiszolgdldsi iddk esetén Oz = 0, igy E(R) = E(S)/2. Ebben az eset-
ben a kovetkezdket kapjuk
p_ E(5) p’
EW) =22/ gQ) =
1 E(S5) P’



Az M/G/1 rendszer esetében lattuk, hogy
M, =Dy =P, k=01,...

ezért a rendszerben tartozkodo igények szédmanak generatorfiiggvénye egyenls a tavo-
zési pillanatban vett eloszlas generatorfiiggvényével. Az is vildgos, hogy a rendszerben
a tavozas pillanataban annyi igény tartézkodik, amennyi bejott az éppen tavozo igény
tartozkodasi ideje alatt. Ezért

_ / e =2 (0 de = Lo(A(1 — 2)),

vagyis kifejezhets a tartozkodasi id§ Laplace-transzformaltjanak a segitségével.
A generatorfliggvény és a Laplace-transzformalt tulajdonsagai miatt

k k
G =E(N(N =1)...(N(=k +1))) = (=D*L¥ (0)\* = \E(TH).
Ebbdl az els6 derivaltra éppen a Little-formulat kapjuk, vagyis
N = \T.

A képlet segitségével N magasabb momentumait, igy a szorasnégyzetét is ki tudjuk sza-
mitani, ha ismerjiik 7" magasabb momentumait.

Hatralévé kiszolgalasi idé

Tegyiik fel, hogy egy igény akkor érkezik, amikor egy masik épp kiszolgalas alatt all és
jelolje ennek a teljes kiszolgalasi idejét X, vagyis ez egy megkiilonboztetett kiszolgalasi
idg, olyan amelyikben igény érkezik. Jelolje fx(x) az X strtségfiiggvényét,mely kisza-
mitashoz a kulcs az, hogy nagyobb a valészintisége annak, hogy az igény akkor érkezik,
amikor egy hosszu kiszolgédlas van, mint annak, hogy révid kiszolgalas torténik. Tehat an-
nak, hogy X x ideig tart ardnyosnak kell lennie z-el valamint az = hosszisagu kiszolgalasi
idsk gyakorisagaval, amelyet fs(z)dx jeldl. Igy a kévetkezdket irhatjuk fel

Plx < X <z +dzx)= fx(x)de = Cxfs(x)dx,
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ahol C' a normalizal6 konstans. Vagyis

ezért

Ebbdl az kovetkezik, hogy

E(X) = /000 zfx(x)de = ﬁ/ﬂm 2 fs(r)dr = IIEE((SS))

;;;;;;

,,,,,,

r r
E S - DZ S = —,
() p (S) E
gy
2 2 2 r(1+r)
E(5%) = D(S5) + BX(S) = =5
VagyLs -
r
E(R) = o

Lathato, hogy a fenti modszerrel meg tudjuk hatarozni a hatralevd kiszolgalasi id§ stirt-
ségfiiggvényét is, hiszen mivel a beérkezést egyenletesnek tételeztiik fel

Plx <X <z+dr,y<R<y+dy) =@fx(x)dl’
x

amelybdl behelyettesités utan és x szerint integralva kapjuk, hogy

Igy
B(R) = [ ofawyts = ﬁﬂ—gf)d
ebbdl s ]E(SQ)
-~ 2E(S)



Mutassuk meg, hogyan szamolhatok az ilyen tipusu integrélok !
Legyen X egy tetszéleges, nemnegativ valoszintiségi valtozo, amelynek létezik az n-dik
momentuma, ekkor

%) Y 00
2" f(z)dr = [ 2" f(x)dx + | 2" f(x)dx,
[ o]
gy . . ,
2" f(x)dx = | 2" f(x)dx — | 2" f(x)dx
Joron- o |
Mivel . .
[at@s =y [ sz =y 1= F ).
ezért .
0<y"(1-F(y) < [ 2"f(x)de— [ 2" f(x)d,
[
melybdl
o] Y
0< ILm y"(1—F(y)) < /m”f(m)dm — ILm 2" f(x)dx,
0 0
azaz

lim y" (1 — F(y)) =0.

Y—+00
Ezek utan parcialis integralast alkalmazva és figyelembe véve az iménti hatarértéket,
kapjuk

o0 o0

n E X?’L
/:1:"_1(1 — F(x))dx = /x—f(x)dx: X7
n n
0 0
Ebb6l n = 2 helyettesitést véve nyerjiik, hogy
E(S?)
E(R) =
() 2E(S)

Pollaczek-Hincsin és Takacs formulak

A kovetkezd Osszefiiggéseket szokas Pollaczek-Hincsin transzformalt egyenleteknek
is nevezni.

G (2) = Ls(A — az) =21 =2)

Ls(A—Xz) — 2’
Lz(t) = Ls(t)g —tA<1+_AZ)S(t) !
t(1—p)
Iwlt) =737 ALs(t)’
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melyekbdl derivilassal a momentumok meghatarozhatok és szerencsésebb esetekben a
stirtiség- illetve az eloszlasfiiggvények is.

Takacs Lajos megmutatta, hogy

B = 2y (5) 2 ey

:1—pi:1 1) 1+1

vagyis, hogy a varakozasi id6 momentumai a mar meghatarozott alacsonyabb rend mo-
mentumok és a kiszolgalasi id6 megfelel6 momentumai segitségével all el6. Azt is lathat-
juk, hogy a kiszolgélasi id6t6l 1-el magasabb momentum létezését tételezziik fel.

Mivel T'=W + S és WS fiiggetlenek, ezért

ky ~ (n ! k—1
B(r*) = 3 () JEOVY) B(s*,
=0

igy a tartozkodasi id6 magasabb momentumai is kiszamithatok.

Ezen formulék alapjan nem nehéz belatni, hogy

AE(S?)  pE(S) 1+ CZ
EW T 21-p) 1-p ( 2 S)’

E(T) = E(W) + E(S),
E(W?) = 2(W)* + ;(Ifﬁgp)),
B(TY) = BV + 12,

D*(W) = E(W?) — (E(W))?,
D*(T) = D*(W + S) = D*(W) + D*(S).

Az
E(N(N —1)) = ME(T?)

alapjan hosszadalmas szamolassal nyerjiik, hogy

0o AE(S?) AE(S2) \?  A(3—2p)E(S52)
=g () g
Mivel
E(Q*) = i (k—1)°P, = ikQPk — 2ikPk + ipk
:E_(NZ)—2N+p i : :

ezért ismét hosszadalmas szamolas révén

sy E(S?)
D@ =355+ (

AE(S2) \?  AE(S?)
2u—p9 T —p)
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adodik.
Most vizsgaljuk meg a foglaltsagi id6 Laplace-transzformaltjat!

Takéacs Lajos bebizonyitotta, hogy
L(;(t) = Lg(t + A= )\Lg(t)),

vagyis Ls(t) explicite nem adhaté meg, hanem egy fiiggvényegyenletet kell megoldanunk.
Azonban ennek segitségével § magasabb momentumai meghatarozhatok.

Nézziik meg E(0)-t! A jol ismert okok miatt

E 1
E(5) = (5)_1 p
1—p Al—p
amit mar korabban is megkaptunk az
E(d)
TLEQ)
)

relaciobol.
Hosszabb szémolas utan megmutathato, hogy

D*(S) + p(E(S))?

D) = (1—p)?

Ezek utan nézzilkk meg a foglaltsagi id6 alatt kiszolgalt igények szaménak a generator-
fliggvényét!
Bebizonyithato, hogy

Gny)(2) = 2Ls(A = AGy6)(2))

fiiggvényegyenletet nyerjiik, amit nehéz megoldani, de ebbdl derivalassal a magasabb
momentumok meghatarozhatok.

Igy
E(Ng(8)) = 1+ AE(S)E(N4(0))
E<Nd(5>) =7

amit az



relaciobol is nyerhetiink, mint lattuk el6zéleg, hiszen

1% — E(S) - E(N(0)

E(Na(0)) = p(lp— p) 1 f p

Kissé hosszi szdmolas utan megmutathato, hogy
p(L—p) + NE(S?)

(1—p)3

Erdekességképpen megjegyezziik, hogy a D?(§), D?(Ny(8)) kiszdmolasahoz nem kellett
feltételezni E(S®)-t, mig D*(N), D*(Q), D*(T), D*(W)-hez sziikségiink volt ra.

}DQ(Nd((S)) =

Java-applet a rendszerjellemz&k meghatarozasara
http://irh.inf.unideb.hu/user/jsztrik/education/09/3f14.html
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3. fejezet

Véges-forrasu rendszerek

Eddig olyan rendszerekkel foglalkoztunk, ahol a beérkezések Poisson-folyamat szerint tor-
ténnek. Ez mas szoval azt is jelenti, hogy a forrasunk végtelen. Azonban a gyakorlatban
is talalhatok olyan problémak, amelyeknél a forrds véges. Tekintsiik az un. gépkiszolgd-
lasi problémdt. Tegyiik fel, hogy n darab gép mikodik egymastol fliggetlenil. A gépek
miikodési ideje valoszintiségi valtozo. Miutan a gép meghibésodik egy vagy tobb szerels
kijavitja, ahol a javitasi id6k is valoszintiségi valtozok. Javitas utan a gépek ismét dolgozni
kezdenek, és az egész folyamat kezdddik el6rél. Lathato, hogy teljesen hasonlé probléma-
val taldlkozunk a terminél-rendszereknél, ahol a gépek szerepét a termindlok, a szerel6
szerepét a CPU veszi at. Mivel az utobbi idében a szamitogépek sztochasztikus model-
lezésében egyre nagyobb szerepet jatszanak a sorbanallasi rendszerek, jelen fejezetben
gyakran hasznalunk szamitastechnikai kifejezéseket is.

Jelen problémakor a sorbanéllasi elmélet egyik legrégibb alkalmazési teriilete. Nagyon sok
koényv és cikk foglalkozik vele kiilonbozs feltételek esetén. Osszefoglalo attekintést nytjt
Sztrik Janos Osszegyiijtott irodalomjegyzéke, amely megtaldlhato az alabbi helyen

http://irh.inf .unideb.hu/user/jsztrik/research/fsqreview.pdf

3.1. Az M/M/r/r/n modell, Engset-féle veszteséges rend-
szer

Az M /M /r/r/n rendszer esetén eléfordulhat, hogy ha nincs szabad kiszolgalo az igényt
nem tudjuk kiszolgélni ezért visszatér a forrasba, ahonnan ismét kiszolgalasra jelentkezik
majd. A végtelen forrasu rendszerekhez képest itt az igény nem vész el, hanem visszatér
a forrasba. Konnyt latni, hogy a rendszerben tart6zkodo igények szama szintén sziiletési-
halalozasi folyam lesz a kévetkezs intenzitasokkal

M=m-kX\ ., 0<k<r
,uk:ku s 1§]€§7’,
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ezért

1=0

amit csonkitott binomialis eloszldsnak vagy Engset-eloszlasnak is neveznek.

Ez a véges forrast veszteséges rendszer, vagy mas néven az Engset-féle rendszer elosz-
lasa.

Az r = n esetben, vagyis amikor minden igénynek sajat kiszolgaloja van, mas szoval az
igény nem vész el, az alabbi egyszertibb képletet kapjuk

)

i <n>p2 (L+p)"

=0
k n—k
- () (55) (-155)
k) \1+p 1+p ’
vagyis p = P paraméterd binomialis eloszlasrol van szo.

1+
Ez annak valoszintisége, hogy egy konkrét igény a rendszerben van. Konnyd latni, hogy
ez a formula G/G/n/n/n esetben is igaz, hiszen ekkor

__E®)
CE(S)+E(r) 1+p

ha p = ]E((—f)), ahol E(7) a forrasban eltoltott atlagos id6t jelenti.

Az eddigiek alapjan konnyt latni, hogy a rendszerjellemzdk a kovetkezdk lesznek

N=) kP, T7=N, Us=

k=0

=3

<=l

e a forrasban tartozkodo igények atlagos szama m
m=n—N

e a forras kihasznéltsaga

313
=
2



melybdl

1 U

E(r) = — .
(1) 0

Ebbd6l megmutatjuk, hogy atlagosan hanyszor kell probalkoznia egy igénynek, hogy
kiszolgéalasra keriiljon, vagyis

E(Ng) = AE(T),

igy az elutasitasok atlagos szama E(Ng) — 1.

Az igény blokkolasanak valoszintisége a Bayes-tétel alapjan konnyen kiszamithato, neve-
zetesen

Pg(n,r) = (n =) B (n,r) =PFP.(n—1,7).

(n—1i)Px(n,r)

=0

Ezt az kovetkez6 modon lathatjuk be

Pg(n,r) = lim ((n—r)Ah+o(h))P(n,r) _ (n—r)B(n,r)
TS (- A o) B )Y (0= R )

(n=n(")o
- n! T
e r P . <n o T) r!(nfr)!p

ZT:(” — i) (ZL) P’ i(n ~ z’)i!(n”—iwpi

=0 =0
n—1
'(n—l)! 'pr ( . )pr
_— r-(Tzlr)iy = — n :PT(n—l,r),
n—1 . n— ;
;i!(n—l—i)!p z;( i >p

Jelolje E(n,r, p) véges-forras esetén az igényvesztés valoszintségét, vagyis E(n,r, p) =
P.(n — 1,r), melyet szokis Engset-féle veszteség-formulanak is nevezni. Mutassuk
meg, hogy milyen rekurzié irhaté fel ra!

n—1 r n—1 n—r r
T p r—1/) 7 p
E(n,r,p) = =

Zo(n ) é(n;1)p+(2:i)n;rp
(mr—1p)  (n—r)pE(n,r—1,p)

- 1—|—"r7"pE(n,7" ,p) 1T+ m—r)pEn,r—1p)

n—
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A kezd§ érték

(n—1)p
I+ (n—1)p

E(n,1,p) =P(n—1,1) =
Nyilvanval6, hogy

lim E(n,r,p) = B(n,p),

n—00,A—0,nA—N
ahol

N
1

p

amit forméalisan is lathatunk, tovabbé az emlitett hatarértéknél (n — r)p — p/-hoz és a
B(n, p')-ra kapott rekurziv osszefiiggést kapjuk.

Specialisan r = n esetben koénnyt latni, hogy N = nﬁ és igy

1 1
P m:L7 Ut:—7 ]E(T):Xv E(NR):17 PB:O’

Ug = ——,
5 1+p 1+p IL+p

amint ez varhato volt.

Altalanos esetben

Vizsgéljuk meg, hogy a rendszerbe érkezé igény milyen éallapotot lathat!
Nyilvan

h—o T—1 r—1
> (Nih+oh)P Y AP,
1=0 =0
r—1
ol Ml 1
r—1 [
=0
— 1 I
ANT=pur-—=7r=N
1

ami Little-formula a veszteséges rendszerre.

4



3.2. Az M/M/1/n/n modell

Feltessziik, hogy az igények egy n elemii véges forrasbol érkeznek, ahol a forrasban eltol-
tott id6 minden igény esetén egymastol fiiggetlen A paramétert exponencialis eloszlasu
valoszintiségi valtozo. A kiszolgélasi id6k szintén exponencialis eloszlastak p paraméterrel
és fiiggetlenek az elébbi valoszintségi valtozoktol.

Jelolje N(t) a t idépillanatban a kiszolgalo egységnél tartozkodd igények szamat. Az
elgbbiekhez hasonléan nem nehéz belatni, hogy N(t) is egy sziiletési-kihalasi folyamat

(n—k)XA ,ha0<k<n,
A =
0 , ha k > n,

sziiletési intenzitasokkal, és
Hie = M, k=1,

kihalési intenzitassal. Igy

n!
Py = 'QkP0:<n_k+1)QPk—1a

(n—k)
ahol

és

o atme e
k=1 k=0

Az ergodikus eloszlas mindig létezik, de ha o > 1 akkor az igények torlédnak és tobb
kiszolgalo egységre lenne sziikség.

Az el6bbi valoszintiségekre egy masik kifejezést is megadunk, amely numerikus szamita-
soknal kénnyebben alkalmazhato.

Legyen P(k;\) a A paraméterii Poisson-eloszlas és Q(k; \) ennek kummulativ eloszlésa,
azaz

)\k
P(k; \) = Fe*A, 0<k<oo;
k
Q(k;\) =) P(i;)), 0<k<oo
i=0
Megmutatjuk, hogy
P(n—k;R)
P, 0<k<
QR =
ahol I
R Y —1
b\ 0



Ugyanis
k

k
n! n—k _u n! A n! A
Pin-kR)  wwm(B) e @ (u) _ R (u)
Q n;R B = n! i b & n! nei n ! !
et yE(3) Loy (2)

Ebbdl

A rendszer jellemzdi
o A szerver kihaszndltsdaga és a rendszer dteresztéképessége
A szerver kihasznéltsiga
Us=1—PFP,=1—-B(n,R).

A korabbi rekurziv Osszefiiggést felhasznéalva
Q(n —1; R)

Vo= Q(n; R)

A rendszer ateresztSképessége
)\t = ,uUs

e A rendszerben tartozkodo igények dtlagos szdma

N = ZkPk—n—Z(n—k)Pk:

k=0
n 1n71
:n——Z(n—k)ng:n——ZPkH—
Sy k=0
Us
=n——1-F)=n——.
Q< 0) 0
Maésképpen
Nep BQU-LR) U
Q(n; R) 0

e Az dtlagos sorhossz

T P P S T
—(1—P0)(1—|-§):n—<1+§)U8.
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e Az igény generalasra alkalmas termindlok dtlagos szdma

_ < = u U,
m:zwh@&:n—N:ﬂLJM:?.
k=0

e A szerver atlagos foglaltsdgi periddushossza

Mivel 25
Uy=1-P = ——,
*T L RS
ezért
1-PR U,

Eo =

nAPy  nA1—-U,)

Szamitogépes alkalmazésoknal gyakran sziikségiink van az alabbi jellemzdkre is.

e A terminalok kihaszndltsdga

Véges forras esetén sziikségiink van arra az Gjabb mérdszamra is , amely a gépki-
szolgalési probléma esetén is nagyon fontos. Az ¢ indext terminal kihaszndltsdgdn

az
T

4 1
UW = Tlim T / x(a t id6pillanatban az i-edik terminal miikodik)dt
— 00
0

hatarértéket értjiik, ha létezik. Ekkor
U = P( az i-edik terminal mikodik)
ahol P a stacionérius valoszintiséget jeloli.

Nyilvanvalo, hogy a terminélok (az igénygeneralas forrasai) akkor vannak kihasz-
néalva, ha mtikodnek, igy az Osszes terminal kihasznéltsaga

n

— _ M
Z(” )P, =m /\( 0)
k=0
Egy tetsz6leges terminal kihasznaltsdga
I m
Uy=—1-F)=—.
! n)\( b) n

Ezt az Gsszefliggést a kovetkezSképpen is megkaphatjuk. Lathato, hogy

4 " n—k m
U(Z):Zn Pk:_7
— n n

mivel a terminalok azonos kihasznaltsaguak, igy

U, =09

7



e A termindalok dtlagos vdrakozdsi ideje

A tartozkodasi idére ismertetett tétel alapjan

B /A . m
TN+ W+ o0
Ebbél
_ n
m = — ,
LAX+W+1/p
« A U
)\WW:n—m<1+;) :n—§(1+g):@,
ami az atlagos sorhosszra vonatkozé Little-formula. igy
—_ Q
W=_—=.
AT

Az dtlagos vdlaszoldsi idd

- — 1 1 1 1 1
o ol 1— PO 1Y H Us 0
Egyszerd szdmolassal kénnyti bebizonyitani, hogy

mAT = N,

ami ismét egy Little-formula. Ugyanis

— 1 —
mA (W+;) = Q+7mo =
Us U —
=n——1+9)+Us=n——=N.
0 0
e Tovabbi Osszefiiggések
Us=1— Py = noU; = my,
melybdl
mA = [LUS = >\t .

Erkezési pillanatban vett eloszlas

Az alabbiakban megmutatjuk, hogy egy véges forrasu rendszernél egyensulyi allapotban
az érkezési pillanatokban mi lesz az eloszlas. Az eddigiekhez hasonléan a Bayes-formula
felhasznalasaval kapjuk

n(n—l)n-(n—k))\kp
I, (n) = lim (Mch+oh)Pe B Tt
- n—1 - n—1 - n—1 n(n—=1)-(n—j5)A\
h=0 3 o (Nh+o(R) Py D70 AP ijol WPO
(n—1)-(n—k)X\F (n—1)-(n—1—k+1)A¥
L R
n—1 (n—1)--(n—j)\J n—1 (n—1)-(n—1—i+1)\*
1+ Zj:l ey L+ i pi

fiiggetleniil attol, hogy egy vagy tobb kiszolgalonk van, hiszen lathatoan a kiszolgalési
intenzitasoknal nem hasznaltuk ki, hogy hany kiszolgélonk van.
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Tavozasi pillanatban vett eloszlas

Az aldbbiakban megmutatjuk, hogy egy véges forrasu rendszernél egyensiilyi allapotban
a tavozasi pillanatokban mi lesz az eloszléds. Az eddigiekhez hasonléan a Bayes-formula
felhasznélasaval kapjuk

prpin(n—1)-(n—k)\et1 P

D, ( ) lim (Iuk+1h + O(h))PkJrl _ NkJrlPkJrl _ M1 P41 vD
h—0 Z L(jh 4+ o(h))P; ijl i P Z?:1 Njn(n—];L)l“.‘”(Zj—J'f'l)/\J P,
(n—=1)-(n=k)A\F (n—1)-(n—1—k+1)\F
Nl Mk — Ml Mk — P (n o 1)
(n—1)--(n— ]Jrl))\J 1 (n—1—i+1)\? k
1+ PR T 1+>0 o

abban az esetben, ha marad igény a rendszerben, és

1
1+Z (n—1)-(n—1—i4+1)\*

M1 g

DO(”) _Po(n— ]_)

ha a kiszolgalo(k) tétlen(nek) marad(nak) hiszen lathatoan a kiszolgalasi intenzitasoknal
nem hasznaltuk ki, hogy hany kiszolgalonk van.

Rekurziv 0sszefiiggések

Lathato, hogy a tartozkodasi id6 stirtiségfiiggvénye az alabbi modon irhaté fel

n n—1 k
£ —px
= frlelimen) = 32 P v ),
= k=0 ’
igy a varhato érték
P.(n—1)=~(N(n—1) +1).
— M M

Hasonloan, a varakozasi id§ stirtiségfiiggvénye csak abban kiilonbozik, hogy 1 fazissal
kevesebbet vesziink az Erlang-eloszlasnal, vagyis

n—1

n—1 k—1
_ _ N Ap) T,
fw(@) = fw(@lk)(n) = G- mep(n —1),
k=0 k=0
igy ennek varhato értéke
e n—1 k 1
W(n)= ) —Fin—1)=—(N(n—1)),
o M H
ami magatol érthetd.
Az alabbiakban a )
T(n) = E(N(n -1)+1)



képlet helyességét szeretnénk ellenérizni. Ehhez sziikségiink van a kovetkezs Osszefiiggé-
sekre. Mint mar kordbban is lattuk

- 1- B(n? l)
N(n)=n—- ——2-.
0
Azonban hasznaljuk ki az ismert rekurziot
1 1 1
1 =B(n—-1,- Bn—-1,-
B(n Y= 1( 9)1 _ B 9)1 |
Mivel
— 1-Bn-11%)
Nn—-1)=n—-1- 2
0
igy

gN(n—l):(n—l)g—l—B<n—1,%>
B(n—l,%) =1+oN(n—1)—(n—1)o.

Behelyettesités utan kapjuk,

B(n 1) s(L+0oN(n—1) = (n—1)o)
’ n+é(1+gﬁ(n—1)—(n—1)g)

1+ oN(n—1)—(n—1) :1+Qﬁ(n—1)—(n—1)g
no+1+oN(n—1)—(n—1) 1+oN(n—1)4+0

Ezt felhasznalva

LtoN(n—1)—(n—1)o
14+oN(n—1)+o

_ng—lJrB(n,é) no—1+

N(n) = . = .
" T TN _,, n
a 0 - 1+ oN(n—1)+o.
Ebbdl
n — N(n) n

T 1t oN(m—1)+o

1+Q(N(n—1)+1):n+mn)
oV —1)+ 1) = s

mely lényegében a rendszerben tartozkodo igények szaméra vonatkozo iterécio.
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Tekintsiik most méar az ellenérizendd rekurziot és végezziik el a behelyettesitést, vagyis

ami a jol ismert Little-formula, melyet korabban mér bebizonyitottunk.

Most mutassuk meg, hogyan lehet mas modon, kevesebb lépésben, kozvetleniil T'(n) -t
ellendrizni! Konnyt latni, hogy

n no no

:n+§B(n—1,%) :nQ+B(n—1,§) Cno+1-Us(n—1)

vagyis egy rekurziot adtunk meg a kiszolgalod kihasznaltsdgéra, ha ndveljik az igények
szamat. Ez a késGbbiek soran fontos szerepet jatszik majd ha az egyes rendszerjellemzdékre
rekurziot szeretnénk felirni, hiszen ezek a kihasznaltsagtol fliggnek.

Ebbdl

. _ne n 1
Us(n—1)=np+1 Us() 1+ g(l Us(n)>'

Az el6z6ek alapjan

Nin—1 en_1_ =1
Nn-1)= 1 . :

melybe be fogjuk helyettesiteni az Ug(n — 1)-re kapott kifejezést. Ezek utdan mutassuk
meg, hogy az iteracios formula a mar korabban kapott Osszefiiggést eredményezi! Ezért

1 — B _l n— _Us(n—l)
;(N(n 1)+1)_u( 1 — +1)

(o) (L))

vagyis a formula helyes.

T(n) =

Ezt kévetSen lassuk, hogyan lehet rekurziv médon kiszamolni a T'(n), W (n), N (n) mennyi-
ségeket.

— 1 —
T(n)= E(N(n I 1) —11— 1)
W(n)="T(n)— m = ;N(n - 1)



Most sziikségiink van arra, hogyan tudjuk meghatarozni N(n) -et T(n) segitségével.
Igazak az alabbi Osszefiiggések

— AnT(n)
(n) = 20
1+ AXT'(n)
A kezdeti feltételek értheté modon
— 1
T()=—
]
=~ 0
N() = —
( ) 1+op

Ezek utan az iteraciod lépései

Wn) = ~N(n—1)

T(n) = " + W (n)

Nn) = )\nTin)
(1+XT')(n)

vagyis kettds iteracioval haladunk el6re a kivant igény szamig. Az iteracié elénye abban
rejlik, hogy az emlitett varhato értékek meghatarozésdhoz nem kell tudni a rendszerben
tartozkodo igények szamanak stacionarius eloszlasat, ami a fellépd faktorialisok miatt
nagyobb igény szamnél numerikus probléméakhoz vezethet. Hatranya, hogy ezzel a mod-
szerrel csak a varhato értékeket tudjuk kiszamolni.

A fentiekben mar megmutattuk milyen kozvetlen iteracié van Ug(n)-re és igy varhatoan
minden rendszerjellemzére is.

A kovetkez6 fontos rendszerjellemzé az a forrdsban tartozkodo igények dtlagos szdma,
amely szintén elGallithatd rekurzio segitségével, nevezetesen

_, v Udn) n B
m(n) = p np+1-Ufn—1)
n
R
nt = —mn—1) np+1— pm(n—1).
p

Ezzel az eredménnyel konnyen igazolhatoé a termindlok kihaszndltsdganak rekurziv formu-
laja, mely a kovetkezd




1
n—1 1

— oUs(n —1) np+1—(n—1)pUn—1)

T onp+1

-1

A kovetkezd jellemzd, amit hasonlé moédon frhatunk fel, az a rendszerben tartozkodo igé-
nyek dtlagos szama. Ezért

np
_ np — — —
N(n) o Us(n) _np Us(n) _ np+1—Us(n—1) _
p p p
n’p+n—nU;(n—1)—1 B n(np — Us(n — 1))
T IO mp+l-Un—1)

mivel értheté modon
— Us(n—1 —Uyn—1
Nn—-1)=n—-1- (n = (n )—1
P P

p(N(n—=1)+1)=np—Us(n —1)

Usn = 1) = np — p(N(n — 1) +1),
ezért behelyettesités utan

Nin) — np(N_(n—1)+1) .
14+ p(N(n—1)+1)
Végiil vizsgaljuk meg, hogy milyen formula adhat6 az dtlagos vilaszoldsi idére! Kiindulva
a

Osszefiiggésbdl és felhasznalva, hogy

0= g
— 1 n—1
,uT(n—l)-l—;:—Us(n_l)
_(n=1)p
G = e T 4

behelyettesités és rovidebb szamoléds utan

_Inp—Uf(n—1) 1nAT(n—1)+1
o p U NT(n—1)+1°
Konnyt latni, hogy a hidnyzo6 kiindulo értékek

T(n)

m(1) = Ui(1) = Tlg
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Tartézkodasi id6 eloszlasfiiggvénye

Az alabbi fejezetben a tartdzkodasi és varakozési id6 eloszlasfiiggvényét fogjuk meghata-
rozni elGszor a strtségfiiggvény, majd a feltételes eloszlasfiiggvények segitségével.

Nézziik el6szor az egyszeriibb megoldast! Els6 1épésben a stirtiségfiiggvényt hatarozzuk
meg, majd ebbdl az eloszlasfliiggvényt.

(/L«T‘i‘ %)n—l e~ (mz+5)
il € 1 i H ! &

Anal6g modon
n—1 _ n—2 (ux)? _Mx(%)n_Q_i 2
(pa)"1 D io W€ (n—2— ¢ *
Jw(n,z) = 1% e " P(n—1)=
- o (k=1 ( ) Qn—1,%)
puP(n— 2, + &)
Ebbél az eloszlasfiiggvény
Fr(n,x) = [ fr(nt)dt
0
Legyen y = ut + 4, 1 = (y = §) 5 = &
) pr+5
n—1ly* —y
pr+ 3 y" to— |:]‘ Z’L_O ! :|
Fr(n l’):fi /\(n ) ydy_ Y s . Q(n—1,px+ %)

Qn—2,um+8)

Q(n - 17 %)
Most hatarozzuk meg a tartozkodési id6 eloszlasfliggvényét a feltételes eloszlasfiiggvények
segitségével!
Ez eddigiekhez hasonloan, felhasznalva az Erlang-eloszlas eloszlasfiiggvényét felirhatjuk
az alabbiakat

Fr(z) = 2(1 - g (’fﬁ)] e’”) Pu(n — 1)




k=0 k=0 Qn—13%)
Q(TL - 1’ éf)

és igy

! 1—j X (4 l Mp ol
=3 e [ e g - [ ey
=0 (I—3)! 0 : !
Q?l,ru)
l y’ At+p
:Q(Lu)_{l_ZEe y} = QA+ )

Ekozben az is lathato, hogy Q(k,t) derivaltja —P(k,t), melyet jol lehet hasznalni a si-
riiségfiiggvény meghatérozasihoz, vagyis

_ pPn—1, pr+ %)

fT(x) Q(n -1, %)

A rendszerben tartézkodé igények generarorfiiggvénye

Megmutatjuk hogyan hatarozzuk meg az M/M/1/n/n rendszer esetén a G y(s)-t.
Ko6zvetlen szamolas esetén

0
— —k)!
n—=k
n L)
sp
=s" PO
—~ (n—k)!



Ezt megkaphatjuk az alabbi médon is. Ha F-el jel6ljiik a forrasban tartézkodo igények
szamat, akkor tudjuk, hogy az % forgalmi intenzitasu Erlang-féle veszteséges rendszerrel

ekvivalens, aminek a generatorfiiggvényét mar meghataroztuk. Igy

Gn(s) = B(sV) = B(s"7) = s"E(s™") = "Gy (1>

S

Ennek segitségével

ezért

A tartézkodasi id6 Laplace-transzformaltja

Megmutatjuk hogyan hatarozhatjuk meg M/M/1/n/n T Laplace-transzformaltjat!

1. Megoldas.

A Laplace-transzformaltakra az ismert képlet alapjan

Lo(s) = ni (“ i S)kH Pi(n—1)

k=0

mivel ekkor a feltételes varakozasi id6 (k + 1, p) paramétert Erlang-eloszlas és ennek kell
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venni a Laplace-transzformaltjat. Behelyettesitve Py(n — 1) helyébe kapjuk

(Y erlo i)
s Q(n—1,%)
RGN o

p+ s Q(n—1,%)

2. Megoldas.

Most a stirtiségfiiggvénybdl hatarozzuk meg a Lr(s)-t. Mivel a nevezé konstans, csak
a szamlalo Laplace-transzformaltjat vezetjiik le.

A binomiéalis tételt alkalmazva valamint észrevéve, hogy egy Erlang-eloszlas Laplace-
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transzformaltja szerepel az Osszefiiggésben kapjuk, hogy

k=0
n—1 m n—1-k oo k
— €_§ ()\) /[L<qu) e pts Id.ﬁE
(n—1— k) Kl
0

k=0
n n—1 <E . “+5>n_1_k
K 1% A o
= e X
(u+8) 2 n—1-F)
:6_;;( 'u Q(n—17u+$ .euis
w4+ s A
- () e(rr )
W+ s A
Mivel
L. (s)
LT(S) - 5
Q(n—-1%)
ezért

Q(n—la‘i)'

3. Megoldas.

Szintén csak a szamlalo Laplace-transzformaltjat hatarozzuk meg elGszor

n—l

/,u po t 5 e (htR) . emsey
0

At = px + & helyettesitést véve



majd helyettesitve

_ ( i )”17 ((H 5) t>nle-(1+;)tdt'

s (n—1)!
5
Az y = “T“t helyettesitést véve g—; = ”is, ezért
. U n 7 yn—l
Lg.(s) = ex e ¥d
(s) (u+5> /(n—l)' ’
pts

igy

_ o Les) e\ QoL
L) = -9 = (u—i—s) Q1,8

Vagyis mind a harom médon ugyanazt az eredményt kaptuk. Ebb6l elvben T momentu-

mai kiszamolhatok. Mivel Lr(s) = Lw (s) - i, ezért
n—1 +s
3 n — 1, L
o= ()21
n+s Q (n — 1, X)

Java-appletek a rendszerjellemz6k meghatarozasara
http://irh.inf.unideb.hu/user/jsztrik/education/09/applet/HMM1KK.html
http://irh.inf.unideb.hu/user/jsztrik/education/09/3f11.html
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12. Példa. Tekintsink 6 db gépet 40 ora dtlagos élettartammal, javitdsi idejik dtlagosan
4 ora. Hatdrozzuk meg a rendszer jellemzdit!

Megolddas: \ = 4—10 oranként, u = }1 oranként, p = ﬁ = % =0.1,n=06, B, =0.484

Hibas gépek 0 1 2 3 4 5t 6
varakoz6 g. 0 0 1 2 3 4 )
P, 0,484 10.290 | 0.145 | 0.058 | 0.017 | 0.003 | 0.000

Q=0324, U, =0516, W =2516ra, T =2.51+0.25=6.51 ora
e =40 ora, U, = 0.86

m=nxU,=516, N=06-516=0.84
0.516 4x516 7

6x L x0484 6x0484 10"

Eo =

13. Példa. Az el6z6 példaadatban az dtlagos élettartamot vdltoztassuk meg 2 ordra! Ha-
tdrozzuk meg a rendszer jellemzdit!

Megoldds: + = 2,

X és ebbdl lathato, hogy egy szerels
nem elégséges.

4 A _ 1
—4,u—2,n—6, PO——75973,

==

2 3 4 > 6
1 2 3 4 )
0.001 1 0.012 | 0.075| 0.303 | 0.606

Hibas gépek
varakozo g.
By

= OO
Rl

75973 | 75973

Us,~099, Q~45 W ~22506ra, T =26.5o6ra

e=26ra, U,~008, m~05 N=~b55 FE§~ .

Minden adat azt mutatja, amit vartunk, mivel a karbantartasi tényezé 1-nél nagyobb.
Arra, hogy ezek utan mennyi szerel6t kell beallitani, tébbféle kritérium lehet.

Ezzel a kovetkezs fejezetben foglalkozunk. Mindenesetre, hogy ne legyen torlodas, a % <1
feltételnek kell teljestilnie, ahol r a szerel6k szaméat jeloli.

]

3.3. Inhomogén modellek

A most ismertetett hdrom inhomogén modell leirdsa megtalalhato Csige Laszlo és Tomko
Jozsef [11] cikkében. A kozolt numerikus eljarasokat egyszert példakon keresztiil szemlél-
tetjiik és Osszehasonlitjuk a kiilonbozé kiszolgalasi elvekbdl adodé rendszerjellemzéket.

Adott, n szamu, gép meghibasodasainak javitdsat végezze egyetlen szerels. Feltessziik,
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hogy a gépek miikddési idGtartama exponencialis eloszlast, a k -adik gépre A\, > 0 pa-
miikodési, mind a javitasi id6k teljesen fiiggetlenek egymastol.

Tetsz6leges ¢ > 0 pillanatban az n gép kozil néhany mikodhet, és a tobbi vagy javitas
alatt van, vagy javitasra varakozik. Jelolje v(t), (¢ > 0) a ¢ pillanatban nem miik6ds gépek
szamat. Ez még nem jellemzi kimeritGen a rendszert. Meg kell mondanunk azt is, hogy me-
lyek a nem mtkods gépek, és ezek koziil melyiket javitja a szerels. Tetszéleges t > O-ra egy
v(t)-dimenzioji (zq (t) ...,y (t)) vektort vezetiink be, melynek a komponensei a nem
miikodé gépek indexeit jelolik. Ha a javitas a meghibasodéas sorrendjében torténik, azaz
FIFO elv kovetése esetén a nem miikods gépek felsorolasa a meghibasodasuk sorrendjének
felel meg. Igy v(t) > O-ra 2, (t) a javitas alatt 1évé gép indexét adja. A Processor Sharing
(PS) elv kovetésekor, amikor az Osszes hibas gép javitas alatt van, és v(t) = k esetén
e javitasok mindegyike 1/k intenzitéassal folyik, az (x; (t),...,z, (t)) vektor elrendezése
tetszleges lehet. Ilyenkor a nagysag szerinti (z; (t) < @2 (t) < ... < @y (t)) rendezésben
allapodunk meg. Prioritasos kiszolgalas (PR) esetén a hibas gépeket indexiik nagység-
rendje szerint soroljuk fel, mivel az alacsonyabb indexti gép els6bbséggel rendelkezik a
magasabb indexi gépekkel szemben.

A gépkiszolgalas Markov-lanca alatt a

()= (v(t);z1(t),...,zo) (1)), (t>0),

vektorfolyamatot értjiik, ahol 1 () , ..., zyy) (t) rendezését a kiilonbo6zo kiszolgalasi elvek
esetén az el6bb elmondottak szerint kell érteni.

A £(t) folyamat folytonos idejt, véges allapotterd Markov- lanc. Ha a Ay, g, (1 < k < n)
paraméterek mind pozitivak, akkor a lanc ergodikus.

3.3.1. Az M/M/1/n/n/PS rendszer

A gépkiszolgalasi probléma esetén ez a diszciplina azt jelenti, hogy a gépek javitdsa meghi-
basodasuk utan rogton megkezdddik, melynek intenzitésa fiigg a mindenkori hibas gépek
szamatol, és azzal forditottan aranyos. Ha egy gép javitas alatt van egy olyan 0t id6 alatt,
amikor rajta kiviil még k — 1 més gép is hibas, akkor ezen dt id§ alatt egy gép javitasi
ideje csak dt/k mennyiséggel halad elére.

Ekkor a &(t) folyamat allapotterét az 1,2,...,n szamok (iy,...,4) (1 < k < n) kom-
binécioi alkotjak, és ezekhez még hozza kell venni a 0 pontot (minden gép miikodik).
Legyenek P;, (1) (1 <y <ip < ... <1 <n)af(t) lanc t pillanatbeli eloszlasat leiro
fliggvények. Ekkor a Kolgomorov-egyenletek a kovetkezsk

/

k
Pl ()= NPty i, (1) —
r=1

k
1 Hor
— [Vil.--ik + T ZM@] Py (1) + Z A 1P¢’1i’2...z‘;+1 (t)

r#i] .k
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N X . i . ) L ) .
ahol 1y,...,4, , az i1,...,1, 1 egészeknek a nagysig szerinti rendezése, és
Vieip = >, Ay, E=1,...,n—1

r#i] .. i

-----

Pl,...,n(t)a

1 n
S
n
r=1
ahol a megfelel§ indexek értelemszerd értékeket vesznek fel.
A stacionarius eloszlas, amely azonos a

P(): hmPo(t),
t—o0

P i, = tliglo P, . (1)

(1<iyp<ig<...<ix<n, 1<k<n), ergodikus eloszlassal, a

[Z Ai| Po = ZMz‘Pz‘,
i—1 =1

1 k
[Vz‘l...z‘k + T Z i,
r=1

L
DD e LT

r#i] .

k
Py i = E i Bi iy iy i T
r=1

R

r=1

homogén lineéris egyenletrendszernek a Py + > P, i, = 1 feltételt kielégits egyértelmd
megoldasa, ahol az 0sszegzés n elem 6sszes kombinécidira terjed ki. Egyszert helyettesi-
téssel belathato, hogy ennek az egyenletrendszernek a megoldasa a

k
:Ck!Hi’f,

F;

10k
r=1

ahol C' a normalizal6 feltételbsl hatarozhatd meg.

3.3.2. Az M/M/1/n/n/FIFO rendszer

A gépek javitasai torténjenek a meghibésodés sorrendjében. Ekkor a £(t) folyamat alla-
még a 0 pontot is csatolni kell (‘a 0 pont annak az esetnek a megfelel§je, amikor mindegyik
gép miikodik ).

A £(t) lanc t (¢t > 0) pillanatbeli eloszlasara vezessiik be az aldbbi fiiggvényeket. Ha
v(t) jeloli a t idSpontban nem miikodd gépek szaméat, x;(t) a nem mikods gépek indexét
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(1 =1,...,v(t)) meghibasodasuk sorrendjében, akkor a lanc ¢ pillanatbeli eloszlasat leiro
fiiggvények:
(t) =P (v(t)=0),

Py
Pnlk() ( () 7 ()_Zlv"'vxk<t>:ik)v

ahol (1 < k < n), (1 < iy,...,i < n). Ezek a fliggvények kielégitik a kovetkezd

differencialegyenlet-rendszert

Py(t) = — Z/\z' Po(t)"‘Zsz(t),
=1 =1
Pill...ik ( ) )\ P'll Ak—1 (t) -
— Wiy, + Hiy] Piy i, ( Z o Priy i (1)

r#i] ..k
Pil,...,in( ) )‘ ]311, in— 1(t) - :uhpih--.,in(t)'

A stacionarius eloszlas, mely azonos a

POI hrnPO(t),
t—o00

(1 <'iq,igy ..., i <mn, 1<k <n)ergodikus eloszlassal, a

Z Ai| Po= Z i Py,
i—1 i—1

Wiy i + tiy) Py iy =N Py iy + Z oy Privig. i

r#i] .. ik

:uilp'

21 4eeeyln

=\, P;

21y--5tn—1

homogén linearis egyenletrendszerneik a Py + Z P, i, =1 feltételt kielégits egyértelmi
megoldésa, ahol az Gsszegzés n elem Osszes variaciojara terjed Kki.

Az egyenletrendszer konnyebben kezelhetévé valik, ha bevezetjiik a kovetkezs vektorval-
tozokat. Legyen Z®) (1 <k <n) VP = (Z)k:' dimenzio6s vektor, amelynek a komponensei

.....

az 1,2, ...n szamok k-ad osztalyu, lexikografikusan rendezett iy, . . ., i; variaciéihoz tartozo

P, i, valoszintiségek. Ekkor az egyenletrendszer az alabbi differenmaegyenlet rendszerbe
megy at

Py =ByZW,
) =A,Py+ B, Z?,

ZW) = A, z*N 4 Bz,

ARIEY IyACa s
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Itt most 1 < k < n-re A V' x V' j-es métrix, 0 < k < n-re By, V' X V] |-es matrix, és
elemeik az egyenletrendszerbdl konnyen meghatarozhatok.

Legyen F,, = A, és tetszéleges 1 < k < n esetén Fy = (I — BkaH)_lAk. Ekkor Z*) =
F.Z%=1 (1 <k < n), ahol ZO) = R,

Egy tetszleges Py értékbsl a Z® (1 < k < n) vektorok rendre meghatarozhatok. A P,
valoszintiségeket a normalizalo feltétel figyelembe vétele utan e vektorok komponensei
szolgéltatjak.

3.3.3. Az M/M/1/n/n/PR rendszer

Abszolut prioritasos kiszolgalasi elv esetén a £(t) folyamat allapotterét az 1,2,...,n sza-
mok (i1,...,4) (1 <k < n) kombinacioi alkotjak, és ezekhez még hozza kell venni a 0
pontot (minden gép mikodik ).

Legyenek P;, ;. (1) (1 <y <ig <...<ip <n)af(t) lanc ¢ pillanatbeli eloszlasat leiro
fiiggvények. Ekkor a Kolgomorov-egyenletek a kovetkezsk

Pt = [ZA

k
Pl o )= X Pi iy iy (B) =

r=1

By (1) + Z pibi (1),

i1—1

- [Vil...ik + ,UZ1] PZl’Lk (t) + Z MT‘PTil...ik (t)7
r=1

A stacionarius eloszlas, amely azonos a
Pg = lim Po(t),
t—o0

P i = tlgilo Py i (1),

(1 <iy,i9,...,0 <n, 1<k <n),ergodikus eloszlassal, a

[Z Ai| By = ZMiPm
=1 i—1

k
[Wiyip + tiy) Py iy = Z Ain B iy vy i

r=1

i1—1

+ E ,UrPril...ik)
r=1
n
Nlpl,...,n = E )\rpl,...,r—lm—&—l,...,n
r=1
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homogén lineéris egyenletrendszernek a Py + > By, ;. = 1 feltételt kielégits egyértelm
megoldasa, ahol az 6sszegzés n elem Osszes kombinaciora terjed ki.

Az egyenletrendszer megoldasahoz, hasonléan a meghibasodas sorrendjében torténd ki-
szolgélas esetéhez, vezessiik be a kovetkez6 vektorvaltozokat.

Legyen Y® (1 < k < n) Cp = (}) dimenzi6s vektor, amelynek a komponensei az
1,2,...,n szamok k-ad osztaly, lexikografikusan rendezett i1, ..., 7; kombinaciéhoz tar-
tozd P;, ;, valoszintségek. Ekkor az egyenletrendszer az alabbi differencia egyenletrend-

szerbe megy at.

Py =B, YW,
YU =A,Py+ B,Y®?,

Y®) =4, Yv*D 4 B yE+HD,

Yy =4,y

Itt most 1 < k < n-re Ay CF x CF_-es métrix, 0 < k < n-re By, C}} x C}, ;-es matrix, és
elemeik egyenletrendszerbdl kiolvashatok. Ezt a differencia egyenletrendszert ugyanugy
oldhatjuk meg, mint a FIFO kiszolgalas esetén.

Rendszerjellemzdk

Konnyt latni, hogy stacionarius esetben

o A szereld kihaszndltsdga

o A gépek kihaszndltsdga
Jelolje U az i-edik gép kihasznaltsagat. Ekkor

1
U@ — : A 1 p@)
x T

)

_|_

ahol T); az i-edik gép hibas allapotban valé tartézkodasanak varhato értékét jelsli,
n
PO=2 2. Puin
k=1 2‘6(7:1,...7ik)
azaz annak stacionarius valoszintsége, hogy a gép rossz. Igy

P

Tj=—
N (1= PO
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valamint FIFO esetben az atlagos varakozasi id6

— = 1
Hi

Konnyt latni, hogy a hibas gépek varhato szama

Y P®,

Fennall tovabba a .

DN -PO)T; = ipﬂ)
=1

i=1
relacio, amely a Little-tétel egy specialis alakja. Homogén esetben ez nyilvanval6an
az

nAXl'=n—n

alakot 0lti, ahol n a mikods gépek atlagos szamat jeldli.

Az inhomogén modellek tovabbi altalanositasaval foglalkoznak pl. a Posafalvi — Sztrik
[52, B3| cikkek.

Most nézziink meg néhany futasi eredményt, amelyekkel a kiilonb6z6 kiszolgalési elvek
hatasat tudjuk demonstralni.
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Bemend paraméterek a gépek kihasznéltsaga
FIFO PROC-SHARING | PRIORITASOS
n=3
A =03 =07 0.57 0.57 0.70
A =03 puy=0.7 0.75  0.57 | 0.74 0.57 | 0.74 0.58
A3 =03 pu3=0.7 0.57 0.57 0.44
Osszgép kihasznaltsag: 1.72 1.72 1.72
n=3
A =05 =09 0.48 0.51 0.64
A =03 puy=0.7 0.75  0.56 | 0.76 0.56 | 0.77 0.56
A3 =02 pu3=05 0.62 0.58 0.44
0sszgép kihasznaltsag: 1.669 1.666 1.656
n=4
A =05 =09 0.38 0.429 0.64
A =04 puy=0.7 0.41 0.423 0.49
0.903 0.906 0.922
A3 =03 pu3=0.6 0.46 0.451 0.36
M=02 pu,=05 0.54 0.500 0.24
Osszgép kihasznaltsag: 1.814 1.804 1.751

3.1. tablazat. Futasi eredmények

3.4. Homogén forrasi modellek 6sszehasonlitasa

Az alabbiakban ismertetett eredmények Asztalos Domonkos [5] cikkében taldlhatok meg,
és olyan véges forrasu tomegkiszolgéalasi rendszerekre vonatkoznak, ahol egy kiszolgalo
egység n fogyasztot szolgal ki. A forrasnal eltoltott id6 minden fogyasztora nézve azonos
A paraméterid exponencialis eloszlasu valtozo, és az i-edik fogyaszté kiszolgalasi ideje p;
paraméterd exponencialis eloszlast valészintiségi valtoz6. Ennél a modellnél vizsgaljuk a
kiszolgal6 egység foglaltsagi periddusait.

Meg lehet mutatni, hogy PS kiszolgalési elv mellett a kiszolgalo egység foglaltsagi perio-
dusénak varhato értéke

w1
j=1

J
ahol C; = HMA
'k

i1,y k=1

2. Tétel. Exponencidlis struktirdji, véges, homogén forrdsiu rendszerben abszolit priori-
tasos kiszolgdldsi diszciplina esetén tetszdleges n-re (1,2, ...) a kiszolgdlo eqység foglaltsdgi
periodusainak varhato értéke ]E(Sg%, stactondrius esetben fiiggetlen a prioritasok kiosztd-
satol.

1. Kévetkezmény. - - -
]E(SI;LR = Eép?IFo = ]EéLnIFO
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A FIFO kiszolgalasi diszciplina megfelel a érkezési sorrendben valo kiszolgalasnak, a LIFO
esetén egy érkezés kiszolgélasa rogton megkezdddik, és az esetleg megszakitott fogyaszto
kiszolgalasa a megszakitas helyétsl folytatodik a megszakitast okozo fogyasztod kiszolga-
lasa utan.

A Koévetkezmény Bizonyitdsa. Prioritasos kiszolgéalas esetén IE(S%)z fiiggetlen a priorita-
sok kiosztasatol. A FIFO diszciplinaval azonos kiszolgalast kapunk, ha egy érkezéskor az
éppen beérkezd fogyasztohoz rendelt prioritas értéke megegyezik azzal a szdmmal, hogy
hanyadiknak érkezett a kiszolgdld egységhez, és a korabban mar a kiszolgalé egységben
1évé fogyasztok prioritasat nem véltoztatjuk meg. Ha egy fogyaszté tavozik a kiszolgalo
egységbdl, akkor a kiszolgdld egységnél maradt fogyasztok mindegyikének a prioritasat
eggyel csokkentjiik. A forrasnal tartozkodé fogyasztok kozott a fennmaradt prioritasérté-
kek tetszolegesen kioszthatok. A LIFO diszciplinaval azonos kiszolgalast kapunk, ha egy
érkezéskor az éppen beérkezs fogyasztd prioritasa egy lesz, és a korabban mar a kiszol-
galo egységnél tartozkodo fogyasztok prioritasat eggyel noveljiik, egyébként a prioritdasok
kiosztasa megegyezik a FIFO-nél lefrtakkal.

3. Tétel. Exponencidlis struktirdji, véges, homogén forrdsu tomegkiszogaldsi rendszerek-
() _ msn)
ben Eopp = Edpg.

A kiszolgalasi diszciplindkat két csoportra oszthatjuk. Az elsé csoportba azok tartoznak,
amelyeknél barmely véges 7 intervallum feloszthato véges szamu diszjunkt intervallumok
olyan sorozatara, hogy mindegyik intervallumban csak egy adott fogyaszto részesiil ki-
szolgélasban. Ezeket a kiszolgédlasi diszciplindkat osztatlan kiszolgdldsi diszciplinaknak
nevezziik. Ilyenek a FIFO, a LIFO, az RR és PR diszciplinak. A masik csoportba tarto-
zik az Osszes tobbi. Ilyen példaul a PS elv. Egy kiszolgalasi diszciplina konzervativ, ha a
kiszolgalo egységnél nem vész el, és nem keletkezik kiszolgalasi igény.

4. Tétel. Exponencidlis struktirdji, véges, homogén forrdsu tomegkiszolgaldsi rendszer-
ben, amely n gépet tartalmaz \ és u; paraméterekkel, a foglaltsdgi periddus vdrhato értéke
stactondrius esetben azonos minden konzervativ osztatlan kiszolgdldsi diszciplindra és

E5™ = E5p).

Bizonyitds: Konnyen belathato, hogy a prioritasos kiszolgalasi diszciplina konzervativ és
osztatlan kiszolgaloju, és a tételiink szerint Edpg értéke fliggetlen a prioritéasok szétoszta-
satol, és attol is, ha a prioritasok szétosztésa tetszdleges idSpontban megvaltozik. Az osz-
tatlan kiszolgélasu diszciplindk definicioja szerint barmely véges 7 intervallumban véges
azoknak az eseteknek a szama, amikor a kiszolgélas atvalt egyik fogyasztorol a masikra.
Igy az a konzervativ osztatlan kiszolgalast rendszer, amelyben az eredeti diszciplina dén-
tésének megfelelGen megvaltoztatjuk a prioritasok eloszlasat, ugyanigy viselkedik, mint
az eredeti rendszer. m

3.5. Az M/M/r/n/n modell

Az el6z6 modellben adott feltevéseinke<t most csupan annyiban valtoztatjuk, hogy az n
szamu termindlt r szerver szolgalja ki (r < n). igy k < r esetén a k allapot azt jelenti,
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hogy éppen k db terminél igénye van kiszolgélas alatt, egyetlen varakozo igény sincs és
r — k szerver tétlen. A szerverek tevékenységiiket egymastol fliggetleniil végzik. Ekkor is
egy sziiletési-halalozasi folyamatot kapunk:

A= (n—k)A, 0<k<n-1,

intenzitasokkal.
Az egyensiilyi eloszlas

P, = (”)p’fpo, 0<k<r,

k! n\
P = rlrk=r (k)p Fo

Természetesen teljestilnie kell a
SR
k=0

Osszefiiggésnek. Py meghatarozasara ez a képlet tilsdgosan bonyolult, igy egy egyszertibb
rekurziv formulat hasznalunk.
Jeloljiik ag-val a kévetkezd héanyadost

Py

Qp — —.
Fy

Ekkor a kovetkezd Gsszefliggés alapjan szamolhatunk

a():]-)
n—k+1
ak:T—i_gakl, 0<k<r-—1,
n—k+1
ak=—+9ak-1, r<k<n.

Mivel a N
S het
k=0

Osszefiiggésnek teljesiilnie kell, ezért

n



igy
1

Py=—.
1+ Zak
k=1

Majd
Pk = CLkP().

Ezek utan a szokadsos médon megadhatjuk a rendszerjellemzdket

e A rendszerben tartézkodo igények dtlagos szima

N =) kP
k=0
e A varakozasi sor dtlagos hossza
_ - Py ~~ (k—71)k!'(n\ ,
Q:Z(k_r)P’f: -l Z o )9
k=r+1 k=r+1
e Az igény generédlasra alkalmas termindlok dtlagos szama

m=n—N.

A rendszer kihaszndltsdaga
UT =1- Po.

A rendszer dtlagos foglaltsdgi periodushossza

1-BR U,
n)\Po —TL)\PO

B5™ =

A foglalt kiszolgdloegységek dtlagos szdma

r n r—1 n r—1
F=> kPe+ > rPi=Y kPi+rY Po=> kPi+rP(W>0).
k=1 k=1 k=r

k=r+1 k=1
Tovabba . .
> kPo+r > PR
U, = k=1 k=r+1 _ f
r r
o A tétlen kiszolgdloegységek dtlagos szama
S=r—r.
Tovabbi 6sszefiiggés
N=>"kP+ Y (k—m)Pi+r > P=Q+7=Q+r—S=n—m
k=1 k=r+1 k=r+1



o A termindlok kihaszndltsdaga

=
1
3
|
X
iy
I
3|3

l J—
Ut = 1 i 1 = Ta
W+ Loon
amibdl o o
— N1 1 1(N
mA po op\me
Az atlagos valaszolasi id6
— — 1 N
=W +— = )
o mA
innen
mAT = N,

ami a jol ismert Little-formula, azaz az atlagos beérkezési intenzités és a rendszer-
ben toltott atlagos id6 szorzata a rendszerben tartézkodo igények atlagos szaméval
egyenls. Ebbdl

mA (W+%) =Q+T,

vagyis
Mutassuk meg, hogy
mert ebbdl

kovetkezik, ami szintén egy Little-formula.
Tudjuk, hogy

ahol

Jol ismert tovabba, hogy



Ekkor

n r—1 n—1
gm:ZQ(n—k)Pk: Q(n—k)Pk—l—Zg(n—k)Pk_
k=0 k=0 k=r
r—1 n—1
1 _
_ A(n kk>§k+ )Pk TZ A(n k)Pk:
c~  (k+1)u —~  rp
r—1 n—1 T n r—1 n
=2 (k- )Peatry Poa =3 jPi+r Y P=) jP+r) P=T
k=0 k=r j=1 j=r+1 j=1 j=r
Vagyis
om =T,
mas alakban
Am = ur,

azaz
az atlagos beérkezési intenzitas = az atlagos kidramlasi intenzitassal,
ami varhato volt, mivel a rendszer egyensilyi allapotban van. Ezért

W=a3= o

!
30

e A kiszolgélok atlagos tétlenségi periddushossza
Ha a tétlen kiszolgalok olyan sorrendben kezdik kiszolgalni az igényeket, mint ami-
lyen sorrendben el6zéleg befejezték a foglaltsagi periddusokat, akkor egy szerver
tevékenységét a kovetkezGképpen irhatjuk le. Ha egy tétlenné valt szerver j — 1
mésik tétlen szervert talal a munka befejezédés pillanataban, akkor csak a j-edik
igény kiszolgalasaval kezd6dik ismét a foglaltsagi periddusa.

Jelolje € a szerver atlagos iiresjarati periddusa hosszat, €; pedig a fenti allapotban
az atlagos tétlenségi idét. Nyilvanvaldan

€ pedig a teljes varhato érték tétele alapjan

- . Pr—]j_ g
‘T ; Ple)X  P(e)N’
ahol
P(e) =) Pj=1-PW >0),

J=0

azaz annak valoszintisége, hogy van tétlen szerver.
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o A szerverek dtlagos foglaltsdgi periddushossza

Mivel 5
Us=sTEs
igy
5 — Usé_éé_é s .S Fr _m
C1-U, 1= =CP(e)A SP(e)A Ple)h puPle)
Vagyis
m
ES =
puP(e)

A varakozasi id6 eloszlasfiiggvénye

Megmutatjuk hogyan lehet meghatarozni M /M /r/n/n rendszer esetén a varakozési és
tartozkodasi id6 sirtiségfiiggvényét, majd ebbdl az eloszlasfiiggvényeket.

( n .
P
(k)/) 0

P, =
(e
L oplehT Fo
ha z = ,l), akkor
<Z) Zikp[)
P, =
") ok
k
L rlrRT Fo
melybdl
"V klrT —k
p = W)™ ‘(m) P
7!

nlr(rz)n k. e
- P,
(n—k)rl(rz)n - er=
" Pn—k,rz)
Tl P(nrz) "

k>r.

My(n) = Pe(n — 1), vagyis

" Pln—1—k,rz)
I =— Po(n—1 hak=r...,n—1
(n) rl Pn—1,rz) b(n = 1), ¢ Bt
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Konnyt latni, hogy
1 n—1
» Mi(n) =) Pun—1)=
k=r k=r

éppen a varakozas valoszintsége. Fejezziik ki Py -t mas alakban is, mert erre késGbb
sziikségiink lesz! A helyettesités utan

n—1
" Pn—1—k,rz)
Py = — Py(n—1
v ;r! P(n—1,rz) b(n —1)

n—1-r

Z P(i,rz)

r i=0
" pm_1=
7! b(n —1) P(n—1,rz)

QM —1—r1z)
ol Pn—1,r2)

Megmutatjuk, hogy

"Qn—1—r,r(z+ px))

F =1-
w(z) rlP(n—1,rz)

Pg(n — 1)7

amibdl

"Qn—1—rr1z2)
rlP(n—1,rz)

ami éppen azt jelenti, hogy nincs varakozéas. Ebbdl derivalassal megkapjuk a stirtiségfiigg-
vényt, ami

Jw(0) =1— Py,
r"Pn—1—=r,r(z+ px))
fwlw) = r!P(n—1,rz)

Py(n—1), x> 0.

Ha f fw (x)da-t vessziik, vagyis a 0 pontot kihagyjuk beléle, akkor

TRn—1) 7’ (CRT))
. mETHD AL
/fW r'P(n—l rz) Hr (n—1-—r)! ‘
0+

Ha bevezetjiik az y = r(z+ ut) helyettesitést, akkor g—; = % és csak az integral a kovetkezd
alakot 0lti

o0

n—1—r
/(ny—Tr)e Ydy=Q(n—1—rrz)
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vagyis

amint ez varhato volt. Ezért

/fW )dz = fw (0 /fW

Most hatarozzuk meg a siirtiségfiiggvényt = > 0-ra! Vagyis

n—1 k—r
U —ruT
= E ru—( 0 —>r ¢ FPe(n —1)

rpx)t " et Pn—1—Fkrz
:ZTM((M—)T)' 7 (P(n—l,rz) )Po(n—l)

r n—1 —r n—1—
_rpr Po(n —1) Z (rp)" (rz)" o~z Hna)
r!P(n —1,rz) =)l (n—1-k)!

n1r<

k=r
rur” Py(n — 1)e~"(He) ruz)t (rz)nior

rlP(n—1,rz) —~ il (n—1-r—1i)

_ TIUJTTPO(n _ 1) (T(Z + M"L‘))nilir . e—r(z+,uac)
r'Pln—1,rz) (n—1-—r)!
rur’ Py(n — 1)P(n — 1 —r,r(z 4+ px))

rlP(n —1,7z) ’

ugyanazt kapjuk, de tudni kell, hogy

Ebbdl

P(W >z) = /fw(t)dt

r i n—1-—r
S Uy BUCETT g
rlP(n—1,rz) (n—1-—r)!

x
o0

TP -1 n—1-—r
_ "R -1) / YT gy
rlP(n —1,rz) (n—1-—r)!
r(z+pux)

" Po(n — 1)Q(n—1—r,7(z + px))
r!P(n —1,rz) ‘
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Ezért
Fy(z)=1—P(W > x)

amit mar korabban is megkaptunk. Ellenérzésképpen vizsgaljuk meg a képletet r = 1
esetre! Ekkor

Bo(n —1)Qn — 2,z + px)

bW >z) = P(n—1,2) ’
de
_ Pn—1,2)
By = 5m 1)
gy
POW > 1) = Q(n—z,z+ px)

Q(n—1,2)

A tartézkodéasi id6 eloszlasfiiggvényének a meghatarozasa hasonld elven torténik, mint a
varakozasi id§ esetében tettiik, de eléggé hosszadalmas.
Bizonyithato, lasd Allen [2], Kobayashi [41], hogy r > 2 esetben

Fr(z)=1—=Cie " 4+ CoQ(n — 1 — 1,1(z + px)),

ahol

Ci=14+0CQ(n—r—1,rz2),
’I“TP()(TL— 1)

S D=~ P~ Lra)

Ebbdl derivalassal
fr(z) = pCre™ — CorpP(n —r — 1,7(z + pzx)).

A normalizal6é konstansra itt is felirhato egy rekurzié, nevezetesen

Prln) =1+ 2Py 1)+”T_1 ) (L1 >
= . - - A - = n>r
o rz " 2 i+1 r)’ ’
a

1 1\"

Bl = (142 r>1

kezdei értékbdsl kiindulva.
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A tartézkodasi id6 Laplace-transzformaltja

El6szor hatarozzuk meg a varakozasi id6 Laplace-transzformaltjat!

Az eddigiekhez hasonléan kénnyt latni, hogy

Lw(s) =1 —PW+Z <m+s>k_r+l Py(n —1).

Lépésrél-lépésre szamitjuk ki a kivant mennyiségeket

— P e pyn — D P(n— 1 — k,r2)
i + S

P rlP(n—1,rz)

" Py(n—1)e"* — ( i )k_rﬂ (rz)n-1-k
(

- rlP(n—1,r2) &= \rp+s n—1-—k)!

Tovabba

3

—1 7"[,L k—r+1 (TZ)n_l_k
T+ s (n—1-k)!

k=r
ir i+1 (T,Z>n—1—r—i
ru—l—s (n—1—r—14)

1=0

n

ahol © = k — r. Ezt tovabb folytatva az utolsé egyenl@ség igy irhato

n—r n—l-r (rptz\n—l-r—i n—r
BTN B S e v A (R | G B ) §
T+ S p (n—1—7r—1)! T+ s A

=0

Ezek utan
rie \" T " Po(n —1)eT"F russ T+ s
L(s)=1— PR 5 1
wi(s) W <7"u+s) rlP(n —1,rz) A DTN
i _p +r’"e§P0(n—l)Q (n—1—r ) r \""
B v r!P(n—1,rz) rp+ s '

Ellenérzésképpen vizsgaljuk meg az r = 1 esetet!
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Ekkor

"LexPy(n—1)Q (n — 2, L8)

1
Ly (s) = Po(n — 1) + <M+3> P(n—1,z) A
_P(n—1.2) ( a )nl Q(n -2
Qn—1,2)  \u+s Qn = 1,2)

n—1 [ n—1 ]
() (=(==))" . s
= D17 (n =1 e +eAQ(n—2, A )

()™ Ty |
f) [ L ks
_Q(n—l,z)_ /\( —1)! +6Q(n_27 A )-
1

amit korabban is kaptunk.
Ezek utén nyilvanvalo, hogy

ami r=1 esetben a

formuléat adja.

Java-applet a rendszerjellemz&k meghatarozasara
http://irh.inf.unideb.hu/user/jsztrik/education/09/applet/HMMcKK.html

14. Példa. Egy tzemben 20 db gép iizemel, egyenként 50 dra dtlagos élettartammal. A
g€p javitasanak vdrhato értéke 5 ora, a szereléseket 3 fds szereldgdrda végzi. Adjuk meqg a
rendszer jellemzdit, és hasonlitsuk dssze dket az el6zd példdban szerepld jellemzdkkel!

Megoldds:
) 1
1 50 10
A rekurziv 6sszefliggéseket hasznalva, ag = 1-rél inditva a rekurziot,
konnyen meghatarozhatjuk az a; értékeket, pl

>l=x =

(1021
20—0
= x0.1x1=2
T
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20—-1
a9 =
1+1
20 -2
2+1

x0.1x2=19

as = x0.1x19=1.14

x 0.1 x 1.14 = 0.646

ay =

és igy tovabb.
Tudjuk, hogy
1

P = pu—
T I+Y 7 ar 1463394

= 0.13625.

Innen
P=a; x Fy =2 x0.13625 = 0.2775

Py, =as x Py =1.9 x 0.13625 = 0.2588 stb.

A kovetkezd tablazat megadja a kiilonbozd allapotok valdszintiségét.
n=20,r=3 p=0.1

Javitas alatt | Javitasra varakozo | T'étlen karbantartok Stac.
K allo gépek gépek szama szama eloszlas

széma (@) (5) (£x)
0 0 0 3 0.13625
1 1 0 2 0.27250
2 2 0 1 0.25888
3 3 0 0 0.15533
4 3 1 0 0.08802
5 3 2 0 0.04694
6 3 3 0 0.02347
7 3 4 0 0.01095
8 3 5 0 0.00475
9 3 6 0 0.00190
10 3 7 0 0.00070
11 3 8 0 0.00023
12 3 9 0 0.00007

Q = 0.339, S =1.213, N=Q+r—S5=2126
P(W > 0) = 0.3323, P(e) = 0.6677, W = L_ = 0.918 ora, kb. 59 perc
A(n— N)
m =20 — 2.126 = 17.874, U™ =0.844
E5™ = v _5 L U84 15.5 6ra,  F=1.787, §=1.213

nAP, 2 0.136
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Us = ; _ LT 505 o P(i)A - 0.616313% - 505616‘7213 ~ 90.8 6ra
ko= P(Z)A - 0.62;8:% - 50(?616'7787 1821 ora
U, = % = 17;374 ~ 0.893
T=W+ i =0.981 + 5 = 5.981 6ra
K, = varakozo gépek atlagos szama _ g _ 0.339 — 0.0169

Osszes gépek szama n 20

Ky — ‘t‘étlen kezelc’jk szz’iuma _ E _ 1.213 0404

Osszes kezel6k szama r 3
Osszehasonlitva a megfelelé példaban szerepls jellemzdkkel, lathatjuk, hogy az egy javi-
tora juto gépek majdnem egyforma szédma mellett (6, ill. 62) a helyzet sokkal jobb 20 gép
és 3 szerel§ esetében, ugyanis a hatékonysagi vizsgalatok az alabbi adatokat szolgéltattak

Gépek szama 6 20

Szerel6k szama 1 3

Az egy szerelGre jutd gépek szama 6 6%
A szerel6kre vonatkozo varakozasi egytitthato Ky 0.4845 0.4042
A gépekre vonatkozd varakozasi egytitthato K 0.0549 0.01694

15. Példa. Az eldzd problémdban p = 0.1, n = 20 volt. Tételezziik fel, hogy az iddegység
az ora, hogy a gépdllds ordnkénti kéltsége 18000 Ft, mig a szereldk ordnkénti koltsége
600 Ft. Mi lesz ebben ez esetben a szereldk optimdlis szama?

Megoldas: Lathato, hogy az érankénti atlagos koltség r fiiggvénye.
A kovetkez§ tablazat megadja a stacionarius eloszlast r = 3,4,5,6,7
esetén (tapasztalatbol tudjuk, hogy az r szamra 3 <r < 7).

PO P1 P2 P3 P4 P5 P6 P7 Pg
0.136 | 0.272 | 0.258 | 0.155 | 0.088 | 0.047 | 0.023 | 0.011 | 0.005
0.146 | 0.292 | 0.278 | 0.166 | 0.071 | 0.028 | 0.010 | 0.003 | 0.001
0.148 10.296 | 0.281 { 0.168 | 0.071 | 0.022 | 0.006 | 0.001 | 0.000
0.148 | 0.297 | 0.282 | 0.169 | 0.072 | 0.023 | 0.006 | 0.001
0.148{0.297 |1 0.282 | 0.169 | 0.072 | 0.023 | 0.006

| O O | W[ 3

A kovetkezd tablazat az idGegységre jutod koltségeket adja meg
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r Q S M(K) Ft
3 0.32 1.20 6480
4 0.06 2.18 2388
) 0.01 3.17 2082
6 elhanya- 4.17 2502
7 golhato 5.16 3096

Lathato, hogy az optimalis szerelGszam ilyen koltségtényezdk mellett r = 5.

Ez a példa is mutatja, hogy rendszerek 6sszehasonlitdasa tobbféleképpen értelmezhetd.
Az emlitett példék jol szemléltetik ezt a problémakort.

]

3.6. Az M/M/r/K/n rendszer

Ennél a rendszereknél a véges forrasbol érkezd igények még varakozhatnak, ha a rend-
szerben tartozkodo igények szama érkezésiik pillanatdban kevesebb, mint K vagy egybdl
visszakeriilnek a forrasba, ha a rendszer betelt. Az eddigiek alapjan konnyt latni, hogy a
rendszer viselkedése

AMo=(n—k) 0<k<K,
B kp 1<k<r,
He = ruoo r<k<K

intenzitasa sziiletési-halalozasi folyamattal irhato le.

Ez magaban foglalja az eddig vizsgalt rendszereket, hiszen 1 < r < n, r < K < n.
Az irodalomban kevéshé vizsgalt, de értelemszertien modositasokkal felhasznalhatjuk az
eddigi modszereket, a lényegi valtozas a normalizalé konstansban van, vagyis Py(n, r, K)-t
ugy kell megvélasztani, hogy

K

ZPk(n,T,K) =1

1=0

teljesiiljon. Szintén konnyen lathato, hogy

,
(Z)p’“Po(n,r, K) , 0Zk<r,
Pk(n7r7 K) -
()
WPQ(TL,T,K) s TS]{?SK
\ 7r

Bar nincsenek zart alaka formulak, mint az M /M /1/n/n esetben, de szamitogép segitsé-
gével a rendszerjellemzdk konnyen meghatarozhatok.
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Nem mutatva az r, K, n paramétereket

K K r—1 K
N=) kP, Q=) (k—=n)P, T=> kPi+rY P, m=n-N,
k=0 k=r k=1 k=r
T n—N —
US:;v Ut_ n ) :E:MT7
=% w=¢ w-7r 1
A A Iz
- N E - N)T —
n=N_ B0 gy 0ZNT g g
n E(r)+T N

Az eddigiekhez hasonléan konnyt belatni, hogy az igény blokkolasi valoszintisége

(n — K)Pg(n,r, K)

Pp(n,r, K) = —
Z (n —1i)Py(n,r, K)

Specialisan, ha K = n, akkor

melybdl
T=—" E(r) =

amint az varhato volt.
Egyszerd szamolassal lathato, hogy

(o) K!p"

(Po(nv T, K))_l = (Po(n’r’ K- 1))_1 + rlrK-r

Y

vagyis a normalizald konstansra rekurzi6 irhaté fel a K kapacitast illetGen rogzitett n, r
mellett

B =3 (M)

indul6 értékkel.
A rendszerhez érkez6 igény érkezési pillanataban az eloszlas
HZ(TZ,T, K) = Pk(n -1, K)a
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de ahhoz is sziikség van, hogy az érkezd igény bejusson a rendszerbe. Igy

— k)P, K
Hk(nvrvK):KE,rll ) k(n’r7 ) ’ k2077K_1

' (n —1i)Pi(n,r, K)

Ezért a varakozés valdszintisége

K-1

Py(n,r, K) = Z Iy (n,r, K)

k=r

fw(O) =1- Pw<n,7’, K)

= (rp) (rpa)kr
fw(x) = Z ( Euk)(—l:* —|)— 1)'+ e "M Ilg(n,r, K)

Nem nehéz belatni, hogy

Pk(n_laraK)

I K) =
(n,m, K) 1— Pe(n— LK)

igy az eddigi 1épéseket értelemszertien ismételve

" P(K =1 —1,72) Py(n—1)
~ rlP(K—1,r2) 1—Pg(n—1,1K)

fw(z)

specialisan, ha K = n, vagyis minden igény bejohet a rendszerbe, akkor
Px(n—1,r,K) =0 és a jol ismert képletet nyerjiik vissza.

Ertelemszert modositasok utan az eloszlasfiiggvény

"Q(K —1—rr(z+px)) FPln—1,rK)

F —1— .
w(w) rlP(K —1,72) 1—Pxk(n—1,mK)

A Laplace-transzformalt

g )Krrei Q(K —1—r,"2) Py(n—1,1K)

Lw(s)=1— P, K '
W(S) W(TL,T, )+ (TM+S ’]"! P(K—].,TZ)(]-_PK(TL_]-’T7K))

3.7. Az M/G/1/n/n/PS rendszer

Ebben a részben egy tjfajta technikat mutatunk meg, mert a kiszolgalasi id6k mar nem
lesznek exponencialis eloszlastak igy ennek kovetkeztében a miikodést leird sztochaszti-
kus folyamat nem lesz folytonos idejd, diszkrét allapottertd Markov-lanc. Az ismertetett
modell Yashkov [82] cikkében talalhato meg.

Tekintsiink egy olyan szamitogépes rendszert, amely egy kozponti egységhdl és n periféria-
egységhdl all. Mindegyik program egy igénynek felel meg, a kdzponti egység a kiszolgalo
egységeknek. Tegyiik fel, hogy egy adott perifériat csak egy program hasznalhat, és a
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periféria-egységben eltoltott idétartamok minden programra nézve fiiggetlen, azonos A
paraméterd exponencialis eloszlast valdszintiségi valtozok. Miutan a program bizonyos
id6t eltoltott a periférian, atkeriil a kozponti egységbe, és itt azonnal megkezdsdik a
kiszolgéalasa, amelynek igényelt idStartama ES < oo varhato értékd, G(z) eloszlasfiigg-
vényt és g(x) strtségfiiggvényt S valoszintiségi valtozo (G (07) = 0). A kdzponti egység-
ben a programok kiszolgalasa Processor Sharing (PS)-elv szerint torténik, azaz hogyha
a (t,t + 0t) idGintervallumban egyidiileg k programot szolgalnak ki, akkor az egyes jo-
bok kiszolgélasi ideje csak 0t/k-val halad elére. A programok kiszolgalasuk utan abba a
perifériaba keriilnek vissza, ahonnan érkeztek.

Ebben a modellben a segédvdltozok mddszerét fogjuk alkalmazni a rendszert leiré szto-
chasztikus folyamat megadasanal. Vezessiik be a kivetkezs valoszintségi valtozokat v(t):
a t-edik iddpillanatban a CPU-nal tartézkodo igények szama, & (1),..., &) (t): a t-edik
idgpillanatban a CPU-nél tartozkodo igények eltelt kiszolgélasi ideje v(t) > 0 esetben.
Lathato, hogy az

X(t) = (vt);60), - & (1))

sztochasztikus folyamat olyan Markov-folyamat, melynek allapotterét egy diszkrét kom-
ponensbdl és tobb folytonos komponensbdl allo vektorok alkotjak. Az ilyen tipusi folya-
matokat szakaszonként linedris Markov-folyamatoknak nevezziik.

Meg kell jegyezniink, hogy nagyon sok problémét ilyen folyamattal tudunk hten leirni.
Részletes tanulményozasra ajanljuk Gnedenko—Kovalenko [23]| konyvét.
Legyen

Py (t,zy,...,xp)dey...dey = P(w(t) =k, <& <z +de,i=1,....k),

azaz Py(t,x1,...,xx), k = 1,...,n annak a valoszintisége (stiriségfiiggvénye) , hogy a
kézponti egységnél a t idépontban k job tartozkodik, és az egyes jobok kiszolgalasabol
x1,..., T hossziusagi id6 telt el. Legyen 6 megfelelGen kicsi pozitiv szam.

Ekkor Py(t,z1,...,x)-ra (k=1,...,n — 1) a kivetkezs Osszefliggés irhato fel

Pk<t;$1,...,$k):

5 N\ 1y 1—G(w)

i 5 5
+(k+1)/Pk+1 <t—(5;$1—E,...,ZL‘k+1——)X
0

k+1
y ﬁ 1-G (%)) . G(zr41) — G [$k+1 - k%l} A,
S 1-Gni—gh)  1-G o — ]

A jobb oldal els6 tagja azt irja le, hogy a (t — d,t) idSintervallumban nem fejezédik be
egyetlen kiszolgalas sem. A masodik tag pedig azt, hogy ebben az idGintervallumban a

k
(k+1) egy program koziil egy kiszolgélasa fejez6dik be. Mindkét oldalt [] [1 — G (x;)]-vel
i=1
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osztva, és 0 — 0, t — oo hatarértéket véve kapjuk, hogy

|

/qu (1, oy Tky1) 9 (Tpg1) dagyr, k=1,...,n—1,
0

| =

)

k
ahol dk (Ilv"'axk) :tli>m Pk (t,l’1,7l'k)/H [1 - G(xl)]
& i=1

Py-ra és q,(x1, ..., x,)-re hasonléan nyerjiik

nFy = /(h (1) g (x1) dxy,
0

1~ 0
Ezzla_xzq”@l”x")_o

Ezek az egyenletek nem irjék le teljesen a rendszer miikodését, mivel nem veszik figye-
lembe az esetleges ugrasszerd atmeneteket azokban a pillanatokban, amikor a programok
a periféridkbol a kozponti egységbe keriilnek. A hianyzo egyenleteket hasonléan kapjuk
meg

q1 (0) = /\nP(),

qk(O,xl,...,xk,l) :)\(n—k—i—l)qk,l (xl,...,xk,l),
k=1,...,n.

A kapott integro-differencial egyenletek megoldasa kozvetlen helyettesitéssel adodik, ne-
vezetesen

dk (xla s 7‘1.]6) = PO)\kn'/ [(n o k)'] )
és
n!

Pk(iﬂh---,xk):Po)\kmn[l—G(xi)]a

i=1
1=1,...,n.

Legyen P, annak a stacionarius valoszintisége, hogy tetszGleges idépontban a kozponti
egységben k program tartézkodik. Nyilvanvaloan

o0 0o )
0 0

n

A P, valoszintiséget a > P; = 1 normalizalo feltételbsl kapjuk meg.
i=1
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Az M/G/1/n/n/PS rendszerben a rendszerjellemzdket értelemszert modositasokkal kap-
juk

k=1
) —
(i) UW X_:n—N’
T
amelybdl
— 1 N
T=— —,
An—N
vagyis
ANn—NT =N

ami a Little-formula.
Nyilvanvaloan, bar nincsen varakozéas a teljes kiszolgalasi id6, ami megegyezik a rendszer-

adodik.

Bar homogén esetben a tartozkodasi id§ atlagara kiilonbozé kiszolgalasi elvek mellett is
ugyanazokat az értékeket kapjuk, a szérasnégyzetiik mar lényegesen kiilonbozik egymés-
tol, ha més elvet alkalmazunk.

Meg lehet mutatni, hogy G/G/1/n/n/PS rendszer esetében

E(S) .
E(r)’ 1=1,...

P, —C’-k;!(Z)pk.

3.8. A G/M/r/n/n/FIFO modell

Ennek a modellnek a leirasa Sztrik [63] cikkében talalhaté meg.

Tekintsiink egy olyan szamitogépes rendszert, amely kozponti egységekbdl, terminalokbol,
és jobokbdl all. Minden job egy terminallal van kapcsolatban, ahol nincs varakozas. Sorok
csak a kozponti egységeknél fordulhatnak els. Az ilyen rendszerek elemzéséhez szintén vé-
ges forrasu sorbanallasi modellt hasznélunk. Legyen a rendszerben 1év6 jobok szama n,
és a kozponti egységek szama r (r < n). A job bizonyos id6t tolt el a terminalnal, ezutan
a kozponti egységbe keriil, ahol a job kiszolgalasa azonnal megkezd&dik, ha az r kozpon-
ti egység kozott van szabad, egyébként sor alakul ki. A jobokat érkezésiik sorrendjében
szolgéljék ki, és kiszolgalasi idejiik azonos p paramétertd exponencialis eloszlasia valoszi-
niségi valtozo. A job kiszolgalasanak befejezédése utéan visszatér a terminéljahoz, ahol
véletlen hosszusagu ideig tartozkodik. A i-edik job terminalnal eltoltott ideje Fi(z) elosz-
lasfiiggvénnyel és f;(x) striségfiiggvénnyel rendelkezd 7; valoszintségi valtozo. Tovabba
feltessziik, hogy a konstrukcioban felléps valoszintségi valtozok teljesen fiiggetlenek.

, M.

k
j=1

Homogén esetben
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A stacinarius eloszlas meghatarozasa

Jelolje a v(t) valoszintségi valtozo a t id6pontban a terminalnal 1évs jobok szamaét,
(Oq (t),... ,oz,,(t)) ezeknek a joboknak az indexeit lexikografikus sorrendben, és

(ﬁl t),..., Bn,,,(t)) a kozponti egységnél 16vé (kiszolgalas alatt 1évs vagy sorbanallo) jo-
bok indexeit érkezésiik sorrendjében. Az

Y(t) - (V (t) ;0 (t) Y aau(t);51 (t) Yo >ﬁnfl/(t)) 5 (t Z O)

folyamat csak akkor Markov-folyamat, ha az F; (z) (i = 1,...,n) eloszlasfliggvények ex-
ponencialisak.

Vezessiik be a £q; (t) valtozot, amely azt az id6t jeloli, amelyet az «; job a terminalnal
eltoltott a legutolsod kozponti egységbeli kiszolgalasa 6ta. Az igy kapott

X (t) - (V (t) y O (t) y ooy Qu(t)s gal (t> Yot 7€au(t); Bl (t> PRI 76n—u(t))
folyamat rendelkezik a Markov tulajdonsiggal.

.....

Jelolje V' és CF az 1,2, ..., n egészek k-ad osztalyd variacioinak illetve a kombinécidinak
lexikografikusan rendezett halmazat. Ekkor az (X (t),t > 0) folyamat allapottere az olyan

(11, oo T Ty e ey TR J1y e - s Jrk)
pontokbél all, ahol

(il,...,ik)EC’Z,(jl,...,jn,k)EVk",xieR+,z’:O,l,...,k,k:O,l,...,n.

Az X (t) folyamat akkor van az (iy, ..., 21, .., Tk J1, - - -, Jn_k) allapotban, ha az
(i1,...,1) indextd jobok mar (xi,..., ;) ideje vannak a terminaloknal, és (ji,. .., jn_k)

a kozponti egységnél 1évé jobok indexe érkezési sorrendben.

A Kolmogorov-egyenletek levezetéséhez sziikségiink van tetszéleges (¢,t+ h) intervallum-
ban lejatszodd atmenetek vizsgalatara. Az atmeneti valoszintségeket a kovetkezd mdédon
adhatjuk meg 0 < n — k < r esetére.

P[X(t+h): (ilv"'aik‘;l‘l+h7"'7mk‘+h;j17"'ajn—k) |

X(t) :(il,...,ik;xl,...,xk;jl,...,jn,k)]

= (1~ (k) ) [T xl+h)+o<h>,

=1

PX (t+h)= (i1, . ,ig;x1+hy ooy + R g1, k) |

!

X ()= (i oo fo e g3 Tgs s Y sy T3 1 e Jeoet)]

 fi b L= F (b
_1—ank(y)111 =5 @ oW
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ahol (i},..., 70 -+ -,iy) az (i1, ..., ik, jn_) indexeket jeldli lexikografikus sorrendben, és
(z1,...,y,..., ;) a megfelels idoket.
Ha r < n — k < n akkor az atmeneti valoszintiségek a kovetkezk

P[X(t+h):(zlaaZkaxl_l_h?vxk_‘_hvjlv’]n—k) |

X(t) = (il,...,ik;l'l,...,.ﬁEk;jl,...,jn,k)]

eI E f’ﬁ;h) +o(h),

P[X(t+h):(z’l,...,ik;xl+h,...,xk+h;j1,...,jn_k) |

!’ / !

X (t) = (il,...,jn,k,---,ik;xh-..,y,-..,$;;j1,--.,jn—k—1>} =

fjnk - F; wl—l-h)
o H l +o(h),

]nk ll l)

Vezessiik be a kovetkez§ fiiggvényeket
QO;j1,..-,jn (t) =P (V (t) = 0; Bl (t) - jla s 7671 (t) = ]n) )
Qir vt eosini (T1,. 0 a5t) =
Pu(t)=Fkoa(t) =ir,...,o0 () =ik &y < 21,00, 6 < T

Bu(t) =Ju,. s Bk (1) = Jn—k) -
Legyen \; a kovetkezSképpen definialva: 1/)\; = E(7;).

5. Tétel. Hal/\; <oo,i=1,...,n, akkor az (X (t),t > 0) folyamatnak van egyértelmi
ergodikus ( staciondrius ) eloszldsa, amely fiiggetlen a kezdeti feltételektdl, azaz

Q0:jrrojn = tlgilo Qojy....in (1),

Qi ooivigt s (T -5 T) = B Qi iy gy (T, T3 1)
t—00

A tétel bizonyitasa Gnedenko—Kovalenko [23] konyvének 211. oldalan taldlhato tételbol
kovetkezik.

A tétel biztositja a kovetkezs hatarértékek létezését, és egyértelmiiségét
qil:”wik;jlw"»jnfk: (.T,'l, e ,SC]C) dl’l P dl‘l =

=PWw()=kai(t)=dn,...,o0 () =ig;z; <& <a+do, l=1,... K
Bl(t):jlu"')ﬂn—k(t):jn—k), k?:1,...,n

ahol iy ivijvogn_y (1, ., xg) jeloli az (i1,..., 021, ..., Tk J1, - - -5 Jnk) &llapotok st-
riiségfiiggvényét, ha t — oo. Feltessziik, hogy rogzitett k-ra az ergodikus eloszlasoknak
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létezik a strtiségfiiggvénye. Ehhez elegendd feltenni, hogy az Fj(x)-nek van stirtiségfiige-
vénye.
Vezessiik be a

Qiv,...ik351 Gk (5(]1, s 733147)

i (002 = G G ) T R )

un. normélt strtiségfiiggvényeket !

6. Tétel. A fenti normadlt striségfiigguények kielégitik a , integro-differencidl-
egyenleteket a , hatdrfeltételek mellett.

0 o 1"
(31) |:8_$1 + ...+ 8_IL‘]J i, iigif1sesiini (:L’l, e ,J,’k)
= —(n = k) 4Gir,igijrrgni (T15 - Tx) +
+ / qz"l,...,jjkk,...,z‘;;jl,...,jn,k,l (1317 oY, 7xk> Jin (y) dy,
0
(3-2) @il,...,ik;jl,...,jn,k ($1, oo 21, 0,4, ,ﬂﬁk) =

=K § : i, iy 1300415 ik3 01T r—k (Ih sy Ll=15 L4215 - - 71}7@)

i
Vj1 77777 Jn—k
l=1,...,k, 0<n—k<r
esetén,
0 91"
3.3 — 4ot = Giyoiriri Ty, ..., X)) =
( ) 81’1 axk U105k )15 In—k ( ? Y )
= —TUGiy . ipijroinp (T15 -y Ti) +
o
~ / ! /
+ / qillv"vj;l_k?“'vi;;jl7"'7jn—k—l (xl’ e ’y e ’xk)f]n <y)dy
0
(3-4) iy, iniflyein_k (»’171, oo, 0,240, . 79516) =
=K § : qil7~-~ail71§il+1:-~~77;k§j1a~--’jn—k (xlv s =1, Ti41s - - 71:/6) )
i
Vil dn1
l=1,...k, r<n—k<n-—1
esetén,
valamint
oo
Qs = [ Busiins W), () .
0

A | ] jelentése a bizonyitdsban szerepel, és

i

V;‘l’m,js = [(Z-bjla s 7js)7(jlail>j27' e 7js)7' c (jl?' e 7j577;l)] € ‘/Z.Ll,_l
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Bizonyitds: Mivel (X (t),t > 0) Markov-folyamat, ezért stirtségfiiggvényei kielégitik a
Kolgomorov-Chapman egyenleteket. Tekintsiik a folyamatot rovid A ideig. Ekkor a ko-
vetkez§ Osszefliggések igazak:

Qiv it ;g1 sdn—k (xl + h, e, T+ h) =

k
11— Fz xl + h)
= qil,...7ik;j1,,,,,jn7k (1'1, e, X ) (1 — H l +

=1
S1-F (@ + n [
— ’Ll l ~ ) / ,
+ H 1— + /q seeesdiy  poseeeslg i s eesdin— k1 (%, R TR ’xk> X
=1 )
i W) R
X”_—dy+0 h ’
1 o Fjjnfk ($l> ( )
irsevitiduesin= (1'1 + h’ EERELES + hv Oa Li+1 + ha ey, Tk + h) h =
k
1—F, (zs+h)
=ol(h R "
0( )+g 1—E-S(xs)
s#l

th Z iyl 1300415 s i3 Tk (551’ ey L1, L1y - - - wfk)

i
le <<<<< In—k

0<n—k<r, l=1,... k esetén.

Hasonléan
Giroositityon (X1 + Rs g+ h) =
1- z xl + h)
Gir ooiigidtogm (T15 -5 Tx) (1= 7pah) H L
=1 i (1)
k ’Ll xl + h/ !/ ! /
H 10 7]';_167...,1'5;@;]'1,...7jn_k_1 <$17 Y 7xk;> X
- 0
Fin () h
X —"————dy+o(h),
= F,, @) W

q’il""ﬂ:k;jl:"'vjnfk (xl + h? ct 71.171 + h/, O, xl+1 + h, e ,xk. + h) h =

+ H - _zs xs +)h) %

s;él

X,uh Z Qi17~~-7il—1iil+17~-~7ik§j17~~~,jn,k (:Ul, e L1, L1y e - - 7'7;]6)

)
v
VAREEED) In—k

0<n—k<r, Il=1,...,k esetén.
Végiil
Qojr..jn = Qoyjr,..j (1 —Tph) +
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o0

. fin (y) b
+0/an;31,-~-,371_1 (v) 1—F, (y) dy+o(h).

Ezekbdl az 6sszefliggésekbdl a tétel allitasat konnyen megkaphatjuk. A felirt 6sszefiiggések
k
bal oldalat J] (1 — F;, (z; + h))-val osztva, és figyelembe véve a normélt strtiségfiiggveény
=1

definiciojat, és h — 0 hatarértéket véve kapjuk a tétel allitasat.

A tétel egyenlGségeinek bal oldalan a parciélis differencialhanyados szokasos
jelolését hasznaltuk fel. Ezt altalaban nem tehetjiik meg, mivel a parcialis differencial-
hanyados létezését nem tettiik fel. Ezért hasznaltuk a [ |* jelolést. Valojaban [ ]* az
(1,1,...,1) € RF iranymenti derivaltat jelenti. A

[Q0i1jus Qi seinr ]

(i1, .,ik) €CF, (Giyoosdnk) EVY,, k=1,...,n

ergodikus eloszlas meghatéarozasdhoz meg kell oldani a({3.1))(3.3]) egyenleteket a (3.2])(3.4)
hatarfeltételek mellett. Legyen
Qo%j1,-~~7jn = Co,
Qi17...7ik;j17...,jn_k (mlﬂ A 7'Tk) = Ck? k = 17 ttt 7n‘

Ekkor behelyettesitéssel ellendrizhets, hogy kielégitik az (1), (3) egyenleteket a (2), (4)
hatéarfeltételek mellett, és ezek a ¢ értékek rekurzioval kifejezhetsk c, fiiggvényében.
Nevezetesen

cL = (r!r”’rfku”’k)flcn, 0<k<n-r,

cr = ((n — k)!u”’k)flcn, n—r<k<n.

Ezek az egyenletek teljesen leirjak a rendszer mitikodését.

Jelolje Qiy ... ipir...jn_, aNNak a staciondrius valoszintiségét, hogy a terminaloknal az (iq, . . ., i)
indext jobok vannak, és a kozponti egységnél 1év6 jobok indexei érkezési sorrendben
(41, - -+, Jn—k). Tovabba Q;, . ;, jelolje annak a stacionarius valoszintségét, hogy az (i1, . . . , i)

indext jobok tartézkodnak a terminaloknal.
Ezek utédn konnyen igazolhato, hogy

-1
Qo = O i) e k=1,
A cj-ra kapott Osszefliggést felhasznéalva kapjuk, hogy
Qil”"’ik - (n - k>‘ (T!Tn_r_k:un_k)\iu ceey )\ik)_lcnu

(11,...,1x) € CF, k=0,1,...,n—r.

Hasonléan

o —1
Qil,...,ik = (lun kAil’ R >\7'k) C”’

(i1,...,0,) €CY,  k=n—r,...,n.
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Jelolje Qr és P, annak a stacionérius valoszintiségét, hogy a terminéaloknal k, illetve a
kozponti egységeknél [ job tartozkodik. Ekkor vildgos, hogy

Qir,oin = Q1,0 = Qn,

~

Qk:Pn—ka k‘ZO,...,n.

Konnyen belathato, hogy
Cn:Qn()\la"w)\n)v

Qk = Z Qi1,...,ik7

(il,...,z’k)ec,?

ahol Qn a Yy, Qk = 1 normalizél6 feltételébdl hatarozhaté meg.
k=0

Homogén esetben a kovetkez6 eredményekhez jutunk

A n! AN\
" (2} Q. hao<k<n-r
@ T!k!r”—k_’"(u) @ @ r=f=nTT

n A nka
k:()(_) Qn, han—r<k<n.
k) \n

. n\ /AN
Pk:<)(—) P, ha 0<Ek<r,
k) \u

A n! AN\
Pk:W(E) Po, ha Tﬁkgn

Ezek az eredmények megegyeznek az < M/M/r/n/n > modell stacionarius valoszint-
ségeire kapott képletekkel. Lathato, hogy ezek az Fj(z) eloszlasfiiggvény alakjatol nem

fiiggnek, csak az 1/\; varhato értékektol.
]

QO

Ezért

Rendszerjellemz&k

o A termindlok kihaszndltsdaga

Jelolje Q) annak a stacionarius valoszintiségét, hogy az i-edik job a terminalnal

tartozkodik, vagyis
QU =>"" > Q.

k=1 i€ (i1,....i ) ECP

Nyilvanvaloan az i-edik terminal kihasznaltsaga

Ui = QW)



o A CPU-k kihaszndltsaga
Az eddigiekhez hasonldan egy konkrét CPU kihasznaltsédga

UCPU:%<Z]€1EA)}C+T‘ Z pk> =
k=1

k=r+1

)

=<3

ahol 7 a foglalt CPU-k atlagos szamat jeloli. Igy a CPU-k 6sszkihasznéltsaga 7.

e dtlagos vdrakozdsi és tartozkoddasi iddk

QD = (1/\) (/N + Wi+ 1/p)

Igy az i-edik job atlagos varakozasi ideje:

Az i-edik job kézponti egységnél eltoltott atlagos T; ideje ( varakozassal és kiszol-
galassal eltoltott id6 )

Mivel

ahol N jeloli a kozponti egységnél levs jobok atlagos szaméat, megkapjuk a
G/M/r/n/n/FIFO > modellre vonatkoz6 Little-formulat

an MTQW = N.
=1

sz 2

1-edik gép kihasznaltsagat, W;,T; az i-edik gép varakozasi ill. rossz allapotban valo atla-
gos tartdzkodasi idejét adja.

A modell tovabb altalanosithat6 oly modon, hogy pl. a kiszolgalasi intenzitasok fliggnek
a rendszer allapotatol, lasd Sztrik [64, [65].
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II. rész

Feladatgytijtemény
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4. fejezet

Végtelen-forrasi rendszerek

1. Feladat. Oldjuk meg a

APy = pby
A+ p)P, = AP,y + pPri1,n > 1

egyenletrendszert differencia-egyenletek segitségével!

Megoldds:
Lathato, hogy az iménti egyenlet atirhato a

AP, 1 — A+ )P+ puPri1=0n=12...

forméaba, amely tekinthets egy konstans egytitthatos masodrendi differencia-egyenletnek.
Ennek altalanos megoldésa

P, =czl +cry,n=12 ...

ahol x1, ro megoldésa a
pr? — A+ )z +A=0

egyenletnek. Konnyen kiszédmithato, hogy x1 = 1,29 = p és igy
P,=c4+co",n=12....

Azonban Py = oFy, igy mivel > 7 (P, =1,c1=0ésco=FP=1—p.
| ]

2. Feladat. M/M/1 rendszer esetén a staciondrius dllapotegyenletek segitségével hatd-
rozzuk meg a rendszerben tartozkodo igények generdtorfiigguényét, majd ebbdl az eloszldst!

Megoldds:

Kiindulva a

APy = pb
A+ )P, =P+ pPrpr,n>1
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egyenletekbdl st tényezével megszorozva majd az egyenleteket dsszeadva kapjuk, hogy

MG (8) + uG(s) — Py = AsG(s) + gGN( 5) — EPO,
Ebb]
o (30901 (1)) =u (1~ V)
oaapfi-2) w0 ) o
Gls) = —E P

Mivel Gy(1) = 1, ezért

Vagyis

ami éppen az (1 — p) paramétertd modositott geometriai eloszlas generatorfiiggvénye, amit
konnytd ellendrizni, hiszen

P(N=k)=(1-00d k=0,...

esetén
o

l-o
1—3g‘

sk 1—0)o
k=0
[

3. Feladat. Hatdrozzuk meg most Gg(s)-t is!
Megoldds:
Nyilvan

Gal) = (Po+ PO+ 381 = Ryt YR = 1= 0 30k

k=2

—1—Q+QZ (1—0)' =1— 0+ 0Gn(s) =1 - o(1 - Gn(5)).

Ellenérzésképpen

G1) = 0Gly(1) =

4. Feladat. M/M/1 esetben hatdrozzuk meg a T és W Laplace-transzformdaltjat!
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Megoldds:
Konnyt l1atni, hogy

Ly(s) = i(ﬂi8>k+lgk(1 —0)=(1- Q)ﬂisg;(ﬂlfs)k

k=0
(1— gt 1 (gt pt+s  p(l-o)

a— — ’
Qu%—sl—ﬁ% Q/H—s,u(l—g)—l—s u(l—o)+s

amit vartunk, hiszen T p(1 — o) paramétertii exponencialis eloszlast kovet.

L (s) Ii(ﬂis)ka’“(l—@) - 1—@+g(uis)k9k(1—e)

k=0

op(1 — o)
— 1 _ + ,
o) s
ami lathatéan nem més, mint
LT(S)
K
pts
hiszen "
L =1L :
7(5) W(S),u TS
Szamolas utjan is megmutathato, hogy
1t s p(l—0) p+s u(1— o)
Lw(s) = Lp(s = =l—-o+0—F——".
wls) = Lr(s) po p(l=o0)+s p nw(l—o) +s
Ebb6l T és W ellenérzésképpen kiszamithato.
1
L:(0) = —————,
r(0) p(l— o)
Liyg(0) = 0L (0) = —— .
u(l = o)
igy .
= T 0
T = W = ,
u(l— o) n(l—o)

amit kordbban is kaptunk.
]

5. Feladat. Mutassuk meg, hogy eqy M /M /1/K -rendszer esetén

lim N(K)=

1
K—oo ]_—p7 p<
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Megoldds:
Koézismert, hogy p < 1 esetén

. K
" =0
— _ K K+1
Mivel N = (1 ((fi :)1()10_;([3) , ezért elegendd megmutatni, hogy
li K=o.
i, Kol =0

Ezt a L’Hospital-szabély alkalmazéaséval bizonyitjuk be.

. K '9)
llm _K = —
K—oo p_ o0
1 K
I}gréo p__K - [%E’)IC]-)O —Inpp=K - —plnp =0

6. Feladat. Mutassuk meg, hogy eqy M /M /1)K -rendszer esetén az

K

1 ()

L(S)Z /LPO pts
4 1—Px p—A+s

Laplace-transzformdltra igaz, hogy Ly (0) = 1/

Megoldds:
Py 1—p¥ Py 1—p%
—Px p—A 1=-Pg 1=p
B 1_11)_—1(p+l 1—pk
= -
1-668 1-p
_ 1_p . 1_pK+1 1_pK
1— pK+1 1 — pK+1 — pK 4 pK+1 1 — )
=1
]

7. Feladat. M/M/1/K rendszer esetén a Laplace-transzformdlt segitségével hatdrozzuk
meg a T-t!

Megoldds:




képletbdl kiindulva

s\ —(K+1) K
L [ A= (1 (2)")
T(S) 1_PK (M_)\+S)2
K+1 (1 K
sy = 20 (2 oy e
! 1 — P (b —A)?
i (o (5)
— KoK+ (2 1) 4+ K _q
N =P =—p2 "7 b g
1 pPo(Kp™ — Kpf+! 4 p% — 1)
A(l = Pg) (1= p)?
1 pR((K+1)p" — Kpftt —1)
A(l = Pg) (1—p)?
B N
A1 - Py)’
vagyis
_ N
T—_ "
A1 — Pg)’

amit korabban kaptunk.
Hosszadalmasabb szamolassal a magasabb momentumok is megadhatok.
]

8. Feladat. Tekintsiink egy 2 csomopontbol allo zdrt sorbandlldsi hdlozatot, amelyben K

//////

méteri exponencidlis eloszldasu valosziniségi valtozok. Hatdrozzuk meg mindkét helyben a
rendszer jellemzdit!

Megoldds:

Konnyt észrevenni, hogy a két csomoépont teljesen hasonloan mikodik és tekinthetd
M/M/1/K tipusu sorbanéallasi rendszernek. Ennek megfelel6en szamithatok ki a rend-
szerjellemzdk py = Z—; illetve p; = ﬁ paraméterekkel.

Az is lathato, hogy

Us(D)p1 = Us(2)pa,

ahol Us(i), ¢ = 1,2 a csomopont kiszolgalo egységének a kihasznaltséga.
]

9. Feladat. M /M /n/n esetén hatdrozzuk meg a generdtorfiggvényt!
Megoldds:

- i - (Sg)kefsgpoesg — 679(173) Q(n7 SQ)
k! K Q(n, 0)



Ellenérzésképpen szamitsuk ki 7' — ¢!
N = G\ (1), ezért

/ — —o(1—s) Q(na QS) __—o(1—s) QP(n, QS)
Gy (s) = e —Q(n, ) e —Q(n, R
Igy
Gv(1) = 0 — 0B(n, 0) = o(1 — B(n, 0)),

amit mar megmutattunk.
]

10. Feladat. Hatdrozzuk meg az M/M/n/n rendszernél D*(N)-t!

Megoldds:
D?*(N) = E(N?) — (E(N))? miatt el6szor az E(N?)-t szamitjuk ki.

N2):ik2Pk:i(k(k—1+kPk Zk: —1Pk+ZkPk
k=1

-2

n k .
Z Y Z
k=2

=0

=0*(1— P, — P,_q) +E(N) = ¢° (1 — P, (1 + E)) + E(N).
Mivel E(N) = o(1 — B(n, 0)), ezért

D*(N) = ¢*(1 — B(n, 0)(1 + %)) — (o1 = B(n, 0)))> + E(N)

+n

— (1= B(n,0)(“=2)) = (o(1 = B(n, 0)))* + E(N)

= 0> — 0°B(n, 0) —noB(n, g) — 0> — ¢’ B*(n, 0) + 20°B(n, 0) + E(N)
= E(N) + ¢°B(n, 0) — noB(n, 0) — ¢°B*(n, 0)

=E(N) — 0B(n, 0)(n — o(1 — B(n, 0)))

=E(N) — ¢B(n,0)(n — E(N)).

11. Feladat. Mutassuk meg, hogy B(m,a) mindig monoton csikkend sorozat és hatdr-
értéke 0!

Megoldds:
aB(m —1,a) a
B = < —
(m, ) m+aB(m—1,a) m’

ezért m novekedésével 0-hoz tart. A monoton csokkenés azzal ekvivalens, hogy

B(m,a) — B(m —1,a) < 0,Vm-re
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vagyis
aB(m —1,a)
m+aB(m —1,a)
B(m —1,a)(a —m —aB(m —1,a))
m+aB(m —1,a)
a—m—aB(m—1,a) <0

B(m—1,a) > 2~
a

—B(m—1,a) <0

<0

ami automatikusan teljestil, ha a < m. Ugyanakkor 1 > B(m—1,a) > 0 miatt 1 > % >0,
melybdl a > m,m > 0, vagyis 0 < m < a adodik. Ez egyiitt az jelenti, hogy Ym-re B(m,a)
monoton csokkend sorozat, ami varhato volt, hiszen ha a kiszolgalok szamat noveljiik, ak-
kor az igényvesztés valoszintiségének csokkeni kell.

]

12. Feladat. Keressiink a C(m,a)-formuldra rekurziot!

Megoldds:
Legyen a = 3, ekkor a
B(m,a)
C(m,a) = ’
= TR B a)
segitségével C'(m, a)-ra rekurziot tudunk felirni, hiszen B(m, a)-ra is van. Ezért az eljaras
az lesz, hogy megmutatjuk, hogy B(m—1,a) hogyan fejezhets ki C(m—1, a) segitségével,
majd a

aB(m —1,a)
m+aB(m —1,a)
rekurzioba behelyettesitve kapjuk meg a kivant formulat. Fejezziik ki el6szor B(m, a)-t
C(m,a) segitségével, vagyis

B(m,a) =

mB(m,a)

Clm,a) = —— a(l — B(m,a))

(m —a)C(m,a)

m — aC(m,a)

C(m,a)(m —a) + C(m,a)aB(m,a) = mB(m,a) azaz B(m,a) =

)

ami pozitiv mert m > a az M /M /m rendszer stabilitasa miatt, és azt mutatja, hogy
B(m,a) < C(m,a),

ami varhato volt a probléma jellegébdl adodoan. Ezért

(m—1—-a)C(m—1,a)

m—1—aC(m—1,a) ’

és m — 1 > a kell, hogy legyen! ElSszor C(m,a)-t kifejezziik B(m — 1,a) segitségével,
majd elvégezziik a behelyettesitést. Ezért

B(m —1,a) =

aB(BzT(Lfl,a) )TTL amBB(?Lfl,a))
m+aB(m—1,a - m+aB(m—1,a
C(m’ a) - 1 aB(m—1,a) o m+aB(m—1,a)—aB(m—1,a)
m = CL( - m+aB(m71,a)) m = CL( m+aB(m—1,a) )
aB(m —1,a) B aB(m —1,a)

:m—l—aB(m—l,a)—a_m—a(l—B(m—l,a))'
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Ide behelyettesitjiikk a C'(m — 1, a)-t. Irjuk fel egyszertibben a szamlalot és a nevezot.
(m—1—a)C(m—1,a)
m—1—aC(m—1,a)
(m—1—a)C(m—1,a)
m—1—aC(m—1,a) )
m—1—aC(m—1,a) — (m—1)C(m —1,a) +aC(m — 1, a)
m—1—aC(m—1,a)
(m—1)(1—-C(m—1,a))
m—1—aC(m—1,a)
m(m — 1) —maC(m —1,a) —a(m —1)(1 = C(m — 1,a))
m—1—aC(m—1,a)
m(m—1)—a(m—1) —aC(m —1,a)
m—1—aC(m—1,a)
(m—1)(m —a) —aC(m —1,a)
m—1—aC(m—1,a) '

SZ =a

N:m—a<1—

=m-—a

=m—a

Bzért
a(m—1—a)C(m—1,a)

(m—1)(m —a) —aC(m —1,a)’

és C(1) = a kezddértékbdl kiindulva a varakozas valoszintségét rekurzive meghataroz-
hatjuk. Ez azért fontos, mert a rendszerjellemzdk ettsl a mennyiségtdl fiiggnek. Lathato,
hogy

C(m,a) =

alm—1—-a)C(m —1,a)
(m—1)(m—a)—a

C(m,a) <

ezért megmutatjuk, hogy
alm—1-—a)

(m—1)(m —a)a <L

melybdl
C(m,a) < C(m —1,a),
ami varhato volt.
am—1—a)<(m—1)(m—a)—a
m*—m-—ma+a—a—am+a+a*>0
m?> — (1 +2a)m+a+a* >0

1+ 2a £ /(14 2a)? —4(a®>+ a)

miyo = 9

1+ 2a++1+4a? + 4a — 4a2 — 4a
migo = 9

1+2a+1
M=y

vagyis ha m > a + 1 akkor a parabola értékei pozitivak, ami teljesiil hiszen m —1 > a a
stabilitas feltétele volt. Konnyt latni, hogy a

C(m,a) =




osszefiiggésbdl lim,, o, C(m,a) = 0, ami varhato volt. Ezt kozvetleniil a

m

0" m
C = — P
(m.0) = 25— Ry(m)
képletbdl is lathatjuk, hiszen
lim Py(m)=e"¢ lim g._m _ 0,
m—o0 m—oo m!m — o

ami szintén varhato volt, hiszen a végtelen kiszolgalos rendszerekben nincs igényvesztés.
]

13. Feladat. Ellendrizziik, hogy az M/M /r-rendszerre kapott eloszlasfiggvény az r = 1
esetben az M /M /1 esetben megismert dsszefiiggést adja!

Megoldds:
1 — e Hr=1-0) 1 — ekex
P(T>z)=e" <1 + C(n, o) ) =e M (1 +o0 )
r—1—op —
=e M1 —1+et) = e H1-0)z
Igy
Fr(z) =1 — e ri-oz,
n

14. Feladat. Mutassuk meg, hogy az M /G /1 rendszer esetén lirri Gn(z) =1/
2=

Megoldds:

. . z—1 0
iy Gv(2) = lim (1 = p) Ls(A = A2) - — Ls(A—Xz) 0

ezért alkalmazzuk a L’Hospital szabalyt. Konnyt latni, hogy

y -1 1 1
oz — Ls(A—Az) sl L+ ALG(A—Az)  1—p

és ebbdl

1 1—
lim G (z) = lirr% (1—p)Ls(A—Az) - lim - = i

= =1.
z—1 z Z—00 Z — Ls()\ — )\Z) 1— P

15. Feladat. Mutassuk meg, hogyha eqy M /G /1-rendszer esetében R a hdtramaradt ki-
1—Lg(t) /
tE(S)

szolgdlasi idét jeloli, akkor Lg(t) =
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Megoldds:

Ellendrizziik a Pm Lg(t) = 1 hatarértéket! Lathato, hogy

—0
) . 1—Lg(t) 0
i Le(t) = lim —pre™ = 5
ezért L'Hospital-szabalyt alkalmazunk. Igy
: o —Ls@)  E(S)
i Le(t) = 5oy = gg) ~ &

16. Feladat. Az Ly(t) segitségével mutassuk meg, hogy ha S € Exp(p),
akkor R € Exp(p)!

Megoldds:

C1-Ls(t) _1-pm g

igy R € Exp(p).

17. Feladat. Az M/G/1-re vonatkozoé formuldkbol M /M /1 rendszerre szarmaztassuk a
megfeleld formuldkat!

Megoldds:

Ebben az esetben i

:m’

ezért a tartdozkodasi id6 Laplace-transzformaéltja

Ls(t)
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t(1—p)
Lr(®) = Ls () 35550
po td—p)

= i
,Lb+tt—)\+m

_m t1—p)(p+1)

At put 12— A — M+ A\

o tp=A) p=A p(—p)

tt+p—A) t+p—XA pl—p +t
vagyis T € Exp(u(l — p)), mint lattuk.

Y

A rendszerben tartozkodo igények generéatorfiiggvénye

(1= p)(1-2)

Ls(A—=Xz) —z

e (-p0-2)
A=Xetp s A

_ Iz (A =p)A=2) A=Az +p)
A= Az+p W= Az 4+ A22 — pz

p(l—p)(1—2) p(l—p)  1-—p

Gn(2) = Ls(A — A2)

Tu(l—z) = Xz(l—2) p—rz  1-pz
mint lattuk az M/M/1 esetben.

Az atlagos varakozasi és tartozkodasi idsk

W_pE(S).l%—C’g_ p1+1 p
l—p 2 p(l=p) 2 pl—p)
_ 1 1 p 1
T:W+—:—<—+1) =—
po p\l=p u(1—p)

Most vizsgaljuk meg a szoérasnégyzeteket!

., AE(S?) p \2 AL
EW2:2W2+—:2( po_n
(W7) =2) 3(1=p) (1= p) 3(1=p)
p? N 2\ 2pp° + 201 —p)
p(1=p)*  p*(l—p) (1 — p)?
U DpH20-20p  2)
(1= p)? P (1= p)*

=2

igy

2 _ 2 _ P ’
D) = (1 = p)? (u(l - p))
2\ —pp* 20 =Xp _ (2—p)p

A —p2 A2 21— p)?
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mint lattuk. Tovabba

D*(T) = D*(W) + D*(S) = % + (i)

20— p*+1-2p+p* 1 _( 1 )2
11— p)? Al —=p)? \p(l-p))

D) = NE(S3) [ XE(S2)\> A3 — 2p)E(S2?) ol p)
31-p) \2(1-p) 2(1-p)
23 )P% CONBE-2p)2 1oy
= + + +p(1 —
3(1— ») —9) 21—p) TP
p P*(3—=2p)
+<1 p) T, +p(1 = p)
4
2p° p*(3 = 2p) 3
1_p+(1_p) T, tr=p)
_ 2 =p)+ (1= p)B=2p)  p(L=p)
(1—p)? (1—p)?
20 = 2p" + p* +3p* = 2p° = 3p° + 2p* + p+ 3p® = 3p* — p*
(1—p)?
_p
(1—p)*
mint lattuk kordbban.
Végiil
D2(Q) = ME(S?) . (A?E(S?))Z . A2E(52)
3(1=p)  \2(1-p) 2(1=p)
\33! 22 \?2 A22
_ 03 n 2 i 2
3(1—p) (2(1—p)) 2(1—-p)
2 2 =p)p ()
l—p (1=p? 1-p (1—p)?
20 =204 42— PP pt PPt p—pP)
(1—p)? (1—p)? (1—=p)?

Ezekre az ellenérzésekre azért van sziikség, hogy kideriiljon egyszert esetekben a bonyo-
lult formulédk egyszerd eredményt adnak-e.
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18. Feladat. A
1—2

Rl v s

transzformdlt egyenlet alapjdn hatdrozzuk meg N-t!

GN(Z) = Ls(/\ - /\2)(1 —

Megoldds:

Jol ismert, hogy N = G'y(1), ezért ki kell szamolnunk a jobb oldal derivaltjit, amiben
az W tényez$ z = 1 helyen hatarozatlan értéket ad, ezért alkalmazni fogjuk a
L’Hospital-szabalyt. Vezessiik be az

LS</\ — )\Z) —
fe) = =
fliggvényt!
Igy lathato, hogy
L5(>\ — )\Z)
Ln(z) = (1= 0) =50

Az

0 k k
Ls(A—Az) =1+ Z ES)/\—)\z)k

sorfejtést felhasznalva, vegylik észre, hogy

- 'ﬂE Sk)

1+Z

(A= A2)F —
f(z) =

1—=z2

=1— \E(S) +)\2E<52)<+2)+

fgy f(1) =1—pes f/(1) = —XEE.

Ezek utéan
I (2) = (1= ) f(H) LA = Az)(=A) = Ls(A = Az) - ['(2)
Y (f(2))?
és ebbdl
~ v (1= p) F(DAE(S)
N=6Gxll) (1 —p)?
C1=p) (- pp+ 2R
- (1—p)p
_ NE(S?) pP 1+ C3
P 2(1—p) 1l—p 2
amit mas uton mar megkaptunk.
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19. Feladat. Az Ly (s) = —U=L_ segitségével hatdrozzuk meg D*(W)-t!

s—A+ALg(s)
Megolddas:
Legyen
f(s) = s—A +S)\LS(3)’
ami sorba fejtve tovabb egyenld
A A B A A E(SY)
=1-\E(S) + )\E(SQ)S — AE(SS)&
2 3!
Ezért
AE(S? AE(S? AE(S*
f(s) = (2 )—2 3<! >s+3 4(! )32+...,
3 . 4
f(2)(3) — _2)‘]2('5 ) + 3 2);5:(5 )s+
Ebbdl
by 2
(o) =220
AE(S3

(o) = -5

Ezek utén lathato, hogy
_1=0
=)
miatt
ey f'(s)
LW(S) - _<1 - p) (f(S))Q’
" f(s)(f(s))* = 2£(s)(f'(s))?

Ebbdél

F0) (1= p)EE

CAE(SY)  pE(S) 1+C3

201—p) 1-—p 2
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hasonléan

Ebbdl

AE(S?)
3(1—p)
| ME(S?)
3(1—p)

— (E(W))*

Ezek utan

D*(T) = D*(W + S) = D*(W) + D*(S).

20. Feladat. A Laplace-transzformdlt segitségével mutassuk meg, hogy

E(skJrl)
E(RF) = —— 2 |
(F) (k+ DE(S)
Megoldds:
Mint mar lattuk
1-— Ls(S)
L f—
w(s) SE(S)

és az is kozismert, hogy

Hasonloan Lg(s)-re, kapjuk




Ezért

—~ Kk sE(S)
1+Z k, )
_ k=1
SE(S)
= (—1FE S’““) = (=1)* E(Sk+1) ,
s k:+1'IE ¢ _H; (k4 DES)
Ebbé]
Sk+1)
E(R* ( k=1,2
(F°) (k + 1)E(S) o
]

21. Feladat. Hatdrozzuk meqg eqy kiszolgdaldsi idd alatt érkezd igények szdamdnak az el-
oszldsat M /G /1 esetén!

Megoldds:
A teljes valoszintiség tétele alapjan

Pwa(S) = k) = /0 h (A/j!) e folz) da

Generatorfliggvénye

GVA(S)(Z)ZZ/O O\x) M fs(x diﬁ_/ m e fs(x) dx

- /ooo e fo(w) dr = / ( ) fs(w) de = Ls(A(1 = 2)).

0

142



5. fejezet

Véges-forrasu rendszerek

22. Feladat. Ha P(k,\) = k,e és Q(k,\) = SF 0 )‘, e, akkor bizonyitjuk be a ko-

vetkezd fontos dsszeftiggést!
k
> Pk —j,a1)Q(j az) = Q(k, ay + ap).
7=0

Megoldds: Jol ismert, hogy

ezért,

. . allcij - )

> Plhi=5,0)QUa2) = ) e > e

§=0 J=0 J =0

k k—j 00 ,j %) k %) k
aq —a1 / Y —y . / (y + Cll) —(a1+y) . / t —t _
—e e Vdy = e dy = —e tdt = Q(k,a1+as),

jzz(; (k - j)' ao ]' ag k' al1+as k'

ahol az intergalasnal a ¢ = y + a; helyettesitést vettiik.
]

23. Feladat. A Laplace-transzformdlt segitségével az M/M/1/n/n rendszernél hatdroz-
zuk meg a tartozkoddsi idd vdrhato értékét!

Megoldds: Jol ismert, hogy T = —L/.(0), ezért kiszamithatjuk L/.(0)-t.
n o n+s !
( K > egQ (n—1,55)
pts)  Qn-15)

() S ) g
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Ly(s) =




Igy

, 1 n 1
Li(o) = ==+ 5= 1B (n— 1%) = =2+ SUsln = 1),
ebbdl
— n  Us(n—1)
T(n) = — —
(n) . )\
Mivel
— 1 —
T(n) = ;(N(n—1)+1)
:l(n—l—US(n_D—i—l)
" p
~n_ Us(n—-1)
= N

igy ugyanazt az eredményt kaptuk. A T'(n) magasabb momentumait is ki tudjuk szamitani
és tovabbi jellemzsk adhatok meg.

Analég médon W (n) momentumai is meghatarozhatok.

]

24. Feladat. A sdriségfiigguény segitségével az M /M /1/n/n rendszernél hatdrozzuk meg
a tartozkoddsi 1dd vdarhato értékét, vagyis T-t!

Megoldds:
2 = E
A
_ 1 r (px+2)"t _
T — (hz+z) 4
Q(n—l,z)/ML (n—1)! v
0
o0 n—1
e ? (qu)k anlfk L
— zd
Q(n—l,z)/xuko k! (n—l—k;)!e v
9 —
—z n—1 n—1—k k
‘ : (w)* _,
Q(n—1,z)z(n—1—k)!/“’“ e
k=0 s
B e~ % nzi Zn—l—k ‘ k41
Qn—L2) 2 n—1-k n
1 n—1 Zn—1-k . e~ ?
(n—1—k)!
= — k+1
lj’k;:o( )Q(n—l,z)
n—1
1 k+1 1 —
= = Pi(n—1)=—(N(n—1)+1)
Hi— M K

;;;;;;

hogy a fellépd Erlang eloszlasnal 1-el kisebb fazist vesziink és az 0sszegzés 1-t61 indul.
]
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25. Feladat. Hatdrozzuk meg az M/M/1/n/n rendszernél a D*(N)-t!

Megoldds: Jeloljiik F-el a forrasban tartozkodé igények szamat. Igy F 4+ N = n, ezért
D?(N) = D*(F).

Tudjuk azonban, hogy F eloszlasa a z = 1 forgalmi intenzitdsa M/M/n/n rendszer
eloszlasaval egyezik meg. Ezért az ott kapott képlet alapjan

0= (1-(0)) 35 (1) (o5 (-5(+1)))
:%_1_;]3(”_@)_

Ha a forréasszamot is jeldlni szeretnénk, akkor

]D)Z(N<n)) _ Us;n) . I— Zs(n) (TL - @) )

Ez lehet6séget ad arra, hogy meghatarozzuk D?(T'(n))-t és D*(W(n))-t. Mivel W (n) te-
kinthet6 egy véletlen tagszamu Osszegnek, ahol az Gsszeadandok a p paramétert expo-
nencialis eloszlasu kiszolgalasi iddk, a szamlalé folyamat pedig az érkezési pillanatban a
rendszerben tartézkodo igények széma, melyet Nf(‘n)—nel jeloliink, ezért

DA () = BVYY) - o + DAV
= N(n-—1) % + %DQ(N(n - 1))
_ %(W(n ~ 1)+ DA(N(n - 1)),
ahol
N(n—1)=n—1- US(”p_ 2
DA(N(n—1)) = US(np_ o Us/()n - (n - US(np_ 1)> '

Hasonlé modon, mivel T'(n) = W(n) + S, igy
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