Integralkozelitések.

Az

hatarozott integrélt szeretnénk kiszamitani, ahol f : [a, b] — R.

Miért lehet sziikség integralkozelitésre?

> f nem elemien integralhaté

> f primitiv fliggvényének felirasa bonyolult

> nagyszamu integral kiszadmitdsara van sziikségiink

> f nem explicit képlettel adott, csak bizonyos pontokban
ismerjik az értékét



Az I(f) kozelitését

alakban keressiik, ahol

X1,-..,Xn a kozelités alappontjai, (x; € [a, b]),
ai,...,an sulyok (melyek az f fliiggvénytél nem fliggnek).
Zn(f): kvadrataraképlet (szabad paraméterei: n, xi, ..., Xp,

ai,...,an)



Interpolaciés kvadraturaképletek.

Tfh adottak az xi, ..., x, alappontok.
Kozelitsiik f-et az xi, ..., x,-re tdmaszkodd Lagrange
polinomjaval:

f(x) = Lp—1(x).



A kvadraturaképlet hibaja.

Ha f n-szer folyt. diff.hatd, akkor

(n)
f(x)=Lh—1(x) + f n!(g)w,,(x),

igy

2 £(n)
I(f):In(f)—I—/f n!(g)

a

wn(x)dx

(ahol ¢ fugg x-tél!)



1. Egyszer( érintoképlet.

_ .__ atb
n =1, azaz 1 alappont adott, x; := #5°.
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A képlet pontos minden legfeljebb elséfokid polinom esetén.



(a+b)/2




Az egyszerii érintoképlet hibaja.
Ha f kétszer folyt.diff.hatd, akkor

(b—a)®
24

I(f) — () = F(€),

ahol ¢ € [a, b].



2. Egyszerii trapéz-képlet.

n =2, azaz 2 alappont adott: x; = a, xo = b.




I(f) =

b2 (f(a) + £(b)) |

A képlet pontos minden legfeljebb elséfokd polinom esetén.



Az egyszerii trapéz-képlet hibaja.
Ha f kétszer folyt.diff.hatd, akkor

(b—a)°

I(F) - To(f) =~

f‘//(é—)7

ahol ¢ € [a, b].



Egyszerii Simpson-képlet.

n =3, azaz 3 alappont adott: x1 = a, xo = 252, x3 = b.

(a+b)/2 b




Ekkor f(x) =~ La(x), és

Ta(f) = bg 2 <f(a) +4f (a; b> + f(b)>

A képlet pontos minden legfeljebb harmadfoki polinom esetén.

Az egyszerii Simpson-képlet hibaja.
Ha f négyszer folyt.diff.hatd, akkor

(b—a)°

I(F) = To(F) = — e

F0(e),

ahol ¢ € [a, b].



Osszetett képletek.

Osszuk fel az [a, b] intervallumot m egyforma hossziségu
részintervallumra:

a=xp<x1<--<xp=b,

b—a

h:= =x;—Xxi_1, I=1,...,m.

m

Minden részintervallumon alkalmazzuk ugyanazt az egyszerii
képletet.



Osszetett érintéképlet.




Osszetett érintoképlet.

Imx1(f):h[f <X0+/27> +f<x1+l27> +...f<xm_1+l27>]

13 (54 2)

i=0

Az Osszetett érintoképlet hibaja.
(b—a)°
|I(f) —Imxl(f)| < WM%
ahol My = max |f"(x)]

x€[a,b]



Osszetett trapéz-képlet.

Imx2(f) = g [f(x0) +2f(x1) + 2f(x2) + - -+ + 2f (Xm—1) + F(xm)]
=h r(;@) + f(xa)+f(x)+ -+ F(xma1) + f(;m)] )

m—1
Imxo(f) = h [f(zxo) + ; f(xi) + flx

Az Osszetett trapéz-képlet hibaja.

(b—ay
T(f) — Tmxo(f)] < Mo,
2(F) = Zocal)] < 235 Mo

ahol My = max_|f"(x)|
x€|a,b]



Osszetett Simpson-képlet.

h h h
Imx3 = 3 [f(x0)+4f <x0+2> + 2f(x1) + 4f <x1+ 2> +...

+2f (Xm—1) + 4f <xm_1 + Z) + f(xm)] :

azaz

Im><3 =

ol >

[ X0 +4Zf(x, >+2mzlfx, —l—f(xm)]

i=1
Az Gsszetett Simpson-képlet hibaja.

(b—a)°
2880m*

Z(f) = Zmxs(f)| <

ahol My = max |f(¥)(x)|

x€[a,b]



1. Példa. Kozelitsiik

5.2
/ In xdx
4

értékét osszetett trapéz-képlettel ligy, hogy az intervallumot 6
részintervallumra osztjuk! Becslljik meg a kozelités hibdjat!

m=6 h=(b—a)/m=0.2
X0 = 4-, X1 = 4.2, Xo = 4.4,
x3 =46, x4 =48, x5 =5, x§ =5.2

In 4 In5.2
I6X2:0.2<nz+|n4.2+|n4.4+~~+|n5+ n2 )

= 1.82765.



A kézelités hibdja:

(b—a)°

|Z_Im><2| < W

M25

ahol My = max _|f"(x)|.

x€[a,b]
Esetiinkben f(x) =Inx, f/(x) = L, f(x) = —%, My = %,

123 1
|Z — Zexa| <

% . = =10.00025.
< o 7 = 000025



2. Példa. Kozelitsiik

5.2
/ In xdx
4

értékét Osszetett Simpson-képlettel gy, hogy az intervallumot 3
részintervallumra osztjuk! Becsiiljik meg a kozelités hibajat!

m=3, h=(b—a)/m=04
xXo=4,x1=4.4, xp =48, x3 =5.2

0.4
6
= 1.82785.

T3x3 = (IN4+4In42+2In44+---+4In5+1Inb.2)



A kozelités hibdja:

(b—a)°
_ < XN T
T Zms| < oggg i Mo
ahol My = max |f(*)(x)].
x€|[a,b]
Esetlinkben f”(x) = % f(4)(x) — _%, M, = 4% — %,
1.2% 3
|Z — I3x3] < = 0.00000025.

~ 288034 128



3. Példa. Kozelitsiik

w/4
/ In(cos x)dx
0

értékét osszetett trapéz-képlettel tgy, hogy a hiba kisebb legyen,
mint 0.5 1072

(b—a)°
L —Thxo| < —5 Mo,
| <2l S e Me
Itt £(x) = In(cos x), f/(x) = — 20X = —tanx

f(x) = ——L—, tehdt My = 2.

cos2 x'




(b—a)3 _<7T)3 1
o "=\7) o2

m értékét ugy hatdrozzuk meg, hogy

T\ 3 1
)y .- .o 5.10"2
(4) o2 2 <0510

teljesiiljon:



m = 5 esetén az oOsszetett trapéz-képlet:

v T
h:— = = — = — = —
0 O 0,x1 2002 = 10078

20 > +In(cosx1) + - - - 4 In(cos x4) +

I5><2 -



4. Példa. Kozelitsiik

w/4
/ In(cos x)dx
0

értékét Osszetett Simpson-képlettel Ggy, hogy a hiba kisebb legyen,
mint 0.5 - 1074,

(b—a)°
T —Tmx3| £ ==————5Ma.
| <3l < 2gg0 mt M
Mivel f”(x) = ——L— = —cos™2x, igy f"”(x) = —2cos™ 3 xsinx

. ! 4 . 2 2
F®)(x) = <_2 sin x > _ %08 x + 3sin“ x cos® x

cos3 x cos® x
2coszx—i-3sin2x 23—2c052x
cos* x cos? x

azaz M, =16



(b— a)® i

Y My=—— 16
2880 - m* ¢ 45.2880  m*
m értékét ugy hatdrozzuk meg, hogy
5
™
- .16<05-107*
45.2880 - m*
teljesuljon:
EARPT
45 . 2880

2.4005 < m



Osszetett képletek konvergencidja.

Legyen Z,(f,0,1) az n pontra épiil6 egyszerii képlet a [0, 1]
intervallum esetén:

a(f,0,1) Zaj tj).

b o .
/f(x)dx:z / f(x)dx:zho/f(xl._lJrht)dt

p =17 i=1
m n n m
thZajf(t,-j): ath-f(t;j)
-1 j=1 j=1 =1
————

Sm(f,a,b)



Sm(f,a, b) egy Riemann-Gsszeg, ha f Riemann-integrdlhatd, akkor

m—00

b
lim Sp(f,a, b):/f(x)dx.

b n
lim Imx,,(f):/f(x)deaj
j=1

m—00
a

Ha az egyszer(i képlet pontos az f(x) = 1 fliggvény esetén, akkor

n —_—
> 13 =1, azaz

f(x)dx.

§.
Et.\]
X
2
=
I
m"\c_



Tétel.

Ha az n pontra épiil6 egyszerli képlet pontos a konstans fliggények

esetén, akkor
b

rJinmIan(f):/f(x)dx

minden Riemann-integralhaté f fliggvény esetén.



