Lagrange-interpolacio

A feladat:

Adottak az
X0, X1, -, Xn (ahol x; # xj, ha i # j) helyeken az
fo, fi,. .., f, megfigyelések.

Olyan minimdlis fokszdmd ¢(x) polinomot keresiink melyre
o(x))="Ff, i=0,....n
Allitas: Egyértelmiien létezik egy olyan legfeljebb n-edfoku
polinom, amely teljesiti a
o(xi)=Ff, i=0,....n

illeszkedési feltételeket.



() = T x0)(x = xa) - (X = X ) (X = X))
00 = 0 )00 =) (5 = x11) (i — xi31) -

G0 =[[>=2, i=0,....n
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X — X

Jj=0

J#i
Ekkor £;(x) egy n-edfokd polinom és

0, haki
g"(Xk):{1 ha k = i

Legyen

p(x) =) fiti(x)
i=0



Ekkor (x) legfeljebb n-edfokd, és
o) =D fili(x)=fi,  k=01,...n,
i=0

azaz p(x) eleget tesz a kévetelményeknek.

Egyértelmiiség
Tth p(x) és 1(x) legfeljebb n-edfoki polinomok, melyekre

o(xi)) =1 és(x)=f, i=0,1,...,n
Legyen ®(x) = ¢(x) — ¥ (x)
Ekkor ® legfeljebb n-edfoki, és
O(x;) = p(xi) —Y(x)=fi— =0, i=0,1,...,n

— a ®(x) polinomnak legaldbb n + 1 kiilonbszé gydke van
— P(x)=0



A tovébbiakban ¢(x) helyett L,(x):

n n

n
X — X;
Lo(x) = Y fiti) = Y f ][ =2
i=0 i=0 Jj;ci’ J

L,(x) meghatdrozasara egy masik lehetéség: a polinomot

alakban keresve a
2 n_
ot caxo+oxy+--+cpxg ="t

taxi+oxit o =Af

o+ cXnt+ x4+t cox! =1,

lin. egyenletrenszer megolddsaval meghatarozzuk a ¢y, ¢y, . ..

egyutthatdkat.



Newton-alak

Jelolje Ni(x) az (xo, fo), (x1, f1),..., (xk, fx) adatokra illeszkedd
Lagrange-polinomot.

» Csak 1 adat ismert, (xo, fo):
No(x) = fo

» 2 adat ismert, (xo, fo), (x1, f1):
N1(x) = No(x) + bi(x — xo)

Ekkor Ni(x0) = No(xo) = fo. bi-et dgy hatdrozzuk meg, hogy
Ni(x1) = f teljesiiljon:

Ni(x1) = fo + bi(x1 — x0) = 1

L — 1o

X1 — X0

by =




» 3 adat ismert, (xo, fo), (x1, A1), (x2, 2):
Na(x) = Ni(x) + ba(x — x0)(x — x1)

Ekkor NQ(XQ) = Nl(Xo) = fb és N2(X1) = Nl(Xl) = f1
bo-t Ggy hatdrozzuk meg, hogy Nao(x2) = £, teljesiiljon:

1 fr — f fi — f
by — <2 1 h o>

X2 —Xp \ X2 —X1 X2 — X0




» Ha k + 1 adat ismert, (xo, o), (x1, ), (Xk, fi):
Nk(X) = Nkfl(X) + bkwk(x)

Ekkor
Ni(x0) = Nk—1(x0) = fo,
Ni(x1) = Nik—1(x1) = f1,

Ni(xk—1) = Ng—1(xk—1) = fr—1.
bi-t Ugy hatdrozzuk meg, hogy Ni(xx) = fx teljesiiljon:

bk = (fk = Nk—1(xk))/wk(xk)



Osztott differencidk

Tfh adottak az xp, x1, . .., X, alappontok (x; # xj, ha i # j) és az
fo, fi, ..., f, értékek.
Az x;, xj11 pontokra tdmaszkodé els6rendii osztott differencia:

fiyn — f;
[xi; Xipa]f = ———
Xi41 — Xi
Az X, ..., Xj1k pontokra tdmaszkodd k-adrend(i osztott differencia:
Fo [Xig1s - Xipn]f = [Xiy ooy Xiph—1]f
[Xi7 cee aXI'-‘rk] -
Xitk — Xi

Legyen [x]f = f;.
Allitas: A Lagrange polinom Newton-alakjaban

bx = [x0, ..., xk]f



Szamitasi séma
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A Lagrange-polinom Newton-alakja

X0 [Xo]f \
[xo, xa]f
X1 [x]f 7 [x0, x1,%]f N\
\( [X17X2]f /‘ :
: hS
[x0y .-y xn]f
: : o)
Xpn—1 [Xn—l]f \l
[Xn—17Xn]f /‘
Xn [Xn]f /‘

Lo(x) = [x0]f + [x0, x1]f - (x — x0) + [x0, X1, X2]F - (x — x0)(x — x1)
+oo X0y Xn)f (X —x0) - (X — Xp—1)



Példa

Hatarozzuk meg a (—2,-5),(-1,3),(0,1),(2,15) pontokra
illeszkedd minimalis fokszamu polinomot!

-2 | -5
8
-1 3 -5
-2 2
0 1 3
7
2| 15

L3(x) = =54+8(x+2) = 5(x +2)(x + 1) +2(x + 2)(x + 1)x



Megj.:

A Lagrange-polinom nem fiigg az adatok sorrendjétdl, igy
vélaszthattuk volna a tdblazat alsé “élét" is:

-2 | -5
8
-1 3 -5
-2 2
0 1 3
7
2| 15

L3(x) =154+ 7(x —2) + 3(x — 2)x + 2(x — 2)x(x + 1)

Mindkét esetben

L3(x) = 2x> +x* = 3x + 1



Példa

Hatarozzuk meg a (—2,-5),(-1,3),(1, —-5), (2, —9) pontokra
illeszkedd minimalis fokszamu polinomot!

2| -5
8
~1| 3 —4
—4 1
1| -5 0
—4
2| -9

L3(x) = =5+8(x+2) —4(x+2)(x + 1) + (x +2)(x + 1)(x — 1)



Hatdrozzuk meg azt a minimalis fokszamu polinomot, amely az
el6zé adatokon kiviil a (0,9) pontra is illeszkedik!

-2 | =5
8
-1 3 —4
—4 1
1] -5 0 2
—4 5
21 -9 5
-9
0 9

La(x) = La(x) +2(x + 2)(x + 1)(x — 1)(x — 2)



Horner algoritmus

p(x) = anx" + ap-1x" 1+ + arx + a

ahol a, # 0. Legyen x* € R adott, p(x*) =7

p(X*) = ((( o (anX* + an—l)X* + - )X* + 32)X* + al)x* + ag

Az algoritmus:

€0 = an
c = cox* + ap_1

o =cax"+an2

Cn = Cp—1X" + ap = p(X*)



Tablazatban:

lan an1 -+ @ a1 a
“

X Co C1 tt Cp—2 Cp—1 Cp
p(x*) = cn
Példa:

p(x) = 2x° +3x* —3x* 4 5x — 1, p(—2) =?

2 30 -3 5 -1
2|2 -1 2 -7 19 -39

p(=2) = -39



Altaldnositott Horner algoritmus

La(x) =

ahol bk = [Xo, ..

Lo(x*) =7

bo + b1 - (x — x0) + b2 - (x = x0)(x — x1)+
+o by (x = x0)(x = xa)(x — Xp-1)

. ,Xk]f

co = by
a1 = (X" — Xp—1) + bn—1

o = a(xX* — xp—2) + bp—2

Ch = Cn_1(X* — Xo) + by = Ln(X*)



Az interpolacié hibaja

Legyen f egy (n+ 1)-szer folytonosan differencidlhaté fiiggvény,

fi=1(x), i=0,1,...,n Legyen [a, b] az alappontok ltal

felfeszitett intervallum. Ekkor
Fr ) ()

f(x) — La(x) = mwn+1(x), x € [a, b

ahol ¢ az [a, b] intervallum valamely pontja (x-tdl fiigg), és
n

wnt1(x) = [T(x —x).

i=0

Ha Mpy1 = m[a>z] |F("+1)(x)]|, akkor x € [a, b] esetén
x€|a,

Mn+1
(n+1)!

[f(x) = La(x)] < |wnt1(x)]



Megj.: Az alappontok szimdnak novelésével a hiba nem feltétleniil
csokken, sot akdr tetszolegesen naggya valhat.

Példa: Az f(x) = figgvény [—1,1] folott

1—|—25><2

AN

- L L L L L L L L L
-1 -0.8 -06  -04 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1



Lagrange-interpolacié, n = 2

2 L L L L L L L L L
“1 -0.8 -06  -04 -0.2 0 02 0.4 0.6 0.8 1



Lagrange-interpolacié, n = 4

2 L L L L
“1 -0.8 -06  -04 -0.2 0 02 0.4 0.6 0.8 1



Lagrange-interpoldcié, n = 6

2 L L L L L L L L L
“1 -0.8 -06  -04 -0.2 0 02 0.4 0.6 0.8 1




Lagrange interpoldcié, n =8

2 L L L L L L L L L
1 -0.8 -06  -04 -0.2 0 02 0.4 0.6 0.8 1




Lagrange-interpoldcié, n = 10

2 L L L L L L L L L
1 -0.8 -06  -04 -0.2 0 02 0.4 0.6 0.8 1




Hermite-interpolacid

A feladat:
Adottak
az xg X1 X2 ... Xp alappontok (x; # xj, ha i # j)
és az foo fio fo ... fao
fo1 f1 1 ... fm
fo2 fi2 fro ... fm2
fO,mo—l fl,ml—l f2,m2—1 cee fn,m,,—l értékek

Olyan H(x) polinomot keresiink, melyre

HY(x;) = £; i=0,1,....n, j=0,...,m—1.

n

Legyen m = " mj, az illeszkedési feltételek szdma
i=0

Allitas: Az Hermite-interpolacié feladata egyértelmiien
megoldhaté a legfeljebb (m — 1)-edfokd polinomok korében.



Példa

Hatadrozzuk meg az aldbbi adatokra

illeszkedd minimalis fokszamu

polinomot!
X; 2| —-1| 1
f(xj) | =10 | -2
f'(x;) | —20 10 | 10
" (x; —16

Az illeszkedési feltételek szdma: m = 7, igy az Hermite-polinom

legfeljebb 6-odfokii lesz.



—10

—10

—20

10

10

10



—10

—10

—20

10

10

10

28



-2 | —10
—20
-2 | —10 28
8 —26
-1 -2 2 16
10 —10 —4
-1 -2 -8 4 1
10 2 -1
-1 -2 —4 1
2 4
1 2 4
10
1 2

H(x) = — 10 — 20(x + 2) + 28(x + 2)% — 26(x + 2)*(x + 1)
+16(x +2)(x + 1) — 4(x +2)*(x + 1)°
+(x+272%(x+1)3(x-1)



Alkalmazasok

Legyen az f valds fliggvény differencidlhaté az xg pontban.
Hermite-interpolacié segitségével irjuk fel az f fliggvény xp-beli
értintojénk egyenletét!

Azt a H(x) legfeljebb elséfoki Hermite-polinomot keressiik, melyre
H(Xo) = f(Xo) és H/(Xo) = f/(Xo)

X0 f(Xo)

X0 f(Xo)



irjuk fel az xo, f(x0), f'(x0), f"(x0), ....FM(x0) adatokra illeszkedd
Hermite-polinomot!

xo | f(xo)
f'(x0)
% | f(x0) =
f'(xo) o)
xo | f(x0) Pl (v
' (x0) i) "n(!xo)
X0 f(Xo)
X0 f(Xo)
f'(x0)
X0 f(X())




Ekkor

H(x) =F(00) + 7/ (x0)(x = 30) + T8 (g2 4+ 00 (o
() (x
_|_..._|_fn(!0)(X_X0)n

az f fliggvény xp koriili Taylor-polinomja.



Szakaszonkénti interpolacié

Az alappontok szamanak novelésével n6 az illesztett polinom
fokszdma, de a kozelités hibdja nem feltétlenul csokken.

Egyetlen magas fokszdmu polinom illesztése helyett
részintervallumonként alacsonyabb fokszamu polinomok

Osszuk fel az [a, b] intervallumot m darab részintervallumra:
a=x<x1<x<--<xpm=>b

Minden [x;_1, x;] intervallumon végezziik el a
Lagrange-interpolaciot!



Ha az [x;_1, x| intervallumon csak az f(x;_1), f(x;) adatok
ismertek, akkor szakaszonkénti linearis interpolacié (torottvonal
interpolacid)

Ha h:=x; — xi_1, i=1,...,m, és f kétszer folyt. diff.hatd
[a, b]-n, akkor az Ln,x1(x) tordttvonalra:

M
[F(x) = Lmx1(x)] < {hz, x € [a, b]

Ez tart 0-hoz, ha h — 0



Szakaszonként linedris interpolacid, 2 részintervallum




Szakaszonként linedris interpolacid, 4 részintervallum




Szakaszonként linedris interpolacid, 6 részintervallum




Szakaszonként linedris interpolacid, 8 részintervallum




Szakaszonként harmadfokd Hermite-interpolacié

A torottvonal interpolacidval illesztett fiiggvény folytonos, de az
osztépontokban “torik”, azaz nem diff.haté.

Sima (folyt. diff.hatd) fiiggvény illesztése: az osztépontokban
el6irjuk az 1. derivalt értékét is.

Ekkor az [xj_1, x| intervallumon az

Xi—1 Xi

(xi

3
f/(X,'_]_) f/(X,')

adatok ismertek. 4 illeszkedési feltétel — legfeljebb harmadfokdi
polinom



