Legkisebb négyzetek maddszere

Adottak a
t1, to, ..., ty idopillanatokban az
fi,fa, ..., fmn megfigyelések.

A folyamatot leiré F(t) modell paramétereit keressiik.
Linearis regresszio

A modell linearis:
F(t)=a+ bt

Olyan a, b paramétereket keresiink, hogy

minimalis legyen.
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Olyan a, b paramétereket keresiink, melyekkel

m

J(x) =D (F(t:) = i)* = [|Ax — f|I3

i=1
minimais.

m

J(x) = Zm:(’:(ti) —f)? = Z(a + bt; — £;)?
i=1 -

Minimum csak ott lehet, ahol
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=0,
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Atrendezve:



Matrixalakban:

m Z ti 3 Z fi
. i=1 < ) _ i=1
Sy oy | \P S tif
=1 =1 =1

A matrix determindnsa:
m m 2
m3=i-(300) =0
i=1 i=1

és =0 <= az Osszes t; megegyezik:

tih=b=---=tyh =1



1. Ha van legaldbb két kiilonbozo t; érték, akkor a rendszer
egyértelmiien megoldhaté. A megoldas a J minimumhelye lesz.

2. Hatij =tp =--- = t,, =: tg, akkor

(2 ) (3)-| &
mtyp mtg b tof:fi
i=1

a 2. egyenlet az elsé tg-szorosa —  végtelen sok megoldas.

1 m
b=scR, a:mz;fi—sto
1=

Hab=0



Példa:

1.Hatdrozzuk meg az alabbi adatokat négyzetesen legjobban
kozelitd egyenes egyenletét!
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A modell: F(t)=a+b-t
(74)(3)-(s)
(5)-2(% %) (&)-(5)

Az illesztett modell: F(t) = L + 3L¢
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Példa

2. Hatadrozzuk meg az aldbbi adatokat négyzetesen legjobban
kozelité egyenes egyenletét!
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A modell: F(t)=a+b-t

5 10 a\ [ 8
10 20 )\ b )"\ 16
5a+10b=8

b=seR, 322—25



Legkisebb négyzetes kozelitések

Adottak a
t1, to, ..., tm idopillanatokban az
fi,f,. .., fn megfigyelések.

A folyamatot leird
n
F(t) =D xi(t)
j=1

modell paramétereit keressiik tgy, hogy
m
Jx) =Y (F(tr) - £)?
i=1
minimalis legyen.

Itt 1, ..., adott fuggvények, xi, ..., x, ismeretlen paraméterek.



Példak a modellre:

1. n=2é p1(t) =1, po(t) =t
F(t) = x1 + xot
(linedris regresszid)
2. p1(t) =1, pa(t) = t, oy pn(t) = t"
F(t) = x1 + xot + x3t? + -+ + x,t" 1
(polinomidlis modell)
3. n=3¢és pi(t) =1, pa(t) =sin(mt), p3(t) = cos(rt):
F(t) = x1 + xa sin(7t) + x3 cos(rt)

(trigonometrikus modell)



Legyen

e1(t1)  wa(t1) ... pn(t1)
A e1(t2)  p2(t2) .. en(t2) Jp—
901(tm) 802(tm) @n(tm)
f X1
H X2
f= _ e R™, X = _ eR",
fm Xn
Ekkor
(t1
F(t
A (t2)



A minimalizdlandé fliggvény:
m
= (F( = [|Ax - f]3
i=1

Minimum csak ott lehet, ahol

94(x) _
8Xk B

2
=2 (Z xjei(t) - f,-)
=1 j:1

ax" =22 (Z xj;(ti) = fi) ek(ti) =0
=1

=1



k=1,...,n esetén:

ZXJZ%(t pu(t Zﬂpk

(AT A)y (AT )k

n

D (AT A)gx; = (ATF)x

j=1

(ATAX)k

Minimum csak ott lehet, ahol
ATAx = ATf

egy linedris egyenletrendszer x-re (Gauss-féle normalegyenlet)



Allitas.

1. A Gauss-féle normialegyenlet mindig megoldhaté.

2. A Gauss-féle normalegyenlet megoldasa a legkisebb négyzetes
értelemben legjobban kozelité modell paramétereit adja.

3. Ha az A matrix oszlopvektorai linedrisan fiiggetlenek, akkor a
Gauss-féle normalegyenletnek egyetlen megoldasa van.

Ha az A oszlopvektorai fiiggéek (az AT A miétrix szingularis), akkor
végtelen sok megoldas van.

Szingularitas esetén javasolhaté:
> tobb adat felvétele

> a modell egyszeriisitése



OSszefogIalva

A legkisebb négyzetes feladat megoldasat az
ATAx = ATf
Gauss-féle normalegyenlet adja.
Az egyenlet mindig megoldhaté. Ha az A matrix oszlopvektorai
linedrisan fliggetlenek, akkor pontosan egy megoldas van,

egyébként végtelen sok.

AT A szimmetrikus — LDLT-felbontas, vagy Cholesky felbontds



Példa:

Ha a modell linedris: F(t) = x1 + xot, akkor p1(t) =1 és
pa(t) =t

1 f
1 b
A=
1 t,
m m
m Z ti Z f;
ATA=| ., G} . ATF=| it
Yot Y t? > tif;
i=1 i=1 i=1

szingularitds: az A oszlopvektorai linedrisan fliggoek, azaz

hh=bh=-=1in



Példa

Ha a modell polinomialis: F(t) = x1 + xot 4+ x3t? + - -+ + x,t" 1

azaz p1(t) =1, o(t) = t, ..., pu(t) = t"1
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a feladat egyértelmiien megoldhatd, ha a t1, to, . . ., ty, értékek

kozott legalabb n kiilonbozé van



Példa

Hatdrozzuk meg az alabbi adatokat négyzetesen legjobban kozelitd

parabola egyenletét!
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A modell: F(t) = x1 + xot + x3t?
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ATAx = ATF

6 11 31 X1 47
11 31 101 x | = 142
31 101 355 X3 506

ennek megoldasa (4 tizedesjegyre kerekitve)

2.4063
x=| —4.6563
3.9375
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Példa:

Hatarozzuk meg az aldbbi adatokat négyzetesen legjobban kozelitd
F(t)=a+ % alakd modell paramétereit!
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