Linearis egyenletrendszerek megoldasa

Példa:
—2x1 — Xo + 4x3 = 3
2x1+3x —x3 =1
—4x; — 10xp — bxg = —12
Ax = b, ahol
-2 -1 4
A= 2 3 -1 |, b=

—4 —10 -5

—12



Gauss-eliminacid:

-2 -1 4 3 l31 =2

2 3 -1 1 —

-4 —-10 -5|-12
tp=-4 (72 -1
— 0o 2
0 O
A visszahelyettesités:

—x3 = —2

2x0 +3x3 =4

—2x1 —xo +4x3 =3



Gauss-eliminacio
Ax = b, ahol A € R"*n

aj1x1 + appxa + -+ + ainxy, = by

axx1 + axnxa + -+ apxy = b2
an1X1 + an2xo + - -+ + appXn = by

Tth a;1 # 0. Az j-edik sorbdl az 1. sor ¢;; = j—ﬁ—szeresét levonva:

aiixy + apxo + -+ ainxp = by

ag?xz +- (2)x,, = bé )

(2)

W Xn = by

NSRRI )



1.

Keépletekkel: legyen a;;

3(2) = a,(jl) — E,-la%-)

b® = b — ;6

Ha ag22)
levonva:
agll)xl + a§12)X2 + a%)X3 + -
a§22)><2 + a£23)X3 + -
C I
33 X3 +
(3)

ERERS I

;= ajj, ekkor

lh =

(1)

a1

1

a§1)
2,...,n,
=2, , N

(2)

= 0 akkor az i-edik sorbdl az 2. sor £;5 = %-szeresét

a9

+ a&)x,, = bgl)

+ ag,)xn = b§2)

+ agi)xn = b§3)

o = b



A k-adik 1épés képlettel (ha al¥) # 0):

5k
(k1 k k a;

a()

kk
(k+1) (k) k) i=k+1...,n,
bt = b = by j=k+1,...,n

Ha & #0, a8 #0, .., a1 | #0, akkor az (n — 1)-edik
|épés utan:

Aol s ol <o
agg)xz + a%))g + - S,)X,, = b(z)

aalxs + o+ al)x = b

a(n”n)x,, = by

Ha af,';,) = 0, akkor elkezdédhet a visszahelyettesités.



A sorcsere nélkiili Gauss-eliminacié pontosan akkor hajthaté végre,
ha
aﬁ) #£0, a£22) #0, ... ,aS,?,) #0.

Miiveletigény:
1 muivelet := 1 6sszeadads + 1 szorzas

Az A mitrix atalakitdsdhoz (eltekintve az ¢j koltségétdl):
1. 1épés: (n —1)? miivelet
2. 1épés: (n — 2)? miivelet

(n—1). lépés: 1 miivelet

Osszesen:

(n—12+(n—22+---+1= =



A b vektor dtalakitdsdhoz:
1. 1épés: (n— 1) miivelet
2. 1épés: (n —2) miivelet

(n—1). Iépés: 1 miivelet

Osszesen:

(h—1)+(n—2)+ - +1=

A visszahelyettesitéshez n szorzassal tobb:

n(n+1)
2

n(n—1)



LU-felbontas.

Az A matrix LU-felbontasa:
A= LU

ahol
L alséharomszog matrix, atléjaban csupa 1-es,
U fels6hdromszog matrix.

Az eredeti feladat: Ax = b megoldasa.

LUx=b
A matrix felbontdsa utdn a megoldds két l1épésben torténik:
1. Ly=5b
2. Ux=y
Mindkét rendszer matrixa hdromszog alakd.



A matrix determinansa

Ha A = LU, akkor a determinansok szorzastétele alapjan
det(A) = det(L) - det(V)
Haromszogmatrix determindnsa a féatléban allé elemek szorzata,

igy det(L) =1 és
det(A) = det(U)

Az A determinansa az U foatlobeli elemeinek szorzata.



Példa

Ax = b, ahol

B, |
A= 2 3
—4 —10

A matrix felbontasa:

2 -1 4
A=| 2 3 -1 |=
—4 —10 -5

1 0
= -1 1
2 -4

4 3
-1 ], b= 1
-5 ~12

1 00 -2 -1
-1 10 0 2
2 01 0 -8

—13



A visszahelyettesitések:

1. Ly=5b
1 00 %1 3
-1 10 o | = 1
2 -4 1 V3 —12
feliilr6l lefelé visszahelyettesitve:
y1=3

yty=1 = yp=4
2y1 —4y2 +y3 = —-12 — 3= —2



2. Ux=y

-2 -1 4 X1 3
0 2 3 w | = a
0 0 -1 X3 —2

alulrdl felfelé visszahelyettesitve:

—X3:—2 — X3:2
—2x1—x0+4x3=3 — x31=3

Az A determindnsa:

det(A) = det(U) = (—-2)-2-(-1) =4



Az LU-felbontas miiveletigénye ugyanannyi, mint a
Gauss-eliminacidé:

i [ 3 "
A matrix felbontdsa: 3 + O(n?) miivelet
A két visszahelyettesités: dsszesen n® miivelet
n3

A determinans kiszamitasa LU-felbontdssal: ~ = mivelet



arigénye:

-

Az LU-felbontas t

tomoren:

4
3
—13

-1
2
-8

Z)%<T§
-

-1
3
—10

-2
2
—4

(

-1
2
—4

-2
-1
2



LDU-felbontas

Legyen D egy diagonalis matrix:

dq 0 0 ... 0
0 & 0 ... 0
D= )
0O 0 0 . d,
d1 0o ... 0 dil1 a1 ... din
0 d2 0 dl1 a2 ... 4aop
DA =
o 0 ... d, anl am2 ... ann
dia;r diarx ... diai,
dhary draxy ... drao,

dnant dpan2 ... dpan



a1l a1
a1 ax
AD =
anl an2
diai1

dian1

dian

din
a2n

ann

draro
dran

dran

d 0
0 o

dnaln
dnazn

dnann



Ha ui1 75 0, uso 75 0, ..., Upn 7& 0

1 0O ... 0 Uil U1
£2]_ 1 ... O O uso
A=LU= . .
b1 L ... 1 0 0
U1 0 ... 0 1 wuip/u11
0 uzy ... 0 0 1
=1L , )
0 0 ... up 0 0
= LDU

ahol

L alséhdromszog matrix, atldjaban csupa 1-es
D diagonalis matrix

U fels6hdaromszog matrix, atléjaban csupa 1-es

Uin
Uzn

Unn

uin/ Ui
Uop/ U2



Példa

—2 -1 4 1 00 -2 —-1 4
A=| 2 3 -1 |=|-1 10 0 2 3)
—4 —10 -5 2 —4 1 0 0 -1
1 00 —2.0 0 1 1/2 -2
= -1 10 02 0 0 1 3/2
2 —4 1 00 -1 0o 0 1

az A miatrix LDU-felbontasa.



Ha
A= LDU

ahol

L alséharomszog matrix, atléjdban csupa 1l-es

D diagonalis matrix

U fels6hdromszog matrix, atldjaban csupa 1-es

akkor B
A=LDU=LU

ahol
L alséhdaromszog matrix,
U fels6hdromszog matrix, atldjaban csupa 1-es



LDLT -felbontas

Ha A szimmetrikus, akkor az
A= LDU

esetén U = LT, azaz
A=LDLT

Nem sziikséges az L és az LT matrixot is el8allitani, igy a miivelet-
és a tarigény kb felére csokken.



)

22
—18
-9

10
-5
—18

—16
10
22

Az A felbontdsa:

Példa

|

3
2
-3

-3
2
2

2
-1

2 -1 -2
—2

-2
-3
3

1



Ebbdl

oo o m

o O —+ O

O N O o

Ly = b megoldasa:

—6 + 3y1 = —12

1
¥2

13—-2y1 +y>=5

¥3 =

—34 —3y; —2y> +2y3 =16

Y4 =



—6
Dly =
Y 5
-2
-3 2 3 X1
1 -1 2 Xo _
0o 1 -2 x |
0 0 1 X4
X4 = -2
x3=54+2x,=1
Xp = —64+x3—2x4 = —1

x1=143x —2x3 —3x4 =2



Cholesky felbontas

Ha a szimmetrikus A matrix LDLT felbontdsiban a D féatléjaban
allé elemek pozitivak, akkor

A=LDLT = LDY2DY?I T = [T
Az A felbontdsat A= LLT alakba, ahol L alséharomszog matrix

Cholesky felbontasnak nev.

Az A mitrixnak pontosan akkor létezik Cholesky felbontasa
invertalhaté L matrixszal, ha A szimmetrikus és pozitiv definit.



Példa:

-1
1
1

azaz

LT



PLU-felbontas (Gauss-eliminacié sorcserével)

Permutdacios matrix: az egységmatrix sorainak permutalasdval

Pl. az i-edik és j-edik sor cseréjével (i < j):

10 00 el
01 00 &
0 0 0 1 00 e
p_ _ d — i
0 0 1 0 0O & —
00 ... 01 €én
Ekkor

PA: az A matrix i-edik és j-edik sora felcserélddik,

AP: az A matrix i-edik és j-edik oszlopa felcserélodik.



Gauss-elimindcid:

1. haai1 #0 —  végrehajtjuk az els6 |épést

2. haa; =06ésay; =0minden i =2,...,n-re — azels6
oszlopban nincs kikiiszobolend6 elem  —  a 2. |épéssel
folytathatjuk

3. ha aj3 =0, de van olyan i, hogy aj; #0 —  sorcsere
Ha P; az 1. és i-edik sort cseréli:
A= PiA; —  Aji-re kezdddhet a felbontds

az 1. |épés utan:
A= PiA; = P11, A®



a 2. lépés:
1. ha ag22) #0 —  végrehajtjuk a 2. Iépést
2. haal) =0ésal) =0 mindeni=3,...,nre — a2
oszlopban nincs kikiiszobolend6 elem —  a kov. [épéssel
folytathatjuk
3. ha agzz) =0, de van olyan i > 2, hogy ag) #0 —  sorcsere
Ha P, a 2. és i-edik sort cseréli:

A = p,A,

A= PiL1P A,



LiPr=

= O

P>

(@)

o =

o

(@)

Py =

o
(@)

= Pzzl

= O

o




A= PiPy[1A,

— folytathaté a felbontas.
Az (n — 1)-edik 1épés utdn:

A=PiPy--- P11 LU
~—_——
P:=
azaz
A= PLU

ahol
P: permutacidés matrix
L: alséhdaromszog matrix, atléjaban 1-esek
U: felsbharomszog matrix



Az Ax = b egyenletrendszer megoldasa:

A= PLU
LUx = P~ 1p

» 1. Ly = P~!b megoldasa
> 2. Ux = y megolddsa



Részleges féelemviélasztas

A k-adik lépésben az a,(:), i=k,...,n elemek kozil keressiik a

legnagyobb abszoldtértékii elemet — ez lesz a féelem (sorcsere)

Teljes féelemvalasztds

A k-adik Iépésben az al}), i,j = k,...,n elemek kizill keressiik a
legnagyobb abszoldtértékii elemet — ez lesz a féelem (sor- és

oszlopcsere, valtozhat a véltozdk sorrendje!)

A gyakorlatban: részleges féelemvélasztds.



