Nemlinedris egyenletek

Az f(x) = 0 egyenlet gyokeit keressiik, ahol f : R — R nemlinedris
fuggvény.

Példa:
cos(x) —x=0
vagy
XX —3x*+x3-5x>+3=0
vagy
e —4x2=0
vagy

In(x) —x+2=0



1. Felezési mddszer

Tth £ : [a, b] — R folytonos, és f(a) - f(b) <0
Ekkor az
f(x)=0

egyenletnek van gyoke (a, b)-ben.

Az algoritmus
Adott a maximdlis iterdciészam (maxit) és az € pontossag.
1. legyen k=1, xg=aésx;=b
2. legyen xp = 201
3. a) ha f(x2) =0, akkor x» gyok — kilépés
b) ha f(xo) - f(x2) < 0, akkor x; = x2
c) ha f(x1) - f(x2) < 0, akkor xg = x2
ha |x1 — xo| < € — kilépés (x2)
ki =k+1

ha k = maxit — kilépés (nem taldltunk gyokot)
— 2.



2. Hirmodszer

Az f(x) = 0 nemlinedris egyenlet gyokét keressiik, ahol
f:[a, b] = R, tovabba f(a) - f(b) < 0 és f folyt.




Az xx41 pont meghatarozasa:
Tfh. az utolsé részintervallum végpontjai xi és x;.
Az (x;j, f(x;)) és (x«, f(xk)) pontokra illeszkedd egyenes egyenlete

(Lagrange-interpolacid):

x;  f(x;
i fbg) FO)—F ()

X —Xj

y(x) = Fxi) + OO0 (g

Xk —Xj
Ott metszi az x-tengelyt, ahol y(x) = 0:

X — Xj

Xk1 = Xk — f(xk) - o) — ()



Hlurmodszer

Xp, x1 kezdGpont,
Xk — Xj

Fx) — F(3)’

ahol j a legnagyobb olyan k-ndl kisebb index, melyre
f(x) - f(x) <O.

Xk+1:Xk—f(Xk)' k:1,2,...

a képlet jél definidlt

az eljaras minden folytonos f esetén konvergal f egy gyokéhez
csak paratlan multiplicitasd gyok kozelitésére

két pontra tamaszkodé iteracid



3. Newton-mddszer

Az f(x) = 0 nemlinedris egyenlet gyokét keressiik.




Az algoritmus:

Xp a gyok egy kezdeti kozelitése,
Xk+1 Meghatarozasa:
Az f fiiggvény x,-beli érintdje (Hermite-interpolacid):

Xk f(xk)
f'(xk)
Xk F(xk)

y(x) = ) + £/ (xk) - (x = xx)

Ott metszi az x-tengelyt, ahol y(x) = 0:

f(xx)
£ (xx)

Xk4+1 = Xk —



A Newton-iteracio:
xo kezdGpont,

f(x
Xk4+1 = Xk — f’((xi))’ k=0,1,...

- nem feltétlenul definialt
- egy pontra tdmaszkodd iterdcid

Tétel. Legyen x* az f egy gyoke. Ha

- f kétszer folytonosan diff.hatd,
- | (x)| > my > 0,
- [f7(x)| < My,

- |x0 — x*| < 2,\/%1,

akkor a Newton-iteracié jol definidlt, x, — x*, ha k — oo, tovabba

a1 — x| < Clxi — x* 2



Szelomaddszer

A Newton-iterdcié minden [épésében sziikséges a derivalt értéke.
f/(Xk) [ f[kal,Xk]

f (x)

Xk — Xk—1
_ ) f
fXk—1, %] X~ FOx)

Xk+1 = Xk

Szelomadszer:
Xo, x1 kezdGpontok,

Xk — Xk—1
f(Xk) — f(Xk_l),

(Hdrmédszer j = k — 1 vélasztassal)
- a képlet nem feltétleniil definialt (f(xx) = f(xk—1) lehet)
- 2 pontra tdmaszkodd

Xk+1:Xk—f(Xk) k:1,2,...



Konvergencia feltételek ugyanazok, mint a Newton-iterdciénal,
csak még |x; — x*| < 2,\%1 is kell.

A konvergenciarend alacsonyabb, mint a Newton-iteraciénal:
xies1 — x| < Clx = X,
ahol p = 145 ~ 1,618,

(Hdrmédszernél p = 1, Newton-médszernél p = 2.)



Példak.
1. Kozelitse v/a, (a > 0) értékét Newton—médszerrel!
f(x) = x? — a és f'(x) = 2x. Ekkor

xt—a 1 a
Xk+1 = Xk — e 2 Xk+g

a=2>5, xp = 2 esetén:

x1 = 2.25

xp =2.23611111111111
x3 = 2.23606797791580
Xa = 2.23606797749979




2. Vizsgéljuk meg a Newton-mddszer viselkedését az

VX hax >0
f(x)_{ —V/=x hax<0

fuggvény esetén.




5. Fixpont-iteracid.

g(x) = x gyokét keressiik, ahol g : [a, b] — R.

Az algoritmus:
xo kezddpont, xx11 = g(xx), k=0,1,...

Tétel. Ha g([a, b]) C[a,b], és T 0<g< 1

lg(x) =gl < a-Ix—yl Vxyelab], (1)
akkor egyértelmiien létezik olyan x* € [a, b], hogy g(x*) = x*,
tovdbba Vxg € [a, b] esetén az x,41 = g(xk), k =0,1,... sorozat
tart x*-hoz.

Megj. Ha |g'(x)| < g < 1, akkor (1) teljesiil.



Példa

Kézelitse a cos x = 3x egyenlet [—%, Z] intervallumbeli gyokét

fixpont-iteraciévall Mit mondhatunk a mddszer konvergenciadjaroél?

— COsS X = X.

g(x):=

Az iteracid: xo kezdGpont,

1
Xk+1 = g COS(Xk), k = 0, 1, e



A konvergencia vizsgalata:
L Teljsie g ((~5.]) € [5.5)

s 1 1 1
—§<—§§§COSXS§<

ISIE}

2. g'(x) = —1sinx, igy

1
g0l <5 <1

Az egyenletnek egyetlen gyoke van az adott intervallumban, és az

eljaras tetszéleges xg € [—5, 5] esetén konvergal ehhez a gyokhoz.



Nemlinedris egyenletrendszerek.

f(x) =0, ahol f : R" — R". Mdsképpen:

Al ..

blx, ..

fn(Xl, .

Példa: f : R? — R2?,

7Xn) =0
7Xn) =0
,X,,)ZO

X12+X1X2—3X2+3:0

“3x7 4 x5 —x1 =0



Newton-mddszer.

x(0) kezdbvektor,

-1
WD) — (k) ( J(X(k))) CF(x0),
ahol J a Jacobi-matrix:
o, of of
J(X) — 8X1 aX2 8Xn
BIf,, ofy ofy

Ox1 Oxp e Oxn



A matrixinvertdlds helyett: a

J(x#)y. (X(k+1) _ X(k)) = —f(x)
N e’

ox:=

linearis egyenletrendszert oldjuk meg. Ezutdn
xH) = (k) 4 gx,
illetve csillapitott mddszer esetén
y = x4t 6x,
és ha y jobb, mint x(K), azaz
W) lloe < 17 (M) loc

akkor legyen x(k+1) =y



Fixpont-iteracid.
A g(x) = x gyokét keressiik, ahol g : T — R", T C R".
Példa:

1
1 cos(2x; —x2) — = = x1

WINPT W

§sin(x1) =

:X2

Az algoritmus:
x(0) kezd8vektor, x(kT1) = g(x(K)), k =0,1,....

Tétel. Ha T konvex, g(T) C T, és g diff.hatd, tovabba
IJ(X)|l < g <1 minden x € T-re, akkor az egyenletrendszer
egyértelmiien megoldhatd, és Vx(©) e T esetén az

x(k+1) = g(x(K), k =0,1,... sorozat tart a megolddshoz.



Gauss-Newton mddszer.

Adottak a ti, ..., t, idopillanatban az fi, ..., f,, mért értékek.

Egy F(x,t) modellt szeretnénk illeszteni, x = (x1,...,xs), ahol F
az xi, ..., X, paraméterek nem linedris fiiggvénye.

Példa.
t | 15 | 46 | 74 | 105 | 135 | 166 | 196 | 227 | 258 | 288 | 319 | 349
fr | —1.7 | 01 | 52 | 103 | 158 | 189 | 211 | 203 | 161 | 102 | 42 | 05
A modell:

t_
F(t) = x1 + x2 - cos (27r 36;3>

Itt m = 12 (adatok szama), n = 3 (paraméterek szdma).



Azt szeretnénk, hogy

F(x,tm)
teljesiiljon. Altaldban n < m.

A G(x) = f egyenletrendszer
- nem linedris

- n ismeretlen, m egyenlet

- altaldban tilhatarozott

%



A példankban: G : R3 — R'?

X1 + X - cos (2m Zggg@) i
— X
X1 + Xo - cos (27r 23653) >
G(X17X23X3) - . —
X1 + Xo - COS (27‘(1%%) fio

3 ismeretlen, 12 egyenlet
a G flggvény az xi, xp, x3 paraméterek nemlinedris fliggvénye



Egy x(k), k=0,1,..., sorozatot definidlunk.
Tfh. x() mar adott, x(k) kérnyezetében linearizéljuk a feladatot:

G(xW) 4 Jyp - ox = f,

ahol Ji a G fiiggvény x(¥)-beli Jacobi-matrixa, 6x = x(k+1) — x(k),

Jio - ox = f — G(x19),

ez mar egy lin. egyenletrendszer dx-re, de dltalaban tdlhatarozott
— legkisebb négyzetes feladat.

A Gauss-féle normalegyenlet:

(S ) - ox = ] (£ = G(x1))



A normilegyenletet LDLT-felbontdssal oldjuk meg
— megkaptuk dx-et.

x(k+1) .= x(K) 4 §x kellene, helyette

y:=x" +5.6x (csillapitas)

Mikor fogadjuk el y-t kov. kozelité vektornak?

Elészor (k = 0 esetén) s = 1.

» Ha y ,,jobb”, mint x(k), azaz
If = G)ll2 < IIf = G2,

akkor x(kt1) .=y

» Ha nem ,,jobb", akkor legyen s = 0.7s, és (jra
y = x4 5. 6x.

Maximum 5 prébélkozast tesziink x(kt1) meghatarozasara.



Ha 5 prébélkozasra sem sikeriil j6 x(k*1)-et talalni — kilépés.

Ha els6 prébélkozasra sikerilt, akkor s-et noveljiik:
s = max{1.2s;1}
(k kov. értékénél ezzel az s-sel kezdi a “prébélkozast”)

Ledllasi feltétel:

If = (W2 <2 (141 = 6(xD)]l2) -

Az iteracidt legfeljebb maxit 1épésig folytatjuk.



