Normak, kondicidszamok

Az

egy.rendszer megoldasa:

1 1
1 1.0001

egy.rendszer megoldasa:

X =

)(

X =

3

1
1 1.0001

(

X1
X2

(

X1
X2

2
0

)

)
)

)

(

(2)

2.0001

)



Normak, kondicidszamok

A € R™" invertadlhaté, b€ R”, b#£ 0
az Ax = b lin. egyenletrendszer megoldasat keressiik.

Tth b hibaval terhelten ismert: b helyett b+ 0b adott.
Ekkor a lin. egy.rendszer:

Ay = b+ b
A kérdés: mekkora lehet y — x 7

vektorokat kell mérnunk — normak



Def.: Legyen X egy linedris tér R (vagy C) felett. Az d: X — R
leképezés norma, ha

1. d(x) > 0 minden x € X esetén
2.d(x)=0 < x=0
d(Ax) = |A|d(x), minden XA € R (vagy A € C) és x € X esetén

3.
4. d(x+y) < d(x)+ d(y) minden x,y € X esetén
(hdromszog-egyenlStlenség)

A tovédbbiakban d(x) helyett ||x]|



Példak:

Legyen X = R" vagy X = C"
1. Az 1-norma, vagy oktaéder norma:

n
Ixlle = Ixi

i=1

2. A 2-norma, vagy euklideszi norma:

n 1/2
[xll2 = (Z |Xi\2>
i=1

3. A oo-norma, vagy maximum norma:

[Ix[loc = max |xi|
1<i<n



Altalanosan:

n 1/p
Ix]lp = (Z !x,-\”>
i=1

ahol p > 1.
Példa. Ha
-3
X = 0
1
akkor
[xlli=1=3[+[0] +[1[ =4

Ixll2 = (I =32 + 02 + 1) /* = V10
Ix|loo = max{| — 3|, [0, |1]} = 3



Indukalt matrixnorma
Legyen || - || egy vektornorma R"-en és A € R"*" egy matrix. Ekkor

I
ax
]

d(A) =

a vektornorma altal indukalt matrixnorma.
Ez tényleg normat definial R"*"-en:
d(A) > 0 minden A € R"™"-re
d(A) =0 <= ||Ax|| = 0 minden x € R" esetén <—= A =0

3. d(AA) = max DA — may ALAX] = Nmax Il = 1\ d(A)

7 I o

4. d(A+ B) = max IALBMXIL _ gy IAHBXL o IAXIHIBXL
- MK T AR ST S
lAx| 182l _

< ML T max g = 9(A) +d(B)




A tovébbiakban d(A) helyett ||A|l

Tulajdonsagok:

1] =1

’2. |Ax|| < ||A]l - [Ix]| minden x € R" esetén

3. [|[AB]| < ||A|| - || B]| minden A, B € R"*" esetén




Megjegyzés:
Az indukdlt matrixnormat definidlhattuk volna gy is, hogy a
legkisebb olyan M szam, melyre

|Ax]| < M -||x|| minden x € R" esetén

teljesil.

Milyen matrixnormdt indukalnak az 4dltalunk megismert
vektornormak?



Allitas

1. Az 1-vektornorma altal indukalt matrixnorma:

n

[Alls = 1n<_1la§xnz |ajj| (oszlopnorma)

2. A oo-vektornorma altal indukalt matrixnorma:
n
[A]loo = 122(/7.21 lajl  (sornorma)
J:

3. A 2-vektornorma altal indukalt matrixnorma:

| All2 = 1/ Amax(AT A) (spektrdlnorma)

ahol Amax(ATA) az AT A métrix legnagyobb sajatértéke



Példa:

3 0 4
A= 1 -1 2|, JAL=?
-2 1 -2

[AllL = 8 és [|Alloc = 7

[Alloo =7



Példa:

3 -1
pr— :?
A ( S, ) Al =

was(23)(2 ) (5 )

az AT A mitrix sajatértékei:

13—\ 7| o B
‘ . 5_)\'—(13—)\)(5—>\)—49—)\—18>\+16_O
18 + /182 — 64
A2 = 8 8 -6 =94++65

2
A2 = v/9 + /65 ~ 4.13



A kondiciészam

Legyen A € R™" invertdlhatd, b € R", b #£ 0
az Ax = b lin. egyenletrendszer megoldasat keressiik.

Tth b hibdval terhelten ismert: b helyett b+ 6b adott. Ekkor a lin.

egy.rendszer:
Ay = b+ b

vagy
A(x+ 6x) = b+ db

Ax+A-éx=b+6b
A-0x =90b
ox = A71b
I6x]| = |A=16b]| < A7) - [|ob]



Masrészt: Ax = b
1] = [|Ax|| < [|A]] - [|x]]

1 1
— <Al
x| 1]

lIox] _
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|95

< Al a1 2
Nalllam A7y

cond(A):=

165l

lox] _
L]

I~

ond(A)




Def.: Legyen A egy invertdlhaté matrix. A
-1
cond(A) = [|A[| - [A~7|
szamot a matrix kondiciéoszamanak nevezzuk.

Tulajdonsagok:
1. fligg a matrixnormatdl

2. cond(A) >1

3. ha A = @ ortogonalis métrix (azaz QT Q = E), akkor
condr(A) =1

Amax
‘ M1 < cond(A)

min

ahol A\max és Amin az A absz.értékben legnagyobb és legkisebb
sajatértéke



A kondiciészdm megadja, hogy hibas jobboldallal adott lin.
egy.rendszer esetén a megoldas relativ hibdja mekkora lehet.

1 1
A= ( 1 1.0001 >

Ekkor det(A) = 107%,

Al 10001 —10000
~\ —10000 10000

Példa:

|Allso = 2.0001 és ||A~1||o = 20001, azaz
cond, (A) = 2.0001 - 20001 = 40000.

Az A matrix a jobboldal relativ hibdjanak kb 40000-szeresére tudja
novelni a megoldas relativ hibajat.



Megj.: A kondiciészam nem fligg a determindnstdl.

Legyen 0 # ¢ € R. Ekkor det(cA) = c" det(A), ugyanakkor
_ 1. -
cond(cA) = [|cA|| - [I(cA) M| = [[All - A~

1, -
= [el- Al - el IATH = [IA]l - [| A~ = cond(A)



Megj.: Ha az A egy 2 x 2-es matrix:
a b
A-(24)
1 d —b
Al =
det(A) ( < a )

max{|a| + [b], |c| + |d[}

akkor

Ekkor:

condy(A) = max{|a| + [cl, ] + |d]} - | det(A)]

Al - Al
CO”dl(A) = W = Condoo(A)

Csak 2 x 2-es esetben!!!



Példa:

1 1/2 13 - 1/n

12 1/3 1/4 - 1/(n+1)
Ho= | 1/3 1/4 1/5 - 1/(n+2)

l}n 1/(n+1) 1/(n+2) --- 1/(2n—1)

condy(Hs) ~ 10%, conda(Hyp) ~ 1013



Hibas matrixa lin. egyenletrendszer

Az Ax = b rendszert akarjuk megoldani, ahol A regularis
Tfh A hibaval terhelten adott: A helyett B = A+ JA ismert.

1. kérdés: B invertalhatd?

B=A+ A= A(E + A15A)

Perturbaciés lemma: Legyen S = E + R, ahol |R||=¢g <1
(valamely indukalt métrixnormaban). Ekkor S invertdlhaté és

1
IS7H <



Ha [I5A] < 1/] A1), akkor [|A~25A] < [[A=Y] - 5A]| < 1, gy a
perturbaciés lemma miatt B invertalhaté.

Ekkor Ax = b helyett (A + 0A)(x + dx) = b megoldédsaval a
megoldas relativ hibjja

||(5x|| cond(A) |A”

_ LIsAL
||X|| 1 — cond(A )HAH




