Sajatérték, sajatvektor kozelitése

A€ Rm™"
A € C sajatérték, v # 0 a \-hoz tartozd sajitvektor ha:

Av = \v

Atrendezve: (A — AE)v =0,
ez adott \ esetén v-re homogén lin. egy.rendszer

= olyan A esetén van v # 0 megoldas, melyre
det(A—XE) =0

(Karakterisztikus egyenlet)



Példa

det(A — \E) = ‘

Két kiilonbozo valds gyok.



Példa

det(A—/\E):’ 3__1A 1iA ’:(3—)\)(1—)\)+1
M —4)\4+4=0
A1 =2

Egy valds gyok kétszeres multiplicitassal.



Példa

det(A—)\E):' _ll_A 3__5A ’:(—1—/\)(3—>\)+5
M —2\4+2=0
M=1+i,  d=1-i

Két komplex gyok (egymas konjugaltjai).



Problémak:

> A karakterisztikus egyenlet megolddsa = egy n-edfoki
polinom gyokeinek meghatarozasa.
» a polinom gyokei gyengén fliggnek a polinom egyiitthatéitdl,

pl.
20

p(Y) =[[(A =)

i=1
gyokei \; = j, de a

20

p-(\) = [[(A —j) =272\
i=1

esetén pl A\1g17 ~ 16.73 £ 2.81y/—1, azaz 273 ~ 1.2 - 10~/
hiba egy egylitthatéban — kb 2.9 hiba a gyokben.



A sajatértékek lokalizacidja

Allitas. Az A mitrix sajatértékei az origd kozéppontd ||A|| sugard
korben helyezkednek el a komplex szdmsikon (a norma tetszéleges
indukalt matrixnorma):

Al < [IA]I

Biz. [A[-[lv][ = [[Av]| = [[Av]| < A - vl = [A] < [IA]

Gersgorin tétel. Az A € R"*" matrix sajatértékei az

n
a;  kozéppontd, E laj| sugard, i=1,...,n,
j=Li#i

korok unidjaban helyezkednek el a komplex szamsikon.



Példa.

3 -1
2 =5
A= -2 1
0 -1

A matrix sajatértékei a

3 kozéppontu
—5 kozéppontu
8 kozéppontl
—12 kozéppontd

korok unidjaban helyezkednek el.

N AN

e

—12

sugard,
sugard,
sugard,

sugaru



=

Mg N

A 0 egyik korben sincs benne, igy biztosan nem sajatértéke A-nak
= A regularis




A tétel egy erésebb valtozata. Ha a Gersgorin korok koziil k
darabnak az unidja diszjunkt a tobbitdl, akkor ezen k kor
uniéjdban pontosan k darab sajatérték van.

k=

1s.é.
(val6s)
1sé.
(valés)

A
SIS,




Hatvany-maddszer.

Az A matrix abszolutértékben legnagyobb sajatértékének és a
hozzatartozé sajatvektornak a kozelitésére.

A hatvanymddszer. Legyen adott az A € R™ " matrix és az
y© € R" kezdévektor (y(©) # 0).

yktD = Ay =0,1,...

A tulcsordulas elkertlése miatt:

X = Ay(k) y =
’ (1"



Tétel. Ha
1. A diagonalizélhaté
2. az A sajatértékeire teljesiil

Al < A2 < S Anoa] < A
3. (y@,v,) # 0, ahol v, a \,-hez tartozé sajatvektor,

akkor az el8bb definiglt y(k) sorozat k — oo esetén tart a Ap-hez
(az abszoldtértékben legnagyobb sajatértékhez) tartozé
sajatvektorhoz.

A konvergencia sebessége ‘/\i‘ﬁl nagysagatol figg.




A sajatérték kozelitése.

Legyen A€ R™" v e R", v # 0.
Olyan A € R-t keresiink, melyre

JO) = Av = Av]F = ((Av)i = Av)?
i=1

minimalis.
dJ -
a =-2 i:E 1((AV),' - )\V,')V,' = 0,

n

Z(Av),- v = )\Zn: v?
i=1 i=1
(Av,v) (v,v)



(Av,v)
(viv)’

7 7 .. 2
és ez valéban minimumhely, mert % = (v,v) > 0.

Def. Legyen A € R™" A v € R", v £ 0 vektorhoz tartozé
Rayleigh-hdnyados:




Hatvany-modszer esetén a sajatérték kozelitése.
Minden y(K) esetén el8sllitjuk az y(¥)-hoz tartozé
Rayleigh-hanyadost:

\) (Ay(k),y(k))
L (v, y(k)

Ha a konvergenciatétel feltételei teljesiilnek, akkor AK) An, ha
k — oo.

Ha az y(K) normalt, azaz ||y(¥)||, = 1, akkor

NOPFNORVON



Mikor fejezziik be az iteraciét?

Ha
AU = XD < <1+ 2O,

ahol ¢ adott.

Valdban sajatérték, sajatvektor par kornyékén sikeriilt megalini?
Ha
1Ay, — AR 3 < e,

ahol y(K) normalt, akkor az iteracié sikeres volt.



1. Példa.

: (O, — (,O,,0)

)

(1) — (y(2),y(1)) _5-2+4.1+4.1_3




YO = Ay T8 =y W /B, [0

(2,1,1)7 | (0.8165,0.4082,0.4082) " 3

(5,4,4)T | (0.6623,0.5298,0.5298)7 | 3.0526

(14,13,13)7 | (0.6058,0.5626,0.5626)7 | 3.0225

(122,121,121)7 | (0.5805,0.5758,0.5758)7 | 3.0027

|| P WIN|~ X

(
(
(
(41,40,40)7 | (0.5869,0.5725,0.5725) " | 3.0080
(
(

(365,364,364)7 | (0.5784,0.5768,0.5768) 7 | 3.0009

|Ay©® — A(6)(6)2 = 6.7026 - 107°.

(A matrix sajatértékei: —2,1,3, a 3-hoz tartozd sajatvektor:
(0.5774,0.5774,0.5774)T.)



2. Példa.

S = a4, — < : > o (O, (0)) (y®,y )
L (v, - (v, y0)

)
@ = ay®) = 3 A1) — (y®, y(l)_3 2+4-1
e (O, @)~ 2P

=2,

Az algoritmus ledll, mert \)\(1) —
A-nak. (A sajatértékei: 2+ 1.)
Legyen y(l) = y(l)/||y(1)||2, ekkor

)\(0)| =0, de a 2 nem sajatértéke

HAy(l) _ >\(1)y(1)”2 -1



Az eltolas.

Allitas. Ha az A métrix sajatértékei A1,..., A, akkor az A — cE
(c € C) matrix sajatértékei A\; — c,..., A\p — c. A sajatvektorok
nem valtoznak.

Biz.



Inverz-iteracio.

A hatvany-mddszert az A~! métrixra alkalmazzuk.

y(©) £ 0 kezd&vektor,

y(k+1) = Afly(k)7 k=0,1,...



Allitas. Ha az invertilhaté A matrix sajatértékei A1, ..., An, akkor
az A~ métrix sajatértékei: ..., ;. A sajatvektorok nem
véltoznak.

— az A~! matrix absz. értékben legnagyobb sajitértéke az A
mdatrix absz. értékben legkisebb sajatértékének reciproka. A két
sajatértékhez ugyanaz a sajatvektor tartozik.

= Inverz-iterdciéval az A matrix absz.értékben legkisebb
sajatértékéhez tartozd sajatvektorat kozelithetjiik.



Tétel. Ha
1. A diagonalizélhaté
2. az A sajatértékeire teljesiil

Al <[A2] < S Anoa] A
3. (y@,v1) # 0, ahol v; a A\j-hez tartozé sajatvektor,

akkor az el8bb definilt y(k) sorozat k — oo esetén tart a A;-hez
(az abszoldtértékben legkisebb sajatértékhez) tartozd
sajatvektorhoz.

A konvergencia sebessége

i—i nagysagatol fiigg.




A gyakorlatban nem az y(kt1) = A=1y(k) jtericiét alkalmazzuk (a
matrixinvertdlds koltséges).
Helyette minden k-ra az

Ay(k+D) Z ()

linedris egyenletrendszert oldjuk meg.

Mivel az egy.rendszerrek matrixa minden k-ra ugyanaz, ezért az A
matrix LU-felbontasat egyetlen egyszer, az algoritmus elején kell
elvégezni.



Az algoritmus.

y(©) kezd8vektor,
elkészitjiik az A matrix LU-felbontdsat: A= LU,

az algoritmus k-adik 1épésében:
1. Lz= y(kfl) —> meghatdrozzuk z-t,
2. Uy(k) =z — meghatarozzuk y(¥)-t,

a sajatérték kozelitése:

A\ (Ay(k), (k)Y
- (Y09, yl)

A tilcsordulds elkeriilése miatt itt is érdemes az y(¥)-t normalni.



Inverz-iteracié + eltolas.
Az inverz-iterdciét A helyett az A — cE matrixra alkalmazva
esélylink lehet az Osszes sajatérték kozelitésére.

Ekkor az iteracid el6tt az A — cE matrix LU-felbontasat készitjiik
el.

Mivel az A és az A — cE matrix sajatvektorai megegyeznek, ezért a
Rayleigh-hdanyadosban az A matrixszal érdemes szamolni.

A konvergenciafeltételek teljesiilése esetén az algoritmus a c-hez
legkozelebbi sajatértékét taldlja meg A-nak.



