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,-Azoknak, akik nem ismerik a matematikat, nehézséget okoz keresztiiljutni a szépség valédi ér-
z€séhez, a legmélyebb szépséghez, a természethez...

Ha a természetrdl akarsz tanulni, méltdnyolni akarod a természetet, ahhoz sziikség van arra, hogy
értsd a nyelvét, amin sz6l hozzad.”

(Richard Feynman)
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1. fejezet

Hatarozatlan integral

1.1. Alapfogalmak

1.1.1. Definicié. Legyen la,b[c R nemiires, nyilt intervallum, f :]la,b[— R fiiggvény. Az F :la,b[— R
fiiggvényt az f fiiggvény primitiv fiiggvényének vagy hatdrozatlan integrdljdinak nevezziik, ha az F fiiggvény
differencidlhaté az |a, b| intervallumon és

F'(x) = f(x)
teljesiil minden x €]a, b| esetén. Az F fiiggvényre a tovabbiakban az [ fvagy az [ f(x)dx jelélést haszndljuk.

1.1.1. Tétel. Ha f,F :]la,b[— R és F' = f, akkor G :]a,b[— R pontosan akkor primitiv fiiggvénye f-nek,
ha létezik olyan C € R, hogy
F(x)=G(x)+C (x€la,b|)

1.2. Alapintegralok

1 9.
/ e'dx=¢" / ctg(x) dx = In|sin(x)|
2. | 10.
[ a‘dx= ma" f arccos(x) dx = xarccos(x) — V1 — x?
3 11.
f In(x)dx = xIn(x) - x [ arcsin(x) dx = xarcsin(x) + V1 — x2
4. 1 12.
[ log,(x)dx = I—(xln(x) - x) 1
nd [ arctg(x) dx = xarctg(x) — 5 In(1 + x%)
5.
1 L a+l
nx ar=-4 f arcctg(x) dx = xarcctg(x) + 3 In(1+ x%)
0 14
dx i .
[ cos(x) dx = sin(x) / cosh(x) dx = sinh(x)
7 . 15.
[ sin(x)dx = - cos(x) [ sinh(x) dx = cosh()
8 16.
f tg(x) dx = —In]|cos(x)| [ tanh(x) dx = In|cosh(x)|



17. 25.

. 1
f coth(x) dx = In|sinh(x)] [ dx = —arccos(x
= (x)
18. 26.
dx
f arcosh(x) dx = xarcosh(x) — Vx2 + 1 / 2 arctg(x)
19. 27 dx
f Toa- —arcctg(x)
f arsinh(x) dx = xarsinh(x) — Vx2 + 1 *
28. 4
X
= tanh(x
20. f o s (x)
1
f artanh(x) dx = xartanh(x) + 5 In|l1-x* 29 J
f - }TZ = —coth(x)
ol sinh” x
1 30. p
f arcoth(x) dx = xarcoth(x) + = In|x* - 1| f r arsinh( x)
2 x?+1
22. p 31. 4
x X
f - tg(x) f = = arcosh(x)
23. 4 32,
X dx
= —ctg(x -
[ Sin? x g(x) f 2" artanh(x)
24. | 33,
. dx
dx = arcsin(x =_
/ =2 (x) [ 2 arcoth(x)

1.3. Integralasi szabalyok
1.3.1. Tétel (A hatarozatlan integral linearitasa). Legyenek f,g :]la,b[— R olyan fiiggvények, melyekre

létezik [ f és [ g, legyenek tovdbbd ., € R tetszbleges konstansok. Ekkor létezik [a - f + B - g is, és
létezik olyan C e R, hogy

f a- f(x)+B-g(x)dx = a[ f(x)dx +ﬁ[ g(x)dx+C.
1.3.1. Példa.

f 3x+4x + 5x° + 2 sinh(x)dx

-3 f xdx + 4 f 2dx+5 f Pdx+2 f sinh(x)dx
2 3 4

=35 142 457 1 2cosh(x)+C
2 7377,

1.3.2. Tétel (A parcialis integralas tétele). Ha az f,g :]a,b[— R fiiggvények differencidlhatéak a,b[-n, és
létezik [ f'- g, akkor létezik [ f- g is, és létezik olyan C € R konstans, hogy

[ 1@ @dx= 1) 9(x) - [ (- g(x)dx+C. (xelab])

f xe*dx =?

1.3.2. Példa.



Legyen

f(x)=x és g'(x)=e".
Ekkor

fl(x)=1 és g(x)=e"
Igy, a parcidlis integrdlds tétele miatt

/xexdx:xex—/ 1-e'dx=xe’"—e" +C.
1.3.3. Példa.
[ In(x)dx =?
Legyen
f(x)=In(x) és ¢'(x)=1.

Ekkor |

F)== é g(x)=x

X

Igy, a parcidlis integrdlds tétele miatt
1
/ 1-In(x)dx = xIn(x) - [ x-—dx=xlIn(x) - f ldx = xIn(x) - x+C.
X

1.3.4. Példa.
f x% sinh(x)dx =2

Alkamazzuk a parcidlis integrdlds tételét az

f(x)=x* és g'(x)=sinh(x).

vdlasztdassal. Ekkor
f'(x)=2x és g(x)=cosh(x),

18y
f x? sinh(x)dx = x* cosh(x) — / 2x - cosh(x)dx
= x*cosh(x) — [Zx sinh(x) - ] 2. sinh(x)dx]
= x* cosh(x) — 2xsinh(x) + 2 cosh(x) + C.

1.3.3. Tétel (A helyettesitéses integralas tétele). Ha f :]a,b[— R, g :]c,d[—]a, b[ olyan fiiggvények, me-
lyek esetén létezik g :]c,d[— R és létezik [ f is, akkor létezik [ (f og)-g' is, és van olyan C € R, hogy

[ £ -g@ax=(( [ f)eg)+c= [ s

1.3.5. Példa.

+C. (x€]e,d])
1=g(x)

f sinh(2 - 7x)dx =2

—1-2
Legyent=2-"71x, azaz, x = 7

-t-2 1
g(1) = — & g'(1) = —7-

Ekkor

/sinh(2—7x)dx: [sinh(t)- (—%)d;

_ —
sl =9'(0)  limp 7%
—cosh
_ —cos (1) c
1=2-Tx 7 1-2-Tx 7

1 —cosh(2-7
:—§fsinh(t)dt _Zeosh=79) |




1.3.4. Tétel. Legyen f :]a,b[— R differencidlhaté la,b[-n, @ € R\ {-1}, ekkor f® - f' fiiggvénynek létezik a
primitiv fiiggvénye |a,b[-n és
f(l/+1( )

+C,
a+1

[ - fax =22

teljesiil valamely C € R konstanssal.

1.3.6. Példa.

J e+t (i - s )=

cos?(x) sin? (x)

A fenti tétel jeloléseivel,

F() = () + (). (9 = s s @3,
18,
L (12(x) + cte()* |
[ (ia) +ete()’ (cosz(x) ] Sinz(x))d . :

1.3.5. Tétel. Ha f : [a,b] - R folytonos [a,b]-n, f(x) # 0 (x € [a,b]), f differencidlhaté la,b[-n, akkor az
!
f7 fiiggvénynek létezik a primitiv fiiggvénye, és létezik olyan C € R, hogy

f(x)
f(x)

dx=Tn([f(x)]) +C.

1.3.7. Példa.
2x

f ¢ dx=?
e +3

f(x) = e +3 és fl(x) = 2%,

2€2x 2x
f62x+3 X = 2/e2x+3 x:—ln(‘e +3D+C

1.3.6. Tétel. Legyen f : R — R fiiggvény, a,B € R, a@ # 0 tetszblegesek. Ha létezik [ f, akkor létezik
[ f (@x+B)dx is, és létezik olyan C € R konstans, hogy

A fenti tétel jeloléseivel

-

18y

F (ax+p)
a

ff(a/erﬁ)dx: +C, (xeR)

ahol F jeloli az f fiiggvény primitiv fiiggvényét.

1.4. Integralasi modszerek

1.4.1. Racionalis tortfiiggvények integralasa
Egyszeriibb specialis tipusok
1.4.1. Allitas. Legyenek A,a,b € R, a # 0 tetszblegesek, ekkor

A A
/ dx=—1In(lax+b|)+C
a

ax+b

1.4.2. Allitas. Legyenek A,a,b€R, a+0ésneN,n+ 1 tetszblegesek, ekkor

A 1
./ (ax+b)”dx: a(l-n) (ax+b)r! v



1.4.3. Allitas. Legyenek A,a,b e R, a+0ésneN~ {1,2} tetszdlegesek, ekkor

2-n 1-n
/ Ax dxzé(ax+b) _Ab (ax+D) ic
(ax+Db)" a? 2-n a? 1-n

1.4.4. Allitas. Legyenek A,a,b,c € R, a # 0 tetsz6legesek és D = b* — 4ac. Ekkor, ha

— D <0, akkor
b
A A X+ 7~
2 ax=Lareg 2 4
/ax2+bx+c o abarcg( b )
— D =0, akkor 4 A1
St B
ax’+bx+c ax+§
— D >0, akkor

A v D3 2a(x+ L
f—dx:—artanh M +C.
ax>+bx+c 8a? D

1.4.5. Allitas. Legyen a € R~ {0} tetsz6leges, és

In(x):fm (neN).

1
I, = —arctg ()—C)
a a

Ekkor,

és minden n € N esetén
1 X 2n — 11

+
2na? (x2 + a?)" 2n "

Iy =

teljesiil.

A parcialis tortekre bontas modszere

1.4.1. Definicié. Azt mondjuk, hogy az f valds fiiggvény raciondlis tortfiiggvény, ha léteznek olyan P és Q
valos polinomok, hogy
P(x)

o) (xeR,0(x) #0)

f(x) =

teljesiil.

1.4.1. Megjegyzés. A tovdbbiakban az dltaldnossdg csorbitdsa nélkiil feltehetd, hogy f ligynevezett valodi
raciondlis tortfiiggvény, azaz, ha
f) =2,

O(x)
akkor deg(P) < deg(Q) teljesiil. Ellenkezd esetben ugyanis (az osztds elvégzése utdn) f felirhato egy polinom
és egy valodi raciondlis tortfiiggvény osszegeként. Feltehetd tovdbbd az is, hogy a nevezdben szerepld Q
polinom egy foegyiitthatoju.

1.4.1. Tétel. Legyen f egy raciondlis tortfiiggvény. Ekkor az f fiiggvénynek létezik F primitiv fiiggvény,
tovdabbd ez az F fiiggvény elemi fiiggvény.

A tovébbiakban a Q polinom gyokeitdl fiiggden harom kiilonbozd esetet kell megkdlonboztetniink.
I. eset Ha a Q polinomnak csak egyszeres multiplicitdasd, valos gyokei vannak, azaz

O(x) = (x = x1)(x = x),

akkor
P(x) B P(x) Al N Ay

f(x) = = = oy

) O(x) (x—-x1)(x=x4) (x=x1) X — Xp

aholaz Ay,..., A, egyiitthatok egyértelmiien meg vannak hatdrozva. Ezeket a konkrét feladatokban az egyiitt-
haték egyeztetésével lehet meghatarozni.




1.4.1. Példa. Tekintsiik az .
—dx
.[ (x=2)(x+4)
hatdrozatlan integrdlt. Az el6zbek szerint, keresenddek azok A és B valos szdmok, melyekre

1 A B
(x-2)(x+4) x-2 x+4

teljesiil. Kozos nevezdre hozva,

1 _A(x+4)+B(x-2)
(x=2)(x+4) - (x-2)(x+4)

azaz,
1=A(x+4)+B(x-2)

kell, hogy teljesiiljon, minden x € R\ {2, -4} esetén. Ez csak uigy lehetséges, ha A és B megolddsa az aldbbi
egyenletrendszernek,

A+B=0
4A-2B=0

1
s B=——, ezért
6

AN =

Ennek az egyenlet megolddsa A =

1 R
(x=2)(x+4) 6x-2 2x+4
Mindebbdl,
1 11 11 1 1
f—dx: - - dx=—In(|x-2]) - —In(|x+4|) + C
(x=2)(x+4) 6x-2 6x+4 6 6
adodik.

II. eset Ha a Q polinomnak csak valdés gyokei vannak, de a gyokok kozott vannak tobbszoros multiplici-
tasdak is, azaz, a Q polinom
Q(x) = (x = x1)" (x = x2) ™+ (o — xi)™,

alakd, ahol Y¥ | @; = n. Ebben az esetben

P(x) P(x)
T2 00 = ey o)™ G- w0
A Ae L Al
(x—x1)  (x-x1)? (x —xp)™
(x-x) (x-x)? (x = x)®
N Ap A Akay

e (x_xk) + (x_x]()z 4o+ (X_Xk)ak'

Az eléallitdsban szerepl A, i = 1,...,k valos szdmokat ebben az esetben is az egyiitthat6k egyeztetésével
tudjuk meghatarozni.

1.4.2. Példa. Tekintsiik az

f 3x2+4x-6
———dx
(x+2)3

hatdrozatlan integrdlt. A fentiek szerint

3% +4x-6 A . B . C
(x+2)3 x+2 (x+2)2 (x+2)¥




az egyiitthatok egyeztetése utdn az A, B és C szdmokra az aldbbi egyenletrendszert kapjuk,

A =3
4A+B = 4
4A+2B+C = -6
Vagyis, A =3, B=-8és C = -2. Midezekbdl,
3x% +4x-6 3 8 2 8 1
XD :f - - dx=3In(x+2)) + ——+ — +C.
(x+2)3 x+2 (x+2)2 (x+2)3 X+2 x+2

III. eset Ha a Q polinomnak van komplex gyoke is. Ekkor, ha példdul z € C gyke a Q polinomnak, akkor
7 is gyoke O-nak, vagyis a komplex gyokok a konjugaltjaikkal egylitt 1épnek fel. Ezen az eseten beliil még
tovabbi két esetet kell megkiilonboztetniink.

I11. a) eset Ha a Q polinomnak tobbszoros valés és egyszeres komplex gyoktényez6i vannak, azaz,

0(x) = (x = x1)" (x = x2) 2 (x = xp)* (62 + brx +¢1 )+ (&2 + byx + ¢y),

akkor
foy = PO S A8 Ay 5 Bt G
0(x) & (x—xp) o (x-x) G+t

II1. b) eset Ha a Q polinomnak tobbszoros valds és tobbszoros komplex gyoktényez6i vannak, azaz,

O(x) = (x = x1)% (x = x2) % (x = 1) (X% + byx + ¢ )P (2 + byx + ¢,

akkor
f(x): P(x) :i& +i Arj +§: Bigx + Crk +'BZS Bsx+Cy
o(x) I (x-x) o x-x) G (P +bix+c)k = (X2 +bgx +cy)!

1.4.2. Trigonometrikus fiiggvények racionalis kifejezéseinek integralasa
Egyszeriibb specialis tipusok

Az [ sin®"*!(x) cos*(x)dx alakd integralok
Mivel
sin?"*!(x) = sin(x) sin?"(x) = sin(x) (1- cosz(x))n,

ezért az integrandus alakja
[ sin?™*! (x) cosk(x)dx = f sin(x) (1 - cosz(x))’1 cos* (x).

ami szorzdsok és az n-edik hatvanyra emelés utdn olyan Osszegre vezet, melynek (legfeljebb egy kivétellel)
mindegyik tagja f"(x)f’(x) alakq.

1.4.3. Példa.
f sin’ (x)dox = f sin(x) sin?(x)dox = f sin(x) (1 — cos(x))dx
= f sin(x) — sin(x) cos?(x)dx = — cos(x) +

3
cos’(x) i

Az [ cos?™!(x) sin*(x)dx alakd integralok
Hasonldan az el6sz6 esethez,

cos® (x) sin®(x) = cos(x) cos™ (x) sin®(x) = cos(x)(1 - sin®(x))" sin*(x),

ami szorzdsok és az n-edik hatvdnyra emelés utdn olyan Osszegre vezet, melynek (legfeljebb egy kivétellel)
mindegyik tagja f"(x)f’(x) alakq.



Az [ cos?*1(x)sin®**!(x)dx alaki integralok

Ha az integrandus mind a sinus, mind a cosinus fiiggvény paratlan hatvanyon tartalmazza, akkor teljesen
mindegy, hogy melyiket alakitjuk 4t, de a fent ismeretett 4talakitdsok valamelyikét célszer(i alkalmazni.

Az [ cos?(x) sin**(x)dx alakd integralok

Ebben az esetben a

sin(x) cos(x) = %Sin(2x)
sin?(x) = % %os(2x)

1 1
cos?(x) 5*5 cos(2x)

2

trigonometrikus azonossigok koziil a megfelel6t haszndlva az integrandus mar olyan alaki lesz, melyet a
korabban ismeretett médszerek valamelyikével kezelni tudunk.

1.4.4. Példa. (20
x  sin(2x
f sin®(x)dx = f ——= cos(2x)dx =54 C.
1.4.3. Az [ R(sin(x),cos(x))dx alaki integralok

A sinus és cosinus fiiggvények tetszéleges R(sin(x),cos(x)) raciondlis kifejezése esetén a

()

helyettesités mindig célravezet6. Ezen helyettesités elvégzése utdn ugyanis,

2 . 2t ) 1-7
=T tzdt sin(x) = o és cos(x) = i

amibdl azt latjuk, hogy ezzel a helyettesitéssel az integrandus egy raciondlis tortfiiggvénybe megy At.

1.4.5. Példa.

1
m—/ﬁm_wc_t() L
/1+cos(x) (%) f +% 1+72 #\2

2

1.4.4. Az [ R(e*)dx alaki integralok
Abban az esetben, ha az integrandus az exponencidlis fliggvény egy raciondlis tortfliggvény, a

1
t=e" dxz;dt

helyettesitéssel az integrandus 7-nek raciondlis tortfiiggvényébe megy at.

1.4.6. Példa.

3 1 .
f En e_xdx ot t+_l ; . = 3arctg(t) + C = 3arctg(e*) + C.
1.4.5. Az [ R(x, Vax+ b)dx alaku integralok

Ha az integrandus x-nek és \/ax + b-nek raciondlis tortfiiggvénye, akkor az

"-b

a

. n,_
x= és dx = —1""\dt
a

helyettesitéssel az integrandus raciondlis tortfiiggvénnyé alakithat6.



1.4.7. Példa. Az [ x\/5x+ 3dx integrdl kiszdmitdsdhoz végezziik el az

2t
és dx = —dt
5

helyettesitéseket. Ekkor

2

23 2% 2 [ . 25 2.,
V3x13d =f PR P (S V- R . St Vs
/x xEoax 5 59725 125" 25 "
2 ) 3

=E(\/5x+3) —g(\/5x+3) +C




2. fejezet

Riemann-integral

2.1. A Riemann-integralhatésag fogalma
A tovdbbiakban legyen [a,b] c R egy zdrt intervallum és f:[a,b] - R egy korlétos fiiggvény.
2.1.1. Definicié. LegyenneN. A

P={xila=xo<x; <...<x;<...<x,=b}

halmazt az [a, b] intervallum egy felosztdsdnak nevezziik.
Az x; pontokat a P felosztds osztépontjainak hivjuk, mig az [x;i-1,x;], i = 1,...,n intervallumokat a
Jelosztds részintervallumainak mondjuk.
Tovdbbd, a
Ax; = x; — xi_q (i=1,...,n)

jelolés bevezetése mellett a
|P|| = sup{Ax;|i=1,...,n}

szamot a felosztds finomsdgdnak nevezziik.
2.1.2. Definicié. Felosztdsok egy (Py)ren sorozatdt normadlis felosztdssorozatnak mondjuk, hogy
lim ] = 0.
2.1.3. Definici6. Legyen Py, illetve P, az [a,b] intervallum felosztdsai. Abban az esetben, ha
PicP,
teljesiil, azt mondjuk, hogy a P, felosztds finomitdsa a P, felosztdsnak.

2.1.4. Definicié. Legyen P az [a,b] intervallum egy felosztdsa és

M;= sup f(x) és m;= inf  f(x) (i=1,...,n).

xe[xi—1,%i] xe[xi-1,xi]
2.1.1. Megjegyzés. Az f fiiggvény korldtossdga miatt minden i = 1,...,n esetén léteznek és végesek.

2.1.5. Definicid. A fenti jelolések megtartdsa mellett legyenek

a(f,P) = Zn:miAi
i=1

S(f,P) = iMiA,-
i=1

O(f.P) = i(Mi ~m)A.

Ezeket a mennyiségeket rendre az f fiiggvény P felosztdsdhoz tartozo alsé, felsd, illetve oszcilldcios osszegének
nevezziik.
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2.1.6. Definicié. Tovdbbd, ha mindeni=1,...,n esetén & € [ x;_1, x;], akkor az
n
I(f.P) =) f(€)Ax;
i=1

szdmot az f fiiggvény P felosztdsdhoz és a &1, . .., &, pontokhoz tartozo integrdlkozelitd dsszegének mondjuk.

y
2.1. abra. Integralkozelitd Osszeg
f
a=xy X1 Xp—1 b=1xp
2.2. dbra. Alsé integralkozelitd 6sszeg
2.1.1. Allitas. — Az [a,b] intervallum tetszéleges P felosztdsa és tetszbleges &1, ...,& € [a,b] pontok

esetén

o(f,P) <I(f,P) <X(f,P).

— Ha P, és P, olyan felosztdsai az [a, D] intervallumnak, hogy Py c P, akkor
o(f,P1)<o(f,P2) és Z(f,P2) <Z(f,P1).

— Az [a,b] intervallum tetszéleges Py és P, felosztdsai esetén

a(f,P1) <Z(f,P2).

11



a = Xy X1

2.3. abra. Fels6 integralkozelitd 0sszeg
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2.1.7. Definicié. Legyen f:[a,b] - R egy korldtos fiiggvény. Ekkor az
I(f) =sup{co(f,P)| P az [a,b] felosztdsa} ,

illetve az
I(f) = inf {Z(f, P) | P az [a,b] felosztdsa}

szdmokat az f fiiggvény [a,b] intervallum feletti alsé, illetve felsé Darboux-integrdljinak nevezziik.

2.1.2. Allitas. Tetszbleges f:[a,b] — R esetén az I(f), illetve az I( f) Darboux-integrdlok léteznek és vége-
sek, valamint

I() <I(f)

teljesiil.

2.1.1. Kovetkezmény. Tetszdleges f:[a,b] — R korldtos fiiggvény és az |a,b] intervallum tetszéleges P
felosztdsa esetén

o(f.P) <I(f) <I(f) <=(f.P),

igy, _
0<I(f)-3(f) <O(f.P)

teljesiil.
2.1.8. Definici6. Azt mondjuk, hogy az f:[a,b] — R fiiggvény Riemann-integrdlhatd, ha

1) =9(f)

teljesiil. Ezt a kozos értéket az f fiiggvény [a, b] intervallum feletti Riemann-integrdljanak mondjuk és rd az

b
[ f(x)dx

jelolést haszndljuk.

b
2.1.2. Megjegyzés (A Riemann-integral geometriai jelentése). Az [ f(x)dx Riemann-integrdl annak a tar-

a
tomdnynak az eldjeles teriilete , melyet az y = f(x) gorbe, az x-tengely, valamint az x = a és y = b egyenletii
egyenes hatdrol.

2.4. dbra. A Riemann-integral geometriai jelentése

13



2.1.1. Tétel (Darboux). Legyen f:[a,b] — R korldtos fiiggvény. Ekkor barmely € > 0 esetén van olyan § > 0
ugy, hogy ha P olyan felosztdsa az [a, b] intervallumnak, melyre ||P|| < 6, akkor

(£, P)-T()] <& & |o(f,P)-I(f)l<e
teljesiil.

2.1.2. Kovetkezmény. Legyen f:[a,b] — R korldtos fiiggvény. Ekkor az [a,b] intervallum tetszéleges
(Pr) ke normdlis felosztdssorozata esetén

Jim (£, Pe) = 3(f), lim £(f,Pe) = 3(f) és lim O(f,P) =T(f) = 3(/)
teljesiil.

2.1.1. Példa. Az
f(x)=x" (xe0,1])

fiiggvény Riemann-integrdlhaté a [0, 1] intervallumon.
Az eld70 kovetkezmény szerint az also és a felsd Darboux-integrdlok kiszdmitdsdhoz elegendd az also- és
a felsd-integrdlkozelitd dsszegeket normdlis felosztdssorozatra meghatdrozni. Legyen n € N és tekintsiik a

Pn:{i|i=0,1,...,n}
n

1
[Pl =~
n

felosztdsokat. Ekkor

teljesiil minden n € N esetén, vagyis a (P, )nen felosztdssorozat normdlis. Tovdbbd, ha n € N régzitett, akkor

2 )2
-1
M;= sup x2:l—2 és m;= inf xzz(l 2) (i=1,...,n).
N xe[ 0] n
Ezért R
! il 1 &, 1nrr+1)(2n+1)
X(fiPn) =) MiAxi=) — - —=— =— eN
(f, Pn) ; iAX; ;nz w3 ;l 3 6 (n )
és 5
! n@G-1) 1 1 &, o, 1 (n-1)n2n-1)
TP = Sl =3 S 1= (nem)
Mindezekbdl
= )(2n+1 1
T(f) = lim £(£,P,) = lim "X DC@nD) 1
n—o0o0 n—00 67’[3 3
és

(n-1n(2n-1) 1
6n3 "3

I(f) = lim o (f, P,) = lim
adodik, vagyis
- 1
() =306 = 5

ami azt jelenti, hogy az f fiiggvény Riemann-integrdlhatd a [0, 1] intervallumon és

1
f ¥dx = l
3
0
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2.1.2. Példa. Az
I, xeQ
0, x¢Q

fiiggvény nem Riemann-integrdlhaté a [0, 1] intervallumon.
Az eldzd kovetkezmény szerint az also és a felsd Darboux-integrdlok kiszdmitdsdhoz elegendd az also- és
a felsd-integrdlkozelitd osszegeket normdlis felosztdssorozatra meghatdrozni. Legyen n € N és tekintsiik a

Pn:{i|i=0,1,...,n}
n

1
[Pl =~
n

f(%) =xa(x) ={

felosztdsokat. Ekkor

teljesiil minden n € N esetén, vagyis a (P,)nen felosztdssorozat normdlis. Tovdbbd, ha n € N régzitett, akkor

M= sup xo(x)=1 és m;= i_nlf_)(Q(x):O (i=1,...,n).
e[zl i

w51 w5
Ezért
n n 1 1
L(fiPp) =) MiAxi=)1-—=—--n=1 (neN)
i=1 -1 n n
és
n n 1
o-(f,Pn)=Em,-Axi=ZO-—=0 (HEN)
i=1 -1 N
Mindezekbdl B
I(f) = lim 2(f,P,) = lim 1 =1
n—>oo n—o00
és

I(f)=limo(f,P,)=1lim0=0
adodik, vagyis B
J(f)=1#0=3(f)

ami azt jelenti, hogy az f fiiggvény nem Riemann-integrdlhaté a [0, 1] intervallumon.

2.2. A Riemann-integralhatosag Kritériumai és elegendo feltételei

2.2.1. Tétel (Oszcillacios kritérium). Legyen f:[a,b] — R korldtos fiiggvény. Az f fiiggvény akkor, és
csakis akkor Riemann-integrdlhatd, ha barmely € > 0 esetén van olyan P felosztdsa az [a, b] intervallumnak,
melyre

O(f,P)<e

teljesiil.

2.2.2. Tétel. Legyen f:[a,b] — R korldtos fiiggvény. Az f fiiggvény akkor, és csakis akkor Riemann-
integrdlhatd, ha van olyan I valés szdm, hogy bdrmely € > 0 esetén van olyan P felosztdsa az [a,b] in-
tervallumnak, melyhez tartozo I(f, P) integrdlkizelitd dsszegre

‘j(f’P)_I|<8

teljesiil. Tovdbbd, ebben az esetben
b
I= [ f(x)dx.
a

2.2.3. Tétel. Legyen f:[a,b] — R folytonos fiiggvény. Ekkor f Riemann-integrdlhato.
2.2.4. Tétel. Legyen f:[a,b] — R monoton fiiggvény. Ekkor f Riemann-integrdlhato.
2.2.5. Tétel. Legyen f:[a,b] — R olyan fiiggvény, mely legfeljebb megszdmldlhatéan végtelen sok [a, b]-beli

pontban nem folytonos. Ekkor f Riemann-integrdlhato.
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2.3. A Riemann-integral tulajdonsagai

2.3.1. Tétel (Riemann-integral és miiveletek). Legyenek f,g:[a,b] — R Riemann-integrdlhatd fiiggvények,
A eR. Ekkor

— az f + g fiiggvény is Riemann-integrdlhato és
b b b
[(F+a)ax= [ fax+ [ gax
a a a
— a A- f fiiggvény is Riemann-integrdlhato és
b b
[ @-pax=2a [ fxyax
a a
— ha minden x € [a,b] esetén f(x) < g(x) teljesiil, akkor

fbf(x)dngbg(x)dx;

— ha [c,d] c [a,b], akkor az f fiiggvény Riemann-integrdlhatd a [c,d] intervallumon is;

— ha c €]a,b|, akkor
b c b
/f(x)dx:ff(x)dx+/f(x)dx;

— ha K >0 olyan, hogy
)<k (xefa,b]),

b
[ f(x)dx

2.3.1. Megjegyzés. Az eldzd tételben szerepld elsd és mdsodik dllitdst egyiittesen a Riemann-integrdl lineari-
tasdnak, a harmadikat a Riemann-integrdl monotonitdsdnak, mig az otodiket a Riemann-integrdl intervallum-
additivitdasanak mondjuk.

akkor

<K(b-a).

2.3.2. Tétel (Kozépértéktétel). Legyenek f,g:[a,b] — R Riemann-integrdlhatd fiiggvények. Tegyiik fel to-
vdbbd, hogy az f fiiggvény folytonos, a g fiiggvény pedig nemnegativ. Ekkor van olyan & €)a, b[, melyre

b b
[ rgdx=1@) [ gx)ax
teljesiil.

2.3.1. Kovetkezmény (Kozépértéktétel IL.). Legyen f:[a,b] — R folytonos, Riemann-integrdlhaté fiigg-
vény. Ekkor van olyan & €a,b[, melyre

b
7@ = [ f(ax

teljesiil.

2.3.3. Tétel. Legyen f:[a,b] — R egy Riemann-integrdlhato fiiggvény. Ekkor az |f| fiiggvény is Riemann-

integrdlhaté és
b
f f(x)dx
a

Sfblf(X)ldx

teljesiil.
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2.5. dbra. A Kozépértéktétel geometriai jelentése

2.4. A Newton-Leibniz-formula

2.4.1. Definicié. Legyen f:[a,b] — R egy Riemann-integrdlhaté fiiggvény. Ekkor az

F)= [ f0di (xelab))

mddon megadott F:[a,b] — R fiiggvényt az f fiiggvény felséhatdrfiiggvényének vagy integrdlfiiggvényének
hivjuk.

2.4.1. Tétel. Legyen f:[a,b] — R egy Riemann-integrdlhatd fiiggvény. Ekkor az f fiiggvény felséhatdrfiigg-
vénye folytonos az [a, b] intervallumon.

2.4.2. Tétel. Legyen f:[a,b] - R egy Riemann-integrdlhatd fiiggvény. Ha az f fiiggvény folytonos az |a,b|
intervallum valamely x* pontjdban, akkor ebben a pontban az f fiiggvény F fels6hatdrfiiggvénye differenci-
dlhato és
F'(x") = f(x").
2.4.3. Tétel (Newton—Leibniz). Legyen f:[a,b] — R egy folytonos fiiggvény és jelolje F:[a,b] - R az f
fiiggvény egy primitiv fiiggvényét. Ekkor
b

[ 1@dx=[F@); = F(b) - F(a).

a

2.4.1. Példa. Szdamitsuk ki az

& 2
f —dx
e X

integrdlt.
A Newton—Leibniz formula jeloléseivel

2
f(x)==, F(x)=2Inlx| és a=e, b=¢
X
igy

2

e 1 &2 2
f “dx=[2ln[x]]" =In|é’| - Inle| =4 -2 =2.
e X

2.4.4. Tétel (Parcialis integralas tétele). Legyenek f,g:[a,b] — R olyan differencidlhato fiiggvények, me-
lyek derivdltjai Riemann-integrdlhatoak. Ekkor

b b
[ 1@d @dx=[£@g. - [ 1 (x)g(x)dx
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2.4.2. Példa.

2
/ xe* =7
0

Az integrdl kiszdmitdsdhoz alkalmazzuk az el6zd tételt az

f(x)=x é g'(x)=¢
vdlasztdssal, ekkor
f(x)=1 é g(x)=e",
gy ) )
fo xe'dx = [xex]g - [o 1-e'dx = [xex](z) - [ex](z) = (282 -0) - (ez -1)= e+ 1.
2.4.5. Tétel (Helyettesitéses integralas tétele). Legyen ¢:[a,b] — [A, B] egy olyan szigoriian monoton né-
)

]
vekedd, folytonosan differencidlhatd fiiggvény, melyre ¢(a) = A és ¢(b) = B. Ha az f:[¢(a),¢(b)] - R
fiiggvény folytonos, akkor

¢(b) b
[ ryax= [ £ o) (1.
¢(a) a

2.4.3. Példa. .
f (3x+4)%dx =7
1

Alkalmazzuk az el6z0 tetelt a
(1) = t—4
=73
vdlasztdssal, ekkor |
¢'(1t) = 3 és 9071(I) =3t +4,
tovdbbd
pla)=1 és ¢(b)=2,

2 10 4 4 4
f(3x+4)3dx=ft3-ldt= LA R
1 S 3 12 12

A Riemann-integral néhany alkalmazasa

ezérta="17és b =10, igy

Teriiletszamitas
Legyenek ¢, ¥: [a,b] — R olyan folytonos fiiggvények, melyekre
p(x) <y(x)  (xefa,b])

teljesiil s jelolje S annak a sikidomnak a teriiletét, melyet az y = ¢(x), y = (x) gorbék valamint az x = a és
x = b egyenesek hatarolnak.
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Ekkor az S sikidom teriilete

b
AS) = [ () - p(x)ax.
2.4.4. Példa. Legyenck

e(x)=x  és ¥(x) = x + sin®(x) (x€[0,7]).
Ekkor ¢(x) < y(x) teljesiil minden x € [0,7] esetén, igy a ¢,y gorbék, illetve az x = 0 és x = m egyenesek
dltal meghatdrozott tartomdny teriilete

x sin(2x)

7(5) = [ (x+sin() - xdx= [ ”sinz(x)dx:[5 s ]

n
T

0 2

Gorbék ivhossza

Legyen ¢:[a,b] — R egy folytonosan differencidlhaté fiiggvény, ekkor a ¢ fiiggvény éltal meghatdrozott
gorbedarab ivhossza,

o) = [T VT @

a b

2.4.5. Példa. Legyen a > 0 rogzitett és

w(x) =a/cosh(§) (xe[0,a]).

Ekkor a ¢:[0,a] — R folytonosan differencidlhaté fiiggvény dltal meghatdrozott gérbedarab hossza,

L(gp):_[oa 1+(¢p’(x)2)dx=_[oa \/1+(sinh2(§))dx=foacosh(g)dxz[asinh(j—y)]zzoz-sinh(l).
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Forgastestek térfogata
Legyen ¢: [a,b] — R egy folytonos fiiggvény és forgassuk meg az x tengely koriil az

a<x<b 0<y<e(x)

tartomdnyt. A forgds sorédn surolt pontok egy S forgastestet alkotnak, melynek térfogata

V(S)= ﬂfabgoz(x)dx.

2.4.6. Példa. Legyen r > 0 adott és
o(x) = Vr2-x? (xe[-rr]).

Ekkor a ¢ fiiggvény x tengely koriili megforgatdsdval nyert forgdstest éppen az origd kozépponti r sugari
gomb.

A fentiek szerint ennek a forgdstestnek a térfogata

V(S):ﬂ[:go2(x)dx:7r/::(m>2dx:ﬂfr

—-r

37" 3
P2 Pdx=n|rx- = A i
3], 3

2.5. Improprius integralok

2.5.1. Definicié. Legyen a valds, b pedig bovitett valos szdam, tigy, hogy a < b teljesiil. Legyen tovdbbd
f:[a,b[— R egy olyan fiiggvény, mely minden x € [a, b| esetén Riemann-integrdlhaté az [a, x| intervallumon.
Ertelmezziik az F: [a,b[— R fiiggvényr az

F)= [ rode (xelabl)

formuldval. Ha az F fiiggvénynek a b pontban létezik és véges a baloldali hatdrértéke, akkor azt mondjuk,
b

hogy az [ f(x)dx improprius integrdl konvergens és ebben az esetben
a

b
[ #dx= tim F(x).
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2.5.2. Definicio. Legyen a bovitett valds, b pedig valos szdam, iigy, hogy a < b teljesiil. Legyen tovdbbd
f:]a,b] - R egy olyan fiiggvény, mely minden x €|a, b] esetén Riemann-integrdlhaté az [ x, b] intervallumon.
Ertelmezziik az F:]a,b] — R fiiggvényt az

b
F@) = [ fode (xeab))

formuldval. Ha az F fiiggvénynek az a pontban létezik és véges a jobboldali hatdrértéke, akkor azt mondjuk,

b
hogy az [ f(x)dx improprius integrdl konvergens és ebben az esetben
a

b
/ f(x)dx = xl—igl+ F(x).

2.5.3. Definici6. Legyenek a,b bévitett valds szamok iigy, hogy a < b. Legyen tovdbbd f: |a,b[— R egy olyan
fiiggvény, mely az |a, b[ intervallum minden zdrt részintervallumdn Riemann-integrdlhato. Tegyiik fel, hogy
van olyan c €]a, b|, mely esetén az

jf(x)dx és az ff(x)dx

b

improprius integrdlok konvergensek. Ebben az esetben azt mondjuk, hogy az [ f(x)dx improprius integrdl
a
is konvergens és

ff(x)dx:jf(x)dx+ff(x)dx,

2.5.1. Tétel (Osszehasonlité kritérium L.). Legyen a € R és ¢, ®:[a, +oo[— R olyan fiiggvények, melyek az
[a, +oo[ intervallum minden zdrt részintervallumdn Riemann-integrdlhatéak. Tegyiik fel tovdbbd, hogy

lp()<@(x)  (xefa,+oo]).

+00 +oo

Ekkor, ha az [ ®(x)dx improprius integrdl konvergens, akkor az [ ¢(x)dx improprius integrdl abszoliit
a a

konvergens.

2.5.2. Tétel (Osszehasonlit6 kritérium IL). Legyen a € R és @,y [a, +0o[ > R olyan fiiggvények, melyek
az [a,+oo[ intervallum minden zdrt részintervallumdn Riemann-integrdlhatoak. Tegyiik fel tovdbbd, hogy
Y(x) > 0 teljesiil minden x € [a, +oo[ esetén és létezik és nulldtol kiilonbézé a

lim #(x)
e u(x)

+00 +00

hatdrérték. Ebben az esetben az [ ¢(x)dx és az [ y(x)dx improprius integrdlok egyszerre konvergensek,
a a

illetve divergensek.

2.5.3. Tétel. Legyenek a,p € R és ¢:[a,+oo[— R olyan fiiggvény, mely az [a, +oo[ intervallum minden zdrt
részintervallumdn Riemann-integrdlhato. Tegyiik fel tovdbbd, hogy létezik és nulldtol kiilonbozd a

lim xPp(x)

X—>+00

hatdrérték. Ekkor

+o00
— p>leseténaz [ ¢(x)dx improprius integrdl konvergens;
a
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+00
— p<leseténaz [ ¢(x)dx improprius integrdl divergens.
a
2.5.4. Tétel. Legyenek f,¢:[a,+oo[— R, melyekre
(i) x = +oo esetén a ¢ fiiggvény monoton csékkenden nulldhoz konvergdl;
(ii) az
X
F(x) = f F(dt (xe[a,+oo[)
a

mddon megadott F: [a, +oo[— R fiiggvény korldtos.

Ekkor az oo
| r@eax

improprius integrdl konvergens, azonban abszoliit konvergencia dltaldban nem teljesiil.

2.5.1. Kovetkezmény. Legyenek a,a €]0, +oo| tetszdlegesek. Ekkor az

f+°° cos(x)dx és az f+°° sin(x)dx
a a Xa'

x(l

integrdlok konvergensek.

2.5.1. Példa. Az el6zd kovetkezmény alkalmazdsdval azonnal adodik, hogy az

+oo gin(x)
—=d
hoE

improprius integrdl konvergens.

2.5.2. Példa.

ugyanis tetszdleges x € [1,+00[ esetén az
1
f)=5  (re[l,x])

t
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fiiggvény Riemann-integrdlhato az [ 1, x] intervallumon. Tovdbbd,
X X
1 17° 1 1
F(x):[f(t)dt:f_zdt:[_z] _ Lo lt
r [ b} X X
1 1
ezért

lim F(x) = lim (1 —l) =1,
x

X—>00 X—>00
+o00

vagyis az [ x—lzdx improprius integrdl konvergens és
1

2.5.3. Példa.

ugyanis tetszdleges x € [1,+o0[ esetén az

f=1 el

fiiggvény Riemann-integrdlhaté az [1, x] intervallumon. Tovdbbd,

X X 1
F) = [ fydr= [ ~di= [T = In]xi = In]1] = In]x
1 1

ezért
lim F(x) = lim In|x| = +oo0,
X—>00 X—>00
+00

vagyis az [ idx improprius integrdl divergens.
1
2.5.4. Példa.

1

f ldx = +o00,
X

0

ugyanis tetszéleges x € [0, 1] esetén az

1
f0=1  Gelxl)
fiiggvény Riemann-integrdlhaté az [ x, 1] intervallumon. Tovdbbd,

1

1
F(x):[f(t)dt:f%dt:[ln|t|])lc:1n|1|—ln|x|:—1n|x|

X
ezért

lim F(x) = lim (—In|x]) = +o0,
x—>0+ x—>0+

1
vagyis az [ %dx improprius integrdl divergens.
0
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2.5.5. Példa. |
1
—dx =2,
f Nz !
0
ugyanis tetszéleges x € [0, 1] esetén az

£(1) = % (re[x1])

fiiggvény Riemann-integrdlhato az | x, 1] intervallumon. Tovdbbd,

1 1
F(x):ff(t)dt:f%dt:[2\/2])1(:2—2\/}

X
ezért
lim F =1i 2-2 =2
fip PO = fig (2-2v3) =2
1

vagyis az [ %Cdx improprius integrdl konvergens és
0

1

f %dx: 2.

0

2.5.6. Példa.

+00 1
f 1+x2dx:ﬂ’

ugyanis tetszbleges a,b € R, a < b esetén az

1
1+172

f(@) = (1€ [a,b])

fiiggvény Riemann-integrdlhaté az [a, b] intervallumon és

b
1
/ . tzdt = [arctg(t)]z = arctg(b) — arctg(a),
a

18y

1+ x2

+00 | ' boq ‘ .
f dx= lim f dx=lim (arctg(b) —arctg(a)) = 3 (
oo a — —oo a

1+ x2 d— —00

b — +oo b — +oo

2.5.7. Példa. Az

f+°° cos?(x) 4
X
1

2
improprius integrdl abszoliit konvergens.
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Ugyanis tetsz6leges x €]0, +oo[ esetén

teljesiil, valamint a 2.5.2. Példa szerint

2.5.8. Példa. Az

teljesiil. Tovabbd,

+ool
[Tl
3 X

amibél az Osszehasonlito kritérium felhaszndldsdval adédik a fenti improprius integrdl divergencidja.

+00o _xz
[ e dx
1

improprius integrdl konvergens, hiszen, ha x €]1, +oo[, akkor

2.5.9. Példa. Az

Tovabbad, az

improprius integrdl konvergens.

2.5.10. Példa. Az

improprius integrdl konvergens.
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Ebben az esetben azonban nem haszndlhato az elézd gondolatmenet, hiszen, ha x € [0, 1], akkor

Haszndljuk azt, hogy

Az eld70 példa alapjdn az

+00 _xz
/ e dx
1

improprius integrdl konvergens. Tovdbbd, minden x € [0, 1] esetén

2

e <1,

igy

1, 1

f e Vdx< f 1dx =1,
0 0
amibél
400 )
f eV dx< +oo
0

adodik.

26



3. fejezet

Vektorterek, euklideszi terek

3.1. Vektorterek, euklideszi terek

3.1.1. Definici6. Legyen X egy nemiires halmaz, melyen értelmezve van egy + ¢ X x X és egy - ¢ X x R,
melyeket rendre 0sszeaddsnak, illetve skaldrral valo szorzdsnak neveziink, 1igy, hogy teljesiilnek az aldbbiak

(i) minden x,y € X esetén x + y = y + x (kommutativitds);
(ii) minden x,y,z € X esetén (x +y) + z = x + (y + z) (asszociativitds);

(iii) létezik egy olyan 0-val jelolt elem X-ben, melyre minden x € X esetén x + 0 = x teljesiil (zéruselem

létezése);
(iv) minden x € X esetén létezik olyan —x-szel jelolt X-beli elem, hogy x + (—x) = 0 (inverzelem létezése);
(v) minden x € X esetén 1-x = x;
(vi) tetszbleges A, € R konstansok és x € X esetén A- (u - x) = (Au) - x;
(vii) tetszbleges A, € R és x,y € X esetén (A + pu)x = Ax + ux és A(x +y) = Ax + Ay teljesiil.

Ebben az esetben azt mondjuk, hogy (X, +,-) vektortér vagy azt, hogy linedris tér R felett. Az X halmaz
elemeire a tovdabbiakban a vektorok, mig R elemeire a skaldrok elnevezést fogjuk haszndlni.

3.1.2. Definicié. Legyen X egy vektortér. Azt mondjuk, hogy a (-,-): X x X — R fiiggvény belsdszorzat vagy
skaldris szorzat X-en, ha teljesiilnek a kovetkezok.

(i) tetszbleges x,y € X esetén (x,y) = (y, x);
(ii) minden x,y,z € X esetén (x +y,z) = (x,z) + (y,2);
(iii) minden x,y € X és A € R esetén (Ax,y) = A(x,y);
(iv) tetszdleges x € X esetén (x,x) > 0 és (x,x) = 0 pontosan akkor teljesiil, ha x = 0.

Azt mondjuk tovdbbd, hogy az X vektortér belsdszorzattér vagy euklideszi tér, ha X-en adva van egy belsd-
szorzat.

3.1.1. Példa. Az X = C([a,b]) téren az

(r.9)= [ 1(g(x)ax
formula belsészorzat definidl.
3.1.2. Példa. Legyen n €N, ekkor az X = Myx,(R) linedris téren az
(AB)=t(AB) (A BeMpn(R)

formula belsdszorzatot ad meg.
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3.1.3. Definicio. Legyen X egy belsdszorzattér, ekkor az x € X elem normdjdn az
[ x[ = /{x, x)
szdmot értjiik.

3.1.1. Allitas (A norma tulajdonséagai). Legyen X egy belsészorzattér és X elemeinek a normdjdt értelmez-
ziik az eldzd definicio szerint. Ekkor

(i) tetszbleges x € X esetén | x| > 0 és | x| = O pontosan akkor teljesiil, ha x = 0;

(ii) minden x € X és A € R esetén |Ax| = |4] - ||x

>

(iii) bdrmely x,y € X esetén |x +y| < ||x| + ||ly|.

3.2. AzR"tér
3.2.1. Definici6. Legyen R' = R és ha n € N, akkor legyen
RnJrl — Rn x R

Az R" tér elemeit rendezett szdm n-eseknek nevezziik. Ha x = (xy,...,x,) € R", akkor az x; valds szdmot az
x vektor i-edik koordindtdjanak mondjuk, i = 1,... n.

3.2.1. Allitas. Az R" térben értelmezziik a kovetkezd két mitveletet,
X+y= (X1 +YlseeesXn+Yn),
hax=(x1,..., %),y = (Y1,...,yn) €R" és
A-x=(Ax1,...,Ax,),
ha x = (x1,...,x,) € R" és 1 € R. Ekkor (R", +,") linedris tér.
3.2.2. Allitas. Ha x = (X15--s%0)sy = (Y15 .-, yn) € R", akkor legyen
(x,y) = X1y1 + - Xnln.
Ekkor (-,-) belsdszorzat a R" téren.

3.2.2. Definicié. Legyenek x = (x1,...,%,),y = (Y1,-..,yn) € R", ekkor az

M=
=
~R

1]
—_

[x1 =

szdmot az x € R" vektor normdjdnak hivjuk, hogy a

Jx-y] = \‘ f;(xi—yoz

mennyiséget az x és az y vektorok tavolsdgdnak mondjuk.

2

3.2.3. Definicio. Legyen xo € R" és r > 0, ekkor a
G(xo.r) ={xeR"| |x—xo <r},

illetve a
B(xo,r) ={xeR"[ |x-xo| <7},

halmazokat rendre az xo pont r sugarii nyilt, illetve zdrt kornyezeteinek nevezziik.
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3.2.4. Definicio. Legyen D c R" egy nemiires halmaz. Azt mondjuk, hogy az xo € D pont belsd pontja D-nek,
ha van olyan r > 0, hogy G(xo,r) c D teljesiil. A D halmaz belsé pontjainak a halmazdra a tovdbbiakban a
D° jelolést fogjuk haszndlni.

3.2.5. Definici6. Legyen D c R" egy nemiires halmaz. Azt mondjuk, hogy az xo € R" pont kiilsé pontja
D-nek, ha xy belsd pontja R" \ D-nek.

3.2.6. Definicio. Legyen D c R" egy nemiires halmaz. Azt mondjuk, hogy az xo € D pont hatdrpontja D-nek,
ha tetszéleges r > 0 esetén G(xo,r)ND + @ és G(xp,r) N (R" \ D) # & teljesiil. A D halmaz belsé pontjainak
a halmazdra a tovdbbiakban a 0D jeldlést fogjuk haszndlni.

3.2.7. Definicio. Legyen D c R" egy nemiires halmaz. Azt mondjuk, hogy az xo € R" pont érintkezési pontja
D-nek, ha tetszdleges r > 0 esetén G(xo,r) N D + @.
Azt mondjuk, hogy az xo € R" pont a D halmaznak torléddsi pontja, ha minden r > 0 esetén G(xq, r)n(D~
{x0}) # @ teljesiil. A D halmaz torléddsi pontjai halmazdra a tovdabbiakban a D' jelélést fogjuk haszndlni.
Azt mondjuk, hogy az xo € D pont a D halmaznak izoldlt pontja, ha van olyan r > 0, hogy G(xo,r) N D =
{xo} teljesiil.

3.1. dbra. Az x| pont belsd, az x, pont hatir-, az x3 pont pedig kiilsd pontja a D halmaznak
3.2.8. Definicio. Azt mondjuk, hogy a D c R" halmaz nyilt, ha a D halmaz minden pontja belsé pont. Azt
mondjuk, hogy a H c R" halmaz zdrt, ha H tartalmazza az dsszes torloddsi pontjdt.

3.2.1. Tétel. Legyen D C R" egy halmaz. Ekkor az aldbbi dllitdsok ekvivalensek.
(i) A D halmaz nyilt.

(ii) Az R" \ D halmaz zdrt.
3.2.9. Definicio. Azt mondjuk, hogy a K c R" halmaz korldtos, ha van olyan r > 0 és olyan xo € R", hogy
K c G(xo,r) teljesiil.
3.2.2. Tétel (Bolzano—Weierstrass). Az R”" tér minden korldtos, végtelen halmazdnak van torléddsi pontja.

3.2.10. Definicié. Azt mondjuk, hogy a D c R" halmaz kompakt, ha a D halmaz minden, nyilt halmazokbol
dllo lefedésébol kivdlaszthato véges lefedés.

3.2.3. Tétel (Heine—Borel). A D c R" halmaz pontosan akkor kompakt, ha korldtos és zdrt.
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3.2. abra. Korlatos halmaz

3.3. Sorozatok az R" térben

3.3.1. Definici6. Legyen k € N, R¥-beli sorozaton egy a természetes szdmok halmazdn értelmezett f:N — R
fiiggvényt értiink.

Legyen n € N tetsz6leges, ekkor f(n) helyett dltaldban az x, jelolést haszndljuk, magdra a sorozatra
pedig az (x,)nav jelolést alkalmazzuk. Tovabbd, az x, R¥-beli vektort az (x, ), sorozat n-edik elemének
mondjuk.

3.3.2. Definici6. Legyen k € N és (x,)nent €gy sorozat R¥-ban. Azt mondjuk, hogy az (x,)nav sorozat hatdr-
értéke (vagy limesze) x € R¥, ha bdarmely & > 0 szdmhoz taldlhaté olyan N > 0 szdm, hogy han € N és n > N,
akkor

|x, — x| < &

Erre a lim,_, o, x;, = x jelolést haszndljuk.

3.3.3. Definicio. Egy sorozatot konvergensnek neveziink, ha van olyan x € R, ami a széban forgd sorozat
limesze. Ellenkezd esetben divergens sorozatrol beszéliink.

3.3.1. Tétel (A hatarérték egyértelmiisége). Legyen (x,)qv egy olyan sorozat az R¥ térben, mely egyardnt
tart az x és y Rx-beli elemekhez. Ekkor x = y.

3.3.4. Definicié. Azt mondjuk, hogy az (yn)nen sorozat az (X, )nen Sorozat részsorozata, ha létezik egy olyan
¢:N — N szigoriian monoton fiiggvény, hogy minden n € N esetén

Yn = Xo(n)
teljesiil.

3.3.2. Tétel. Legyen x € R* és (x,)nan egy olyan sorozat R*-ban, melyre lim,,_, o, X, = x. Ekkor az (x,)nen
sorozat tetszdleges (Yn )nen részsorozata esetén

lim y, = x
n— oo
teljesiil.
3.3.5. Definici6. Legyen k € N, az R¥-beli (x,)nen sorozatot korldtosnak nevezziik, ha az
{x,|n e N} c R

halmaz korldtos.

3.3.3. Tétel (Konvergencia = Kkorlatossag). Bdrmely konvergens R¥-beli sorozat korldtos.
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3.3.4. Tétel (Bolzano—Weierstrass-féle kivalasztasi tétel). Legyen k € N. Az R¥ tér minden korldtos soro-
zatdnak létezik konvergens részsorozata.

3.3.6. Definici6. Legyen k € N. Azt mondjuk, hogy az (x,)nan R¥-beli sorozat Cauchy-sorozat, ha tetszéleges
&> 0 szdm esetén van olyan N > 0 szdm, hogy ha n,m € N, n,m > N, akkor

|20 = xm | < €.

3.3.5. Tétel (Cauchy-féle konvergenciakritérium). Egy R¥-beli sorozat akkor és csakis akkor konvergens,
ha Cauchy-sorozat.

3.3.6. Tétel. Legyen k € N. Az aldbbi dllitdsok ekvivalensek.

— az (xn)nen Sorozat konvergens és hatdrértéke x;

— mindeni=1,...,kesetén az (x,(,')) neN Ugynevezett i-edik koordindtasorozat konvergens és hatdrértéke
()
X i)

ahol x = (x), ... x®)) é5 x, = (x,(,l),...,x,(qk)), (neN).

31



4. fejezet

Tobbvaltozos és vektorértékii fiiggvények
folytonossaga

4.1. Alapfogalmak

4.1.1. Definicié. Legyenek k,m € N, D c R¥ nemiires halmaz, f:D — R™ fiiggvény. Azt mondjuk, hogy az f
fiiggvény folytonos az xy € D pontban, ha bdrmely € > 0 esetén létezik olyan 6 > 0, hogy ha x € D olyan,
hogy | x — xo| g« < 6, akkor

1 (x) = f(x0) | < &

Ha az f fiiggvény a D halmaz minden pontjdban folytonos, akkor azt mondjuk, hogy az f fiiggvény folytonos
a D halmazon.

4.1.1. Tétel (Atviteli elv). Legyenek k,m € N, D c R¥ nemiires halmaz, f:D — R™. Az f fiiggvény akkor
és csakis akkor folytonos az xo € D pontban, ha tetszéleges (x,)nen D halmazbeli elemekbdl dllo, xo-hoz
konvergdlo sorozat esetén az (f(xn) ), Sorozat f(xo)-hoz konvergdl.

4.1.1. Megjegyzés. A fenti definicio jelolései és feltételei mellett, az f fiiggvény akkor és csakis akkor nem
folytonos az xo € D pontban, ha van olyan (x,),en D halmazbeli elemekbél dllo, xo-hoz konvergdld sorozat,
melyre az (f(xn)),aq Sorozat nem f(xo)-hoz konvergdl.

4.1.1. Példa. Az
fay) =x+y*  ((xy) eR?)

médon megadott f:R? — R fiiggvény az R? halmaz minden pontjdban folytonos.
Legyen ugyanis (xo,yo) € R? tetszbleges és ((xp, Yn) ) e €8 tetszdleges, olyan R2-beli sorozat, mely az
(x0,yo) ponthoz konvergdl. Ebben az esetben

lim x, =x9 és limy,=yp
n—o0o

n—oo
teljesiil, ezért

F Gnsyn) = 50+ = x5+ 4 = f(x0.0).
Igy, az Awviteli elv miatt az f fiiggvény folytonos az (x0,y0) pontban. Mivel az (xo,yo) € R? pont tetszdleges
volt, ezért az f fiiggvény az R* halmaz minden pontjdban folytonos.

4.1.2. Példa. Tekintsiik az
Xy

fogy =12 29200

(x.y) = (0,0)

mdédon megadott f:R? — R fiiggvényt. Ekkor f nem folytonos a (0,0) pontban, azonban az R* ~ {(0,0)}
halmaz minden pontjdban folytonos.

Tekintsiik ugyanis az
11
(xn,y,,)z(—,—) (neN)

nn
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4.1. dbra. Az f(x,y) = x* + y? fiiggvény

sorozatot. Ekkor 1im,_.o, (X4, y,) = (0,0), tovdbbd,

11 1.1 l nsoo 1
noYn) = -, = = n_n :—n_) —¢0: 0,0.
I (Xns yn) f(n n) ,,12+,112 2—>2 £(0,0)

Ez pedig az Awviteli ely értelmében azt jelenti, hogy az f fiiggvény nem folytonos a (0,0) pontban.

Legyen most (xo,y0) € R* \ {(0,0)} tetszdleges és ((XnsYn)) eny €8 tetszoleges, olyan R?-beli sorozat,
mely az (xo,yo) ponthoz konvergdl. Ebben az esetben

lim x, =x9 és limy,=yo
n—oo

n—>oo

teljesiil tovabbd (x,,y,) # (0,0) legfeljebb véges sok n € N kivételével, ezért
X, —oo  XoYo
f (.Xna yn) = ndn i J

= f(x0,y0)-
X2+ y> x3+y3 ( )

Igy, az Awviteli elv miatt az f fiiggvény folytonos az (xo,yo) pontban. Mivel az (xo,yo) € R? pont tetszéleges
volt, ezért az f fiiggvény R* \ {(0,0)} halmaz minden pontjdban folytonos.

4.2. dbra. A 4.1.2. Példdban szerepld fiiggvény

4.2. Folytonossag és miiveletek

4.2.1. Tétel. Legyenck k,m € N, D c R nemiires halmaz. Ha az f,g: D — R™ fiiggvények folytonosak az
Xo € D pontban, akkor
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(i) az f + g fiiggvény is folytonos az xo pontban;
(ii) tetszoleges A € R esetén a Af fiiggvény is folytonos az xy pontban;
4.2.2. Tétel (Az osszetett fiiggvény folytonossaga). Legyenek n,m,k € N, D c R" nemiires halmaz és legye-

nek f: D - R™és g: f(D) c R" - RF adott fiiggvények. Ha az f fiiggvény folytonos az xo € D pontban, a
g pedig az f(xo) € f(D) pontban, akkor a g o f: D — RF fiiggvény folytonos az xo pontban.

4.3. Folytonossag és topologikus fogalmak

4.3.1. Tétel. Legyen D c R* nemiires halmaz, ekkor az f:D — R™ fiiggvény pontosan akkor folytonos a D
halmazon, ha tetsz6leges V ¢ R™ nyilt halmaz esetén az f~' (V) c R* halmaz nyilt,

4.3.2. Tétel. Legyen D c RF kompakt halmaz, f:D — R™ folytonos fiiggvény. Ekkor az f(D) c R™ halmaz
kompakt.

4.3.1. Definicié. Legyen D c R nemiires halmaz, f:D — R™. Azt mondjuk, hogy az f fiiggvény a D
halmazon egyenletesen folytonos, ha bdarmely € > 0 esetén van olyan § > 0 iigy, hogy ha x,y € D olyanok,
hogy |x = ygx < 6, akkor

1£ () = F (@) <&

4.3.1. Allitas (Egyenletes folytonossag — folytonossag). Legyen D ¢ R¥ nemiires halmaz, f:D — R™.
Ha az f fiiggvény a D halmazon egyenletesen folytonos, akkor f a D halmaz minden pontjdban folytonos.

4.3.3. Tétel. Legyen D c R¥ kompakt halmaz, f:D — R™ folytonos fiiggvény. Ekkor az f fiiggvény egyenle-
tesen folytonos a D halmazon.
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5. fejezet

Tobbvaltozos és vektorértékii fiiggvények
hatarértéke

5.1. Alapfogalmak

5.1.1. Definicié. Legyenckn,m e N, @ +#+ Dc R", f: D - R", xy € D' és a € R™. Azt mondjuk, hogy az f
fiiggvénynek az xo pontban a hatdrértéke «, ha tetszdleges € > 0 esetén létezik olyan 6 > 0, hogy ha x € D és
|x = X0 gn < 6, akkor | f(x) — a|gm < & Erre alim,y, f(x) = @ jelélést alkalmazzuk.

5.1.1. Tétel (Atviteli elv). Legyenekn,m ¢ N, @ #+ D c R", f: D — R™, illetve xo € D' és a € R™. Ekkor
lim,_,, f(x) = a pontosan akkor teljesiil, ha tetszbleges (xn)nen D-beli, xo—hoz konvergdls sorozat esetén
limy,— 00 f(x,) = @ teljesiil.

5.2. Hatarérték és miiveletek

5.2.1. Tétel (Hatarérték és miiveletek). Legyenek n,m € N, @ # D c R", xg € D' f,g : D — R"™, illetve
a,BeR™. Haaz f és g fiiggvényeknek létezik a hatdrértéke az xo pontban és

lim f(x)=a ¢és limg(x)=p,
X—>X( X—=>X0

akkor

(i) az f + g fiiggvénynek is létezik az xo pontban a hatdrértéke

lim (f(x) +9(x)) = a+B;

(ii) tetszoleges A € R esetén a A - f fiiggvénynek is létezik az xoy pontban a hatdrértéke és

lim A- f(x)=21-a.

X—=>X(

5.2.2. Tétel (Hatarérték és folytonossag). Legyenekn,meN, @+ D cR", f: D — R" és xo € D. Ekkor az
f fiiggvény pontosan akkor folytonos az xo pontban, ha létezik a lim,,, f(x) hatdrérték, és

lim f(x) = f(xo).
X—X(
5.2.1. Példa. . 4
lim =Y -
(x)(0.0) X2 + 12
A hatdrérték kiszdmitdsdhoz az Awviteli elvet fogjuk haszndlni, ezért legyen (X, Yy )nex €gy tetszéleges R>-
beli, a (0,0) ponthoz konvergdlo sorozat. Ekkor

4 4 2,2 2_ .2

A (g (x - ,

lim ——2 yg = lim (2, y”2) (2" ) = lim (xﬁ —yﬁ) =0.
n—oo xn —+ yn n—oo xn —+ yn n—oo
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4_ 4

5.1 dbra. Az f(x,y) = 5> fiiggvény
X +y

5.2.2. Példa. Az
1
f(x,y)=sin(—) ((x,y)eRz, xy:tO)
Xy

fiiggvénynek nem létezik a (0,0) pontban a hatdrértéke.
Ehhez tekintsiik ugyanis az

1 1
(xn’ yn) = (%’ %

médon megadott R?-beli, a (0,0) ponthoz konvergdlé sorozatot. Ekkor

. 1 .
f(xn,yn) = f(\/_ \/_) s1n(%)=sm(n) (neN).

Mivel a (sin(n)), o sorozat divergens, ezért azt kaptuk, hogy van olyan (X, Y )nen, R*-beli, a (0, 0) ponthoz
konvergdlo sorozat, melyre a fiiggvényértékekbdl dall6 (f(Xn,Yn)),aq SOrozat divergens. Igy, az Awiteli elv
értelmében a fent megadott fiiggvénynek nem létezik a hatdrértéke a (0,0) pontban.

) (neN)

5.2. dbra. Az f(x,y) = s1n( ) fiiggvény

5.2.3. Példa.
1 1
lim xsin (—) + ysin (—) =0
(xy)—(0.0) y X
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Legyen (X, Y )nenr €gy tetszdleges R?-beli, a (0,0) ponthoz konvergdlé sorozat. Ekkor

1 1
f(xm!/n)ZXnSin(—)+ynsin(—) (neN).
Yn Xn
Mivel minden 7 € R esetén —1 < sin(z) < 1, ezért

.(1) .(1)
XpSIn| — | +y,sin| —
Yn Xn

igy,

lim f(xn,y,) = 0.

5.3. dbra. Az f(x,y) = xsin (i) +ysin (1) fiiggvény

X

5.2.1. Definicié. Legyenek Dy, D> c R, xo € D}, yo € D} és f: Dy x Dy — R. Régzitett y € D, esetén tekintsiik
az

D> x— f(x,y)
fiiggvényt. Tegyiik fel, hogy ennek a fiiggvénynek létezik az xo pontban a hatdrértéke. Ekkor alimy_,y, f(x,y)
érték fiigg y-tol. Tekintsiik most az
D, 5y +— lim f(x,y)
X—X(
fiiggvényt. Ha ennek a fiiggvénynek létezik az yo pontban a hatdrértéke, akkor azt mondjuk, hogy létezik a

lim, ., lim,, f(x,y) iterdlt hatdrérték. A lim,_, ., lim,_,, f(x,y) iterdlt hatdrérték analég médon értel-
mezhetd.

5.2.3. Tétel. Legyenek Dy,D; c R, xo € D}, yo € D}y és f: Dy x Dy — R. Tegyiik fel, hogy az f fiiggvénynek
az (xo,yo) pontban létezik a hatdrértéke.

(i) Ha minden rogzitett x € Dy esetén az f(x,-): Dy — R fiiggvénynek létezik az yo pontban a hatdrértéke,
akkor létezik a lim,_,  lim,_,,, f(x,y) hatdrérték is és

lim lim f(x,y) = lim lim f(x,y).

X—=>X0 Y—=>Yo Y—=>Yo X—=>Xo

(ii) Ha minden riogzitett y € D, esetén az f(-,y): D1 — R fiiggvénynek létezik az xo pontban a hatdrértéke,
akkor létezik a lim,_,, lim,_.., f(x,y) hatdrérték is és

lim lim f(x,y) = lim lim f(x,y).
Y=Yo X=X

X—=>X0 Y—=>Yo
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5.2.4. Példa. Tekintsiik az

f(xy) = ((x,y)eRz,x+yqt0)

XY
x+

fiiggvényt. Ekkor

lim(limx_y):limlzl
x~>0\y=0x+y x—0

lim (lim ﬂ) —lim-1=1.
y=>0\x~0x+y y—0

5.2.5. Példa. Legyen

1
flx,y) = Y sin( +xy) ((x,y)eRZ,x+y¢0,y¢0).
xX+y y

1 1
lim(lim Y sin( +xy))=lirnsin(—),
y=>0\x-0x+y Y y—0 Y

ami nem létezik, igy nem létezik a lim,_,olim,_. f(x,y) hatdrérték. Azonban,

1
lim(lim Y sin( ”y)) - 1im0 = 0.
=0 \y~0x+y /] x—0

Ekkor

Vagyis, az egyik iterdlt hatdrérték létezik, mig a mdsik nem.

5.2.6. Példa. Legyen
_ MY 2
few) =55 ((xy) R~ {(0,0)}).

Ekkor
lim [ li =lim [ li =0
yg%(xg%f(x,y)) Xgr(l)(yg%f(x,y)) :
azonban a
lim X,
(w)—>(0,0)f( 2

hatdrérték nem létezik.
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6. fejezet

Tobbvaltozos és vektorértékii fiiggvények
differencialhatosaga

6.1. Fréchet-differencidlhatosag

6.1.1. Definici6é. Legyenek n,m € N, D c R" nemiires, nyilt halmaz, f:D — R™ fiiggvény. Azt mondjuk,
hogy az f fiiggvény Fréchet-differencidlhaté az xo € D pontban, ha létezik egy olyan A € L(R",R™) linedris

leképezés, hogy
1) = F0) = A= ) g

=0
x>0 % = xo g

teljesiil. Ebben az esetben az A linedris leképezést az f fiiggvény xo pontbeli differecidlhdnyadosdnak nevez-
ziik és rd a tovdbbiakban az f'(xo) jelélést haszndljuk.

6.1.1. Megjegyzés. A Fréchet-differencidlhatdsdg helyett a totdlis differencidlhatdsdg elnevezés is hasznd-
latos.

6.1.2. Definicid. Legyenek n,m € N, D c R" nemiires, nyilt halmaz, f:D — R fiiggvény. Azt mondjuk, hogy
az f fiiggvény linedrisan approximdlhaté az xo € D pontban, ha létezik egy olyan A € L(R",R™) linedris
leképezés és egy olyan w: D — R™ leképezés, melyre lim,_, , w(x) = O teljesiil, iigy, hogy

f(x) = f(x0) + A(x = x0) + w(x) | x = x0] (xeD).

6.1.1. Tétel (Fréchet-differencialhatosag < linearis approximalhatésag). Legyenek n,m € N, D c R”
nemiires, nyilt halmaz, f:D — R™ fiiggvény. Ekkor az f fiiggvény pontosan akkor Fréchet-differencidlhato
az xo € D pontban, ha f linedrisan approximdlhato ebben a pontban.

6.1.1. Allitas (A differencilhanyados egyértelmiisége). Legyenek n,m € N, D c R” nemiires, nyilt halmaz,
f:D — R™ fiiggvény. Ha Ay,A; € L(R",R™) olyan linedris leképezések, hogy f'(xo) = A és f'(xg) = Az is
teljesiil, akkor A| = As.

6.1.2. Tétel (Differencialhatésag —> folytonossag). Legyenck n,m € N, D c R" nemiires, nyilt halmaz,
f:D — R™ fiiggvény. Ha az f fiiggvény Fréchet-differencidlhato az xy € D pontban, akkor f folytonos az
Xo € D pontban.

P

6.1.2. Megjegyzés (Folytonossag + Fréchet-differencialhatosag). Az eldzd tétel megforditdsa nem igaz,
hiszen az

— Y ha(x, 0,0
g = Vg (x.y) #(0,0)
0, ha (x,y) = (0,0)

mddon megadott f:R? - R fiiggvény folytonos a (0,0) pontban, azonban ebben a pontban nem differencidl-
hato.
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6.2. Iranymenti és parcialis differencialhatosag
6.2.1. Definicié. Legyenek n,m € N, D c R" nemiires, nyilt halmaz, xo € D f:D — R™ fiiggvény és v € R".

Ha létezik a
ling Sf(xo+ tvt) - f(x0)
—

hatdrérték, akkor azt mondjuk, hogy az f fiiggvény az xo pontban a v irdny mentén differencidlhato. Ebben
az esetben a fenti hatdrértékre a D, f (xo) jelolést alkalmazzuk.

6.2.1. Tétel (Fréchet-differencialhatosag — iranymenti differencialhatésag). Legyenek n,m € N, D c
R" nemiires, nyilt halmaz, f:D — R fiiggvény. Ha az f fiiggvény az xo pontban Fréchet-differencidlhato,
akkor ebben a pontban tetszdleges v € R" irdny mentén is differencidlhaté és

Dyf(x0) = f'(x0) v
teljesiil.

2 s

6.2.1. Megjegyzés (Iranymenti differencialhatésag + Fréchet-differencialhatosag). Az elézd tétel meg-
Sforditdsa nem igaz, mert példdul az

3

f(xy) = xe—+y2 (x,y) #(0,0)

0, (x.y) = (0,0)

médon megadott f:R? — R fiiggvény minden v = (v1,02) € R? irdny mentén differencidlhaté a (0,0) pontban
és
0}
D,f(0,0) = —,

azonban az f fiiggvény nem Fréchet-differencidlhaté a (0,0) pontban.

6.2.2. Definicio. Legyenek n,m € N, D c R" nemiires, nyilt halmaz, f:D — R™ fiiggvény. Legyen tovdbbd
mindeni=1,...,n esetén

i

e;=(0,...,0,1,0,...,0).

Ha létezik a D, f(xo) irdnymenti derivdlt, akkor azt mondjuk, hogy az f fiiggvény az xo pontban az i-edik
vdltozdja szerint parcidlisan differencidlhato az xo € D pontban. Ebben az esetben a D, f (xq) jeldlés helyett

dltaldban a g—f (x0) jelolést fogjuk haszndlni.
Xi
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6.2.2. Tétel (Fréchet-differencialhatosag — parcialis differencialhatésag). Legyenek n,m € N, D c R”
nemiires, nyilt halmaz, f:D — R™ fiiggvény. Ha az f fiiggvény az xo € D pontban Fréchet-differencidlhatd,
akkor az f fiiggvény ebben a pontban mindegyik vdltozoja szerint parcidlisan is differencidlhato és

0 0

) o S
f’(X())= 5 : 5 :

) e 2 0)

6.2.2. Megjegyzés (Parcialis differencialhatosag = folytonossag). A parcidlis differencidlhatdsdgbdl nem
feltétleniil kovetkezik folytonossdg, ugyanis az

xy
-, (xy)#(0,0)
flry) =¥+
0, (x,y) = (0,0)

modon megadott fiiggvény esetében
o 0.0)=0 ¢ Y0,0)=0,
ox oy

azonban az f fiiggvény nem folytonos a (0,0) pontban.

6.2.3. Megjegyzés (Parcialis differencialhatosag - iranymenti differencialhatésag). A parcidlis differen-
cidlhatésdgbol nem kovetkezik az irdnymenti differencidlhatosdg, ugyanis példdul az

fen) =il ((ny) €R?)
modon megadott fiiggvény esetében

of _ . Of _
5:(0.0)=0 & mﬁam_o

ha azonban v € R? olyan, mely nem pdrhuzamos az ey és e, irdnyok egyikével sem, akkor nem létezik a
D, f(0,0) irdnymenti derivdlt.

6.2.4. Megjegyzés (Iranymenti differencialhatésag + parcialis differencialhatésag). Az irdnymenti dif-
ferencidlhatosdgbaol nem kovetkezik a parcidlis differencidlhatdsdg. Ehhez legyenek u = (uy,up),v = (v1,02) €
R? olyan vektorok melyekre {u,v} # {e1, e} és tekintsiik az

foy) = Vimx+oy) (wex+ vy ((ny) €R?)

médon megadott f:R* — R fiiggvényt. Ekkor a D, f(0,0) és D,f(0,0) irdnymenti derivdltak léteznek,
azonban az f fiiggvény egyik vdltozdja szerint sem differencidlhaté parcidlisan a (0,0) pontban.
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6.2.3. Tétel (Folytonos parcialis differencialhatésag —> Fréchet-differencialhatésag). Legyenek n,m €
N, D c R" nemiires, nyilt halmaz, f:D — R™ fiiggvény. Ha az f fiiggvény az xo € D pont egy kdrnyezetében
mindegyik vdltozoja szerint parcidlisan differencidlhato és ezek a parcidlis derivdltak folytonosak az xo € D
pontban, akkor az f fiiggvény az xo € D pontban differencidlhato.

6.2.4. Tétel (Differencialhatésag és miiveletek). Legyenck n,m € N, 1 € R, D c R" nemiires, nyilt halmaz,
xo € D. Ha az f,g: D — R™ fiiggvények differencidlhatéak az xy € D pontban, akkor

— az f + g fiiggvény is differencidlhato az xo pontban és
(f +9)'(x0) = f'(x0) + ¢’ (x0):
— a A- f fiiggvény is differencidlhato az xoy pontban és
(4-£)(x0) = 4+ f'(x0)-

6.2.5. Tétel (Az osszetett fiiggvény differencialasi szabalya). Legyenek n,m,k € N, D c R" nemiires, nyilt
halmaz, xo € D, f:D — R™ és g: f(D) — R fiiggvények. Ha az f fiiggvény differencidlhaté az xo € D
pontban, a g fiiggvény pedig az f(xo) € f(D) pontban, akkor a g o f fiiggvény differencidlhaté az xo pontban
és

(gof) (x0) =9 (f(x0))- f'(x0)-

6.3. Magasabbrendii derivaltak

6.3.1. Definicid. Legyen n € N, D € R" egy nyilt halmaz, xy € D, f : D - R pedig egy fiiggvény. Ha f az

Xo pont egy kornyezetében parcidlisan differencidlhato, és valamely 1 <i<nés 1 < j< n esetén —-nek az
Xi
2

f (x0), akkor azt mondjuk, hogy f
X j Xi
az xo pontban a j-edik vdltozo szerint kétszer parcidlisan differencidlhato. Ha ez minden 1 < j < n esetén

Xo pontban létezik a j-edik vdltozo szerinti parcidlis derivdltja, tehdt

0
teljesiil, akkor azt mondjuk, hogy f az xo pontban kétszer parcidlisan differencidlhaté. Ha a 8_f fiiggvények
X

1
minden 1 < i < n esetén az xy pontban differencidlhatok, akkor azt mondjuk, hogy f az xy pontban kétszer
differencidlhato.

6.3.1. Megjegyzés. A kordbbiakbdl vildgos, hogy ha az f egy pontban kétszer differencidlhato, akkor ott
kétszer parcidlisan differencidlhato, de ez forditva nem igaz.

6.3.2. Definicié. Ha D c R" nyilt halmaz és f a D minden pontjdban kétszer differencidlhato, akkor azt
2

0
mondjuk, hogy f kétszer differencidlhato. A 3 (x0) szdmokat az f fiiggvény xo-beli mdsodrendii parci-
jOXi
dlis derivdltjainak nevezziik.
Ha D c R" nyilt halmaz, és ezek a D minden pontjdban léteznek, akkor értelemszeriien definidljuk az
2

f mdsodrendii parcidlis derivdltjait, mint a : D — R fiiggvényeket. Ezek szdma dltaldban n®, és

Xjax,'
2 2

+
(’)xj(')x,- (XO) 8)61'6)(]'

differencidlhato D-n, és az dsszes mdsodrendii parcidlis derivdltjai folytonosak D-n, akkor azt mondjuk, hogy
f kétszer folytonosan parcidlisan differencidlhaté D-n. Egy kordbbi tétel alapjdn az is vildgos, hogy ha f
kétszer folytonosan parcidlisan differencidlhato, akkor kétszer folytonosan differencidlhato.

Konnyii ldtni, hogy ezzel a médszerrel rekurziv médon értelmezhetjiik egy f : D — R fiiggvénynek a D
halmaz xy belsd pontjdban az I-szeri parcidlis differencidlhatésdgdt, az I-szeri differencidlhatosdgdt és az
[-szeri folytonos differencidlhatosdgdt. A magasabbrendii parcidlis derivdltak jelolésére azt a modszert hasz-

[ [
ndljuk, hogy ha l > 2 pozitiv egész, és 1 <iy,ia, ..., i < k, akkor ———————(xq) jelenti a (x0)

axilaxiz ce 6xl-, 6x,-2 . 8xl-,

eldfordulhat, hogy valamely pontban . Ha a D halmaz nyilt, az f kétszer parcidlisan
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fiiggvénynek (amely sziikségképpen értelmezve van xo egy kornyezetében) az x;,-edik vdltozo szerinti parcidlis
derivdltjdt.

Ha k,l € N, D ¢ R" nyilt halmaz és az f : D — R fiiggvény I-szer folytonosan differencidlhatd, akkor azt
mondjuk, hogy az f fiiggvény Cl-osztdlyti. A CO-osztdlyii fiiggvények alatt a folytonos fiiggvényeket értjiik.

Ha f : D — R™ vektor-vektor fiiggvény, akkor f-et C'-osztdlyinak mondjuk, ha minden komponense C!'-
osztdlyii. Az osszes f: D — R™ tipusii C'-osztdlyii fiiggvények halmazdt C'(D,R™) jeloli, melyet m = 1 esetén
egyszeriien C/(D) mddon réviditink. Ha f minden | pozitiv egész esetén Cl-osztdlyi, akkor azt mondjuk,
hogy C*°-osztdlyi, vagy akdrhdnyszor differencidlhaté. Az ilyen fiiggvények halmazdt C*° (D,R™), illetve
azm = 1 esetben C* (D) jelili.

6.3.1. Tétel (Schwarz-Young). Legyen D ¢ R? nyilt halmaz, f : D - R pedlg egy fiiggvény, melyre a D

62
minden pontjaban léteznek a —f / és —— parcidlis derivdltak. Ha a D halmaz xy pontjdban
ox’ Oyox dy Oyox
—ai )
folytonos, akkor létezik (x0), és
0x0y
62 f

()— ()

6.3.2. Megjegyzés. A tétel szerint tehdt, ha [ pozitiv egész, és [ egy nyilt halmazon [-szer folytonosan dif-
ferencidlhato, akkor a legfeljebb [-edrendii vegyes parcidlis derivdltjaiban a parcidlis differencidldsok sor-

rendje tetszblegesen felcserélhetd. Ez a kovetkezd jelolés haszndlatdt teszi lehetévé: legyenek [, ay, ay, ..., a;
pozitiv egészek, 1 <iy <ip <--- <ij < k egészek. Ekkor
aa’l +~-~+a/lf

OxToxT2 ... ox™M
151 %) 1

az f fiiggvénynek azt az ay + ap + -+ + aj-edrendii parcidlis derivdltjdt jelenti, amelynél az i-edik vdltozo

szerint a|-szer, az ir-edik vdltozo szerint a-sz0m, stb., differencidltunk, tetszoleges sorrendben.

6.3.3. Megjegyzés. Legyen

2oy
— , 0,0
g | ()= 0.0)

0 (x,y) = (0,0)
Ekkor

0? 0
f(0,0):li—I: f.
0x0y Oyox
Ez azt jelenti, hogy a Schwarz—Young-tételben szerepld feltételek egyike sem gyengithetd.

6.3.3. Definicié. Legyen n,k € N, D c R" nemiires, nyilt halmaz, f:D — R egy k-szor folytonosan differenci-
dlhatd fiiggvény. Ekkor az f fiiggvény k-edik differencidljdit a

dF(h) = 5 k! O f(x)

hjl hjn
0< 1o jushoji+eet ju=k J1 Lo ! 6)5{1 .. -axiz’l

modon értelmezziik.
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lokdlis
szE1s6-

értékhelyek

6.1. dbra. A staciondrius helyek osztdlyozdsa

6.3.2. Tétel (Taylor). Legyenek n,k € N, D ¢ R" konvex, nyilt halmaz, xg,xo + h a D pontjai, f : D - R
pedig C 1 -osztdlyii fiiggvény. Ekkor létezik olyan 0 < 6 < 1 szdm, hogy

k
flash) =3 %di F(x0) (h) + ﬁd"“ F(xo + 0h)(h).

6.3.4. Megjegyzés. A fenti tételben szerepld egyenldséget Taylor-formuldnak, mig a formula jobb oldaldn
dlle

k .
P =Y i Fa) ()

fiiggvényt az f fiiggvény xo pontbeli k-adrendil Taylor-polinomjdanak hivjuk. Ha xy = 0, akkor a Maclaurin-
Jormula, Maclaurin-polinom elnevezéseket szoktuk haszndlni.

6.4. Lokalis szélsoértékszamitas

6.4.1. Definici6é. Legyen D € R” egy halmaz, xo a D halmaz egy pontja, f : D — R pedig egy fiiggvény. Akkor
mondjuk, hogy az f fiiggvénynek az xo pontban lokdlis minimuma (maximuma) van, ha van az xo-nak olyan
kérnyezete, melynek D-beli x pontjaiban f(x) > f(x0) (f(x) < f(xo)) teljesiil. Mds széval, létezik olyan
6 >0, hogy ha x a D halmaz olyan pontja, melyre fenndll az |x — xo| < & egyenlétlenség, akkor

f(x) > f(x0), illetve f(x)< f(x0)

teljesiil. Ha itt x + xy esetén szigorii egyenldtlenség teljesiil, akkor szigori minimumrdl, illetve szigori
maximumrol beszéliink. A ,,lokdlis” jelzbt ,,globdlis” vdltja fel, ha ezek a feltételek bdarmely 6 > 0 esetén,
azaz, a D halmaz minden x pontjdban teljesiilnek. A lokdlis (globdlis) minimumhelyet és maximumhelyet ko-

z0sen szélsdértékhelynek nevezziik, magdr az f(xg) fiiggvényértéket pedig a megfeleld szélséérték értékének
mondjuk.

6.4.1. Tétel. Legyen D c R" egy halmaz, xo a D halmaz egy belsé pontja, f : D — R pedig egy xo-ban
parcidlisan differencidlhaté fiiggvény. Ha az f fiiggvénynek az xo pontban lokdlis szélséértéke van, akkor

f'(x0) =0.

6.4.2. Definicié. Legyen D € R" egy halmaz, xo a D halmaz egy belsd pontja, f : D — R pedig egy xo-ban
parcidlisan differencidlhato fiiggvény. Ha az xo pontban az f fiiggvény oOsszes parcidlis derivdltja nulla,
akkor az xy pontot az f fiiggvény staciondrius pontjdnak nevezziik.

6.4.1. Megjegyzés. A fenti tétel feltételei mellett tehdt az f fiiggvénynek csak staciondrius pontokban lehet
lokdlis szélsoértéke.
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6.4.2. Tétel. Legyen D ¢ R”" nyilt halmaz, f: D — R egy GZ(D)-osztdlyzi fiiggvény, s a D-beli xo pont legyen
az f staciondrius pontja. Ha az

O f *f
ﬁ ()CO) e 9
xl xlaxn
" (x0) = : :
) i)
Ox,0x1  Ox2

matrix
— pozitiv definit, akkor az f fiiggvénynek az xo pontban lokdlis minimuma van;
— negativ definit, akkor az f fiiggvénynek az xo pontban lokdlis maximuma van;
— indefinit, akkor az f fiiggvénynek az xo pontban nincs lokdlis szélsdértéke.
6.4.1. Példa. Legyen
flx,y) = x> + 12y = 3x + 10y + 100 ((x,y)eRz).

Ekkor
2x-3

g—f(x,y)
((x.y) eR?)

(9_f (x,y) 24y + 10
oy

A fentiek alapjdn az (xo,yo) € R2 pont pontosan akkor staciondrius pontja az f fiiggvénynek, ha g—i (x0,y0) =
%(xo, yo) = 0. Igy, ebben az esetben
2x-3 =0
{241/ +10 =0
Ebbdl az adddik, hogy az (xo,yo) = (%, —15—0) pont staciondrius pontja f-nak. Tovdbbd,

O f

ax?

&’ f O f 9?
) = 27 " A ) = s = 0, —_— y = 24
(x.y) axay(x Y) axax(x y) o (x.y)

Igy,
” (2 0
f (xO’yO) - ( 0 24 )

Mivel az " (xo,y0) mdtrix pozitiv definit, ezért az (xo,yo) pont az f fiiggvénynek lokdlis minimumhelye.
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6.4.2. Példa. Legyen
fay) =2 =y*  ((ny) eR?).
Ekkor
2x

g—f(x,y)
((x.y) eR?)

of
a—y(x, y) -2y

0
A fentiek alapjdn az (xo,y0) € R? pont pontosan akkor staciondrius pontja az f fiiggvénynek, ha 6_f (x0,40) =
X

of
2x =0
-2y =0

a—(xg, yo) = 0. Igy, ebben az esetben
Y
Ebbél az adédik, hogy az (xo,yo) = (0,0) pont staciondrius pontja f-nak. Tovdbbd,

& f

0x? x,

O f

= 2 _—
y) =2 0x0y

O f & f
(ry) = o2 (%y) =0, 2 (x,y)
Igy,
1 2.0
f (Xo,yo)=( 0 -2 )

Mivel az " (xo,yo) mdtrix indefinit, ezért az (xo,yo) pont az f fiiggvénynek nem lokdlis szélséértékhelye.
Igy, az (x0,y0) pont az f fiiggvénynek nyeregpontja.

6.5. Feltételes szélsoértékszamitas

Az alkalmazdsok sordn gyakran taldlkozunk olyan problémadval, melynél egy adott fiiggvény szEéls6értékeit
kell meghatarozni, de nem az egész értelmezési tartomanyan, hanem annak csak egy bizonyos feltételt tel-
jesitd pontjaibol 4llé részhalmazin. Ez a feltétel gyakran bizonyos egyenletek, illetve egyenlStlenségek
formdjaban van megadva. Most pontosan megfogalmazzuk a problémat az egyenléségekkel adott feltételek
esetére, s egy megolddsi mddszert is adunk.

6.5.1. Definici6é. Legyen D € R" egy halmaz, xo € D, f: D - R és g: D - R" pedig adott fiiggvények. Akkor
mondjuk, hogy az f fiiggvénynek az xo pontban a g = 0 feltétel mellett feltételes minimuma (maximuma)
van, ha g(xo) = 0, és van az xy pontnak olyan kirnyezete, melynek minden D-be esé olyan x pontjdban,
melyre g(x) = 0 teljesiil, ugyancsak fenndll f(x) > f(xo0) (f(x) < f(x0)). A feltételes minimumot és

22

maximumot kozosen feltételes extrémumnak, vagy feltételes szélsdértéknek nevezziik.

6.5.2. Definicié. Legyen D € R" egy halmaz, f : D - R és g : D — R"™ pedig adott fiiggvények. Legyen
minden D-beli x és minden R™-beli A esetén

F(x,2) = f(x) +(4,9(x)) .
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Az F fiiggvényt az f, g fiiggvényekhez tartozo Lagrange-fiiggvénynek, A koordindtdit pedig Lagrange-féle
multiplikdtoroknak nevezziik.

g(x.y)=0

6.2. dbra. Feltételes sz&ls6értékprobléma

6.5.1. Tétel (Lagrange-féle multiplikator elv). Legyen D € R" x R™ nyilt halmaz, (xo0,y0) € D, f : D - R
és g+ D — R™ pedig C'-osztdlyii fiiggvények. Ha az f fiiggvénynek az (xo,yo) pontban a g = 0 feltétel mellett
feltételes szélsGértéke van, és az A = g'(xo,yo) jeloléssel az A(0,y) mdtrix invertdlhatd, akkor létezik R™-ben
olyan A, hogy (x0,y0, ) az f, g fiiggvényekhez tartozé Lagrange-fiiggvénynek staciondrius pontja.

2 2

6.5.1. Megjegyzés. A tétel alapjdn mddszert kapunk a lehetséges feltételes szélséértékhelyek meghatdrozd-
sdra. Ehhez ugyanis az

g_fl(xhxz,...,xn,/ll,/lz,...,/lm) = 0
gi(xl,xz,...,xn,/ll,/lz,...,/lm) = 0
(;)TF](xhxz,...,xn,/ll,/lz,...,/lm) =0
%()ﬂ,xz,...,xn,/ll,/lz,...,/lm) =0

egyenletrendszert kell megoldani, mely n + m egyenletbdl dll, és n + m ismeretlent tartalmaz. Ennek az
egyenletrendszernek az utolsé m egyenlete éppen a feltételi egyenletek teljesiilését jelenti. A feltételes szélso-
értékprobléma megolddsai ezen egyenletrendszer (x1,xz, . .., x,) megolddsai koziil keriilnek ki. Az egyenlet-
rendszer megolddsa sordn tehdt elsGsorban az x1, x, . .., X, ismeretlenek meghatdrozdsdra kell torekedniink,
a Ay, A, ..., Ay ismeretlenek értékei a probléma szempontjabol érdektelenek.

6.5.1. Példa. Tekintsiik az
flay) =x*-y
g(xy) =x’+y*-1=0

feltételes szélsdérték problémdt. Ekkor az f és g fiiggvények Lagrange-fiiggvénye
F(xy,d) = f(xy) + Ag(xy) = (A+ D+ (A-1)y* -2 ((xy,2) €RY).
Ebben az esetben

F F F
—6 (x,y,2) =2(A2+ 1)x, _(') (x,y,4) =2(2- 1)y, _8 (x,y,4) = ¥+ y2 -1.
0x oy ol
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2+ 1)x =0
2(0-1)y =
¥+yP-1 =0

egyenletrendszer megolddsai
(1,0,-1), (-1,0,-1), (0,-1,1), (0,1,1).

Konnyen ldthato, hogy a fenti f fiiggvények a g(x,y) = 0 feltételre vonatkozéan az (1,0) és a (-1,0) pon-
tokban lokdlis maximuma, mig a (0,-1) és a (0, 1) pontokban lokdlis minimuma van.

6.5.2. Példa. Egy4m’ drtartalmi, feliil nyitott téglatest alaii tartdlyt szeretnénk késziteni. Hogyan vdlasszuk
meg a tartdly méreteit, hogy a tartdly elkészitése sordn felhaszndlt anyag a lehetd legkevesebb legyen?

A tartdly oldalhosszait jeloljék a, b, c. Mivel 4m? dirtartalmii tartdlyt szeretnénk késziteni, igy
abc = 4.

Ehhez
f(a,b,c) =2ab + 2bc + ac

mennyiségii anyagra van sziikségiink. Igy a feladat az

f(a,b,c) =2ab+2bc+ac
g(a,b,c) =abc—-4
feltételes szélsdérték problémdra vezethetd vissza. Az f és g fiiggvények Lagrange-fiiggvénye
F(a,b,c,A) = f(a,b,c) + Ag(a, b, c) = 2ab + 2bc + ac — Adabc — 4A.

Ekkor,

F
C())—(a,b,c,/l) = 2b+c+ Abc
Oa

oF
—(a,b,c,A) = 2a+2c+ dac
b

oF
—(a,b,c,A) = 2b+a+Aab
oc

OF
a(a,b,c,/l) = abc-4
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Az
2b+c+dbc =0
2a+2c+Adac =0
2b+a+Adab =0
abc —4 =0

egyenletrendszer egyetlen megolddsa
a=2,b=1,¢c=2,1=-2

azaz, akkor haszndljuk fel a legkevesebb anyagot, ha a tartdly oldalhosszait rendre 2, 1 és 2 méternek vd-
lasztjuk.
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7. fejezet

Riemann-integral R"-ben

7.1. Riemann-integral téglan
7.1.1. A Riemann-integralhatésag fogalma téglara
7.1.1. Definicié. Legyen n e N, ekkor a
Q= [a1,b1] x -+ x [an, bu] c R"

halmazt n—dimenziéds téglanak nevezziik. Ennek a tégldnak a mértékén a
n
V(Q) =[](bi-a)
i=1

mennyiséget értjiik.

7.1.2. Definici6. Legyen Q = [ay,b1] x -+ x [ay, b, egy tégla R"-ben. Azt mondjuk, hogy P = Py x -+ x P,
felosztdsa a Q tégldnak, ha barmely j=1,...,n esetén P; felosztdsa az [aj, bj] intervallumnak. Ha rogzitett
j=1,...,nesetén

Ij~=[xj,l~_1,xj,,-] (i=1,...,kj)

jeloli az [aj, b;] intervallumnak a P felosztds dital meghatdrozott részintervallumait, akkor a

[1yeensin :I],j1 X oo Xln,jn (iv = 1,...,kv,V= 1,...,I’l)

mennyiséget a P felosztds finomsdgdnak hivjuk.

7.1.3. Definicié. A fenti jelolések megtartdsa mellett legyenek P és R a Q tégla felosztdsai. Azt mondjuk,
hogy R finomitdsa P-nek, ha P < R teljesiil. A P U R halmazt pedig a P és R felosztdsok egyesitésének
mondjuk.

Ha (Py)ken a Q tégla felosztdsainak egy sorozata, akkor azt mondjuk, hogy ez a felosztdssorozat normdlis,
ha limy_, o | Px| = O reljesiil.

7.1.4. Definicio. Legyen Q c R" tégla, f: Q — R korldtos fiiggvény, P a Q tégla egy felosztdsa, mig T;,
ezen felosztds résztégldi. Legyenek ebben az esetben

M;,...i, =sup{f(x)|xeT; i}

my,.i, =inf {f(x)[xeT; i}
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a

a b

7.1. dbra. Az [ay,b;] x [az, by ] kétdimenzids tégla egy felosztdsa

7.1.5. Definicié. Az el6zd definicio feltételei és jelolései mellet a

illetve
O(f,P)=%(f,P) -o(f.P)

mennyiségeket rendre az f fiiggvény P felosztdsdhoz tartozo Ezeket a mennyiségeket rendre az f fiiggvény P
felosztdsdhoz tartozo alsé, felsd, illetve oszcilldcios osszegének nevezziik.

7.1.6. Definicid. Tovdbbd, ha &;,

..........

szdmot az f fiiggvény P felosztdsdhoz és a &;,
zelitd osszegének mondjuk.

.....

7.1.1. Allitas. Legyen Q c R" tégla, f: O — R korldtos fiiggvény. Ekkor az aldbbi dllitdsok érvényesek.

— Az Q tégla tetszdleges P felosztdsa és tetszdleges &, i, (iy=1,...,k,,v=1,...,n) pontok esetén

.....

o(f.P) <I(f.P) <X(f.P).
— Ha Py és P; olyan felosztdsai a Q tégldnak, hogy P\ € P>, akkor
o(f,P1)<o(f,Py) és 2(f,P2)<XZ(f,Pp).

— Az Q tégla tetszoleges P és P; felosztdsai esetén

O-(f’Pl) Sz(f’PZ)

51



,

7.1.7. Definicié. Legyen Q c R" tégla és f: Q — R egy korldtos fiiggvény. Ekkor az
I(f) =sup{o(f,P)| P a Q tégla felosztdasa} ,

QCRZ

illetve az
J(f) = inf {Z(f, P) | P a Q felosztdsa}

szamokat az f fiiggvény Q tégla feletti also, illetve felsé Darboux-integrdljdnak nevezziik.

7.1.2. Allitas. Legyen Q c R" tégla, f:Q — R korldtos fiiggvény. Ekkor az I(f), illetve az J(f) Darboux-
integrdlok léteznek és végesek, valamint

1) <3(f)

teljesiil.

7.1.1. Kovetkezmény. Legyen Q c R" tégla, f:Q — R korldtos fiiggvény. A Q tégla bdarmely P felosztdsa
esetén

o(f.P) <I(f) <I(f) <Z(f. P),

gy, _
0<I(f)-3(f) <O(f,P)

teljesiil.

7.1.8. Definicié. Legyen Q c R” tégla, f:Q — R korldtos fiiggvény. Azt mondjuk, hogy az f fiiggvény
Riemann-integrdlhato, ha

1) =9(f)

teljesiil. Ezt a kozos értéket az f fiiggvény Q tégla feletti Riemann-integrdljanak mondjuk és rd az

f f(x)dx
o

jelolést haszndljuk.

7.1.1. Tétel (Darboux). Legyen Q c R” tégla, f: Q — R korldtos fiiggvény Ekkor bdrmely & > 0 esetén van
olyan 6 > 0 ugy, hogy ha P olyan felosztdsa a Q tégldnak, melyre |P| < 6, akkor

(£, P) =T <& & |o(f,P)=I(f)|<e
teljesiil.

7.1.2. Kovetkezmény. Legyen Q c R" tégla, f:Q — R korldtos fiiggvény. Ekkor a Q tégla tetszdleges
(Py) ke normdlis felosztdssorozata esetén

lim (£, P) = 3(f), Jim X(f, Px) = 3(f) és lim O(f, Pi) =I(f) - 1(f)

teljesiil.
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7.1.2. A Riemann-integralhatésag kritériumai és elegendo feltételei

7.1.2. Tétel (Oszcillacios kritérium). Legyen Q c R” tégla, f:Q — R korldtos fiiggvény. Az f fiiggvény
akkor, és csakis akkor Riemann-integrdlhato, ha bdarmely € > 0 esetén van olyan P felosztdsa a Q tégldnak,
melyre

O(f,P)<e

teljesiil.

7.1.3. Tétel. Legyen Q c R" tégla, f:Q — R korldtos fiiggvény. Az f fiiggvény akkor, és csakis akkor
Riemann-integrdlhaté, ha van olyan I valés szdm, hogy bdrmely & > 0 esetén van olyan P felosztdsa a Q
téglanak, melyhez tartozo I(f, P) integrdlkizelitd dsszegre

[9(f,P)-1I|<e

teljesiil. Tovdbbd, ebben az esetben

I:ff(x)dx.
0

7.1.4. Tétel. Legyen Q c R" tégla, f: Q — R korldtos és folytonos fiiggvény. Ekkor f Riemann-integrdlhato.

7.1.5. Tétel. Legyen Q c R" tégla, f: Q — R pedig olyan korldtos fiiggvény, mely legfeljebb megszdmldlha-
toan végtelen sok Q-beli pontban nem folytonos. Ekkor f Riemann-integrdlhato.

7.1.3. A Riemann-integral tulajdonsagai

7.1.6. Tétel (Riemann-integral és miiveletek). Legyen Q c R” tégla és legyenek f,g:Q — R Riemann-
integrdlhato fiiggvények, A € R. Ekkor

— az f + g fiiggvény is Riemann-integrdlhato és

f (f +9)(x)dx = [ F(x)dx + f g(x)dx;
o 0 o

— a A- f fiiggvény is Riemann-integrdlhato és

[ @-pax=2a [ fxyax
0

Q

— ha minden x € Q esetén f(x) < g(x) teljesiil, akkor
/ f(x)dx < / g(x)dx;
0 0

— ha Q1 és Qr a Q tégla olyan résztégldi, melyekre Q1 U Oy = Q és Q1 N Qy = &, akkor az f fiiggvény
Riemann-integrdlhato a Q1 és a Q, tégldkon is és

[ 1r@ax= [ fdxe [ (x)dx.
0 O O

2, 2

7.1.1. Megjegyzés. Az el6zd tételben szerepld elsd és mdsodik dllitdst egyiittesen a Riemann-integrdl line-
aritdsdnak, a harmadikat a Riemann-integrdl monotonitdsdnak, mig a negyediket a Riemann-integrdl tégldk
feletti additivitdsanak mondjuk.
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7.1.7. Tétel (Kozépértéktétel). Legyen O c R" tégla és legyenek f,g: Q — R Riemann-integrdlhato fiiggvé-
nyek. Tegyiik fel tovdbbd, hogy vannak olyan m, M konstansok, hogy

m< f(x)<M (xe Q)

teljesiil, tovabbd azt is, hogy g nemnegativ fiiggvény. Ekkor

m[g(x)dxé/f(x)g(x)deMfg(x)dx.
0 0 0

teljesiil.
7.1.3. Kovetkezmény. Legyen Q c R" tégla és f: Q — R olyan Riemann-integrdlhaté fiiggvény, melyre
m< f(x)<M (xe Q)

teljesiil valamely m és M konstansokkal. Ekkor

m

1
S@fo(x)dst.

7.1.4. Kovetkezmény. Legyen Q c R”" tégla és egy f:Q — R folytonos, Riemann-integrdlhato fiiggvény.
Ekkor van olyan & € Q pont, hogy
1
1€ = oo [ F()dx
v(©0) J

teljesiil.

7.1.8. Tétel (Szukcessziv integralas). Legyen n € N, n > 2, O = X" ,[ai,b;] f : Q - R egy Riemann-

integrdlhato fiiggvény, valamint tételezziik fel azt is, hogy az x, —> f(X1,X2,..., Xu—1, Xy fiiggvény minden
rogzitett Q N R L-beli (x1,x3,...,%,_1) esetén Riemann-integrdlhato. Ekkor az
by

fn_l(xhxz,.--,xn_l):ff(xl,xz,-..,xn_l,xn)dxn

an

médon megadott f,—1 : R"™' — R fiiggvény Riemann-integrdlhaté a Qn- = X"-![ai,b;] (n - 1)-dimenzids

tégldn, és

/ f}’l—](x19x2’""xl’l—l)d(xlsxz""ax}’l—l):/f(xl’XZa"'9~x}’l)d(-x1,x2v""xn)'
On—1 0

7.1.2. Megjegyzés. A tétel segitségével tehdt egy n-dimenzids Riemann-integrdl kiszdmitdsa visszavezethetd
egy egydimenzios és egy n — 1-dimenzios Riemann-integrdl kiszdmitdsdra. Ha ez az utobbi integrdlra ismét
alkalmazhato, akkor ezt az eljdrdst folytatva az eredeti tobbszords integrdlt ismételt egyszeres integrdldsok-
kal szamithatjuk ki. Az ismertetett eljdrdst szukcessziv integrdldsnak szokds nevezni. Az eljdrds alkalmazdsa
sordn nem feltétleniil sziikséges a vdltozok megadott sorrendjéhez ragaszkodni, hanem az integrdldsok ,,sor-
rendje” tetszolegesen felcserélhetd.

7.1.1. Példa.
2
4y) dxd
[[0,1]42,3] (x " y) ey

A Szukcessziv integrdlds tételét felhaszndlva,

1 3
2 2
4 dd:f(/ 4d)d
f[o,l]x[2,3](x+y>xy o \Jy ¥ T
1



7.1.9. Tétel (Fubini). Legyenek n,m € N és A c R" és B c R™ tégldk, valamint Q = A xB. Ha f: Q - R
Riemann-integrdlhato fiiggvény, és az x — f(x,y) fiiggvény minden riogzitett B-beli y mellett, valamint az
y — f(x,y) fiiggvény minden rigzitett A-beli x mellett Riemann-integrdlhatd, akkor

[ repdeen = [ [ / f(x,y)dx] ay= [ [ / f(x,wdy] dx.
0 B La a4 LB

7.2. Riemann-integral korlatos R"-beli halmazokon

7.2.1. Definicié. Legyen H c R" korldtos halmaz, Q c R" olyan tégla, hogy H ¢ Q, f:H — R pedig egy
korldtos fiiggvény és

~ « |f(x), haxeH
f(x)_{O, haer\H'

Ha az fV:Q — R fiiggvény Riemann-integrdlhato a Q tégldn, akkor azt mondjuk, hogy az f fiiggvény
Riemann-integrdlhato a H halmazon, és az

ff(x)dxsz(x)dx
H Q

mennyiséget az [ fiiggvény H halmaz feletti Riemann-integrdljdnak nevezziik.

7.2.1. Megjegyzés. Az eld7d definicioban a Riemann-integrdlhatdsdg fogalma fiiggetlen a definicioban sze-
repld Q tégla megvdlasztdsdtol.

7.2.1. Tétel (A Riemann-integral tulajdonsagai). Legyen H c R” korldtos halmaz, f,g: H - R pedig olyan
fiiggvények, melyek Riemann-integrdlhatoak a H halmazon. Ekkor,

— az f + g fiiggvény is Riemann-integrdlhaté a H halmazon és

[ +@ax= [ s+ [ g
H H H
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— tetszdleges A € R esetén a A - f fiiggvény is Riemann-integrdlhaté a H halmazon és

[@-nwdx=a [ pdx
H H

— ha minden x € H esetén f(x) < g(x) teljesiil, akkor
[ r@waxs [ g
H H

— ha minden x € H esetén f(x) > 0, K c R" olyan korldtos halmaz, hogy K ¢ H és az f fiiggvény
integrdlhato a K halmazon, akkor

ff(x)dxé ff(x)dx.

— ha Hy,H, € H, akkor f integrdlhato a Hy U Hy halmazon is és

/ f(x)dx=/f(x)dx+ ff(x)dx— f f(x)dx.

H|UH, H|nH,

7.2.1. Jordan-mérheté halmazok R”-ben

7.2.2. Definicié. Legyen H c R" korldtos halmaz. Ha az

fx)=1  (xeR")

fiiggvény Riemann-integrdlhato a H halmazon, akkor azt mondjuk, hogy a H halmaz Jordan-mérhetd, és
ebben az esetben a

wy(H) = [ ldx
H
mennyiséget a H halmaz Jordan-mértékének nevezziik.
7.2.1. Allitas. Legyen Q c R" egy tégla. Ekkor a Q halmaz Jordan-mérhetd és

wi(Q) =V(Q).

7.2.1. Példa. Legyen
H={(xy)eR*|x,yeQn[0,1]}.

Ekkor a H halmaz nem Jordan-mérhetd.

7.2.2. Példa. Egy szabdlyos hdromszog oldalait elharmadoljuk, majd a kézépsd harmaddra ismét egy sza-
bdlyos hdromszoget rajzolunk. Ezen hdromszogek oldalait szintén harmadoljuk, és hdromszoget rajzolunk
rdjuk. Ezt a végtelenségig folytatjuk. Az eljdrds végén nyert alakzatot Koch-féle hopehelynek hivjuk. Ez az

8
R2-beli halmaz Jordan-mérheté és Jordan-mértéke §T, ha T jeloli a kiinduldsi szabdlyos hdromszog Jordan-

mértékét.
7.2.2. Tétel. Legyen H c R" korldtos halmaz. Ekkor az aldbbi dllitdsok ekvivalensek.

— a H halmaz Jordan-mérhetd és
ui(H) =0;

— bdrmely € > 0 esetén létezik véges sok olyan Q,...,Q, c R" tégla, hogy

HEUIQi és Yous(Qi)<e
im i=1
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7.2. abra. A Koch-féle hopehely elkészitésének elsd 1épései

7.2.3. Definicio. Legyen D c R" egy nemiires halmaz. Azt mondjuk, hogy ha xy € R" pont hatdrpontja a D
halmaznak, ha barmely r > 0 esetén

B(x0,r)ND + @& és B(xo0,r) n(R*"\D) + @
teljesiil. A D halmaz hatdrpontjai halmazdra a 0D jelolést fogjuk haszndlni.

7.2.3. Tétel (Jordan-mérhetdség kritériuma). Legyen H c R” korldtos halmaz. Ekkor a H halmaz ponto-
san akkor Jordan-mérhetd, ha u;(0H) = 0 teljesiil.

7.2.4. Tétel (Jordan-mérték tulajdonsagai). — ha a H c R" halmaz Jordan-mérhetd, akkor

ny(H) 2 0;

— ha a H c R" halmaz Jordan-mérhetd, akkor tetszdleges xo € R" eseténa H + xo = {h+ xo e R"|h € H}
halmaz is Jordan-mérhetd és

ps(H) = py(H + xo);
— ha a Hy, Hy c R" halmazok Jordan-mérhetéek és Hy c Hj teljesiil, akkor

us(Hy) < py(Hy);

— ha a H c R" halmaz Jordan-mérhetd, akkor tetszéleges A € R" esetén a A- H = {Ah|h € H} halmaz is
Jordan-mérhetd és

py(A-H) = 2"y (H);
— ha Hy, Hy c R" olyan Jordan-mérhetd halmazok, hogy a H| n Hy halmaznak nincs belsd pontja, akkor
g (Hy O Hp) = py(Hy) + py (Hz);
7.2.4. Definicié. Legyen K c R"™' kompakt, Jordan-mérheté halmaz, ®,¥:K — R pedig olyan folytonos
fiiggvények, hogy ®(x) < ¥ (x) teljesiil minden x € K esetén. Ekkor a
S={(xy) eR"|xe KésD(x) <y<¥(x)}

halmazt egyszeri tartomdnynak nevezziik.

7.2.2. Allitas. Ha S c R" egyszerii tartomdny, akkor S kompakt és Jordan-mérheté.
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7.3. abra. A H és az xo + H halmazok

7.4. dbra. Egyszerd tartomany
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7.2.5. Tétel (Fubini-tétel egyszeri tartomanya). Legyen S c R" egyszerii tartomdny, f:S — R pedig egy
olyan fiiggvény, mely Riemann-integrdlhato S -en, ekkor

y=¥(x)
[ repdp = [ reeydy [ax
N xeK y=0(x)
7.2.3. Példa. Hatdrozzuk meg az
fo3 cos(xy)dxdy

Riemann-integrdlt, ha
S ={(x.y) eR?|x€[0,2], Oéyéxz}

Ha felhaszndljuk a Szukcessziv integrdlds tételét, akkor

2

[gx3 cos(xy)dxdy = Az(fox

2

2 X
X cos(xy)dy) dx = /(; [x2 sin(xy)]o dx

2 3y72 _
:f 2sin()dx = | S [T 1=cos®) g se1g33
0 3 0 3

7.2.4. Példa. Hatdrozzuk meg az
fS X+ yzdxdy

Riemann-integrdlt, ha S azy =0,y =3, y = x és azy = x+ 1 gorbék dltal hatdrolt korldtos tartomdny. Ebben
az esetben

S ={(xy) eR?ye[0,3],y-1<x<y},

igy a Szukcessziv integrdlds tételét haszndlva,

/(x2+y2)dxdy:f3(fy x2+y2dx)dy:f3 )C_3+xy2 ' dy
N 0 y—1 o |3

y—1
_f3y3—(y—1)3 2, yt-w-D* ] 173
= | Y Pdy=|"—— = —
0 3 12 3| 12

7.2.6. Tétel (Integraltranszformacié). Legyen f : R" — R Riemann-integrdlhato fiiggvény, E egy Jordan-
mérhetd tartomdny az R" térben, ® : E — R" pedig olyan folytonosan differencidlhato fiiggvény, mely E
belsejében kilcsindsen egyértelmii, s melynek Jo = det(®") Jacobi-determindnsa az E belsejében sehol sem
nulla. Ekkor
[ r@dx= [ (Fe®)(0)-1o(0)] dr.

E

o(E)
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7.2.2. Megjegyzés. Az n = 1 esetben folytonos f mellett éppen a helyettesitéses integrdlds tételét kapjuk.

7.2.3. Megjegyzés (Sikbeli polarkoordinatatranszformacio). Legyen R > 0 adott szdm és a tekintsiik a
T =[0,R] x [0,2n] zdrt téglalapon azt a O(r,¢) = (x,y) leképezést, melynél

X =Trcose, y=rsing.

Ekkor ® a T téglalapot a (0,0) kozéppontii R sugarii B(0,R) zdrt kirlemezre képezi le, és a T belsejében
kolcsondsen egyértelmid, tovdbbd teljesiil Jo(r,¢) =r, ha0 <r <R és 0 < ¢ < 2n. Az integrdltranszformdcios
tételbdl kapjuk a poldrkoordindtds integrdlds aldbbi képletét:

R 2n

(PT) [ f(x,y)dxdyz//f(rcosw,rsingo)rdrdcp.
0 0

B(O.R)

Ez a formula az integrdltranszformdcios tétel alapjdn minden olyan f Riemann-integrdlhaté fiiggvényre al-
kalmazhato, mely egy B(0,R)-beli zdrt halmazon kiviil eltiinik. Ezen formula segitségével kiszdmithatjuk az
R3 tér egységgombjének Vs térfogatdt. Valoban, az R3-beli B(0,1) egységgimb (x,y,z) pontjai az aldbbi
egyenldtlenségekkel jellemezhetdk:

-1<x<1, -V1-x2<y< vVi1-x2,
-VI-x2 -y <z<\1-x2 -2,

Tehdt B(0,1) normdlhalmaz a [-1,1] intervallumon. Ha K, jeloli R* egységgombjét, akkor az egyszerii
tartomdnyokra vonatkozo Fubini-tétel, a (PT) formula és a Newton—Leibniz-formula felhaszndldsdval

1-x2—y2
Vi = f I:f f ldzdydx =
B(0,1) Ki /12—
1 27 1
:[ervl—r2d¢dr:47rf rV1-ridr=
0 0 0

3l

p: . 3 P sp s 473
Hasonléan kapjuk, hogy R’-ban az r > 0 sugarii gombok térfogata ~5*.

7.2.5. Példa. Hatdrozzuk meg az
f ef(xzwz)dxdy
H
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[0,R] x [0,27] B(0,R)

7.5. dbra. Sikbeli polarkoordinatatranszformacié

integrdl értékét, ha
H={(x,y) eR?| X+ < 1}.

Tekintsiik a
((r.¢) €]0, +00[x[0,27])

O(r,¢) = (reos(yp),rsin(p))

leképezést. Ekkor @ Fréchet-differencidlhato és

/ cos(p)  sin(p)
®'(r¢) = ( -rsin(yp) rcos(y) )

Ekkor det(®'(r,¢)) = r % 0, tovdbbd, ha
E =10,1] x [0,2x],

akkor
O(E) = {(x,y) €R2|x2+y2 < 1},

igy az integrdltranszformdcios tétel szerint,

f o) gy = f o (Ceos@+(sin@)N) . pgrdy
H [0,1]x[0,27]
1

1 2, L 5 1 _» 1
=[ (/ re’dw)drzZﬂ[ re’dr=27r[——e’] =7r(1——).
0 0 0 2 0 e

7.2.6. Példa. Szdmitsuk ki az
fae) =1 ((ny) eR?)
1 2
fiiggvénynek a H halmaz feletti Riemann-integrdljdat, ha H azy = x, y = 2x, y = — és az y = — gorbék dltal
X X

hatdrolt korldtos tartomdny. Legyen

O(u,v) = (\/ﬁ \/g) ((u,v) €]0, +00[?).

Ekkor a ®:]0, +oo[2— R? fiiggvény Fréchet-differencidlhatd és

1 U 1 u

P 3 2Vu 2V
Qo= T g
2Vu 2V

1
Ekkor det(®'(u,v)) = —5 0, tovdbbd, ha
v

E=[1,2]x[%xl],
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E=[],2]x[%,l] O(E)

- g

akkor
O(E)=H

teljesiil, igy az integrdltranszformdcios tétel szerint

1
,dd:f ldd:fl-‘——
jl;f(x y)dxdy O(E) ey E 2v

7.2.7. Példa. Szdmitsuk ki az

1 1
dudy = f . dudv = ~ 1n(2).
[1.2]x[1/2,1] 2v 2

[ £ep)drdy

integrdlt, ha
fOoy) =In(+y7)  ((xy) eR*~{(0,0)})

H={(x,y)€R2|1£x2+y2£4}.
Tekintsiik a

()

//
0o &

®(r,¢) = (reos(e),rsin(g))  ((r¢) €]0, +00[x[0,27])
leképezést. Ekkor ®© Fréchet-differencidlhato és

q),(w):( cos(¢)  sin() )

—rsin(¢) rcos(y)

Y

24P =

/2“’2:4
1

Ekkor det(®'(r,¢)) = r % 0, tovdbbd, ha
E=[1,2] x[0,2n],

akkor
O(E) = {(x,y) eR*|1 < x* +y* <4},
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igy az integrdltranszformdcios tétel szerint,
fo(x,y)dx = /I-{ln(x2 +y*)dxdy = fEln((rcos(t,o)2 + (rsin(¢))?)) - rdrdy
- f rIn(2)drdg = 2n [2rln(r2)dr = 2n [ﬂ (ln(r) - 1)]2 - 47r<21n(2) - é)
[1.2]x[0.27] v - 21, ° 4
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8. fejezet

Differencialegyenletek

8.1. Differencialegyenletek osztalyozasa

Differencialegyenlet alatt olyan egyenletet értiink, melyben az ismeretlen egy differencidalhaté egy- vagy
tobbviltozos fliggvény és az egyenlet ezen a fiiggvényen kiviil tartalmazza ennek a fiiggvénynek a derivaltjat,
illetve derivaltjait is.

Ha a differencidlegyenletben egyetlen fiiggetlen valtozé van, akkor a derivalt kozonséges derivalt. Ebben
az esetben kozonséges differencialegyenletrdl beszEliink.

Ha a differencidlegyenletben kettd vagy tobb fiiggetlen valtozoé van, akkor a derivalt parcidlis derivélt. Ekkor
a szoban forgd egyenlet egy parcialis differencialegyenlet.

Ha az ismeretlen fiiggvények szdma egynél tobb, akkor az ismeretlen fiiggvények szdmaval egyenld szamu
differencidlegyenletbdl dll6 differencidlegyenlet-rendszerrel van dolgunk.

A differencialegyenlet rendje az egyenletben szerepld legmagasabb rend( derivalt rangjaval egyenld.

A kozonséges differencidlegyenletek koziil azokat, amelyekben az ismeretlen fiiggvény €s ennek a derivéltjai
legfeljebb csak els6 hatvanyon fordulnak el és szorzatuk nem szerepel, linearis differencialegyenleteknek
nevezziik. Ellenkezs esetben nemlinearis differencialegyenletekrdl beszéliink.

Ha a k6zonséges differencidlegyenletben van olyan tag, amely dlland6, vagy amelyben csak a fiiggetlen val-
toz6 szerepel, akkor a differencidlegyenlet inhomogén differencialegyenlet. Ellenkezs esetben azt mondjuk,
hogy a differencidlegyenlet homogén differencialegyenlet.

Ha a kozonséges differencidlegyenletben a fiiggvényt és a derivaltjait tartalmazé tagok allandok, akkor az
egyenletet allando egyiitthatds differencialegyenletnek nevezziik. Ellenkez esetben fiiggvényegyiitthatos
differencialegyenletbdl beszéliink.

8.1.1. Példa. Az
x- P +y+xyy-xy=0

egyenlet egy

— kozonséges

— elsorendil

— homogén

— fiiggvényegyiitthatos

differencidlegyenlet.
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8.1.2. Példa. A .
4-(y") +4x-y" -3x-y+x*-3=0

egyenlet egy

— kozonséges

— mdsodrendii

— inhomogén

— fiiggvényegyiitthatos

differencidlegyenlet.

8.2. [Elsorendii kozonséges differencialegyenletek

8.2.1. Definicido. Legyen D c R? nemiires, nyilt, F : D - R, ekkor az

)] F(xy.y") =0

egyenletet elsérendii kozonséges implicit differencidlegyenletnek nevezziik.

8.2.2. Definicid. Egy ¢ : I — R fiiggvény az (1) differencidlegyenlet megolddsa Cauchy—féle értelemben, ha
(i) I c R valodi intervallum, ¢ differencidlhato I-n;
(ii) minden x € I esetén (x,¢(x),¢'(x)) € D;

(iii) F (x,¢0(x),¢'(x)) = 0 teljesiil minden x € I esetén.

8.2.3. Definicié. Az

2 { F(xy.y')

0
n

y(é)

egyenletekbdl dllo rendszert kezdeti érték problémdnak vagy Cauchy—feladatnak nevezziik.

8.2.4. Definicié. Azt mondjuk, hogy a ¢ : I — R fiiggvény megolddsa a (2) Cauchy—feladatnak, ha ¢ megol-
ddsa az (1) egyenletnek, & € I és p(&) = 1.

8.2.5. Definicié. Legyen D c R? nemiires, nyilt, f : D - R, ekkor az

(3) y' = f(x.y)

egyenletet elsérendii kozonséges explicit differencidlegyenletnek nevezziik.

8.2.6. Definicié. Azt mondjuk, hogy a ¢ : I - R fiiggvény a (3) differencidlegyenlet megolddsa, ha
(i) I c Rvalédi intervallum, ¢ differencidlhaté I-n;
(ii) (x,¢(x)) € D minden x € I esetén;

(iii) ¢'(x) = f (x,¢(x)) teljesiil minden x € I esetén.

8.2.7. Definicio. Ha (£,n) € D, akkor az y(€) = n egyenletet a (3) differencidlegyenletre vonatkozo kezdeti
érték feltételnek nevezziik, mig a

y = f(xy)
@ { y(§) n

egyenletrendszert a (3) egyenletre vonatkozo kezdeti érték problémdnak vagy Cauchy—feladatnak hivjuk.
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8.1. dbra. Irdnymezd és egy integralgorbéje

8.2.1. Példa (Az iranymezd integralgorbéi). Tegyiik fel, hogy a sik valamilyen tartomdnydn minden pont-
ban adva van egy, az adott ponton dtmend egyenes. Ebben az esetben azt mondjuk, hogy ezen a tartomdnyon
egy irdnymezd van adva. Azt a gorbét, mely minden pontjdban érinti az irdnymezdt, az irdnymezd integ-
rdalgorbéjének hivjuk. Ez az elnevezés arra utal, hogy néhdny esetben ezeket a gorbéket integrdlds iitjdn
hatdrozhatjuk meg.

8.2.2. Példa (A normalis szaporodas egyenlete). Tegyiik fel, hogy egy bioldgiai populdcié nagysdga a t
idépillanatban x(t), és a populdcio ndvekedési sebessége ardnyos a populdcio szdmdval. Ez a feltevés kize-
litdleg teljesiil, ha elegendd tdpldlék dll rendelkezésre a populdcio szdmdra. Ekkor minden t idépillanatban

X' (t) = k- x(1)
teljesiil valamely k > 0 esetén. Ennek az egyenletnek a megolddsa
x(t)=C- ek(’_"’),

kovetkezésképpen a normdlis szaporodds egyenletének megolddsa exponencidlisan nd't — +oo esetén. Az is

kénnyen ldthatd, hogy a populdcié megkettéz0déséhez mindedig unyanannyi idd (jelen esetben In(2)/k) idé
szitkséges, ez Foldiink esetében nagyjdabol 40 év.

o ek e mep e ]
+ = = = — — — ——H

+ & =+~ = —F = — ——H

= w4 A A T+ = T —+ ———]
L L L e Py e S
nou oMo e L e ey e — ——
TP R R W ok A mE ek ek = e
LT e e B R e

L T T e ]

ki

E I R I e e R

mowmow = ko == =k =)

8.2. dbra. Az x'(1) = k- x(t) differencidlegyenlet irinymezdje

8.2.3. Példa (A logisztikus egyenlet). A szokdsos szaporodds modelljének fenti egyenlete csak addig felel
meg, amig a populdcioban lévd egyedek szdma nem tiil nagy. Az egyedek szdamdnak novekedésekor az éle-
lemért folytatott versengés a ndvekedés csokkenéséhez vezet. Az ezt figyelembe vevd legyegyszeriibb feltevés
az, hogy a k egyiitthaté az x inhomogén linedris fiiggvénye, vagyis k = (a—b-x(t)). Az egyszeriiség kedvéért
legyenek a = b = 1, ekkor az tigynevezett logisztikus egyenlethez jutunk

X (1) = (1-x(1)) - x(2).
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8.3. dbra. A logisztikus egyenlet irinymezdje

©

y3

8.4. abra. Az Euler-féle torottvonal mdodszer

8.2.1. Megjegyzés (Euler-féle torottvonal médszer). Legyen D c R? nemiires, nyilt halmaz, f:D — R foly-
tonos fiiggvény és tegyiik fel, hogy az f fiiggvény a D halmazon a mdsodik vdltozoja szerint folytonosan
parcidlisan differencidlhato és legyen (£,n) € D. Tekintsiik a

vy =f(xy)
y(€) =n
Cauchy-feladatot. Legyen h > rogzitett és
Xy =&+ nh Yn = Yn-1 + hf (Xn-1,Yn-1) (neN),

ahol xo = &y és yo = n. Ekkor az y, értékek a fenti Cauchy-feladat megolddsdt kozelitik az x, pontban, vagyis
Yn ~ y(xn). Az (Xn,yn) pontokra illeszkedd téréttvonalat Euler-féle torittvonalnak nevezziik. Megmutathato
tovdbbd, hogy a h lépéskoz minden hatdron tili csokkentésével ezeknek a torottvonalaknak a sorozata a fenti
Cauchy-feladat megolddsdhoz konvergdl.

8.3. Fontos differencialegyenlet-tipusok

8.3.1. Azy' = f(x) alakd differencialegyenletek
8.3.1. Tétel. Legyen I c R intervallum, f : I — R folytonos fiiggvény, & € I, n € R. Ekkor az

{ y = f(x)
y(é) = 1
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Cauchy—feladat barmely ¢ : J — R megolddsa az
X
s =n+ [ fOdr (xeD)
¢
modon megadott y fiiggvény lesziikitése, ha J c 1 és & € I.

{ y' = In(x)
y(1) = e

Cauchy-feladatot. Ekkor az el6z0 tétel szerint a megoldds

8.3.1. Példa. Tekintsiik az

y(x)=e+ flxln(t)dt: e+[tln(r) -]y =e+xIn(x) —x+1=x(In(x) - 1) + 1 +e.

8.3.2. Szeparabilis differencidlegyenletek

Legyenek 7,J c R valddi intervallumok, f : I - R, g : J — R folytonos fiiggvények tgy, hogy g(x) # 0
minden x € J esetén. Az

y = f(x)g9(y)
egyenletet szeparabilis differencialegyenletnek nevezziik.

8.3.2. Tétel. Legyenek I,J c R valddi intervallumok, E € I, ne J, f: 1 >R, g:J — R folytonos fiiggvények
ligy, hogy g(x) # 0 minden x € J esetén. A ¢ : H — R fiiggvény akkor és csakis akkor megolddsa az

5) {y(é/)’ - ;(X)g(y)
Cauchy—feladatnak, ha

¢(x) | x
(6) nfmdt:!f(s)ds (xeH)

teljesiil, feltéve, hogy £ €e H c I.

8.3.2. Példa. Tekintsiik az

2

y(0) -1

Cauchy-feladatot. Ekkor a fenti tételt haszndlva, azt kapjuk, hogy a megoldds

{ y'-ctg(x) +y

o(x) 1 X
[ ——dr = [tg(s)ds
22—t 0

[n(2-))Y = [~In(cos(s))]g

= In([cos(x)[) + In(| cos(x)[)

—In(|2 - ¢(x)]) +1n(3)

3 1
1“(‘2—<p<x> ) - 1“( cos() )
o(x) = 2-3cos(x)
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8.3.3. Homogén differencialegyenletek
Legyen I c R intervallum, f : I - R, ekkor az

y
()
X
differencidlegyenletet homogén differencialegyenletnek nevezziik.

8.3.3. Tétel. Legyen I c R intervallum, f: 1 — R, ekkor a ¢ : I — R fiiggvény pontosan akkor megolddsa az

-5

differencidlegyenletnek, ha az

u(x) = o(x)
by
modon definidlt u fiiggvény megolddsa az
I f(u) —u
u =
by

szepardbilis differencidlegyenletnek.
8.3.3. Példa. Tekintsiik az

(x—y)dx+ (x+y)dy=0
vdltozoban homogén differencidlegyenletet. Legyen

. dy dt
y=x-t és —=t+x—

ekkor az
(x—xt)dx + (x+ xt) (tdx + xdt) =0
szepardbilis egyenlet adodik. Valéban, a vdltozokat szétvdlasztva,

1 1+1¢
——dx = *

dt
X 1+72

aminek a megolddsa
In(| + 1)

—In(|x]) + ¢ = arctg(¢) + 5

Végiilat = y helyettesitéssel az adodik, hogy az eredeti differencidlegyenlet dltaldnos megolddsa
X

y)+ln((%2) +1)'

~In(|a]) + ¢ = arctg (—
X

8.3.4. Szeparabilis differencialegyenletre visszavezetheto differencialegyenletek
Az y' = f(ax+ by + c¢) alakia differencidlegyenletek

Legyenek a,b,c € R, b # 0 és tekintsiik az

y' = f(ax+by+c)

differencidlegyenletet. Legyen
u=ax+by+c.

Ekkor
u' =a+by,

tovabba a fenti egyenlet az
1

il = 2= f(w)

alakra hozhat6, ami mar egy szeparabilis differencidlegyenlet.

69



8.3.4. Példa. Tekintsiik az
/ .
y =sin(x+y)

Legyen
y=u-x é y =u-1.
Ekkor
u' -1 = sin(u)
1
——du = ldx
sin(u) + 1
2 2
cos(u) + I

~sin(u) + cos(u) + 1
Végiil, az u = x + y helyettesitéssel kapjuk az eredeti differencidlegyenlet

2cos(x+y)+2
—— =x+c
sin(x+y) +cos(x+y)+1
dltaldnos megolddsdt.
Azy = f (%) alaku differencialegyenletek
Legyenek a,b,c,A, B, C € R és tekintsiik az

, ax+by+c
Y= nm
Ax+By+C

differencidlegyenletet. Ebben az esetben a paraméterek értékétdl fiiggden két esetet kell megkiilonboztet-
niink.
1. eset. Ha

a b
det(A B)#O,

ax+by+c = 0
Ax+By+C = 0

akkor meghatarozzuk az

linedris egyenletrendszer egyértelmi (xo, yo) megolddsat. Ennek ismeretében, ha a fenti differencidlegyen-
letben elvégezziik az

X=u+ xp dx =du

Yy=v+yo dy =dv

helyettesitéseket, akkor egy szeparabilis differencidlegyenlet adédik.

2. eset. Ha
a b
det( A B ) =0,

u=ax+by u' =a+by.

akkor a megfeleld helyettesités

A helyettesitések elvégzése utdn egy szepardbilis differencidlegyenlet adodik.

Az yf(xy)dx + yg(xy)dy = 0 tipusi differencialegyenletek
Legyen I c R intervallum, f,g : I — R folytonos fiiggvények és tekintsiik az
yf (xy)dx +yg(xy)dy =0

differencidlegyenletet. Ha ebben az egyenletben elvégezziik az

du dy
— =Y+ x—
dx yrx

u=x
Y dx
helyettesitéseket, akkor egy szeparabilis egyenletre jutunk.
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8.3.5. Elsorendii linearis differencialegyenletek

Legyen I c R intervallum, f,g : I — R folytonos fiiggvények. Ekkor az

(1) y' + f(x)y = g(x)

egyenletet elsorendii linearis inhomogén differencialegyenletnek nevezziik, ha g # 0. Abban az esetben,
amikor g = 0, elsorendii linearis homogén differencialegyenletrsl beszéliink.

8.3.4. Tétel (A homogén egyenlet megoldasai). Legyen I c R intervallum, f : I — R folytonos fiiggvény.
Ekkor a

) y' +f(x)y=0
differencidlegyenlet barmely megolddsa a
o(x)=c-e M (xel)
modon értelmezett ¢ : I — R fiiggvény lesziikitése, ahol c € R egy tetszleges konstans és F jeloli az f

fiiggvény egy primitiv fiiggvényét. Tovdbbd, ha & € I és n € R, akkor a

w(x)=n-exp[- [ r@ar|  (xen)
&

modon megadott  : I — R fiiggvény az

0
n

{ y' + f(x)y
y(€)

Cauchy—feladatnak az egyértelmii, I-n értelmezett megolddsa.

8.3.1. Megjegyzés. Az elsérendii linedris, homogén differencidlegyenlet dsszes, I-n értelmezett megolddsa
egy egydimenzids valos vektorteret alkot.

8.3.5. Példa. Tekintsiik az

Il
— O

{ y' +2xy
y(0)

Cauchy-feladatot. Ekkor az eldzd tétel szerint a megoldds
X
¢(x) =1-exp| - f 2tdt | = exp (_ [zz]g) = exp(-x?).
0

8.3.5. Tétel. Legyen I c R intervallum, f,g : I — R folytonos fiiggvények. Tegyiik fel, hogy a ¢, y:1 - R
fiiggvények megolddsai az
y + f(x)y=9(x)
elsorendii, linedris, inhomogén differencidlegyenletnek. Ekkor a
x(x) =¢(x) —y(x)  (xel)
modon megadott y: 1 — R fiiggvény megolddsa az

y' +f(x)y=0

elsdrendi, linedris, homogén differencidlegyenletnek.
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8.3.6. Tétel (Az inhomogén egyenlet megoldasai). Legyen I c R intervallum, f,g : I — R folytonos fiigg-
vények. Ekkor a

3) y' + f(x)y = g(x)

elsorendii, linedris, inhomogén differencidlegyenletnek az dsszes megolddsa elddll

Y(x) =e T (c + [ g(x)eF(x)dx)

alakban, ahol c € R tetszdleges konstans és F jeloli az f fiiggvény valamely primitiv fiiggvényét.

8.3.2. Megjegyzés. Az eldzd tétel feltételei mellett, ha & € I és n € R, akkor az

{w+fuw

g(x)
n

y(&)

Cauchy—feladat egyértelmii megolddsa

p flf(s)dx —ff(u)du
o(x) = n+fg(t)e‘f dt|-e ¢ .
3

8.3.6. Példa. Tekintsiik az
y -y=x
elsorendii linedris inhomogén differencidlegyenletet. Az dltaldnos megoldds meghatdrozdsdhoz eldszor az
y'-y=0
homogén egyenletet kell megoldanunk, melynek dltaldnos megolddsa
y(x) = ce*
Az inhomogén egyenlet egy partikuldris megolddsdt
yp(x) = c(x)e”

alakban keressiik, ekkor
y'p(y) =c'(x)e" +c(x)e".

Ezeket az egyenletbe visszahelyettesitve

(x)e* +c(x)e* —c(x)e = x
d(x)e* = x
(x) = xe™

o
—~
=
~
Il

—(x+1)e™.
Igy, az inhomogén egyenlet egy partikuldris megolddsa
Yp(x) =c(x)e* = —(x+ 1)e " = —(x+ 1),

az dltaldnos megoldds pedig
y(x) =ce* —x-1.
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8.3.6. Egzakt differencialegyenletek

Legyen D c R? nemiires, nyilt halmaz, M, N : D — R folytonosan parcidlisan differencialhaté fiiggvények.
Az

®) M(x,y)dx+ N(x,y)dy =0

differencidlegyenletet egzakt differencialegyenletnek nevezziik, ha

OM(x,y) ON(x,y)
dy — Ox

((x.y) e D)

teljesiil.

8.3.7. Tétel. Legyen D c R? egy tartomdny, azaz, egy nemiires, nyilt, dsszefiiggd halmaz. M, N: D — R olyan
fiiggvények, melyek a D halmazon folytonosan parcidlisan differencidlhatoak, tigy, hogy

oM ON
a—y(x,y)=g(w) ((x,y) e D).

Ekkor létezik egy olyan F: D — R kétszer folytonosan parcidlisan differencidlhato fiiggvény, melyre

Lon=Mxy) & T)=Nxy) ((sy)ed)
x y

teljesiil. Ezt az F fiiggvényt az M és az N fiiggvények kozds potencidlfiiggvényének nevezziik.
8.3.8. Tétel. Az eldzd tétel feltételei mellett az
M(x,y)dx+ N(x,y)dy =0
egzakt differencidlegyenlet dltaldnos megolddsa
Flxy)=C  ((xy)eD),
ahol C e R egy tetszdleges konstans.

A fentiek alapjan, az egyenlet megoldasahoz elegend6 meghatdrozni az F fiiggvényt. Mivel

OF (x,y)

= N 9 bl
o (x,y)

ezért

Fry) = [ NCody+ /().

ahol f egy egyeldre ismeretlen (csak x-t6l fiiggd) fiiggvény. Mivel

W=M(w),
ezért P
2L ey 10] = ).
amibdl
fo= [ [M(w)—( / W@)]d}c
fgy

F(x,y):fN(x,y)dy+/[M(x,y)—(f %dy)]dx
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OF (x,
8.3.3. Megjegyzés. Az F fiiggvényt iigy is meghatdrozhattuk volna, hogy abbdl indulunk ki, hogy —éx y) =
X

M(x,y), ekkor a fenti szamoldst elvégezve az adodik, hogy

F(x,y)=/M(x,y)dx+/[N(x,y)—(f %;’y)dx)]dy,

ami az egyenlet egzakt volta miatt ugyanazt az F fiiggvényt hatdrozza meg, mint a fenti gondolatmenet.

8.3.7. Példa. Tekintsiik az
(e +x)dx—(2y+xe?)dy=0

differencidlegyenletet. Legyenek
M(x,y)=e?+x és N(x,y)=-2y—xe’

Ekkor Y aN
——(xy)=—e? é —(xy)=-¢?,
oy ox

igy a fenti egyenlet egzakt. Ezért

F(x,y)=fN(x,y)dy+f(X)=f—Zy—xe’ydwf(X)=—y2+xe’y+f(x)

Mivel 9F
a—(x,y) = M(x,y),
X
ezért
eV+fl(x)=e?+x,
azaz,

f(x) =x.
Ez azt jelenti, hogy
2
F(xy) = % —y* +xe?,

és ebben az esetben az dltaldnos megoldds
F(x,y)=C.
Egzakt differencidlegyenletre visszavezetheto differencialegyenletek

Ha az
M(x,y)dx+ N(x,y)dy =0

egyenlet nem egzakt, akkor tobb esetben elérhetd, hogy az egyenletet egy alkalmas m(x, y) # 0 fiiggvénnyel
megszorozva a kapott egyenlet mar egzakt. Az ilyen m(x,y) fiiggvényt integralé tényezonek nevezziik.

] Eset \ Integralé tényezo ‘
5Ma(x,y) _ 6N§x,y) _ f(x) m(x) _ e[ f(x)dx
Y X
—BMlgx,y) — _6N(gx,y) = g(y) m(y) = €f -g(y)dy
y X
i} , ON(x,
W) _ D — N (x, ) f(x) - M(x.9)g(y) | m(x.y) = ] I+ o)y
M és N azonos fokszamd homogén fiiggvények | m(x,y) = m
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8.4. Elsorendii differencialegyenlet-rendszerekre vonatkozo egzisztencia és
unicitas tételek

8.4.1. Tétel (Picard-Lindelof). Legyen I c R nemiires intervallum, f:1 x R" — R" folytonos fiiggvény és
tegyiik fel, hogy létezik olyan L: 1 — [0, +oo folytonos fiiggvény, melyre

(L) If(eyr) = f(ey)| SL(x) ly1 —y2| (xeLyi,y2 €R"),

azaz, f lokdlis—globdlis Lipschitz—feltételt teljesit I x R"—en. Legyen & € I, n € R", ekkor az

{ y = f(xy)
y(€) n

Cauchy—feladatnak létezik pontosan egy ¢: 1 — R" megolddsa és minden mds megoldds ennek a megolddsnak
a lesziikitése. Tovdbbd, bdarmely py: I — R" folytonos fiiggvény esetén a

©

) () =n+ [ Ftga(®)dr (xeln>0)
3

Picard—féle iterdcio pontonként konvergdl g—hez és a konvergencia az I barmely kompakt részintervallumdn
egyenletes.

8.4.1. Példa (Picard—iteracid). Tekintsiik az

{ y = x+y
y(0) = 0

Cauchy—feladatot. Ekkor az el670 tétel jeloléseivel
£=0, n=0 és flx,y)=x+y

Mivel
lfCeyr) = f(ny)| =[x +y1 —x—ya| = 1+ |y1 — yo| (x,y1,42 €R),

ezért az f fiiggvény az L(x) = 1 fiiggvénnyel eleget tesz egy lokdlis—globdlis Lipschitz—feltételnek. Legyen
¢o(x) =0 (x e R), ekkor a Picard-Lindeldf-tétel szerint

X
o1 (x) = 0+Of(z+0)dz=§
A [2 X2 X3
(,02()6) = O+{l+5dl=7+ﬁ
FoLP L 2, X x4
w3(x) = 0+{t+7+ﬁdt:7+ﬁ+2.3.4
* 2 3 2 3 +1
on(x) = 0+0ft+’5+ﬁ+ +ﬁ,dt:x7+%+ (jfil),
Igy a differencidlegyenlet megolddsa
U =
go(x)—hmgon(x)—h Zk_ Zk_:ZE_x_l_e -x-1
k=2 k=2 k=0
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8.5. dbra. Az y’ = x +y differencidlegyenlet irinymezGje, a (0,0) ponton athaladé megoldads, illetve a Picard-
iterdcio elsd két tagja

8.4.2. Példa (Picard—iteracio). Tekintsiik az

{ y = xy
y(0) 1

Cauchy—feladatot. Ekkor az eldzd tétel jeloléseivel

£=0, n=1 é  f(xy)=xy

Mivel
[f(eyn) = fey2)l = by — x| = [x[ -y —v2] - (xy1,92 €R),
ezért az f fiiggvény az L(x) = |x| fiiggvénnyel eleget tesz egy lokdlis—globdlis Lipschitz—feltételnek. Legyen

wo(x) = 1 (x €R), ekkor a Picard-Lindeldftétel szerint
ent (x) =0+ [ £ (tga(0)d,
&

azaz, ebben az esetben

X x2
¢1(x)=1+/z.1dz=1+5;
0
pa 2 2 4
t x* X
-1 ftl Mar=1+Z 42,
er(x) =1+ (+2) t5 3
0
X 2 4 2 2 2\3
ot X 1 (x 1 (x
:1 /} 1._ 8 :1 31
#3(x) " (+2+8) +2+2!(2)+3!(2)
2 2\2 2\"
X 1 (x 1 (x
a1y (5) e i(3) wem.

Igy a differencidlegyenlet megolddsa

i": 1 (2% k
o(x) = Tim g (x) = —(—)
nvo0 o\ 2

8.4.1. Lemma. Az eldzd tétel feltételei mellett legyen J c I olyan intervallum, hogy & € J. Ekkor a y: J — R"
folytonos fiiggvény akkor és csak akkor megolddsa a (C) Cauchy—feladatnak, ha megolddsa az

0 w(x)=n+ [ f(eu(0)di
3
integrdlegyenletnek.
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8.6. dbra. A kezdeti értékt6l val6 foyltonos fiiggés

8.4.2. Tétel (Lokalis egzisztencia-tétel). Legyen D c R x R" nemiires, nyilt halmaz, f:D — R" folytonos
fiiggvény, (¢£,n) € D. Ekkor van olyan § > 0, hogy az

{ y = f(xy)
y(€) n

kezdeti érték probléma megoldhatd a (£ - 6,& + 6] intervallumon.

8.4.3. Tétel (A kezdeti értéktol valo folytonos fiiggés tétele). Legyen I c R egy nemiires intervallum, f:1 x
R" — R" folytonos fiiggvény, és tegyiik fel, hogy létezik olyan L:1 — [0, +oo[ folytonos fiiggvény, mellyel az
f fiiggvény teljesiti az (L) feltételt. Ha & € I és i € R”, akkor jelolje ¢p: I — R" az

y=f(xy)  yé)=n

Cauchy—feladatnak a megolddsdt. Ekkor ¢, akezdeti érték folytonos fiiggvénye, azaz ha (k) o €8y R"beli,
no—hoz konvergdlo sorozat, akkor a (‘Pnk ) kN fiiggvénysorozat az I intervallumon pontonként a ¢y, fiiggvény-
hez konvergdl, tovdbbd a konvergencia az I minden kompakt részintervallumdn egyenletes.

Elsorendii linearis differencialegyenlet-rendszerek

Legyen n e N, I c R intervallum és A: ] — R”z, B:1 — R" folytonos fiiggvények, és tekintsiik az

{ y'(x) = Ax)y(x)+B(x)

y(é) n

kezdeti érték problémat, ahol £ € I és p € R". Ekkor az A és a B fiiggvények folytonossagabol azonnal ad6édik
a fenti kezdeti érték probléma /—n valé egyértelm{i megoldhatésaga.

8.4.1. Definicié. Azt mondjuk, hogy az yi,...,y,: I = R" differencidlhatd fiiggvényekbdl dllo fiiggvényrend-

szer a
(30 y'(x) = A(x)y(x)
homogén, linedris, differencidlegyenlet—rendszer alaprendszere, ha az vy, . . .,y, fiiggvények linedrisan fiig-

getlenek és megolddsai a fenti differencidlegyenlet—rendszernek. Az

Y(x) = (n1(x),..opn(x))  (xel)

modon értelmezett Y:1 — R™ mdtrix értékii fiiggvényt a fenti differencidlegyenlet—rendszer alapmdtrixdnak
hivjuk. Vegyiik észre, hogy

Y'(x) = (41 (2)s o (%) = (A(X)y1 (%), A(x)yn(x)) = A(X) Y ().
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8.4.2. Definicio. Ha Y:I — R" x R" a (H) homogén, linedris differencidlegyenlet—rendszer alapmdtrixa,
akkor a
w(x) =det (Y (x)) (xel)

mddon értelmezett w:1 — R fiiggvényt a (H) homogén, linedris differencidlegyenlet-rendszer Wronski-
determindnsdnak hivjuk.

8.4.4. Tétel (Liouville-tétel). Legyen Z:1 — R" g (H) homogén, linedris differencidlegyenlet—rendszer
alapmdtrixa és w(x) = det (Z(x)). Ekkor a w:I — R fiiggvény megolddsa a

W/ (x) = tr (A(x)) ()
differencidlegyenletnek, azaz

w(x) = w(é) exp( ff xtr(A(t))dt) (xel).

8.4.5. Tétel. Legyen ny,...,n, € R" n darab linedrisan fiiggetlen vektor, yi,. ...y, pedig a () homogén,
linedris, differencidlegyenlet—rendszernek az

yi€)=ni  (i=1,....n)
kezdeti feltételt kielégitd megolddsai. Ekkor
(i) azyi,...,yn rendszer a (H) homogén, linedris, differencidlegyenlet-rendszer alaprendszere;

(ii) a (H) homogén, linedris, differencidlegyenlet—rendszer tetszbleges ¢: 1 — R megolddsdhoz megadha-
toak olyan cy,...,c, € R konstansok, hogy

QO(X)chyl(X)+"'+Cnyn(X) (XEI)

teljesiil.

Magasabb rendii differencialegyenletek

Az Atviteli elv

8.4.3. Definicié. Legyen D c R x R" nemiires, nyilt halmaz, f:D — R, ekkor az

N) y" = f(x, Y, y’,---,y(”‘l))

egyenletet n—edrendii explicit differencidlegyenletnek nevezziik. Ha (¢,10,11,...,1Mn-1) € D, akkor a

y,(f) = 1o
© y' (&) - m
y"E) = men

feltételrendszert az (N) egyenletre vonatkozo kezdeti érték feltételnek hivjuk. (N)-et és (k)-t egyiitt n—
edrendii kezdeti érték problémdnak vagy Cauchy—feladatnak nevezziik.

8.4.4. Definicio. Azt mondjuk, hogy a ¢:1 — R fiiggvény az (N) egyenlet megolddsa, ha
(i) I cR (nem elfajuld) intervallum és ¢ n—szer differencidlhaté I-n;
(ii) minden x € I esetén (x, o(x),¢' (x),... ,tp(”—])(x)) € D;

(iii) tetszdleges x € I esetén o™ (x) = f (x,go(x),<p’(x), e, go(”_l)(x)) teljesiil.
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8.4.5. Definicio. Az (N) — (k) kezdeti érték probléma megolddsa alatt egy olyan ¢:1 — R fiiggvényt értiink,
melyre

(i) ¢ megolddsa az (N) egyenletnek;
(ii) 9(€) =m0, ¢'(€) =m, ..., "D (&) =1

A 8.4.3. Definici6 feltételei és jelolései mellett tekintsiik a kdvetkezd n—edrendd differencidlegyenlet—
rendszert, illetve kezdeti ért€keket

1 = 22
% = 23
(N*) :
Tyl = I
z, = f(xziz2,.0,201)
z21(§) = mo
) 2(€) = m
Zn(é:) = Mn-1

8.4.6. Tétel (Atviteli elv). Legyen ¢ megolddsa az (N) egyenletnek, illetve az (N) — (k) kezdeti érték prob-
lémdnak. Ekkor a = (go, o, ..., tp(”_l)) mddon definidlt y: 1 — R" fiiggvény megolddsa az (N*) egyenlet-
nek, illetve az (N*) — (k*) Cauchy—feladatnak. Megforditva, ha a y:1 — R" fiiggvény megolddsa az (N*)
egyenletnek, illetve az (N*) — («*) Cauchy—feladatnak, akkor a ¥\ (a ¥ fiiggvény elsé koordindtafiiggvénye)
fiiggvény megolddsa az (N) egyenletnek, illetve az (N) — (k) Cauchy—feladatnak.

Magasabb rendii linearis differencialegyenletek

8.4.6. Definicié. Legyen I c R valddi intervallum, ag,ay,...,an—1,by: I - R folytonos fiiggvények. Ekkor az
(L) v+ a, 1 ()Y +ay ()Y + ao(x)y = b(x)

egyenletet n—edrendii linedris inhomogén differencidlegyenletnek nevezziik, ha b nem az azonosan zéro
fiiggvény, ellenkezd esetben n—edrendii linedris homogén differencidlegyenletrdl beszéliink.

Az Atviteli elv szerint (£)-nek a kovetkez§ differencidlegyenlet—rendszer feleltethetd meg.

= 2
= 3
Ziop =
2, = —ap(x)z1 —ai(x)zp = — ay-1(x)z, + b(x),
azaz
(L Z'(x) = A(x) - Z(x) + B(x),
ahol
71 0 0 1
z=| 2| B(x)= ? és A= 0 0 ! .
Zn b(x) —ap(x) -ai(x) -ax(x) ... —ap_1(x)

o e s .

8.4.7. Tétel (Egzisztencia és unicitasi tétel). Ha az ag,ay,...,a,-1,b,:1 — R fiiggvények folytonosak, ak-
kor az (L) egyenletre vonatkozo tetszdleges kezdeti érték problémdnak létezik pontosan egy, I-n értelmezett
megolddsa.
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8.4.7. Definicid. Legyen I c R valddi intervallum, ay,ay,...,a,-1,b,:1 — R folytonos fiiggvények. Ha a
@1, .., n: I = R fiiggvények linedrisan fiiggetlen megolddsai az

(Lhom) y(n) +ap-1 (x)y(n—l) +-a (x)y, + aO(x)y =0

n—edrendii linedris homogén differencidlegyenletnek, akkor ezeket a fiiggvényeket az (Lnom) egyenlet alap-
rendszerének nevezziik.

8.4.8. Tétel (Liouville-tétel). A ¢y,...,p,:1 — R fiiggvények pontosan akkor alkotjik alaprendszerét az
(Lhom) differencidlegyenletnek, ha a

¥1 ©$n

! !

7 ¢

Uy = R IRV "
-1 -1
ol oD

alaprendszerét alkotjdk a
Z'(x) = A(x)Z(x)

elsdrendii homogén linedris differencidlegyenlet—rendszernek, tovdbbd, a

er(x) () ea(x)

oi(x) e o g(x)

w(x) = det 1,0,1’.()() tpg.(x) 1,0,,1,.()6)
AV G

modon definidlt w: I — R fiiggvény kielégiti a
w'(x) + ap_1 (x)w(x) =0

egyenletet, azaz,

w(x):w(g)exp(—/;an_l(t)dz) (xel).

8.4.1. Kovetkezmény. Ha a ¢, ...,¢,: I — R fiiggvények alaprendszerét alkotjdk az (Lnom) homogén line-
dris differencidlegyenletnek, akkor ezen fiiggvényrendszer Wronski—determindnsa seholsem nulla [-n. Meg-
forditva, ha ¢1,...,p,:1 - R fiiggvényrendszer Wronski—determindnsa seholsem tiinik el I-n, akkor ezen
fiiggvényrendszer az (Lnom) homogén linedris differencidlegyenlet egy alaprendszerét alkotja.

8.4.9. Tétel (Az inhomogén egyenlet megoldasa). Legyen ¢y, ...,¢, az (Lnom) homogén linedris differen-
cidlegyenlet egy alaprendszere. Ekkor az (L) inhomogén linedris differencidlegyenlet 0sszes megolddsa
elédll

B n ol n X w(<p1(t),_..,(pi_l(l‘),(piH(l‘),...,gDn(l)) 1Y (x
o) = S api() + ff OGRID) b | (<1)" ()

alakban, ahol cy, .. ., c, tetszbleges valos konstansok.

Konstansegyiitthatos linearis differencialegyenletek

8.4.8. Definici6. LegyenneN és ag,ay,...,a,-1 € R, ekkor a

(%) y " + a1y + o ary +agy =0

egyenletet n—edrendil konstansegyiitthatos linedris homogén differencidlegyenletnek nevezziik. A
P(Q) ="+ a4 A" e a A+ ap (1eC)

mddon megadott polinomot a (X) egyenlet karakterisztikus polinomjdinak hivjuk.
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8.4.10. Tétel. Legyen n € N és ap,ay,...,a,-1 € R és jelolje P a (X) egyenlet karakterisztikus polinomyjdt.
Ha
ag,...,Q mult(a;) =n;, i=1,...,k

a P pdronként kiilonbozo valds, mig

B+ Y1y B+ ivm mult(B; +iy;) =1;, j=1,...,m

a P pdronként kiilonbozo komplex gyokei, akkor az

ew]x’ xemx’ e, xn]—lemx
ea/zx, xeazx, s xnz—leazx
eakx, xeozkx, s xnk—leakx

eP1¥cos(y1x), €417 sin(yx), xef1¥ cos(y1x), xe1¥sin(y1x), ... x171eP1¥ cos(yx), ¥~ 1eP1¥ sin(yx)
% cos(yzx), €72¥ sin(yax), x> cos(yax), x> sin(yax), ... x271eP¥ cos(yx), x271ef¥ sin(yyx)

eP¥ cos(ypux), e sin(y,x), xefm* cos(yux), xefr¥sin(y,x), ..., xmlePr¥ cos(y,ux), xin=1ePm*sin(y,,x)
fiiggvények a (X) egyenlet alaprendszerét alkotjdk.
8.4.3. Példa. Tekintsiik az
174 !
y -y —6y=0

egyenletet. A karakterisztikus egyenlet
2-21-6=0,

melynek gyokei A1 = 3 és 1 = 2. Igy, az egyenlet dltaldnos megolddsa
y= C1e3* + Cre™ .

8.4.4. Példa. Tekintsiik az
4y +4y" +37y =0

egyenletet. A karakterisztikus egyenlet
42% +42+37 =0,

1 .
melynek gyokei 112 = ~3 + 3i. Igy, az egyenlet dltaldnos megolddsa

y = Cre % cos(3x) + Cre ™ sin(3x).
8.4.5. Példa. Tekintsiik az
y'+6y +9y=0
egyenletet. A karakterisztikus egyenlet
22 +61+9=0,
melynek gyokei 112 = =3. Igy, az egyenlet dltaldnos megolddsa

y=Cie" + Cyxe ",
8.4.6. Példa (Csillapitatlan harmonikus rezgé mozgas). Egy pont akkor véges csillapitatian harmonikus
rezgomozgdst, ha a gyorsuldsa ardnyos az elmozduldsdval, de azzal ellentétes irdnyu. Hatdrozzuk meg az
elmozduldst, mint az idd fiiggvényét.

Jelblje a t iddpillanatbeli kitérést x(t), ekkor a pont gyorsuldsa a t idépillanatban x" (1), igy a fentiek

alapjdn az
x"(1) = —w?x(t)

differencidlegyenlet adodik, ahol w € R adott. Ennek az egyenletnek a karakterisztikus egyenlete a

A+w?=0
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mdsodfokii algebrai egyenlet, melynek gyokei 11, = +wi. Igy, a fenti egyenlet dltaldnos megolddsa
x(t) = Cy cos(wt) + Cy sin(wt).

Tegyiik fel, hogy a t = 0 kezdeti iddpillanatban a pont kitérése nulla, sebessége pedig vy, azaz,
x(0)=0 és x'(t) = vo,

azaz,
, Vo
c1=0 és cr = —.
w

Ezért a kezdeti feltételeknek eleget tevd megolddsa
vy .
x(1) = Zsin(wr).
w

8.4.7. Példa (Csillapitott harmonikus rezgé mozgas). Egy pont akkor véges csillapitott harmonikus rezgd-
mozgdst, amikor a harmonikus rezgést valami, példdul sirlodds akaddlyozza. Ilyen esetben a pont kitérése
ardnyos a gyorsuldsdval és a sebességével, de mind a kettd ellenkezd irdnyu. Hatdrozzuk meg az elmozduldst,
mint az idd fiiggvényét.

Jelblje a t iddpillanatbeli kitérést x(t), ekkor a pont gyorsuldsa a t idépillanatban x" (t). Ezért a fentiek
alapjdn a folyamatot leiro differencidlegyenlet

m-x"(1) = —w’m- x(t) - 25 - x'(1),

p . p . . Py ~ S,
ahol m jeloli a mozgo test tomegét, s pedig a csillapitdsi tényezdt. Ha bevezetjiik a k = — jelolést, akkor ez
m

az egyenlet az egyszeriibb,
x(1) = —w? - x(1) = 2k - X' (¢)

alakra hozhato. Ennek az egyenletnek a karakterisztikus egyenlete a

P +2A+w* =0
algebrai egyenlet, melynek két gyoke A1, = —k+ V' k* — w?. A tovdbbiakban a k és az w paraméterek értékétdl
fiiggben hdrom kiilonbozd esetet kell megkiilonboztetniink.

1. eset Ha k > w, azaz, ha k* > w*. Ekkor a karakterisztikus egyenletnek két kiilonbézd, negativ gydke van.
Ekkor a differencidlegyenlet dltaldnos megolddsa

x(1) = CreM' + Cre™.
Tegyiik fel, hogy
x(0)=0 és x'(0) = vy > 0.

ekkor
o

T LA

- és  C
-1

Ezért a kezdeti feltételeket kielégitd megoldds
_ Yo At Aot
x(t)=———— (e -e
( ) /l] _ /12 ( )

Ez a rezgés aperiodikus, az ilyen tipusii rezgéseket tiilcsillapitott rezgéseknek nevezziik.

Cy

2. eset Ha k = w, akkor a karakterisztikus egyenletnek egy valos, kétszeres multiplicitdsii gyoke van, mégpe-
dig —k. Ekkor a differencidlegyenlet dltaldnos megolddsa

x(t) = Cre™ + Core™.
Tegyiik fel, hogy
x(0)=0 és x'(0) =g > 0.

ekkor
C 1= 0 és C 1 = 09.
Ezért a kezdeti feltételeket kielégitd megoldds
x(t) = vote™™.
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8.7. ébra. Tulcsillapitott rezgés

3. eset Hak < w, azaz, ha k> < w*. Ekkor a karakterisztikus egyenletnek két kiilonbizé, komplex gyoke van,
mégpedig —k + i w? — k2. Az dltaldnos megoldds ebben az esetben

x(r)=e™ <C1 cos ( Vw? - k2t) + Cysin ( Vw? - kzt))

Tegyiik fel, hogy
x(0)=0 és x'(0) = v > 0.
ekkor 0
Ci=0 é C=—.
w2 —k2

Ezért a kezdeti feltételeket kielégité megoldds

- Yo —kt 2 _ 12
x(t) = ————=e"'sin| Vw? - k*t
e o )
A megolddsbdl leolvashatjuk, hogy a kitérés periodikus fiiggvénye az idének, amplitidéja azonban
nem dllando, hanem t novelésével exponencidlisan csokken.
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Fiiggelék

Linearis algebra

Vektorterek

8.4.9. Definicié. Legyen X egy nemiires halmaz, melyen értelmezve van egy + ¢ X x X és egy - ¢ X x R,
melyeket rendre dsszeaddsnak, illetve skaldrral valo szorzdsnak neveziink, 1igy, hogy teljesiilnek az aldbbiak

(i) minden x,y € X esetén x + y = y + x (kommutativitds);
(ii) minden x,y,z € X esetén (x+y) + z = x + (y + z) (asszociativitds);

(iii) létezik egy olyan 0-val jelolt elem X-ben, melyre minden x € X esetén x + 0 = x teljesiil (zéruselem
létezése);

(iv) minden x € X esetén létezik olyan —x-szel jelolt X-beli elem, hogy x + (—x) = 0 (inverzelem létezése);
(v) minden x € X esetén 1-x = x;

(vi) tetszdleges A,y € R konstansok és x € X esetén A - (p- x) = (Au) - x;

(vii) tetszbleges A, u € R és x,y € X esetén (A + pu)x = Ax + ux és A(x +y) = Ax + Ay teljesiil.

Ebben az esetben azt mondjuk, hogy (X, +,-) vektortér vagy azt, hogy linedris tér R felett. Az X halmaz
elemeire a tovdabbiakban a vektorok, mig R elemeire a skaldrok elnevezést fogjuk haszndlni.

8.4.8. Példa. Az dsszes valos szamsorozatok
m = {(x0),,q0 | (Xn)newvalds szdmsorozat}
halmaza egy valés linedris tér, ha az dsszeaddst az
(Xn+yn) =Xn+yn  (neN, (Xn)nat, (Yn)neay €m)
mig a skaldrral valé szorzdst a
(Ax,) = A+ x, (AR, (xy)nery € M)
modon értelmezziik.
8.4.9. Példa. Legyen |a,b[C R egy nemiires, nyilt intervallum. Ekkor a
C(la,b[) = {f:]a,b[— R| f folytonos la,b[-n}

halmaz egy valos linedris tér, ha a fiiggvények dsszeaddsdt és a skaldrral valo szorzdst pontonként értelmez-
ziik.

8.4.10. Példa. Legyenek n,m € N adottak, ekkor az
Muxm(R) = {A| A n x m-es valés mdtrix}

halmaz egy valos linedris tér az n x m-es valos mdtrixok ,,szokdsos” osszeaddsdval és skaldrral valo szorzd-
sdval.
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8.4.10. Definicidé. Egy X valds linedris tér uy, . .. ,u, vektorainak linedris kombindcidin az sszes
Ajuy + - + A,uy, (ﬂl,...,ﬂnER)
alakii vektort értjiik.

8.4.11. Definicié. Ha a v vektor felirhato az X valos vektortér egy U vektorrendszerének linedris kombindci-
ojaként, akkor azt mondjuk, hogy v linedrisan fiigg az U vektorrendszertdl.

8.4.11. Tétel. = — Minden vektorrendszer linedrisan fiigg onmagdtdl, azaz a linedris fiiggés reflexiv.

— Ha a 'V vektorrendszer fiigg az U vektorrendszertdl, a W vektorrendszer pedig a 'V vektorrendszertdl,
akkor W fiigg az U-tdl, vagyis a linedris fiiggés tranzitiv.

— Ha a v vektor nem fiigg az U vektorrendszertdl, de fiigg az {U,u} rendszertél, akkor u fiigg az {U,v}
rendszertol.

8.4.12. Definicié. Egy X linedris tér valamely Y részhalmazdt az X linedris tér alterének mondunk, ha Y
szintén linedris tér az X térbeli miiveletekre nézve.

8.4.11. Példa. Az fenti példdban szerepld m linedris térnek a
¢ = {(xn) ey | (%) newkonvergens valés szamsorozat}
halmaz egy linedris altere. A ¢ linedris térnek pedig a
0 = {(xn) pepy | (%) nenrvalds nullsorozat}

halmaz linedris altere, vagyis ¢y & ¢ € m.
8.4.12. Példa. A fenti példdban szereplé C(]a,b|) térnek a

D ={f:]a,b[— R| f differencidlhaté |a,n[-n}
halmaz linedris altere.
8.4.13. Példa. Legyen I cla, b egy tetszdleges nemiires halmaz, ekkor a

€o(Ja,bl) = {f € €(Jab[) | F(x) = 0 (x e 1)}
halmaz linedris altere C(a, b )-nek.

8.4.12. Tétel (Altérkritérium). A X vektortér egy Y nemiires részhalmaza pontosan akkor linedris altere
X-nek, ha

(i) zdrt az osszeaddsra nézve, azaz, ha u,v € Y, akkor u+v € Y is teljesiil.

(ii) zdrt a skaldrral valé szorzdsra nézve, vagyis ha u € Y, akkor tetszdleges A € R esetén A-u € Y is teljesiil.

8.4.1. Megjegyzés. Tetszbleges X vektortérnek dnmaga és a {0} halmazok mindig alterei, ezeket trividlis
altereknek mondjuk, az osszes tobbi alteret pedig valodi altérnek nevezziik.

8.4.13. Tétel. Az X linedris tér tetszdleges altereinek a metszete szintén altere X-nek.

8.4.14. Tétel. Az X vektortér egy tetszbleges H részhalmazdhoz taldlhato egy olyan (a tartalmazdsra nézve)
legszitkebb altér, mely a H-t tartalmazza. Ezt az alteret a H dltal generdlt vagy kifeszitett altérnek nevezziik
és rd a [H] jelolést haszndljuk.

8.4.2. Megjegyzés. A fenti tétel jelilései és feltételei mellett a [H] éppen a I rendszer dsszes linedris kom-
bindcidibdl dll.
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8.4.13. Definicié. Az X vektortér egy H részhalmazdt generdtorrendszernek nevezziik, ha [H] = X teljesiil.
8.4.15. Tétel. Minden vektortérnek létezik generdtorrendszere.

8.4.14. Definicid. Legyenek X és Y valds linedris terek. Ha létezik egy ¢: X — Y kolcsondsen egyértelmii,
mitvelettarto leképezés, azaz egy olyan ¢: X — Y kolcsondsen egyértelmii leképezés, melyre

p(x+y) =¢(x) +¢(y) (x.yeX)

e(Ax) = Ap(x) (1eR,xeX),

akkor azt mondjuk, hogy az X és az Y linedris terek izomorfak. Erre a leggyakrabban az X = Y jelolést
alkalmazzuk.

8.4.15. Definicio. Egy vektortér valamely rendszerét linedrisan fiiggének nevezziik, ha van kozottiik olyan
vektor, mely a tobbitdl linedrisan fiigg. Ha ilyen vektor nincsen az adott rendszerben, akkor azt mondjuk,
hogy a szoban forgo vektorrendszer linedrisan fiiggetlen.

8.4.16. Tétel. Egy vektorrendszer pontosan akkor linedrisan fiiggd, ha a rendszerben szerepld vektoroknak
van olyan nemtrividlis linedris kombindcioja, mely a zérusvektort adja.

8.4.16. Definicio. Egy vektortér linedrisan fiiggetlen generdtorrendszerét a vektortér bdzisdnak mondjuk.

8.4.14. Példa. Az M,,,(R) linedris térben bdzist alkotnak azok az n x m-es valds mdtrixok, melyeknek
pontosan egyetlen elemiik 1, az dsszes tobbi pedig 0.

8.4.15. Példa. A valds egyiitthatds polinomok linedris terében bdzist alkotnak az

2 .3 n
Lx,x,x,....x", ...

monomok.

8.4.17. Definicié. Az X vektortér bdzisdnak a szdmossdgdt az X vektortér dimenzidjdnak nevezziik, és erre a
dim(X) jelolést alkalmazzuk.

8.4.16. Példa. (a)
dim (Mxm(R)) =n-m

(b)
dim(R") = n
(c)
dim (C(Ja, b[)) = +oo.
(d)

dim (m) = +oo.
8.4.17. Tétel (Struktaratétel). Legyen X egy n-dimenzios valds linedris tér, ekkor

X = R".
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Linearis leképezések

8.4.18. Definicié. Az X vektortérnek az Y vektortérbe valo ¢ miivelettarto leképezését linedris leképezésnek
nevezziik, azaz, ¢: X — Y olyan leképezés, melyre

e(x+y) = o(x) +o(y) (x,y €X)

o(Ax) = Ap(x) (1eR,xeX).

8.4.3. Megjegyzés. Az X =Y esetben a linedris leképezés helyett a linedris operdtor, mig az Y = R esetben
a linedris forma, vagy a linedris funkciondl elnevezések is haszndlatosak.

8.4.18. Tétel. Legyenek X ésY linedris terek. Ekkor a : X — Y leképezés pontosan akkor linedris leképezés,
ha minden x,y € X és a,8 € R esetén

p(ax +pBy) = ap(x) +Be(y)

teljesiil.
8.4.4. Megjegyzés. Ha ¢: X — Y linedris leképezés, akkor ¢(0) = 0.
8.4.17. Példa. (a) Ertelmezziik a ¢:c — R leképezést a

¢((xn)nert) = lim x, ((xa)n €¢),

vagyis minden w térbeli (X, ),en sorozathoz rendeljiik hozzd a hatdrértékét.

(b) Legyen a € R" rigzitett és legyen
n
p(x) = sz'ai =(x,a) (xeR").
i1

Ekkor ¢:R" — R linedris leképezés.

(c) Legyen [a,b] c R egy nemiires, pozitiv hossziisdgi intervallum. Ekkor a

e(f)=F  (feC(la.b])).
ahol .
F)= [T f@dr (fee(ab]).xelab]).
mddon megadott ¢:C([a,b]) - C([a,b]) leképezés linedris.

(d) Legyen A € Myyu(R), ekkor a
p(x)=A-x (xeR™)
mddon megadott ¢:R™ — R" leképezés linedris.
(e) Tetszdleges X vektortér esetén a
p(x)=x  (xeX)

modon megadott p: X — X leképezés linedris, melyet az X linedris tér onmagdra valo identikus leképe-
zésének neveziink.

8.4.19. Tétel. Legyenek X, Y valds linedris terek, {vy,...,v,} bdzis X-ben, mig {wy,...,w,} egy tetszéleges
Y-beli vektorrendszer. Ekkor létezik egy olyan egyértelmiien meghatdrozott ¢: X — Y linedris leképezés,
melyre mindeni=1,...,n esetén

90(01') = Wi

teljesiil.
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8.4.19. Definicid. Legyenek X,Y vektorterek, ¢: X — Y pedig egy linedris leképezés. Ekkor a

ker(p) = {x € X[¢(x) =0},

illetve a
mg(y) = {¢(x)|x € X}

halmazokat rendre a ¢ linedris leképezés magterének, illetve képterének mondjuk.

8.4.20. Tétel. Legyen ¢ € L(X,Y) egy olyan linedris leképezés, melyre ker(p) = {0} teljesiil. Ekkor ¢
injektiv, tovdbbd ¢ linedrisan fiiggetlen vektorrendszert linedrisan fiiggetlen vektorrendszerbe képez le.

8.4.20. Definicid. Legyenek X,Y vektorterek. Ekkor, ha A € R és ¢:X — Y egy linedris leképezés, akkor
legyen

(1-@)(x) =2-¢(x)  (xeX)
és ha o, y: X — Y linedris leképezések, akkor legyen.
(e+¥)(x) =e(x) +y(x)  (xeX)

8.4.5. Megjegyzés. A fenti definicio jelolései és feltételei mellett a - ¢ és a ¢ + Y leképezések linedrisak.

8.4.21. Tétel. Az X vektorteret az Y vektortérbe vivé dsszes linedris leképezések vektorteret alkotnak a fenti
definiciobeli Osszeaddssal és skaldrral valé szorzdssal. Erre a vektortérre dltaldban az L(X,Y) vagy a
Hom(X, Y) jelolést alkalmazzuk.

8.4.21. Definicio. Legyen ¢ € L(X,Y), tovdbbd {v,...,v,} az X, mig {wy,...,w,} az Y linedris tér egy
bdzisa. A ¢ linedris leképezésnek ezekre a bdzisokra vonatkozo mdtrixa az az n x m-es tipusu mdtrix, melynek
elemeit a

n
o(vi) = ). cjiw; (i=1,...,m)
=1

osszefiiggés értelmezi, vagyis ebben a mdtrixban az i-edik oszlopban éppen a v; képének a {w;,...,w,}
bdzisra vonatkozo koordindtdi szerepelnek.

8.4.22. Tétel. Legyenck n,m e N és X, Y olyan linedris terek, hogy
dim(X)=m ¢és dim(Y)=n.

Ekkor az L(X,Y) vektortér izomorf az My,xm(R) vektortérrel; ha egy linedris leképezéshez hozzdrendeljiik
egy rogzitett bdazispdrra vonatkozé mdtrixdt, akkor a két vektortér kozott izomorfizmust kapunk.

8.4.22. Definicié. Legyen X egy valos linedris tér és L: X — X egy linedris leképezés. Azt mondjuk, hogy az
L leképezésnek az x € X vektor sajdtvektora, a A € R sajdtértékkel, ha

L(x) = Ax
teljesiil.

8.4.23. Definicid. Az X linedris tér egy H alterét a ¢: X — X linedris operdtor invaridns alterének mondjuk,
ha minden x € H esetén ¢(x) € H teljesiil.

8.4.18. Példa. (a) Tetszbleges p:X — X linedris operdtor esetén az X és a {0} alterek mindig invaridnsak,
ezeket trividlis invaridns altereknek hivjuk.

(b) Legyen x € X a ¢: X — X linedris operdtor egy sajdtvektora, ekkor az x vektor dltal generdlt
[x] ={Ax|1eR}

altér invaridns altere @-nek.
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(c) Legyen ¢:X — X egy linedris operdtor, ekkor a ker(yp), illetve ng(y) alterek ¢ invaridns alterei.
8.4.24. Definicid. Legyen A a ¢: X — X linedris operdtor egy sajdtértéke, ekkor az
Ly={xeX|e(x)=Ax}

altér invaridns altér, melyet a A sajdtértékhez tartozo sajdtaltérnek neveziink, a dim(L,) szdmot pedig a A
sajdtérték geometriai multiplicitdsdnak

8.4.23. Tétel. Tetszbleges linedris operdtor kiilonbozd sajdtértékeihez tartozd sajdtvektorok linedrisan fiig-
getlenek.

8.4.2. Kovetkezmény. Az R" tér egy linedris operdtordnak legfeljebb n kiilonbizd sajdtértéke van. Ha pon-
tosan n (kiilonbozd) sajdtérték van, akkor létezik a térben az operdtor sajdtvektoraibdl dllo bdzis, és ebben a
bdzisban az operdtor mdtrixa diagondlis 1igy, hogy a fodtléban éppen az operdtor sajdtértékei szerepelnek.

8.4.25. Definicio. Jelolje I € M,x,(R) az n x n-es egységmdtrixot, A € M,,x,(R) pedig a ¢:R" — R" linedris
operdtor valamely rogzitett bdzisra vonatkozo mdtrixdt. Ekkor ¢ 6sszes sajdtértéke elddll a

det(A-AI)=0
egyenlet megolddsaként. Ezt az egyenletet a ¢ linedris operdtor karakterisztikus egyenletének hivjuk.

8.4.6. Megjegyzés. A fenti egyenlet bal oldaldn szerepldé det (A — Al) kifejezés A-nak egy n-edfokii, (—1)"
[fOegyiitthatojii polinomja, igy a karakterisztikus egyenlet helyett a karakterisztikus polinom elnevezés is
haszndlatos.

8.4.24. Tétel. A karakterisztikus egyenlet fiiggetlen a bdzis megvdlasztdsdtol, tovdbbd, hasonlé mdtrixok
karakterisztikus egyenlete megegyezik.

8.4.25. Tétel. Legyen n € N pdratian, ¢:R" — R" egy linedris operdtor. Ekkor g-nek létezik legaldbb egy
sajdtvektora.

8.4.26. Tétel. Egy, a valds szdmtest feletti linedris operdtor pontosan akkor diagonalizdlhatd, ha
(i) ¢ spektruma teljes;
(ii) minden sajdtérték geometriai és algebrai multiplicitdsa megegyezik.

8.4.27. Tétel. Egy, a valds szdmtest feletti n x n-es szimmetrikus mdtrix karakterisztikus egyenletének (mul-
tiplicitdssal egyiitt) pontosan n darab gydke van.

Kvadratikus formak osztalyozasa
8.4.26. Definicié. Legyen Q € M, (R) és definidljuk a ¢:R" — R leképezést a
g(x)=x"-Q-x (xeR")
médon, ahol x* jeloli az x € R" vektor transzpondltjdt. Azt mondjuk, hogy
— Q pozitiv definit, ha minden x € R" ~ {0} esetén q(x) > 0 teljesiil;
— Q negativ definit, ha minden x € R" \ {0} esetén q(x) < 0 teljesiil;
— Q pozitiv szemidefinit, ha minden x € R" esetén q(x) > 0 teljesiil;
— Q negativ szemidefinit, ha minden x € R" esetén q(x) < 0 teljesiil;

— Q indefinit, ha Q se nem pozitiv szemidefinit, se nem negativ szemidefinit.
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Reggifygefini

ozitiy .
Heﬁmt matrixo
negativ szemidefinit
MALIXOK

Eozitiv o\
zemidefinit matri

indefinit matrixok

8.4.7. Megjegyzés. A fenti definicioban szerepld q:R" — R leképezést a Q n x n-es mdtrixbdl szdrmazo

kvadratikus formdnak nevezziik.

8.4.19. Példa. (a) A
20
o-(3 1)

2 x 2-es madtrix pozitiv definit, hiszen minden (x,y) € R* esetén
20 X 2 2
Q(X,!/)=(x y)-(o 1)-(y)=2x +y >0

teljesiil.

(b) A
-1 0
0 -5

2 x 2-es mdtrix negativ definit, hiszen minden (x,y) € R? esetén
-1 0 X 2 2
xy)=( x . . =—x -5y <0
q(x.y) = ( y)(o_s)(y) y

teljesiil.

(c) A
1 0
o-(o %)

2 x 2-es mdtrix indefinit, hiszen minden (x,y) € R? esetén
1 0 X 2 2
gxy)=(x y )-( 0 1 )( y )=x ~y

teljesiil, vagyis
>0, [x[ >yl

q(x,y) =
{< 0, x| <yl

8.4.28. Tétel. Legyen Q € M, (R), ekkor

— Q pontosan akkor pozitiv definit, ha Q valamennyi sajdtértéke pozitiv;
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— Q pontosan akkor negativ definit, ha Q valamennyi sajdtértéke negativ;
— Q pontosan akkor pozitiv szemidefinit, ha Q valamennyi sajdtértéke nemnegativ,

— Q pontosan akkor negativ szemidefinit, ha Q valamennyi sajdtértéke nempozitiv;

Legyen Q € M, (R),

ayr ... QA
anl ... Qm
ésmindeni =1,...,n esetén tekintsiik a
agnr ... aiyg
Oi=1 : :
al e Aj

i x i-s matrixokat. Ha i = 1,...,n, akkor ezt a Q;, i x i-tipusd matrixot, a Q matrix i-edik bal felsé sarokmi-
noranak hivjuk.

8.4.29. Tétel. A fenti jelolések megtartdsa mellett

— Q pontosan akkor pozitiv definit, ha minden i = 1,...,n esetén

det(Q,-) > 0.

— Q pontosan akkor negativ definit, ha minden i = 1,...,n esetén léteznek olyan c; pozitiv valos szdmok,

hogy
det(Q;) = (-1)'¢; (i=1,...,n),

azaz, Q; pozitiv determindnsu, ha i pdros, és Q; negativ determindnsu, amennyiben i pdratlan, i =
1,...,n

— Q pontosan akkor indefinit, ha minden i = 1,...,n esetén det(Q;) # 0 és Q se nem pozitiv, se nem
negativ definit.

8.4.8. Megjegyzés. Pozitiv szemidefinit, illetve negativ szemidefinit mdtrixokra a fenti tételhez hasonld jel-
lemzés nem adhato.
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Utraval6ul

Rudyard Kipling: Ha

Ha nem veszted fejed, mikor zavar van,
s fejvesztve téged gancsol vak, siiket,
ha kétkednek benned, s bizol magadban,
de érted az 6 kétkedésiiket,
ha varni tudsz és varni sose faradsz,
és hazugok kozt se hazug a szad,
ha gyfilolnek, s gy(ilolségt6l nem aradsz,
s mégsem papolsz, mint bolcs-kegyes galdd,

ha dlmodol — s nem zsarnokod az dlmod,
gondolkodol — s becsiilod a valdt,
ha a Sikert, Kudarcot batran 4llod,

s gy nézed Oket, mint két rongy csalot,
ha elbirod, hogy igazad orokre
maszlag gyanant hasznaljak a gazok,

s életmived, mi ott van 0sszetorve,
silany anyagbol épitsék azok,

ha mind, amit csak nyertél, egy halomban,
van merszed egy kartyara tenni fol,
s ha vesztesz és elkezded djra, nyomban,

nem is besz€lsz a veszteség feldl,

ha paskolod izmod, inad a célhoz,
és szived is, mely nem a hajdani,

mégis kitartasz, bar mi sem acéloz,

csak Akaratod int: ,,Kitartani”,

ha sz6lsz a néphez, s tisztesség a vérted,
kirdlyokkal jarsz, s jézan az eszed,
ha ellenség, de jobarat se sérthet,

s mindenki szdmol egy kicsit veled,
ha a komor perc hatvan pillanatja
egy tavfutds neked s te futsz vigan,
tiéd a Fold és minden, ami rajta,
és — ami tObb — ember leszel, fiam.
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Targymutat6

Osszeg, 10
— also, 10
— felsd, 10
— integralkozelitd, 11
— oszcillaciés, 10
érintkezési pont, 29

Alapintegralok, 1

belsd pont, 28

belsészorzat, 27
belsGszorzattér, 27
Bolzano—Weierstrass-tétel, 29

Cauchy-féle konvergenciakritérium, 30
Cauchy-sorozat, 30

Darboux-integral
— also, 13
— felsod, 13

euklideszi tér, 27

felosztas

— finomitdsa, 10

— finomsaga, 10

— intervallumé, 10

— osztépontjai, 10

— részintervallumai, 10
fels6hatarfiiggvény, 17

hatarozatlan integral, 1

hatarpont, 28

Heine—Borel-tétel, 29

Helyettesitéses integrélds tétele
— Riemann-integralra, 18
— hatdrozatlan integrélra, 3

Improprius integralok, 20

— konvergens, 20, 21
Integralasi szabdlyok, 2
integralfiiggvény, 17
izolalt pont, 29

kornyezet

— nyilt, 28

— z4rt, 28
Kozépértéktétel, 16

kiils6 pont, 28
kompakt halmaz, 29
korlatos halmaz, 29

linearis tér, 27

normalis felosztassorozat, 10
norma, 27
nyilt halmaz, 29

Oszcillacios kritérium, 15

Parcidlis integralas tétele
— Riemann-integralra, 17
— hatérozatlan integrélra, 2
primitiv fiiggvény, 1

részsorozat, 30
raciondlis tortfiiggvény, 5
— racionalis, 5
rendezett szam n-es, 28
Riemann-integral, 13
— intervallum-additivitdsa, 16
— linearitasa, 16
— monotonitasa, 16

skalaris szorzat, 27
sorozat
— RF-beli, 30
— n-edik eleme, 30
— divergens, 30
— hatarértéke, 30
— konvergens, 30
— korlatos, 30

torldddsi pont, 29

vektor, 27
— ~-ok tdvolsiga, 28
— i-edik koordinataja, 28
— normédja, 28

vektortér, 27

zart halmaz, 29
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