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1. El6szo6

A jegyzet a Diszkrét matematika I. (DE IK PTI, targykod: INDK101-K5, Dr.
Burai Pal) tantargy 2014/2015. 1. féléves elGadasainak jegyzete alapjan késziilt,
melyeket Szabé Marianna készitett, amiért nagy koszonet illeti.
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Teljes indukcid
Peano-axiémak
A nulla természetes szam.
0eN
Minden természetes szamnak egyértelmtiien 1étezik egy rakovetkezdje, és
ha két természetes szadm rakévetkezGje megegyezik, akkor a két természetes

szam megegyezik.

vneNdIn'eN
VYn,meNn =m' - n=m

A nulla egyetlen természetes szamnak sem rakévetkezgje.
YneNn #£0

Ha N egy nullat is tartalmaz6 részhalmaza minden elemének a rékovetke-
zGjét is tartalmazza, akkor ez a halmaz megegyezik N-nel.

MCNés0eMeésVne Mesettnn' e M - M =N

Legyen P egy tulajdonsag, tegyiik fel, hogy

a nulla rendelkezik ezzel a tulajdonsiggal,

tetszGleges természetes szam esetén, mely rendelkezik ezzel a tulajdonsag-
gal, a rakoévetkezGje is rendelkezik vele.

Ekkor minden természetes szam rendelkezik ezzel a tulajdonsiggal.

2.2.

Teljes indukcids bizonyitas

Olyan allitas bizonyitasara hasznaljuk, mely n természetes szamtol fiigg. A bi-
zonyitas lépései:

1.
2.

Bizonyitsuk n = 1-re, vagy n = 0-ra.
Feltételezziik, hogy az allitas igaz n-re (indukcids feltevés).

Ennek felhasznalasaval bebizonyitjuk, hogy az allitas igaz n+ 1-re — Ezzel
az allitdst minden n természetes szamra belatjuk.



3. Kombinatorika

3.1. Faktorialis

Tetszbleges n € N esetén az n! szamot a kévetkezd modon definialjuk:

O'=1nl=n(n-1)!

3.2. Permutacio

Egy n elemt halmaz (a halmaz elemei kiilénb6z6ek) énmagara valo bijektiv
leképezéseit ismétlés nélkiili permutacionak nevezziik. Mas szavakkal, az n elem
egy lehetséges sorbarendezését adja meg egy ilyen bijekcio, melyet az n elem egy
ismétlés nélkiili permutécidjanak neveziink.

Tegyiik fel, hogy adott ki...k,, € N ugy, hogy k1 + ... + k;,, = n és most a
halmaz m kiilénb6z6 elemet tartalmaz oly moédon, hogy az i. elembdl k; sze-
repel benne. Ezen halmaz énmagdra vett egy bijektiv leképezését (ki,...,km)
osztalyn ismétléses permutéacionak nevezziik. (Itt két keletkezd figguény kozétt
nem mindig tudunk kilonbséget tenni.)

3.3. Binomialis egyiitthatok és tulajdonsagaik
Legyen n,k € N k < n, ekkor az (Z) = (n_”ik'),k, modon definialt szamokat bino-

mialis egyiitthatoknak nevezziik.

Tetszoleges n, k € N k < n esetén

n n! n

= —1=

(0> n!0! (n)
n\ n
k) \n—k

1
n+ _ (" i n
E+1 k k+1
A fenti dllitasok bizonyitdsdt tudni kell, de mivel nem bonyolult, itt elhagyjuk.

3.4. Kombinacio

Legyen n,k € N k < n. Az {1...k} halmaz {1...n} halmazba valo szigordan
monoton leképezéseit k-ad osztalyt kombinacioknak, a monotonokat pedig k-ad
osztalyt ismétléses kombinédcioknak nevezziik.

3.5. Variacio

Egy k elemi halmaz egy n elemii halmazba val6o leképezését az n elem k-ad

elem k-ad osztalyu ismétlés nélkiili variaciojarol beszélhetiink (ekkor k < n).



4. Szamelmélet

4.1. Binomialis egyiitthatok tulajdonsagai 2.

0)--

k=0

Legyen n € N, ekkor

Bizonyitas:
n

2"=(1+1)”:kzo(z>1k.1n—k:§<z>

4.2. Binomialis tétel

Legyenek =,y € R és n € N, ekkor

Kifejtve:
n __ n 0, n n 1, n—1 n n, 0
(xr+y) (0>9:y +<1)zy +...+(n>xy
Bizonyitas (teljes indukcioval):

n = 1 esetén:
(z+y) =z+y

L /1 1 1
Z <k)mky1k = (0)3303/1 + (1>x1y0 =yt+r=x+vy

k=0



Tegyiik fel, hogy n-re igaz. Bizonyitsuk n + 1-re:

@+y)" =@ty (@+y)" =
——

indukcios feltétel

iy (’;) oy =

k=0

(e e (7 Yo () -
(e [() ()] + [+ () +-
R e e [ A R 9 B e

n+1 n +1
Z ( i )xky"+1_kAmi pontosan az, amit bizonyitani akartunk.
k=0

8]

A bizonyitashoz felhasznaltuk, hogy

(5= ()=

illetve az 6sszevonésokhoz azt, hogy
n n n+1
G+ (-7

4.3. Polinomialis tétel

és 1gy tovabb.

Legyenek z...z,, € R és n € N, ekkor

n!
(14 o+ )" = Z fz’fl x}f,;"

ki...km€eN
ki+...+kmn=n

4.4. Oszthatosag

At mondjuk, hogy az a egész szdm osztdja a b egész szamnak, vagy b tobbszorose
a-nak, ha létezik olyan ¢ egész szam, hogy

a-g="bijele:alb



Ha a nem osztoja b-nek, azt igy jeloljik: a b

Ha a pozitiv és a t b, akkor maradékos osztésrol beszéliink. Ekkor van olyan
0 <m < a és q egész, hogy

a-g+m=="b
4.5. Primszam

Egy p > 1 szdmot primszamnak (réviden primnek) neveziink, ha az 1,—1,p, —p
szamokon kiviil nincs més osztoja.

A nem prim, 1-nél nagyobb egészeket Osszetett szamoknak nevezziik.

4.6. A szamelmélet alaptétele

Minden 1-nél nagyobb pozitiv egész szam felirhaté primszamok szorzataként és
ez a feliras (a tényez6k sorrendjétél eltekintve) egyértelmd.

4.7. Primszamtétel

Jelolje w(n) az 1, ...,n kozott talalhaté primek szaméat, ekkor

Vagyis tetsz6leges € > 0 esetén létezik olyan ng € N, hogy ha n € N olyan, hogy
ng < n, akkor

~1f <

4.8. Legnagyobb k6z6s oszto

Legyenek d,n,m € N, ha d | n és d | m, akkor d-t n és m koz0s osztdjanak ne-
vezziik. Vilagos, hogy ez a halmaz feliilr6l korlatos a természetes szamok halma-
zéban, tehat van legnagyobb eleme, melyet n és m legnagyobb kozos osztojanak
neveziink. Jele: Inko(n,m)

4.9. Legkisebb k6z6s tobbszoros

Legyenek d,n,m € N, han | d és m | d, akkor d-t n és m kozds tobbszorosé-
nek nevezziik. Vilagos, hogy ez a halmaz alulrél korlatos a természetes szamok
halmazaban, tehat van legkisebb eleme, melyet n és m legkisebb k6zos tobbszo-
rosének neveziink. Jele: Ikkt(n,m)

4.10. Relativ primek

Ha lnko(n, m)= 1, akkor n relativ prim m-hez, vagy n, m relativ primek.



4.11. Kongruencia
Legyenek a,b,m € Z. Azt mondjuk, hogy a kongruens b-vel modulo m, ha
m|a—b.
Jele: a = b (mod m)
4.12. A kongruencia, mint relacio
Az egész szamok halmazéban a modulo m vett kongruencia ekvivalencia relacio
(reflexiv, szimmetrikus, tranzitiv).
4.13. Euklideszi algoritmus
Legyen a, b, € Z. Ekkor létezik olyan q1,r1, 72 € Z, |r1| < |b], |r2| < |r1], hogy
a=bq +r
b=r1qg2 + 12
majd tovabb folytatva az eljarast
Ti—1 = TiGit1 + Tit1
Ha az utols6é nem nulla maradékot r,, jeloli, akkor
Tn—2 = Tn—1qn + Tn
Tn—1 = Tnqn+1

Az utols6 nem nulla maradék megadja a és b legnagyobb k6z0s osztojat.

4.14. Lineéaris diofantoszi egyenlet

Legyenek a, b, c € Z, ekkor az ax + by = c egyenletet linearis diofantoszi egyen-
letnek nevezziik.

Az (z0,y0) € Z? = Z x Z par a linedris diofantoszi egyenlet megoldasa, ha
axg + byg = c.

4.15. Linearis diofantoszi egyenlet megoldasai, azok 1éte-
zése

A fenti linearis diofantoszi egyenletnek pontosan akkor van megoldasa, ha Inko(a, b) |
Ha az (z9,y0) az egyenlet megoldasa, akkor barmely z € Z esetén az

XTo+ 2 - Yo — 2

b o
Inko(a, b) Inko(a, b)

par is megoldasa az egyenletnek és az 0sszes megoldas elGall ilyen alakban.

C.



4.16. Linearis kongruencia

Legyenek n € N, a,b € Z Ekkor az ax = b (mod n) kongruenciat linearis
kongruencianak nevezziik.
Az u egész szdm a linearis kongruencia megoldasa, ha au = b (mod n).

4.17. Linearis kongruencia megoldasai, azok létezése

A fenti linearis kongruencidnak pontosan akkor van megoldésa, ha Inko(a,n) | b.
Ha a fenti kongruencidnak van megoldasa, akkor a megoldds modulo m

egyértelmiien meghatarozott és modulo n a megoldasok szama Inko(a, n).

4.18. Redukalt maradékosztaly, teljes és redukalt mara-
dékrendszer

A modulo n vett maradékosztalyokat 0,...,n — 1-sal jeloljik. Ha 0 < d < n
relativ prim n-hez, akkor a d maradékosztalyt redukalt maradékosztalynak ne-
vezzik.

Egész szamok egy halmazat modulo n teljes maradékrendszernek nevezziik, ha
a halmaz minden modulo n maradékosztalybol pontosan egy elemet tartalmaz.

Egész szamok egy halmazat modulo n redukilt maradékrendszernek nevezziik,
ha a halmaz minden modulo n redukalt maradékosztalybol pontosan egy elemet
tartalmaz.
4.19. Euler-féle p-fiiggvény
Tetsz6leges n € N esetén (n) jeloli a redukalt maradékosztalyok szamat. Ezt a
szamelmeéleti fliggvényt Euler-féle ¢-fiiggvénynek nevezziik.
4.20. Euler-tétel
Ha lnko(a,n) = 1, akkor

a?™ =1 (mod n)
4.21. Fermat-tétel

Tetszbleges p primszam és a szamra, ha p t a, akkor

a?~1 =1 (mod p)



5. Komplex szamok

5.1. A komplex szamok teste

Tetszbleges (z,y), (u,v) € R x R esetén legyen

(z,y) + (u,v) := (z + u,y +v)
(‘T7 y) : (uu 7}) = (LL"U, —Yv, v + yu)
Az igy bevezetett miiveletekkel R xR testet alkot, mely testet a komplex szamok

testének nevezzik. Jele: C

5.2. Komplex szamok algebrai alakja
Minden z € C komplex szam el6all a kovetkezd alakban:
z=x+ 1y

ahol z,y € R és z-et a szam valds, y-t a szdm képzetes részének nevezziik.

5.3. Komplex szamok konjugaltja

Legyen z € C, z = x + 1y komplex szam. Ekkor a Z = = — iy szamot z konju-
galtjanak nevezziik.
Tetszbleges z,w € C esetén

Z+w=z+w

Z-w=2Zz-w

z = Z pontosan akkor, ha z € R
z+2z,2Z2€ R, 86t 22>0

5.4. Komplex szamok abszolit értéke

Legyen z € C, z = x + iy komplex szdm. Ekkor a |z| = v/2Z nemnegativ valos
szamot z komplex szadm abszolat értékének, vagy hosszanak nevezziik.

VaE = (a+iy)(x —iy) = /2§ 5

Tetszbleges z, w € C esetén
lzw] = [2] - |w]
2| = |2
|z +w| < 2] + |wl



5.5. Komplex szamok szoge

Legyen z € C, |z| = 1. Ekkor létezik olyan ¢, hogy z = cosp + i - siny és olyan
k € Z, hogy 0 < p+ 2km < 27. Tetsz6leges, nem feltétlentil 1 norméja (abszolut
értékd), z # 0 komplex szam esetén a é 1 abszolut értéki komplex szdmhoz az
el6z6ek szerint megkonstrualhato ¢ = ¢ + 2k7 valés szamot a z komplex szam
szO0gének nevezziik.

Ekkor a z komplex szam trigonometrikus alakja
z = |z|(cosp + i - siny)
5.6. Euler-formula
Tetszbleges ¢ € R esetén
e = cosp + i - sing
A z € C, z # 0 komplex szam az el6bbibdl kovetkezs
z=1-e¥

elGallitasat a z komplex szam exponencidlis alakjanak nevezziik.
5.7. Moivre-tétel
Legyen z € C, z # 0, z = r(cosp + i - singp) és n € Z, ekkor

n

2" = 1r"(cos(ny) + i - sin(ny))

A weCazeCn. gydke, ha

5.8. Komplex szamok gyoke

Minden z = r(cosp + i - sing) # 0 komplex szamnak n db kiilonbdz6 gytke van
és ezek a kovetkezs alakban allnak els

2k 2k
w(cosu 4. Smu)
n n
ahol kK =0,....,n — 1.

Az 1 komplex szam n. gyokeit n. egységgyokoknek hivjuk.
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6. Algebrai struktarak

6.1. Miivelet

Legyen G egy nemiires halmaz és o : G x G — G egy fiiggvény. Ekkor a o
leképezést G-n értelmezett kétviltozos miiveletnek nevezziik.

6.2. Félcsoport

A (G, o) part félcsoportnak nevezziik, ha o miivelet G-n és o asszociativ.

6.3. Csoport

A (G, o) félcsoportot csoportnak nevezziik, ha G-nek van egységelem és minden
elemnek létezik G-ben inverze.
Ha a miivelet még kommutativ is, akkor Abel-csoportrol beszéliink.

6.4. Gydrd

A (G, o, ) harmast gy(rtinek nevezziik, ha (G, o) Abel-csoport, (G, *) félcsoport
és * disztributiv a o miiveletre nézve.

6.5. Zérusoszté mentesség

Az R gyfiriit zérusosztd mentesnek mondjuk, ha barmely két nullatol kiillonb6z6
elemét Osszeszorozva nullatél kiillonbozs elemet kapunk.

6.6. Integritasi tartomany

A kommutativ, egységelemes, zérusoszté mentes gytiriiket integritasi tartoméany-
nak nevezziik.

6.7. Egység, asszocialt

Integritasi tartomanyban az egységelem osztoit egységeknek nevezziik. Egy in-
tegritasi tartoméany a és b elemét asszocialtaknak nevezziik, jelolésben a ~ b, ha
a osztdja b-nek és b osztoja a-nak.

6.8. Valodi oszto

Egy integritasi tartomanyban az a elem valodi osztoja b-nek, ha a | b és a ~ b

6.9. Irreducibilitas

Legyen D integritasi tartomany, a ¢ € D elemet irreducibilisnek nevezziik, ha
nem nulla, nem egység és a sajat asszocialtjain és az egységelemen kiviil nincs
mas osztoja.

11



6.10. Primelem

Legyen D integritési tartomany, a ¢ € D elem primelem, ha nem nulla, nem
egység és tetszoleges a,b € D esetén, ha ¢ | ab, akkor vagy ¢ | a vagy ¢ | b.

Minden primelem irreducibilis elem, de nem minden irreducibilis elem prim-
elem.

6.11. Euklideszi-gytri

A D integritasi tartomanyt Euklideszi-gytiriinek nevezziik, ha adott egy || - || :
D — N leképezés, amely rendelkezik a kovetkez6 tulajdonsagokkal:

- 1|0]] = 0 és minden nullatol kiilénbo6z6 elem esetén ||al| > 0,
- haa|bésb#0, akkor ||a|| < ||,

- tetszéleges a,b € D, a # 0 elemekhez létezik olyan r, ¢ € D, hogy a = bg+r
és [|r]] < [oll.

A fenti 3 tulajdonsaggal rendelkezé leképezést Euklideszi normanak nevezziik.

7. Polinomok

7.1. Polinomgytri

Legyen R egy tetszdleges gytri és jelolje R[x] az R folotti egyhatarozatlani
polinomokat, azaz az
ap+ar1r+ ... + a,x"

alaku formaélis kifejezések halmazéat.

Legyen p,q € R[z]

ekkor

1=0
n+m
p(e) - qle) = Z( 3 (az+bj>):cl
=0 \ 0<i<n
0<j<m
itj=l

12



7.2. Polinom foka, féegyiitthatéja

Legyen p(z) = ag + a1z + ... + an,z™ R[z] egy eleme ugy, hogy a,, # 0. Ekkor a
deg(p) = n szamot a polinom fokénak, a,-t p fokanak nevezziik.

7.3. Polinom zérushelye

A € € R értéket a p € R[x] polinom zérushelyének nevezziik, ha p(§) = 0.

7.4. Horner-elrendezés

Legyen p € C[z] polinom és ¢ € C, ahol a, ...ag a polinom egyiitthatoi. Ekkor
a p(&) értéket a kovetkezSképpen szdmolhatjuk ki:

‘ Qp, ‘ Ap—1 ‘ ‘ aq ‘ ao

5 ‘ bn—l = ap ‘ bn—2 :§b71—1+an—1 ‘ ‘ bO = Ebl + ap ‘ p(f) :£b0+a0

7.5. Bézout-tétele
Legyen R integritasi tartomény. TetszSleges p € R[x] polinom és £ € R esetén &
pontosan akkor gyoke p-nek, ha z — £ osztéja p-nek.

7.6. Az algebra alaptétele

Minden legalabb els6foki komplex polinomnak van komplex gyoke.

7.7. Gyoktényezss alak

Tetsz6leges p € C[z] nemkonstans polinom felirhato6

p(x) = an(x — &1)...(x — &)
an, 1.6, € Ca, #0
alakban, ahol a,, a polinom f6egyiitthatoja, &;...&, pedig a gyokei.

A feliras a tényezsk sorrendjétdl eltekintve egyértelmd.

7.8. Valés polinom gyoktényezds alakja

Tetszoleges valos p polinom felirhato

P(E) = an(@ = )o@ — £) (0% — @12+ B1) (0% — @ + )
anaé-l'”gna a1'~~as7ﬁl"~ﬂs eR

ahol a,, a polinom fGegyiitthatoja, a &;...&, a polinom gyokei, a masodfoku tagok
diszkriminansa pedig negativ.
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7.9. Primitiv polinom

Egy egész egyiitthatos polinomot primitivnek neveziink, ha az egyiitthatéinak
legnagyobb ko6z6s osztoja 1.

7.10. Schonemann-Eisenstein tétel

Legyen p € Z[z] legalabb els6fokd, primitiv polinom. Ha létezik olyan ¢ prim,
hogy t | an_1...t| a1 ést{a, éstfad, akkor p irreducibilis Z folott.
A tételben a,, és ag szerepe felcserélhetd.

8. Rekurzio6

8.1. Elsérendii differenciaegyenlet

Legyen f: N xR — R adott fiiggvény, ekkor a

T = f(naxn—l)

egyenletet elsérendii differenciaegyenletnek nevezziik. Ha még adott egy &y valos
szam, gy, hogy zog := &y, akkor ezt a fenti differenciaegyenletre vonatkozd
kezdeti feltételnek nevezziik.

8.2. Konstans egyiitthatos linearis differenciaegyenlet

Legyen adott egy a valés szam és egy b,, valos sorozat, ekkor a
Tpn = ATp—1 + bn—l
egyenletet konstans egyiitthatos lineéris differenciaegyenletnek nevezziik.

Az egyenlet megoldéasa az xg := &y kezdeti feltétel esetén

n—1

Ty =a"8o+ Y a"
k=0

Bizonyitas(teljes indukcioval):
n = 1-re
x1 = axg + by = a&o + bo

14



Tegyiik fel, hogy n-re igaz. Bizonyitsuk be (n + 1)-re:

Tpt1 = Q- Tn +b, =
~—

ind. feltevs

n—1

a(a& + Z a"_l_kbk) +b, =

k=0
n—1

a"t o+ Y a4 by =
k=0
n

a" ey + Z a" 1%, Ami pontosan az, amit bizonyitani akartunk.
k=0

8.3. Egyensulyi allapot, stabilitas

Az x, = f(x,—1) autoném egyenlet z* megoldasat egyensilyi allapotnak (vagy
stacionarius allapotnak) nevezziik, ha az f fiiggvény fixpontja, azaz f(z*) = =*.
Ekkor a differenciaegyenlet megoldéasa az x, = x* konstans sorozat.

Ha az z,, = ax,—1 +b linearis differenciaegyenletet tekintjiik, akkor ennek a # 1
esetén

a stacionérius pontja, azaz
Tn =a"(§o — ") + a7 ha § # z”
Ekkor az egyensulyi allapottol valo eltérés
Tp — " =a"(§ — ")

Ha |a| < 1, akkor z,, — z*, ha n — oo és z,, divergens, ha |a| > 1. Az els6
esetben stabil, a masodik esetben instabil egyensiilyi allapotrél beszéliink.

8.4. Masodrendili homogén linearis differenciaegyenlet

Legyenek a,,, b, adott valds sorozatok, ekkor a kévetkezs egyenletet masodrendii
homogén linearis differenciaegyenletnek nevezziik.

Tpio + ApTpiq + bpaxn, =0

Az z} 22 megoldasokat fiiggetleneknek nevezziik, ha a nullsorozat csak trivia-
lisan konstrualhato ki beldliik, ellenkezé esetben fiiggsk.

Az x} . 22 linearisan fiiggetlen megoldaspart alaprendszernek nevezziik.
nsLn gg g p p

Ha Az xl, 22 alaprendszer, akkor az egyenlet tetszSleges megoldasa

2

1
Ty = C1X, + Coxy,

ahol ¢y, co tetsz6leges konstansok.
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8.5. Masodrendii inhomogén linearis differenciaegyenlet

Legyenek a,,, b,, k, adott valés sorozatok, ekkor a kévetkezd egyenletet masod-
rendd inhomogén linearis differenciaegyenletnek nevezziik.

Tn+2 + ApTn+1 + bnxn - kn

Ha 2., 22 az inhomogén egyenlethez tartozd homogén egyenlet alaprendszere,
akkor az inhomogén egyenlet tetszéleges megoldéasa

1 2
Tp = 1T, + C2T, + Tp

ahol ¢y, ¢y tetszbleges konstansok és x, az inhomogén egyenlet egy tetszéleges
partikularis megoldésa.
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9. Szita-formulak
9.1. Szita-formula

Legyen X nemiires halnaz, 4;...A4,, C X, ekkor

AU UA=X[+> (=) > JAin..nA,

=1 1<i1<...<ip<n

9.2. Specialis szita-formula

Legyen X egy véges halmaz, A;...A,, C X. Ha minden 1 < r < n természetes
szam esetén tetszdleges r db halmaz metszete azonos szamossagu, akkor

- n i, n
A U .. UA,| =|X]| + ;(—1) (r> |A1 NN Ay

17



10. Val6szintiségszamitas
10.1. Algebra, o-algebra
Legyen 2 egy nemiires halmaz. Azt mondjuk, hogy o/ C & egy algebra (2-n, ha
-QC o,
- of zart a komplementerképzésre,
- of zart a véges unioképzésre.
Ha a harmadik tulajdonsdgban a véges helyett a megszamlalhatd unidképzésre
zart o/, akkor azt mondjuk, hogy 7 o-algebra (2-n.

10.2. Eseménytér

Az elgbbi 2 halmaz elemeit elemi eseményeknek, az o7 altal tartalmazott rész-
halmazait eseményeknek nevezziik. Az iires halmaz a lehetetlen esemény, 2 a
biztos esemény.

Azt mondjuk, hogy az A esemény maga utan vonja a B eseményt, ha A C B.
Két esemény Gsszegén az egyesitésiiket, szorzatukon pedig a metszetiiket értjik.

10.3. Valoészintiségi mérték

Legyen o7 az ) halmaz egy részhalmazaibol 4ll6 o-algebra, ekkor a
P:o - R
fliggvényt valoszintiségi mértéknek nevezziik, o7-n, ha
- nemnegativ

- normalt

- o-additiv

10.4. Kolmogorov-féle valésziniliségi mezs6

Legyen &/ az () részhalmazainak egy o-algebraja, P pedig egy valoszintségi
mérték o7-n. Ekkor a (9, o7, P) harmast Kolmogorov-féle valoszintiségi mezonek
nevezzik.

10.5. Diszkrét val6szintiségi mezd

Ha Q megszamlalhato halmaz és (0, o7, P) valoszintiségi mezd, akkor (2, o7, P)-
t diszkrét valoszintiségi mezének nevezziik.

18



10.6. Diszkrét eloszlas
Megszamlalhatoan sok [0, 1]-beli valos szamot diszkrét eloszlasnak neveziink, ha

a belsliik alkotott sor konvergens és az Osszege 1, azaz

P;>0,i=1,2.. > Pi=1
=1

10.7. A valésziniliség geometriai kiszamitasa

Legyen Q C R* véges térfogatt halmaz, tgy, hogy vol(€2) > 0. Ekkor annak a
valoszintisége, hogy egy pont az A C §2 halmazba esik

vol(A)

vol(§2)

Itt az A halmaz nem tetszéleges részhalmaza 2-nak.

10.8. Feltételes valdszintiség

Legyen A, B esemény, B pozitiv valoszintiségii. Ekkor az A esemény Bre vonat-
kozo feltételes valdszintiségén a

P(A|B) =
valos szamot értjiik.

10.9. Teljes eseményrendszer

Események egy megszamlélhaté halmazat teljes eseményrendszernek nevezziik,
ha paronként diszjunktak és uniéjuk a biztos esemény.

10.10. Teljes valoszintiség tétele

Legyen B; ¢ = 1,2... pozitiv valosziniiségii eseményekbdl allo teljes esemény-
rendszer. Ekkor tetszGleges A esemény esetén

P(A) = P(AB) - P(B)

Bizonyitas:

P(A|B;) =

Ezt atrendezve:
P(AB;) = P(A|B;) - P(B;)
Majd a valdszintiségi mérték o-additivitasa miatt:

P(4) = P(Y_AB) =} P(AB;) =>_P(A|Bi) - P(Bi)
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10.11. Bayes-formula

A feltételes valoszintiségbdl levezetve:

P(A),P(B) # 0

P(A|B) = (7;(24;))
P(B|A) = P;féﬁ)

A két egyenletbdl kévetkezi, hogy
P(A|B) - P(B) = P(B|A) - P(A)
A Bayes-formula pedig ezt atrendezve

10.12. Bayes-tétel

Legyen B;, ¢ = 1,2... pozitiv valésziniiségli eseményekbdl allo teljes esemény-
rendszer. Ekkor tetszGleges A pozitiv valoszintiségli esemény esetén:

P(AB:) - P(B;)

;P(A|Bj) - P(Bj)

P(Bi|A) =

A tétel a Bayes-formula és a teljes valoszintiség tétele alapjan bebizonyithato:
p(si1) — PAIB) P(B) __P(AIB) -P(B)

ZIP(AlBj) - P(B))

J:

P(A)
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