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Automatak és formélis nyelvek

Rovid Osszefoglalo

A félév soran formaélis nyelvekrdl és automatakrél tanultunk. A formdlis nyelvek, vagy rovi-
den ,nyelvek” szamunkra szavak altaldban végtelen halmazai, a szavak pedig véges szimbolum
halmazok (abécék) elemeibdl (betiik) képzett szimbdlum sorozatok (azaz sztringek). Példaul,
Y ={a,b,c,d} egy véges szimbolumhalmaz, vagyis egy abécé. Az ab, bbeda, d, cccee, dadcbb
ennek az abécének a betliibsl képzett szavak, mas szoval a 3 dbévé feletti szavak. Egy X dbécé
feletti nyelv (vagyis a 3 bettiibol képzett szavakbol allo nyelv) a ¥ bettiib6l képzett 6sszes lehet-
séges szavak halmazanak valamilyen részhalmaza.

A nyelvek halmazok, tehat azokat a miiveletek, amik altaldban a halmazokon értelmesek,
azokat nyelvekre is értelmezziik (példaul uni6, metszet, komplementer, kiilonbség). A szavakon
értelmezett specidlis mivelet a konkatenaci6, amit kiterjesztiink széhalmazokra, azaz nyelvekre
is, illetve a konkatenacié alapjan a nyelveken értelmezziik a ,hatvanyozast” és a konkatenacio
lezarasat is (,csillag”).

A formalis nyelvek altalaban végtelen sok szobol allnak, ezért Sket az elemeik felsorolasa
helyett méas modon kell megadni. Két modszer a generativ grammatikdkkal (nyelvtanokkal)
illetve az automatakkal torténé megadés. Egy grammatika szimboélum-atirasi szabalyok halmaza,
amelyek segitségével egy kezd@szimbolumbol szavakat generdlunk: amely szavak generalhatok,
azokat tartalmazza a grammatika altal megadott nyelv, amelyek nem generalhatok, azokat nem
tartalmazza. Egy automata valamilyen absztrakt matematikai ,gép”, azaz egy eljaras, amivel
egy elképzelt bemeneti szalagon adott bemeneti sz6 vizsgalatat tudjuk elvégezni: ha a vizsgalat”
elfogadja a szot, akkor az benne van az automata altal megadott (leirt, definialt) nyelvben, ha
nem fogadja el, akkor nincs.

A formaélis nyelvek osztalyozhatok (jellemezhetSk, csoportosithatok, kategorizalhatok, stb.)
annak alapjan, hogy milyen tipust automaték illetve grammatikak sziikségesek a megadésukhoz.
Az a tipus amivel el6szor foglalkoztunk, a reguléris nyelvek osztélya. Ezeket tigy definialtuk, hogy
a véges automatanak nevezett automata-tipus segitségével adhatok meg. Megmutattuk azt is,
hogy ebbél a szempontb6l nem szamit az, hogy a véges automata determinisztikus, vagy nem-
determinisztikus: bar a determinisztikus véges automatak a nemdeterminisztikus véges automa-
tak specialis esetei, mégis teljesiil, hogy barmilyen nyelv, ami megadhat6 nemedeterminisztikus
véges automataval, az megadhat6é determinisztikussal is. (Ezért létezik olyan eljaras, amit a
véges automatik ,determinizalasanak” neveztiink, és aminek segitségével egy tetszéleges nem-
determinisztikus véges automatat determinisztikussa tudunk alakitani, dgy, hogy az altala leirt
(megadott, definialt, stb.) nyelv ne valtozzon meg.)

A reguléris nyelvekkel illetve a véges automatakkal kapcsolatban fontos még, hogy minden
reguléris nyelvhez tartozik egy minimalis allapotszdm, amit a nyelvet leiré automatdanak min-
denképpen sziikséges tartalmaznia ahhoz, hogy az adott nyelvet le tudja irni. Ez a minimalis
allapotszam a nyelv tulajdonsiga, vagyis minden egyes reguléris nyelvhez 1étezik egy minima-
lis allapotszamn determinisztikus automata (ennél kevesebb allapottal bir6 automatéval a nyelv
nem adhat6 meg), rdadasul ez az automata egyértelmt, ami azt jelenti, hogy (az allapotok atne-
vezésétol eltekintve) nem tudunk két kiilonb6z6é minimadlis allapotszamu automatat konstrudlni
egy nyelvhez, csak egyet. (A minimadlis allapotszam a nyelv szavainak megkiilonboztethetGsége
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alapjan definialt relaci6 ekvivalencia osztalyainak szaméval van kapcsolatban, ezekrél szol néhany
nem tal bonyolult tétel.)

A reguléris nyelveket megadhatjuk grammatikaval is, ehhez olyan grammatikara van sziikség,
amelyben az atirasi szabalyok alakja A — aB vagy A — a vagy A — ), ahol A, B valamilyen
nemtermindlis szimbélum, a valamilyen termindalis szimbdlum, A pedig az Ggynevezett iires sz6.
Az ilyen szabalyokat tartalmazé grammatikit regularis grammatikanak nevezziik.

A regularis nyelveket az automatakon és a grammatikakon kiviil megadhatjuk an. regularis
kifejezésekkel is, ezek bizonyos alapkifejezésekbdl jol definialt médon felépiils dsszetett kifejezé-
sek, amelyek szintén jol definidlt médon egyszerd halmazoknak az unié, konkatenécio és ,csillag”
miiveletek (azaz az Gn. regularis miiveletek) segitségével el6allo kombinaciojaval keletkezd szo-
halmazokat, vagyis nyelveket irnak le.

Osszefoglalva: A regularis grammatikak, a nemdeterminisztikus és determinisztikus véges
automatak és a regularis kifejezések ekvivalensek a nyelvleird erd” szempontjabol: mindannyian
a regularis nyelveket irjak le, azaz, amelyik nyelv megadhaté az egyik formalizmus segitségével,
az megadhato barmelyik mésik segitségével is (és minden regularis nyelv ilyen).

Nem minden formalis nyelv reguléris azonban. Ezzel kapcsolatban foglalkoztunk a reguldris
nyelvekre vonatkozé pumpélasi lemmaval, ami nagyjaboél azt allitja, hogy ha egy nyelv regularis,
akkor az altala tartalmazott elég hosszi szavakra teljesiil egy bizonyos pumpalasi tulajdonsag.
Ennek alapjan meg tudtuk mutatni bizonyos nyelvekrsl (pl. az {a™b™ | n > 1} nyelvrél), hogy
nem lehetnek regulérisak, hiszen akarmilyen hosszi szot is vesziink bel6liik, azokra nem teljesiil
a pumpaélasi tulajdonsag.

A nem regularis (tehat a véges automataval és a vele a fentiek szerint ekvivalens formaliz-
musokkal nem megadhato) nyelvek koziil elészor a kornyezetfiiggetlen nyelvekkel foglalkoztunk.
Ezeket ugy definidltuk, mint az olyan generativ grammatikival megadhato (generalhat6) nyel-
veket, melyek A — « alakid atirasi szabalyokat tartalmaznak, ahol A valamilyen nemterminalis
szimbolum, « pedig valamilyen nemterminalisokbol és terminalisokbol all6 sz6 (lehet az iires szo6
is). (Latszik, hogy ezek a szabélyok éaltalanosabbak mint a regularis grammatikék szabélyai, ott
nem lehetett pl. olyan szabély, ami a jobb oldalon egynél tobb nemtermindlist tartalmaz, itt
lehet olyan.) A kornyezetfiiggetlen grammatikak kapcsan beszéltiink a kornyezetfiiggetlen leve-
zetéseket reprezentald fakrol, a levezetési fakrol, és definidltuk az egyértelmi nyelvtan fogalméat:
azt a kornyezetfiiggetlen nyelvtant nevezziik egyértelmiinek, amelyben minden egyes levezethetd
(generalhato) szonak csupan olyan levezetései vannak, amikhez egyetlen levezetési fa tartozik
(azaz az egyes szavak lehetséges levezetései nem kiilénboznek lényegesen, csak a szabalyok alkal-
mazéasanak sorrendjében). Altalaban egy nyelv sok kiilénbézé grammatikaval generalhato, ezek
kozott lehetnek egyértelmtek és nem egyértelmdek is. Emlitettiik azonban, hogy vannak olyan
nyelvek, amelyek csak nem egyértelmi grammatikaval generalhatok

Lattuk azt is, hogy a kornyezetfiiggetlen grammatikak szabalyhalmazai atalakithatok agy (a
generalt nyelv megvéltoztatasa neélkiil), hogy ne tartalmazzanak torlg szabalyokat és lancsza-
bélyokat sem. S6t, atalakithatok ugy is, hogy csak A — BC, A — a, A — X alaku szabalyo-
kat tartalmazzanak, ahol A, B, C' valamilyen nemterminéalis szimbolum, ¢ valamilyen terminélis
szimbolum, \ pedig az iires sz6. (Azokrél a grammatikakrol, amik csak ilyen szabalyokat tar-
talmaznak, azt mondjuk, hogy Chomsky féle normalformaban vannak. Itt beszéltiink még a
Cocke-Younger-Kasami algoritmusrél is, amelyikkel egyszeriien el tudjuk dénteni egy adott szo6-
rol, hogy egy szintén adott, Chomsky normélformaban 1év6 grammatikaval generalhato-e.)

Ha a kornyezetfiiggetlen nyelveket automatéval akarjuk megadni, akkor az tn. veremauto-
matakra van sziikségiink: nemdeterminisztikus veremautomataval tetsz6leges kornyezetfiiggetlen
(azaz kornyezetfiiggetlen grammatikaval generalhato) nyelv megadhato, és viszont: minden nem-
determinisztikus veremautomata altal elfogadott nyelvhez konstrualhat6 a nyelvet generalé kor-
nyezetfiiggetlen grammatika. (E két allitas koziil viszonyalg konnytd megmutatni, hogy minden
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kornyezetfiiggetlen grammatika altal generalt nyelvhez lehet a nyelvet elfogadd veremautomatét
konstrudlni, ezt meg is mutattuk.) A veremautomatdk esetében is definialtuk a nemdetermi-
nisztikus mellé a determinisztikus valtozatot, ezek azonban (a véges automataktol eltérGen) nem
ugyanazoknak a nyelveknek az elfogadasara képesek: van olyan kornyezetfiiggetlen nyelv, ami
determinisztikus veremautomataval nem adhaté meg (fogadhato el), nemdeterminisztikussal vi-
szont igen.

Lattuk azt is, hogy vannak olyan nyelvek, amelyek egyiltalan nem generalhatok semmilyen
kornyezetfiiggetlen grammatikaval. Ebben a a kornyezetfiiggetlen nyelvekre vonatkozé pumpélasi
lemma volt segitséglinkre: Hasonl6an a regularis nyelvekre vonatkozd valtozathoz, a lemma
arrdl szol, hogy ha egy kornyezetfiiggetlen grammatika &ltal generdlt sz6 elég hosszi, akkor egy
bizonyos pumpélési tulajdonsignak teljestilnie kell ré (ez a tulajdonsig nem ugyanolyan, mint
a regularis nyelvek esetén). Ezek szerint, ha egy nyelvrdl sikeriil megmutatni, hogy akarmilyen
hosszi szot is vesziink bel6le, a pumpalési tulajdonsag nem teljesiilhet, akkor az a nyelv nem
lehet generalhato kornyezetfiiggetlen grammatikaval, azaz nem lehet kornyezetfiiggetlen. (Ilyen
nyelv volt pl. az {a"b"c" | n > 1}.)

A kovetkezd automata tipus, amir6l sz6 volt, az Gn. Turing gép. Ez az automata az olvasas
mellett {rhat is a képzeletbeli (potencidlisan végtelen hosszisagi) szalagra, igy elég bonyolult
ahhoz, hogy a ,szédmitas” fogalmanak matematikai modellje legyen (ezzel a ceéllal vezette be Alan
Turing a XX. szazad elsé felében). Errdl szol az un. Church-Turing tézis, miszerint a Turing
gép minden ,automatizalhatd” szamitast, vagy algoritmust végre tud hajtani: amit egy Turing
géppel nem tudunk megoldani (kiszdmitani) annak a megoldasara (kiszamitasara) egyaltalan nem
tudunk algoritmust adni, azaz annak a megoldasara (kiszamitasara) semmilyen mas szamitogép
sem lehet képes. Ide kapcsolodik az tin. univerzalis Turing gép, amelyiknek a bemeneti sz6 mellé
egy tetsz6leges masik Turing gépet leir6 ,programot” is irhatunk a szalagjara, aminek hatisara
a bemenetet a programban leirt Turing géppel megegyez§ mddon fogja feldolgozni.

A Turing gép segitségével definidltunk két aj nyelvosztalyt, a rekurziv és a rekurzivan fel-
sorolhaté nyelvek osztalyat: Egy nyelvet rekurzivnak neveziink akkor, ha konstruilhatd hozza
olyan Turing gép, mely a nyelv szavait kapva bemenetiil elfogadé allapotba keriil a nyelvhez nem
tartozé szavak hatasira pedig egy tn. elutasité allapotba. Egy nyelvet rekurzivan felsorolhato-
nak neveziink, ha konstruélhaté hozza olyan Turing gép, mely a nyelv szavait kapva bemenetiil
elfogado allapotba keriil (a nyelvhez nem tartozod szavak hatasa nem feltétlen definiélt, elkép-
zelhet$ az is, hogy ezekre a szavakra a gép nem all meg). (Az el6bbiekkel ekvivalens, ha azt
mondjuk, hogy a rekurziv nyelvek karakterisztikus fliggvénye Turing géppel kiszdmithato, illetve
a rekurzivan felsorolhatd nyelvek szavait egy Turing gép fel tudja sorolni, vagyis a kezdd alla-
potaban elinditva, olyan (végtelen hosszt) mikodést produkil, melyben a végtelen szalagjara a
nyelv szavait sorban felirja.)

A Turing gépekkel kapcsolatos vizsgalodasok (mivel a Turing gép a szamitas illetve az algo-
ritmus fogalmanak matematikai modellje) sok érdekes eredményt adnak problémak algoritmikus
megoldhatdsidgarol illetve megoldhatatlansiagardl, fiiggvények kiszamithatosagarodl illetve kisza-
mithatatlansagérol, de a formalis nyelvekkel kapcsolatban taldn nekiink most érdekesebb, hogy
a Turing gépekkel elfogadhat6 nyelvek (a rekurzivan felsorolhat6é nyelvek) ugyanazok, amelyek
altalanos alaku szabalyokat tartalmazo generativ grammatikikkal generalhatok. Altalanos alakn
egy szabaly, ha o — 3 alaki, ahol «, 8 nemterminalisokbo6l és terminélsiokbdl 4llo tetszdleges
szavak (bar « tartalmaz legaldbb egy nemtermindlist).

Mivel az 6sszes eddigi szabalytipus az altalanos alaka szabaly speciélis esete, az Osszes eddigi
nyelvosztaly nyelvei generalhatoak altalanos alakid szabalyokat tartalmazé grammatikaval, azaz
az Osszes eddigi nyelvosztaly nyelvei rekurzivan felsorolhatoak.

A generativ grammatikdkban hasznéalatos szabalyoknak még egy tipusar6l beszéltiink, az
un. kornyezetfiiggs szabalyokrol, ezeket ugy definidltuk, hogy o —  alakdak, ahol az g sz6
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hosszusaga nem lehet rovidebb, mint az o hossza. Az ilyen szabalyokat tartalmazé grammatika
segitségével megadhatd nyelveket kérnyezetfiiged nyelveknek nevezziik. Ha a t6rl6 szabalyoktol
eltekintiink (eltekinthetiink, mert kikiisz6bolhet6ek), akkor a kornyezetfiiggetlen grammatikék is
kérnyezetfiiggek, tehat a kérnyezetfiiggetlen nyelvek is kérnyezetfiigg6ek. Tudjuk azt is, hogy
van olyan nyelv, amelyik nem kornyezetfiiggetlen, de kornyezetfiiggs. Ezek szerint a reguléris,
a kornyezetfiiggetlen, a kornyezetfiiggé és a rekurzivan felsorolhaté nyelvek egy ,szép” hierar-
chiat alkotnak, miszerint egyik sem egyezik meg a mésikkal, de sorban tartalmazzak egymast, a
legsziikebb reguléris nyelvektél kezdve sorban a legtdgabb rekurzivan felsorolhaté nyelvek oszta-
lyaig. (Ezt nevezziik a nyelvosztalyok Chomsky féle hierarchidjanak.) Egy kérdés marad meég:
Hol helyezkednek el ebben a hierarchidban a rekurziv nyelvek. A kérnyezetfiiggd nyelvekrsl
megmutattuk, hogy rekurzivak, tehat a rekurziv nyelvek osztilya tartalmazza a regularis, a kor-
nyezetfiiggetlen és a kdrnyezetfliggd nyelvek osztalyét is, azt pedig szintén lattuk, hogy vannak
rekurzivan felsorolhaté, de nem rekurziv nyelvek.
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