Programozaselmélet dolgozat

2008. marcius 19.

la. feladat (5 pont)
Adja meg a kovetkez6 Hoare-formula levezetését, ahol D(z,y) az x egész szdm y-nél nem nagyobb, pozitiv
osztéinak a szamat jeloli, azaz

D(z,y)=|{d : 0<d<y A d|x}|

{0 <n}z:=1; y:=0; while z <n do if z|n then
{y=Dn,z—1) ANO<z<n+1Az<n A z|n}
y:=y+ 1 else skip fi; z :=x+ 1 od {y = D(n,n)}

Megoldas:
{0<n}
Yl0=Dn,1-1) A0<1<n+1}
T:=1;
{0=D(n,z—1) N O0<z<n+1}
y =0

{y=D(n,z—1) N 0<z<n+1}
while 2 < n do
{y=D(n,z—1) N0<z<n+1 A x<n}
if ©|n then
{y=Dn,z—1) AN0O<z<n+1Az<n A z|n}
{y+1=D(n,z) N0O<z+1<n-+1}
y=y+1
{y=D(n,2) N 0<z+1<n-+1}

U

else
{y=Dn,z—1) AN0O<z<n+1lAz<n Az fn}
U{y:D(n,x) ANO<z+1<n+1}
skip
{y=D(n,2) N 0<z+1<n-+1}

fi;

{y=D(n,z) NO<z+1<n+1}

ri=x+1

{y=D(n,z—1) N 0<z<n+1}
od
U{y:D(n,x—l) ANO<z<n+1Az>n}
{y = D(n,n)}

1b. feladat (5 pont)
Adja meg a kovetkez6 Hoare-formula levezetéséhez sziikséges ciklusinvarianst:

{T} z:=z; y:=A; while z# X do if f(z) = f(t(2))
then y := yf(2) else skip fi; z := t(z) od {y = dec(z)}

Megoldés: ydec(z) = dec(x)



2a. feladat (5 pont)
Adja meg a kovetkezé Hoare-formula levezetését (a hatvany csak nem negativ kitevé esetén értelmezett):

[n>0]x:=n; y:=m; z:=1; while z >0 do
[zy°=m" ANxz>0ANz=k]if 2|z

then v :=12/2; y:=y* else z:=2 — 1; 2z :=yz fi od [z = m"]

Megoldas:

UVLZO]

while z > 0 do zy* =m" ANxz>0Dx>0
[z =m" AN x>0 A z=k]
if 2 | zkey then
[zy*=m" ANx>0ANx=k A 2]|z]
U[z(yz)”m:m” A x/2 < k]

zy*=m" ANz>0ANz=k A2 [x]
yzy®t=m" A z—1<k]|

2b. feladat (5 pont)
Adja meg a kovetkez6 Hoare-formula levezetéséhez sziikséges ciklusinvarianst és ciklusszamlalot:

[0<y]whilex<3doz:=x+y; y:=y+1od][T]

Megoldas: ciklusinvaridans: 0 < y, ciklusszamlalo: —x + 3.



3. feladat (10 pont)

Hatdrozza meg a kovetkez leggyengébb el6feltételt, hasznilja az m(z,y) jelolést a két szt Osszefésiils
fiiggvényre (pl. m(abc,efghi) = aebfcghi):

wp( while zy # A do z := zf(2) f(y); = :=t(z); y :=t(y) od, z = w)

Megoldas:

wp( while zy # X do z := zf(2){(y); = :=t(x); y :=t(y) od,z =w) = Fi>0.F,, ahol
Ph= zy=XX A z=w,

Pr= zy# X A wp(z = 2A@)f(y); v :=t(2); y:=t(y),zy=A A z=w) =
zy # A A wp(z = 2f(2)f(y), wp(z := t(z), wp(y :
xy #X N wp(z = 2i(2)f(y), wp(x := t(z), xt(y =AAz=w)) =
xy # X A wp(z = 2f(2)f(y), t(x)t(y) =X A 2

xy £ XA t@)t(y) =2 A A@)f(y) =w =
max((al,ly) = 1 A 2m(z,y) = w
Py = xy# A A wp(z = 28(2)f(y), wp(e := t(z), wp(y := t(y), max(|z],[y]) =1 A zm(z,y) = w))) =
xy # X A wp(z := 2f(2)f(y), wp(x := t(z), max(|z|, t(y)]) =1 A zm(z,t(y)) =w)) =
2y # A A wp(z = (@), max((t@), [6w)] =1 A 2m(t(@),6(y)) = w) =
2y £ A A max(6(@)], 1) = 1 A 2H@)Em(te), () =w =

max(al, lyl) =2 A 2m(z,y) =
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P, = max(|z],ly]) =i A zm(x,y) =w, hai>0
3i>0.P, = 3Ji>0.(max(|z],|y]) =i A zm(z,y) =w) =
3> 0. max(|z|,ly]) =i A zm(z,y)=w = T A zm(z,y)=w = zm(z,y)=w



Programozaselmélet dolgozat

2008. marcius 19.

la. feladat (5 pont)
Adja meg a kovetkezb Hoare-formula levezetését:

{0<z<4*}y:=0; z2:=z; whilek>0do k:=Fk—1; y :=2y;
{r=4"P2+2 AN0<z<dF T (y+ 1)} if 2>4%2y+1) then 2 := 2 —4F(2y +-1); y =y + 1
else skip fi {z =4"y> +2 A 0< 2 <42y +1)} od {y = [Vz]}

Megoldas:
{0 <z <4k}
U{x=4k02+x A0<az <4k}
y =0
{r=4"y?+2 A 0<z<4F(2y+1)}
z =
{r=4"y?>+2 A 0<2z<4F(2y+1)}
while £ > 0 do

U{x:4ky2+z ANO<z<4k(2y+1) A k>0}
{z=4F12y)%2+2 A 0< 2z <4*2y+ 1)}

k:=k-1,
{z=4F2y)2 +2 A 0<z <412y +1)}
Yy = 2y;

{r=4"y2+2 A 0<2<4Ft(y+1)}

if 2 >4%(2y+ 1) then
{r=4"y2+2 A 0<2<dFt i (y+1) A 2
{r=4*(y+1)2+2—-4*2y+1) A 0< 2
z=z—4F(2y+1)
{z=4F(y+1)2+2 A 0<z<4*2y+1)+1)}
yi=y+1
{z=4"y24+2 AN 0<2z<4k(2y+1)}

>4k 2y +1)}
— 42y 4+ 1) <4F2(y +1) + 1)}

else
{z=4Fy2 4+ 2 A 0<z<dbti(y+1) A 2 <4b(2y+1)}
U{x:4ky2+z AO0<z<d4b(2y+1)}
skip
{r=4Fy?+2 AN 0<z<4F(2y+1)}
fi
{r=4"y24+2 A 0<2<4k(2y+1)}
od
{x—4ky2+z ANO0<z<4k(2y+1) A kK <0}
Yy = [Val}

1b. feladat (5 pont)
Adja meg a kovetkez$ Hoare-formula levezetéséhez sziikséges ciklusinvaridnst, ahol a red(x) fiiggvény az
x sz6bdl eltavolitja a betliismétléseket:

{T} z:=x; y:= X; while z# X do if f(y) = f(z) then
z:=1(2) else y := f(2)y fi od {y =red(z™')}

Megoldés: red(z~1y) = red(z71) A red(y) =



2a. feladat (5 pont)

Adja meg a kovetkez6 Hoare-formula levezetését, ahol a(n) az n(> 0)osztéinak a szdmét, A(n,z) az n(> 0)
x(> 0)-nél kisebb osztéinak a szdmét jeloli:

[n>0]z:=2; y:=1; whilex <n do
if zlntheny:=y+1[y=AMn,z+1) A n—2x <k] else skip fi
z:=z+1od[y=can)]

Megoldas:
U[n>0]
1= A(n,2)]
T = 2;
[1=A(n,z)]
yi=1
[y = A(n, z)]
while z <n do y=An,z) Nz<n Dn—-z+1>0
[y=A(n,z) Nx<n An—z+1=k]
if z|n then
[y=An,z) Ne<n An—z+1=k A x|n]
U
y=y+1
[y=An,xz+1) A n—z <k]
else
[y=An,z+1) ANe<n An—zxz+1=k ANz fn]
U[y:A(n,x+l)/\n—:r<k}
skip
[y=An,z+1) A n—z <k]
fi;
[y=An,z+1) An—(z+1)+1<k]
zi=x+1
[y=An,x) A n—xz+1<k]
od
U[y:A(n,x) A x>n]
[y = a(n)]

2b. feladat (5 pont)
Adja meg a kovetkez6 Hoare-formula levezetéséhez sziikséges ciklusinvarianst és ciklusszamldlét:

[T]y:=0; whilez+1 < 0do if 3|zthenz :=z/3elsey :=y+1; v :=z+yfi od [T ]

Megoldas: ciklusinvaridns: y > 0, ciklusszamlalo: —zx.



3. feladat (10 pont)
Hatarozza meg a kovetkezo leggyengébb eléfeltételt:

wp(z :=2; while y<0doz:=2—z; y:=x+y od, z =2)

Megoldas:

wp(z :=2; while y<0doz:=2—z;y:=z+yod, z=2) =
wp(z :=2, wp(while y <0do z:=2—1z; y:=2+y od, z =2))
wp(while y <0doz:=2—12; y:=x+yod, z=2) = 3Fi>0.PF;, ahol
Po= y>0ANz=2,
Pi= y<0Awplz=2—-z;y:=x+y,y>0AN2x=2) =
y<O0 A wplx:=2—z, wply:=2+y, y>0 A x=2)) =
y<O0OAwplz:=2—z,z24+y>0AN2x=2) = y<0A2—-z+y>0A2-z=2 =
—-2<y<0Az=0
Po= y<0Awplz:=2—z wply:=2x+y, 2<y<0Az=0) =
y<OAwpzxi=2—2, 2<z4+y<0Az=0 = y<0A-2<2—-z+y<0A2—-2=0 =
—2<y<0ANz=2
Pis= y<0Awplz:=2—2z, wply:=ax+y, 2<y<0Az=2) =
y<O0Awplz:=2-—2z, 2<z4+y<0Az=2) = y<0A-2<2-z4+y<0A2—-zx=2 =
—4d<y<-2ANzx=0
Pp= y<0Awplz:=2—z wply:=2+y, 4<y<-2Az=0) =
y<OAwp(z:=2—2, 4d<z+y<-2Azxz=0 = y<O0A-4<2—-z4+y<-2A2-z=0 =
—4d<y<-2ANz=2

y>0 A x=2 ha:=0
Po={—-i—-1<y<—i+1Aaz=0hai=13,...
-1 <y<—i+2 AN x=2 hai=24,...
3¢>0.P, =
(y>0ANax=2)VIk>0.(2k<y<-2k+2A2=0)V3Ik>0.(-2k<y<-2k+2ANz=2) =
(y>0ANz=2)V (y<0Az=0)V (y<0Az=2) = z2=2V (y<0Az=0)

wp(z:=2,z2=2V (y<0Az=0) = 2=2V (y<0A2=0 = T.



Programozaselmélet dolgozat

2008. marcius 19.

la. feladat (5 pont)
Adja meg a kovetkez6 Hoare-formula levezetését, ahol a col(z,y) fiiggvény kigyiijti az y szébdl az = sz
elsd bettijét (pl. col(abc,alma) = aa), de col()\, y) nem definiélt:

{x#A} z:=y; w:={(z); while z# X do
if {(z) # f(w) then skip else w := wf(z) fi; z :=t(2)
{wcol(w, z) = f(z) col(z,y) } od; w :=t(w) {w = col(z,y) }

Megoldas:
Sz #EA}
P{ () col(f(z), y) = f(z) col(z,y) }
z=y;
{£(z) col(t(x), 2) = () col(z, y) }
w = f(z);
{wcol(w, z) = f(z) col(z,y) }
while z # A do
{wcol(w, z) = f(x) col(z,y) A z# X}
if f(z) # f(w) then
U{wcol(w,z)— (x)col(z,y) N z#£ X A f(z) #f(w) }
{wcol(w, t(2)) = f(z )col(a: y) }
skip
{wcol(w, t(z)) = f(x) col(z,y) }
else
{wcol( z) =f(z)col(x,y) N z# X A f(2) =f(w) }
{wf( )f( )(wf( 2),4(2)) = f(x) col(z, y) }
; {wcol(w t(z)) = f(x) col(z,y) }
{’wcol(w, t(2)) = f(z) col(z,y) }
z = 1t(2)
{wcol(w, z) = f(x) col(z,y) }
od;

{wcol(w z) = f(x)col(z,y) A z= A}
P{t(w) = col(z, ) }

w = t(w)
{w = col(x,y) }

1b. feladat (5 pont)
Adja meg a kovetkezd Hoare-formula levezetéséhez sziikséges ciklusinvarianst, ahol f egy adott egész
fiiggvény, M (z) = max{0, f(1), f(2),..., f(z)}, ha = > 0, kiillonben M (z) = 0.
{T}z:=1; y:=0; while z <n do
if f(z) >y then y:= f(z) else skip fi; z:=z+10od {y=M(n)}

Megoldas: (y=M(z—1) he<n+1) V(z=1Ay=0A n<0)



2a. feladat (5 pont)
Adja meg a kovetkez§ Hoare-formula levezetését, ahol (z,y) jeloli az z(> 0) és y(> 0) legnagyobb kozos
osztojat:

[a>0 A b>0]z:=a; y:=b; while z # y do if z > y then
zi=z—y[(z,y)=(a,b) AN z+y<k]else y:=y—z fiod [z = (a,b)]

Megoldas:
U[a>0/\ b>0]
[(a,0) = (a,b)]
[(.0) = (a.b)]
y:=b;
[(z,y :(avb)]
while = # y do (z,y)=(a,0) Nz#y D x+y>0
[(z,y) = (a,0) N z#y AN z+y=k]
if >y then
U[(Jc,y)—(a,b) Nrx#yANz+y=k A z>y]
[(z—yy)=(a,b) N z—y+y<k]
ri=xr—y
[(z,y) = (a,b) A v +y <k]
else
JS@y)=@b) Az#Fy Aety=Fk A z<y]
[(z,y —x) = (a,b) N x+y—z <k]
y=y-—zx
e =h) ey <n)
[(z,y) = (a,b) N x4y <k]
od
[(z,y) = (a,b) N z=1y]
Ve = (a,b)]

2b. feladat (5 pont)
Adja meg a kovetkez6 Hoare-formula levezetéséhez sziikséges ciklusinvaridnst és ciklusszamldlét:

[n>0]y:=0;, :=1; whilez <ndoz:=2z; y:=y+lod; y:=y—1[y = [logy(n)]]

Megoldas: ciklusinvaridans: x = 2Y A z < 2n, ciklusszamlalé: n —y



3. feladat (10 pont)
Hatarozza meg a kovetkezo leggyengébb eléfeltételt:

wp(y:=1; while y <2ndoz:=2+y; y:=y+2o0d, y=2n+1 A x=n?

Megoldas:

wp(y:=1; whiley<2ndoz:=z+y;, y:=y+20d, y=2n+1 A z=n%) =
wp(y:=1, wp(while y <2ndoz:=2+y; y:=y+2o0d, y=2n+1 A = =n?))

wp(while y <2ndoz:=z+y; y:=y+2o0d, y=2n+1 A z=n?) = 3Ji>0.P;, ahol

Po= y>2nAy=2n+1Az=n> = y=2n+1Azx=n°

)

Pi= y<2n Awplz:=z+y; y:=y+2, y=2n+1Azx=n% =
y<2n Awplx:=x+y, wply:=y+2, y=2n+1A z=n7) =
y<2n Awp(z:=z+y, y+2=2n+1 A z=n?) =
y<2n Ay=2n—-1Azxz+y=n> = y=2n—-1Az+y=n® =
y=2n—-1ANz+2n—-1=n> = y=2n—1A 2= (n—1)>
Po= y<2n Awplz:=z+y, wply:=y+2, y=2n—1Az=(n—-1>2) =
y<2n Awp(r:=z+y, y+2=2n—1Ax=(Mn-1)72 =

y<2n Ay=2n—-3 ANazt+y=mn—-1)7? = y=2n-3 Az=(n—2)>
P= y=2n—i)+1Ax=(n—14? hai>0
3i>0.P = 3i>0.(y=2(n—i)+1 A z=(n—1)°) =
3i>0.(y—1=2n—i) Adz=2(n—-14)?) = 3Ji>0.2i=2n—y+1Adz=(y—1)> =
M—y+1>0A22n—y+1Ade=(y—-17 = 2n>y—1A2|y+1Ada=(y—1)>3
wp(y:=1,2n>y—1 A2|y+1 Ade=(@y—-1)?%) = 20>1-1A2|1+1 Adox=(1-1)* =

n>0Ax=0.



Programozaselmélet dolgozat

2008. marcius 19.

la. feladat (5 pont)
Adja meg a kovetkez§ Hoare-formula levezetését, ahol (z,y), ill. [z, y] jeldli az 2(> 0) és y(> 0) legnagyobb
kozos osztojat, ill. legkisebb kézos tobbszorosét:

{a>0Ab>0}z:=qa; y:=b; u:="b; v:=0; while z #y do
ift>ythenx:=x—y;,v:=utvelsey:=y—z;u:=u+v
{(z,y) =(a,b) N uz+vy=ab} fi od {u+v=7[ab]}
Megoldas:

U{a>0 ANb>0}
{(a,b) = (a,b) A ba=ab}

{(.ij)’:(a,b) A br =ab}
y = 0b;
{(ma?{))z(a,b) A br=ab}
{('x,yﬂz(a,b) A ux =ab}
v = 0;

{(z,y) = (a,b) N uz+ovy=ab}
while = #y do
{(z,y) =(a,b) AN uz+vy=ab A c#y}
if £ >y then
U{(x,y):(a,b) ANur+ovy=ab ANz#y ANz>y}
{(@-y,y)=(a,b) N u(@—y)+ (ut+v)y=ab}

Ti=T—Y;
{(2,y) = (a,b) A vz + (u+v)y=ab}
vi=u+v

{(5,9) = (@,b) A u+vy=ab}
else
U{(gc,y):(a,b) ANur+vy=ab ANzxz#£y Nc<y}
{(z,y —2) = (a,0) A (u+v)z+ov(y—z)=ab}

Yy =y—x
{(z,y) =(a,0) AN (u+v)z+ovy=ab}
U:=u-+v

o {(z,y) = (a,b) A ux+vy=ab}
{(z,y) = (a,b) AN uz+vy=ab}
od
{(z,y) =(a,b) AN uz+vy=ab A z=y}
{u+v=/a,b]}

1b. feladat (5 pont)
Adja meg a kovetkez$ Hoare-formula levezetéséhez sziikséges ciklusinvaridnst, ahol a red(x) fiiggvény az
x sz6bdl eltavolitja a betliismétléseket:

U

{T}z:=a; y:=X while z # X do if f(z) = f(t(z))
then skip else y := yf(z) fi; z:=1(2) od {y =red(z) }

Megoldés: yred(z) = red(x).



2a. feladat (5 pont)
Adja meg a kovetkez6 Hoare-formula levezetését:

[T]y:=0; whilez >0doif t=ythenz:=z—y; y:=y—3
[3<yAzt+y+2<z]elser:=0-2;y:=y+1fi od[T]

Megoldas:
T
[-3<0]
y = 0;
[-3 <y]
while = >0 do B3<yANz>0Dx+y+2>0
[3<yANz>0ANzx+y+2=2z]
if x =y then
[-3<yAz>0ANax4+y+2=2z A xz=y]
Vi 3<y-3Az—yty—3+2<z]
xi=x—y;
[-3<y—3 ANz+y—3+2<z]
y=y—3
[-3<y Az+y+2<z]
else
[-3<yANz>0ANx+y+2=2z A z#Yy]
Y 3<ytlAz—2+4y+1+2<z]
ri=x—2
[3<y+1lAz+y+1+2<z]
y=y+1
[3<y ANz+y+2<z]
fi
[3<yANz+y+2<z]
od
U[73<y/\x§0]
[T]

2b. feladat (5 pont)
Adja meg a kovetkez6 Hoare-formula levezetéséhez sziikséges ciklusinvaridnst és ciklusszamldlét:

[y=0] whilez<0doz:=z+2y; y:=1—yod[T]

Megoldas: ciklusinvaridns: y =0 V y = 1, ciklusszamlalé: 2 —y — .



3. feladat (10 pont)
Hatarozza meg a kovetkezo leggyengébb eléfeltételt:

wp( while [z|<3doz:=z—-1;y:=y+2o0d; y:=1—y, y<0)

Megoldas:

wp( while |[z|<3doz:=z—-1;y:=y+2o0d; y:=1—y, y<0)
=1-y,y<0)) =

wp( while |z]| <3doz:=z—-1; y:=y+2 od, wp(y:
wp( while |[z|<3doz:=z—-1;y:=y+2o0d, 1 —y<0)

34¢>0. P;, ahol

Po=lz|>3 A 1l<y,
P=lz|<3Awplzi=z—1,y=y+2,|z|>3 AN1<y) =
|z| <3 Awplx:=x—1, wply:=y+2, |z]|>3 A 1<y))

|z| <3 Awplz:=x—1, |z]|>3 AN 1<y+2)

|z <3 AJz—-1]>3AN1<y+2 = z2=-3 AN -1<y

Po=lz|<3 Awplz:i=z—1, wply:=y+2,2=-3 AN —-1<y))

|lz| <3 Awplx:=2—1,2=—-3 AN -1<y+2)

|lz] <3 ANz—-1=-3AN -3<y)) = xz=-2A-3<y

lz] >3 A 1<y, hai=0
P=<ax=i—4AN1-2i<y, hai=1,....7

1, hai=38,...
3i>0.P, =

(lJz| >3 AN1<y) vVII<i<T.(i=z+4 AN1-2+4) <y

(lz| >3 A1<y) VvV (1<z+4<TA1-2x+4)<y) =
(lJz| >3 AN1<y) V (Jz|<3A0<y+2z+T7)



