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12. Algoritmusok tervezése és elemzése

Algoritmus Jol meghatarozott 1épések egymasutanja, amelyek mér elég pontosan, egyértel-
miien megfogalmazottak ahhoz, hogy gépiesen végrehajthatok legyenek. Ennél ponto-
sabb meghatarozasara altalaban nem szoktak vallalkozni, mert t6bb kiilénb6z6 értelem-
ben hasznéljak.

Szamitasi modellek Szamos szamitasi modellt definialtak torekedve azok minél nagyobb
hatékonysagara, azaz arra, hogy a fiiggvények minél nagyobb korének kiszamitasara
legyenek képesek. Definialtak a Turing-gép, Markov-algoritmus, Post-féle kanonikus
rendszer stb. fogalmat, amelyekrdl kideriilt, hogy azonos hatékonységuak.

Turing-gép fogalma Legyen k egy pozitiv egész. Egy k-szalagos Turing-gép egy hetessel
jellemezhetd:
M = (Q7T7d7[7QO7F75)7

ahol

Q@ : egy véges halmaz, az M gép bels6 allapotainak a halmaza.

T : egy véges halmaz, a szalagjelek halmaza.

t: €T az iiresjel

I: I CT\{i} abemend jelek halmaza

Go: qo € Q a kezdd allapot

F: F C Q@ az elfogad6 &llapotok halmaza

§: (Q\F)xTF— Q x (T x{B, H,J})* a mozgasfiiggvény.
Ez egy parcidlis (nem mindeniitt értelmezett) fiiggvény.

A Turing-gép miikodése: kezdetben a gép a qq allapotban van, az els6 szalag tartalmazza
— cellanként egy-egy betli — az input szo6t, t6le balra és jobbra a cellakban csupa iiresjelek
vannak, a tobbi szalag teljesen iires. Az els@ szalag ir6-olvaso feje az input sz6 elsé betiijén
— ha a sz iires volt, akkor az egyik iires jelen — a tobbi szalagé tetszéleges helyen all.
A Turing-gép a mozgasfiiggvénye alapjan teszi meg a lépéseit: az aktualis allapot és a
leolvasott k darab jel alapjan a ¢ altal meghatarozott uj allapotba keriil, a megadott
k szalagjelet rendre kiirja a szalagokra, és a megadott k irdnynak megfelelGen az iro-
olvaso fejek egyet 1épnek vagy helyben maradnak. Ha a mozgasfiiggvény az aktudlis
argumentumokra nem definialt, akkor a Turing-gép megéll.

Def. Az M Turing-gép altal elfogadott L,; nyelv azokbol az s € I* szavakbol all,
amelyekkel mint bemenetekkel elinditva az M-t az megall, mégpedig F-beli allapotban.

Def. Legyen M egy kitiintetett output szalaggal rendelkez6 Turing-gép. Az M Aaltal
kiszamitott fy, : I* — I* parcialis fiiggvényt igy értelmezziik: fy(s) = w,ha M azs € I*
inputtal megall, és megallas utdn az output szalag tartalmanak — csupa iiresjelekkel
kozrefogott legsziikebb sz6 — I*-beli leghosszabb kezddszelete w.

Szimulacié Jelolje rendre Tys(n) és Sy(n) az M Turing-gép maximalis szamolasi idejét (1é-
pésszamat), illetve maximalis tarigényét (érintett cellak szamat) az n hosszii bemene-
tekre.



Azt mondjuk, hogy az M Turing-gépet az M’ szimulalja, ha ugyanazt a nyelvet is-
meri fel, vagy ugyanazt a fiiggvényt szamitja ki. Tetsz6leges k szalagos M Turing-
gép szimulalhato olyan egyszalagos M’ Turing-géppel, amelyre Ty (n) < 2T%(n) és
Swr(n) < Su(n) +n.

Kiszamithatosag
Def. Az L C I* nyelvet rekurzive felsorolhaténak nevezziik, ha van olyan M Turing-gép,

amelyre L = Ljy;. Az L nyelvet rekurzivnak nevezziik, ha van olyan M Turing-gép,
amelyre L = Ly, és M minden inputra megall.

Van olyan nyelv, amely nem rekurzive felsorolhaté. Van olyan rekurzive felsorolhato
nyelv, amely nem rekurziv.

Def. Az f: I* — I* parcialis fiiggvény parcialisan rekurziv, ha van olyan M Turing-gép,
amelyre f = fyr. Az f fliggvény rekurziv, ha az el6bbieken til még totélis is.

Church—Turing-tézis Ami algoritmussal, azaz véges eljarassal kiszamithato/eldénthets, az
Turing-értelemben is kiszamithato/eldonthets. Nevezetesen: Egy parciélis fiiggvény ki-
szamithato pontosan akkor, ha az parcidlisan rekurziv; egy totalis fiiggvény kiszamithato
pontosan akkor, ha az rekurziv; egy nyelvhez tartozas problémaja algoritmussal eldont-
het6 pontosan akkor, ha a nyelv rekurziv.

Bonyolultsag fogalmak Legyenek f és g a pozitiv egészeken értelmezett valos értéki fiigg-
vények. Ekkor f = O(g) (nagy ordd g) jeloli azt a tényt, hogy vannak olyan ¢ és ng
allandok, hogy |f(n)| < c|g(n)|, ha n > ny.

Def. Az M Turing-gép t(n) idékorlatos, ha Th(n) < t(n), illetve s(n) tarkorlatos, ha
Sy(n) < s(n).

Bonyolultsagi osztalyok Def. Jelolje TIM E(t(n)) az O(t(n)) id6korlatos Turing-gépekkel
felismerhet6 nyelvek osztalyat, illetve SPACE(s(n)) az O(s(n)) tarkorlatos Turing-
gépekkel felismerhetd nyelvek osztalyat. Tovabba FTIME(t(n)) az O(t(n)) idékorlatos
Turing-gépek altal kiszamithato parcialis fiiggvények osztalyat, illetve FSPACFE(s(n))
az. O(s(n)) tarkorlatos Turing-gépek altal kiszamithato parcidlis fiiggvények osztalyat.

Ezek alapjan példaul TIME(n) a lineéaris , Ups1TIM E(n*) (ezt P-vel szokas jeldl-
ni) a polinomidlis, Up> T 1M E(Q”k) az exponencialis idGben felismerhetd nyelvek osz-
talya, vagy SPACE(log n) a logaritmikus tarban felismerhetd nyelvek osztalya, illetve
Urs1 FTIM E(n*) a polinomiélis id6ben kiszdmithato parciélis fiiggvények osztalya stb.

Tar-ids tétel. Ha L € SPACE(s(n)), akkor van olyan L-t6l fiiggd ¢ konstans, mellyel
L € TIME(c*™) teljesiil. Ha f € FSPACE(s(n)), akkor van olyan f-t6l fiiggs c
konstans, mellyel f € FTIME(c*™) teljesiil.

A gyakorlatban olyan nyelvek (eldontési feladatok) fordulnak eld, amelyek exponencialis
id6ben felismerhet&ek.

NP-teljesség A nemdeterminisztikus Turing-gép abban tér el az egyszalagos Turing-géptdl,
hogy a ¢ atmenetfiiggvény nem determinisztikus, a képtér @ x T' x {B, H, J} helyett
ennek hatvanyhalmaza (6sszes részhalmazok halmaza), azaz 29*T{BHJ} - Amigy a §
totéalis is — nincs sziikség megengedni a definidlatlansagot. Egy nemdeterminisztikus



Turing-gép elfogad egy szot, ha ilyen szalagtartalommal inditva el tud jutni — van olyan
szamitasi ut — valamelyik elfogadéasi allapotba.

Def. Egy M nemdeterminisztikus Turing-gép t(n) id6korlatos, illetve s(n) tarkorlatos,
ha az n hosszi inputok esetén minden szamitasi ut mentén legfeljebb ¢(n) 1épést megtéve,
illetve legfeljebb s(n) cellat érintve megall.

Def. Jelolje NTIME(t(n)) az O(t(n)) id6korlatos nemdeterminisztikus Turing-gépekkel
felismerhetd nyelvek osztalyat, illetve NP a polinomialis id6ben nemdeterminisztikus
Turing-gépekkel felismerhets nyelvek osztalyat, azaz NP = Ups  NTIM E(n*).

Napjaink fontos kérdése: vajon P = NP? P C NP, igy a kérdés atfogalmazhato: vajon
P D NP?

Def. Azt mondjuk, hogy az f : [* — I* leképezés az Ly C I* nyelv Karp-redukcidja az
Ly C I nyelvre, ha az f polinomialis id6ben szamithato, és tetszéleges © € [* sz6 esetén
x € Ly pontosan akkor teljesiil, ha f(z) € Lq is teljesiil.

Def. Az L C I* nyelv NP-teljes, ha L € NP és tetszbleges L' € N P esetén létezik L'-nek
L-re valo Karp-redukcioja.

Vannak NP-teljes nyelvek. Ha valamelyikiik polinomialis id6ben determinisztikus Turing-
géppel felismerhets lenne, akkor minden N P-beli nyelv is ilyen lenne.

Szekvencialis programformak Szekvencialis programok alatt a klasszikus - Boehm, Jacopi-
ni, Mills, Wirth féle - strukturalis programokat értiink, azaz olyan programokat, amelyek
az értékado utasitasokbol mint atomi utasitasokbol kiindulva a harom vezérlési szerkezet
- szekvencia, szelekcio, iteracid - segitségével épithetdk fel.

Absztrakt szintaxisuk egy elsérendd matematikai logikai nyelv felett a kovetkezd:
C :=skip| X:=FE|Cy;Cy |if B then () else C; fi | while B do C od,

ahol a C-k utasitasokat, a X valtozot, F termet, B kvantormentes formulat jelol. Az
utasitasok neve rendre dres utasitds, (determinisztikus) értékadds, kompozicio, feltételes
utasitds, ciklus utasitds. Szemantikat pl. az operacios, a denotécios vagy az axiomatikus
szemantika szerint rendelhetiink hozzajuk.

Helyességfogalmak Az axiomatikus szemantika az utasitasokhoz (programokhoz) kétféle he-
lyesség fogalmat rendel: parcialis és totalis helyességet. Mindkét fogalom az in. feladat
— rendezett formula paros, az input és output feltételek parosa — és a program viszonyat
fejezi ki.
Def. Azt mondjuk, hogy a C utasitas parcidlisan helyes a (P, Q) feladatra nézve, ha
valahanyszor a valtozok kezdeti tartalma kielégiti P-t, és a C utasitas végrehajtésa

eredményesen befejezddik, a valtozok végrehajtds utani tartalma kielégiti Q-t. Ezt a
tényt a {P} C' {Q} tn. Hoare-formula fejezi ki.

Def. Azt mondjuk, hogy a C utasitas totdlisan helyes a (P,Q) feladatra nézve, ha
valahanyszor a valtozok kezdeti tartalma kielégiti P-t, akkor a C' utasitas végrehajtasa
eredményesen befejezédik, és a valtozok végrehajtis utani tartalma kielégiti Q-t. Ezt a
tényt a [P] C [Q] un. Hoare-formula fejezi ki.



A szekvenciilis programok helyességének bizonyitasi médszerei

Mindkét tipusi helyesség bizonyitaséra egy-egy levezetési rendszer (kalkulus) szolgal. A
két levezetési rendszer nagyban hasonlit egymasra, csupan a ciklus utasitasra vonatko-
z6 szabélyban térnek el egyméastol. Az atomi utasitdsokhoz egy-egy axioma séma, az
Osszetett utasitdsokhoz egy-egy levezetési szabaly tartozik. Ez egésziil ki az tigyneve-
zett kovetkezmény szabéallyal, amely a szamlalojaban nemcsak Hoare-formulakat, hanem
kozonséges formuldkat, bizonyos implikaciokat is tartalmaz. A bizonyitas ezeken az imp-
likaciokon keresztiil kapcsolodik az adatok elméletéhez. A parcialis helyesség levezetési
rendszere a kovetkezd:

Axiéma sémak

a skip arioma sémdja  {P} skip {P}
az értékadds azioma sémdja  {Qn} X := E{Q}

Levezetési szabalyok

{P} G {R}, {R} > {Q}
{P} O o {Q}

{P A B} C1{Q}, {PA-B} 5 {Q}

{P}if B then C] else C; fi{Q}
{PAB}C{P}

{P}while B do C od{P A—-B}

PO P {P}C{Q}, @ D@
{P}Cc{e}

kompozicios szabdly

feltételes szabdly

ciklus (while) szabdly

kovetkezmeény szabaly

A parcialis helyesség Hoare-féle kalkulusa helyes: Ha a {P} C' {Q} Hoare-formula leve-
zethetd, és a levezetésben szerepld implikdciok univerzalis lezartjai — az adott interpre-
tacioban — igazak, akkor a formuldhoz rendelt logikai érték igaz.

A parcialis helyesség Hoare-féle elmélete szemantikailag teljes: Ha a {P} C {Q} Hoare-
formuldhoz rendelt logikai érték igaz, akkor léteznek a formula levezetéséhez sziikséges
feltételek mint allapot halmazok, viszont nem biztos, hogy ezek formalizalhatoak.

A totalis ciklus szabaly:

[PANBANU=N]C[PANU<N| PANBDU>0
[P]while B do C od [P A —B]

ahol U egész értéki fiiggvény, N egész tipusu valtozd, amely nem paramétere P-nek,
B-nek, U-nak és C-nek. P neve ciklusinvarians, U neve ciklusszamlalo.

A totalis helyesség Hoare-féle kalkulusa is helyes, illetve szemantikailag teljes.



A helyesség kifejezhetd un. leggyengébb elsfeltételekkel (wp(C, Q)), leggyengébb megen-
gedd eldfeltételekkel (wip(C,Q)), illetve legerésebb megengedd utofeltétellel (sip(P, C)).
A kapcsolatot a kovetkezd ekvivalenciak fogalmazzak meg:

[P]C[Q] & P D wp(C,Q)
{PC{Q} & PO wip(C,Q)  {P}C{Q} < slp(P,.C) D Q

Nemdeterminisztikus programok

A helyes eredmény nem minden esetben egyértelmi. Sok olyan feladat fogalmazhato
meg, amelyben tobb eltéré eredmény helyesnek fogadhatd el: Pl. vektor maximalis
komponensének az indexe vagy adott pontossagal valo kozelités stb. A klasszikus prog-
ramok altal elGallitott eredmény minden esetben egyértelmd volt, a tobb elfogadhato
eredményt feladatokhoz késziilt programok esetében is — ezekben az esetekben a prog-
ramoz6 dontotte el, hogy mi lesz az egyértelmii eredmény. Az ilyen feladatoknak jobban
megfelelnek azok a programmodellek, amelyekben a végrehajtés 1épései, és igy a végre-
hajtas eredménye sem feltétleniil egyértelmi. A lehetséges lépésalternativak koziil nem
a programozoé valaszt, hanem egy iitemez6. Nem egyértelmid miikodés tobbféle médon
jelenhet meg: az értékadéasban szerepls kifejezés értéke nemdeterminisztikus, a vezérlés,
iitemezés nemdeterminisztikus. Ennek megfelel6en a nemdeterminisztikus utasitasok a
kévetkez6k: nemdeterminisztikus értékadas, nemdeterminisztikus szelekcié és iteracio.

A péarhuzamos utasitasok — ezekben az iitemezés a nemdeterminisztikus — is ide sorolha-
toak.

Szintaxis:

C:=X:=7 ‘ if Bl — Cl[]Bg — CQ fi | do Bl *ClﬂBg *CQ od

Az utasitasok neve rendre nem determinisztikus értékadds, alternativ konstrukcid, repe-
titiv konstrukcid. Az utasitasokban szereplé feltételeket drfeltételeknek nevezzilk. Az
utobbi két utasitds definicioja és elnevezése Dijkstra-tol szarmazik. (O 2 helyett tet-
sz6leges n komponenst definidl.) A nemdeterminisztikus értékadas végrehajtasa soran
a valtozo egy tetszGleges értéket fog felvenni. Az alternativ konstrukcié végrehajtésa
a feltételek kiértékelésével kezdddik, majd az igazak egyikének megfelel§ utasitas vég-
rehajtodik. Ha nincs igaz értékid feltétel, akkor a teljes utasitas ’abortal’. A repetitiv
konstrukcié végrehajtasa soran alternativ konstrukcios lépéseket hajtunk végre mindad-
dig, amig minden &rfeltétel hamissd nem valik.

Parhuzamos programok

Owiczki és Gries definidltak azokat az utasités konstruktorokat, amelyekkel kiegészitve
a szekvencialis utasitasok konstruktorait parhuzamos utasitdsokhoz juthatunk.

Szintaxis:

C ::= parbegin C || C; parend | await B then C fi
Ezek a parhuzamosité és szinkronizacios utasitasok.

A parhuzamosit6 utasitasban a két utasitas végrehajtasa szimultan, azaz idében atlapolt,
de eredményét tekintve mindig megegyezik egy olyan szimulalt parhuzamos végrehajtas



eredményével, amelynek sordn nemdeterminisztikus modon valtogatva hol az egyik, hol
a masik agban tesziink meg egy-egy atomi (oszthatatlan) lépést (iires utasitast, érték-
ado utasitast, szinkronizacios utasitast hajtunk végre, vagy feltétel-kiértékelés és annak
megfelel§ vezérlésatadas torténik). A szinkronizacios utasitas utasitas komponense csak
értékadast és szekvenciat tartalmazhat. Végrehajtédsa oszthatatlan.

Helyességfogalmak Def. Azt mondjuk, hogy a C' (nemdeterminisztikus vagy parhuzamos)
utasitas parcidlisan helyes a (P, () feladatra nézve, ha valahanyszor a valtozok kezdeti
tartalma kielégiti P-t, és a C' utasitas végrehajtasa eredményesen befejezddik, a valtozok
végrehajtds utani tartalma kielégiti Q-t.

Def. Azt mondjuk, hogy a (nemdeterminisztikus vagy parhuzamos) C utasitas totdlisan
helyes a (P, Q) feladatra nézve, ha valahanyszor a valtozok kezdeti tartalma kielégiti P-t,
akkor a C' utasitas végrehajtisa minden esetben eredményesen befejezddik, és a valtozok
végrehajtas uténi tartalma minden esetben kielégiti ()-t.

A programhelyesség bizonyitasi médszerei A nemdeterminisztikus értékadés axioma sé-
maja:
{P} X :=7{3XP}
(Utofeltétel: Volt olyan X, amelyre P teljesiilt.)
A parhuzamos utasitasok parcialis helyességének bizonyitasdhoz ki kell egésziteni harom
szaballyal a Hoare-kalkulust.

{P1} C1 {1}, {P} C3{Q2}, és ezek interferenciamentesek
{P, N\ P} parbegin C, || Cy parend {Q; A Q2}

parbegin szabaly

: , {PAB}C{Q}
await-szabdly {P}await B then C fi{Q}
segédvdltozds szabdly m

Az interferenciamentesség fogalma biztositand a Hoare-formulédk bizonyitasanak a sér-
tetlenségét: a két ag bizonyitasdban szerepld elGfeltételeinek és az dgak utofeltételeinek
invariansaknak kell lenni a masik ag valtozotartalmakat modosité oszthatatlan utasita-
saival szemben. Egy {P} C' {Q} Hoare-formulaban valtozok egy halmaza segédvaltozok
halmazanak tekinthetd, ha ezek a valtozok nem paraméterei P-nek, ()-nak, és csak érték-
adasokban fordulnak el§, méghozza olyanokban, ahol a bal oldal is a halmazbdl valo. A
segédvaltozos szabalyban C” abban kiilonbozik C-t6l, hogy mar nem szerepelnek benne
a segédvaltozos értékadasok.

A kiegészitett kalkulus helyes, de csak szemantikailag teljes.



