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1. fejezet

Bevezetés

A logika sz06

e hétkoznapi jelentése: rendszeresség, kovetkezetesség

— Ez logikus beszéd volt.
— Nincs benne logika.

— Maés logika szerint gondolkodik.
e coy tudoméanyszak neve: {6 feladata a helyes kovetkeztetés

— fogalmanak szabatos meghatarozasa,
— torvényszertiségeinek feltarasa.
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A kovetkeztetés

condolati eljaras

kiindul6 informaciok — kinyert informacio
| nyelvi l
megnyilvanulas
allitasok allitas
premisszak konkltzi6

A logika feladata:
a premisszak és a konkluzio kozotti osszefliggés tanulmanyozasa.



4 1. Bevezetés

Egy kijelentd mondat allitas, ha egyértelmi informéaciot hordoz és
1igazsagértékkel bir.

allitas nem allitas
2004. szeptember 1-én Eisett.
esett az esd Budapesten.

<3 r <3

A francia kiraly 1788-ban A francia kiraly ma
Roméaba latogatott. Roméaba latogatott.

Iskolank igazgatoja 50 éves. | Iskolank tanara 50 éves.
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oy allitas igaz, ha az informaciotartalma a valosagnak megfeleld,
egyébként hamis, fliggetleniil tudasunktol.

Arisztotelész alapelvel

e az cllentmondéastalansag elve:
Feyetlen allitas sem lehet igaz is és hamis is.
e a kizart harmadik elve:

Nincs olyan allitas, amely sem nem igaz, sem nem hamis.
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1. Bevezetés

Koznapi értelemben vett kovetkeztetés:

(P1) Erika Sandornak a felesége.
(P2) Katalin Sandornak az édesanyja.
(K) Katalin Erikdnak az anyosa.

A logika nem fogja vizsgalni a (magyar) nyelv szavainak jelentését!!
pOtpremissza:

(P3) Azt mondjuk, hogy 2z z-nek az anydsa, ha z az édesanyja annak,
akinek x a felesége.



Valamely tudomanyteriileten végrehajtott kovetkeztetés:

(P1) A vizsgalt haromszog egyik oldalhosszanak négyzete egyenld a
masik két oldalhossz négyzetének osszegével.
(K) A vizsgalt haromszog derékszogi.

A logika nem tartalmaz egyetlen mas szaktudomanyt sem, igy nem
ismerheti ezek eredményeit!!

potpremissza (Pitagorasz tétele):
(P2) Ha egy haromszog egyik oldalhosszanak négyzete egyenld a ma-
sik két oldalhossz négyzetének osszegével, akkor a haromszog derék-

S7z0gU.



8 1. Bevezetés

Kovetkeztetések ,,sémai”

(P1) Ha esik az esd, saros az t.

(P2) Esik az es6.
(K) Séaros az ut.

(P1) Ha az tanszék nyer a péalyazaton, nyomtatot vasarol.
(P2) A tanszék nyert a pélyézaton.
(K) A tanszék nyomtatot vasarol.

(P1) Ha harom ldbon gyabokorsz, a Kalan Pugra nem tudsz menni.
(P2) Harom labon gyébokorsz.

(K) A Kalan Pagra nem tudsz menni.!

1Lazar Ervin, A hétfeji tiindér c. konyvébsl



Mi volt kozos az elébbi kovetkeztetésekben®

Fegyforma jelolés helyén ugyanaz az allitas volt.
— Hasznaljunk, mint a matematikaban, (allitas)valtozokat!

(P1) Ha X, akkor Y.



10 1. Bevezetés

(P1) Ha 10 méasodperc alatt futom a 100 métert, akkor kikiildenek
az olimpiara.

(P2) De nem futom 10 méasodperc alatt a 100 métert.

(K) Tehat nem kiildenek ki az olimpiara.

(P1) Ha a benzin elfogyott, az auté megall.
(P2) Nem fogyott el a benzin.
(K) Az aut6 nem all meg.

Fzen okoskodasok kozos sémaja:
(P1) Ha X, akkor Y.

(P2) Nem X.

(K) Nem Y.
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A kovetkeztetési sémak helyessége

e Helyes a kovetkeztetési séma.,
ha igaz premisszak esetén a konklazid csak igaz lehet.

e Helytelen a kovetkeztetési séma.,
ha igaz premisszak esetén is megtorténhet,
hogy a konklazié hamis.

gy kovetkeztetés helyes, ha helyes kovetkeztetési séma alapjan
hajtjuk végre. Tehat a kovetkeztetés helyessége fliggetlen a benne
szerepld allitdsok természetes nyelvi jelentésétdl, csupan az un.

logikai szavak jelentésétol,
¢s logikal szavak meghatarozta

szerkezettdl

fligg.



12 1. Bevezetés

Logikai szavak és jelentésiik

A negaci6: logikai szo, mely igaz allitasbol hamisat, hamisbol iga-
zat készit.

Alfréd diak.

Alfréd nem diak.

DE:

A tarsasag néhany tagja diak.

A tarsasdg néhany tagja nem diak.

Nem igaz, hogy a tarsasag néhany tagja diak.
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A konjunkcid: mely két igaz allitasbol igaz, egyébként hamis allitast
készit.

Amalia és Bella kertészek.

,Lement a nap. De csillagok nem jottenek.” (Petdfi)
Juli 1s, Mari 1s tancol.

Kevésre vitte, noha becsiiletesen dolgozott.

DE:

Amalia és Bella testvérek.
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A diszjunkcié: mely két hamis allitasbol hamis, egyébként igaz
allitast készit.

Esik az es@, vagy 1] a szél.
DE:
Vagy busszal jott, vagy taxival.

Az implikacié: mely ha az eltag allitas igaz és az utotag allitas
hamis, akkor hamis, egyébként igaz allitast készit.

Ha megtanulom a leckét, akkor otosre felelek.
Csak akkor felelek otosre, ha megtanulom a leckét.
Akkor és csak akkor felelek otosre, ha megtanulom a leckét.
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Gyakran az egyszert allitasok szerkezetét is fel kell tarnunk.

Dezsd postas.
Amalia és Bella testvérek.
Az Erzsébet hid osszekotl Buddt Pesttel.

predikatum + objektumnevek

Az egzisztencialis kvantor:
Amalianak van testvére.
Az univerzalis kvantor:

Amalia mindegyik testvére lany.
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1. Bevezetés

|
LOGIKAI NYELV

e A logikai szavak helyett logikai jeleket frunk:

nem = negacio
és A konjunkcio
vagy V diszjunkcié
ha ... akkor D implikacio
minden V  univerzalis kvantor
van 3 egzisztencialis kvantor

o Az allitasok természetes nyelvi jelentése kozombos, helyettiik az
allitas szerkezetét hordozo formulakat frunk.
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Miért van sziiksége a logikanak sajat nyelvre?
e Nem tartozhat egyetlen nemzeti nyelvhez sem;

e a természetes nyelvek nyelvtani rendszerei kiilonbozéek és bonyo-
lultak;

e a logika sajat nyelvében minden (4bécé, nyelvtani szabalyok, ka-
tegoriak) a logika feladatanak ellatasat szolgalhatja.



2. fejezet

Az itéletlogika

2.1. Az itéletlogika nyelve — szintaxis

Az itéletlogika nyelvének abécéje az alabbi szimbolumokat tartal-
mazza.:

e logikai OsszekotGjelek: =, A, V, D
e clvalasztojelek: a nyito- és a zard-zardjel

o itéletvaltozok: X,Y, Z, ... betik, esetleg indexelve

18



2.1. Az itéletlogika nyelve — szintaxis 19

2.1. DEFINiCIO. (ITELETLOGIKAI FORMULA.)
1. Minden itéletvaltozo itéletlogikai formula, ezeket a formuldkat
atomi vagy primformulaknakis nevezziik.

2. Ha A itéletlogikai formula, akkor = A (negalt A) is az.
3. Ha A és B itéletlogikai formulak, akkor

e (AN B) (A konjunkcio B),

e (AV B) (A diszjunkcio B) és

e (A D B) (A implikacio B)

is ftéletlogikal formulék.

4. Minden itéletlogikal formula az 1-3. szabalyok véges sokszori al-
kalmazasaval all eld.

Az 1téletlogikal formuldk halmaza az itéletlogika nyelve.
Jelolese: L.



20 2. Az itéletlogika

2.2. TETEL. (A SZERKEZETI INDUKCIO ELVE.)
Minden itéletlogikai formula T tulajdonsagu,

(alaplépés:) ha minden atomi formula 7 tulajdonsdgt tovabba
(indukeios 1épések:)
(21) ha az A itéletlogikai formula T tulajdonsagu, akkor —A is T
tulajdonsagi és

(29) ha az A és a B itéletlogikai formulak T tulajdonsaguak, akkor
(ANB), (AV B) és (A D B) is 7 tulajdonsagtiak.
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2.3. TETEL. (AZ EGYERTELMU ELEMZES TETELE.)
Minden 1téletlogikal formulara a kovetkezd allitasok koziil pontosan

egy 1gaz.
1. A formula atomi formula.

2. A formula egy egyértelmiien meghatarozhato itéletlogikai formula
negaltja.

3. A formula egyértelmiien meghatarozhato itéletlogikai formulak
konjunkcioja.

4. A formula egyértelmiien meghatarozhaté itéletlogikal formulak
diszjunkcioja.

5. A formula egyértelmiien meghatarozhato itéletlogikai formulak
implikacioja.
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2.4. DEFINICIO. Az itéletlogika nyelvében
1. egyetlen atomi formulanak sincs kozvetlen részformulaja,
2. a 0 A egyetlen kozvetlen részformuldja az A formula,

3. az (A o B) formula (ahol o € {A,V,D}) kozvetlen részformulai
az A és a B formulak. A az (Ao B) formula bal oldali, B a jobb

oldali kozvetlen részformulaja.

2.5. DEFINICIO. Legyen A itéletlogikai formula. Az A formula
részformulainak halmaza a legsziikebb olyan halmaz, melynek

1. eleme A, és

2. ha a C formula eleme, akkor C' kozvetlen részformulai is elemei.
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A formulakhoz — azok szerkezete szerinti rekurzioval — egyértelmiien
rendelhetiink kiilonboz6 dolgokat.

2.6. TETEL. (A SZERKEZETI REKURZIO ELVE.)

Egy az itéletlogikal nyelvén értelmezett F fiigevényt egyértelmiien
adtunk meg, ha

(alaplépés:) értékeit rogzitjiik a nyelv atomi formuldin
és megmondjuk, hogy F
(indukcios 1épések:)
(r1) 2 A-n felvett értéke az A-n felvett értékébdl, illetve

(r9) (A o B)-n felvett értéke (ahol o € {A\,V,D}) az A-n és a B-n
felvett értékekbdl hogyan szarmaztathato.
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2.7. DEFINICIO. Definiadljuk az ¢: Ly — Ny fligevényt a kovetke-
zOképpen:

1. ha A atomi formula, £(A) legyen 0,
2. 0(—A) legyen £(A) + 1,
3. L(A o B) pedig legyen £(A) + £(B) + 1.

Ekkor egy A € Ly formulahoz rendelt £(A) fiiggvényértéket a for-
mula logikal osszetettségének nevezziik.

2.8. DEFINICIO. Egy formulaban egy logikai 0sszekotGjel hatés-
kore a formulanak azon részformulai koziil a legkisebb logikal 6ssze-
tettségtl, amelyekben az adott logikai 0sszekotdjel is el6fordul.

2.9. DEFINICIO. Egy formula f6 logikai osszekotSjele az az 6sz-
szekotGjel, melynek hataskore maga a formula.
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A formulak leirasakor szokasos roviditések:

e formula-kombinéaciok helyett specialis jelolések:
Példa.
(A=B)=(ADB)AN(BDA))

e KkiilsO zarojelek elhagyasa;
e logikal jelek prioritasa csokkend sorrendben:

\/D
A
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2. Az itéletlogika

2.2.

Az itéletlogika nyelve — szemantika

a|b| —alaAblaVb aDb
7 h | 1 ? 7
? h  h | 1 h
h r | h | h ?

Az {i, h} halmazon értelmezett fontos logikai miiveletek
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Jeloljiik most az itéletvaltozok halmazat Vi-vel.
2.10. DEFINICIO. Az L nyelv interpretaciéjan egy
T:Vy,—Aih}
fligovényt értiink.
2.11. DEFINICIO. (AZ ITELETLOGIKAI FORMULAK SZEMANTIKAJA.)

Egy C itéletlogikai formulahoz Z-ben az alabbi — |C[X-val jelolt —
1igazsagértéket rendeljiik:

1. |A[Z = Z(A), ahol A atomi formula, azaz itéletvaltozo,
2. |-AE = 44,

3. |AA B2 = |AXA|BIE,

1. |Av Bl = |AXV|B*,

5. |A> Bl = |AEDS|BIE.
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2.12. TETEL. Legyen S itéletvaltozok egy halmaza. Ha két kiilon-
bozo interpretacio ugyanazokat az igazsagértékeket rendeli az S-beli
itéletvaltozokhoz, akkor minden olyan formulanak, amelyben csak .S-
beli itéletvaltozok fordulnak els, mindkét interpretacioban ugyanaz
lesz az igazsageértéke.

X\ Y| Z|(YVZ)N(Z D -X)
) h
12| h (
1| h| h
v | h|h h
hlila i
hiil|h i
h 1
h h h




2.2. Az itéletlogika nyelve — szemantika
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XY ZYVZ X ZD-X(YVZ)N(Z D -X)
) ( h h h
) ) h ) 0
v | h (0 h h h
i | h h h ( h
) i 0 ) 0
h i i 0 ) 0
hh i 0 ) 0
h|h h (0 (0 h
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(
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h | h
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h | h
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h

h

YIVvIiZ) AN|(ZD—X)

h 'hih|h|h

h 'hih|h|h
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2.3. Itéletlogikai térvények

2.13. DEFINICIO. Egy A itéletlogikai formula kielégithetd, ha van
a nyelvnek olyan Z interpretacioja, hogy |A[% = 4. Az ilyen inter-
pretaciokat A modelljeinek nevezziik. Ha nincs A-nak modellje,
az A formula kielégithetetlen.

2.14. PELDA. A (Y V Z) A (Z D —X) formula kielégithets. Az
X A =X formula kielégithetetlen.

X=X X AN=X
) h
hi 1 h
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2.15. DEFINICIO. Az A formula itéletlogikai torvény vagy mas-
képp tautolodgia, ha a nyelv minden Z interpreticidjara \A]I =X}
Jelolése: =q A.

A definici6 alapjan nyilvanvalo, hogy egy A formula pontosan akkor
tautologia, ha = A kielégithetetlen.

2.16. PELDA. A (Y V Z) A (Z D —X) formula bar kielégithetd, de
nem tautologia. Az alabbi igazsagtabla pedig azt bizonyitja, hogy
az X V —X formula tautologia.

X =X XV-X
) (
hl 1 (
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Az itéletlogikai formulak szemantikai tulajdonsaguk alapjan az alabbi
abra szerint osztalyozhatok:

/ Kkielégithetd kielégithetetlen

‘tautoldgia
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2. Az itéletlogika

2.17. TETEL. Ha A, B, C tetszdleges itéletlogikai formulak, a ki-
vetkezo formulak itéletlogikai torvények:

bévités el6taggal

implikaciélanc-torvény

reductio ad absurdum

a kétszeres tagadas torvénye

a kizart harmadik torvénye
ellentmondas torvénye

az azonossag torvénye
tranzitivitas

ellentmondasbol barmi kovetkezik

Peirce-torvény

=0 AD (BDA)
Fo(AD(BDC)D((ADB)D(AD(O))
FoAD(BDAAB)

FoAANBDA é FyANBDB

o (ADC)D((BDC)D(AvBD())
FoADAVB é FyBDAVB

o (ADB)D((AD-B)D-A)

=g —ADA

=y AV —A

Fo (AN —A)

FoADA
Fo(ADB)A(BDC)D(ADC)

=0 A D (—~ADB)
Fo(ADB)DA) DA
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2.18. DEFINICIO. Azt mondjuk, hogy az A és B itéletlogikai for-
mulak tautologikusan ekvivalensek, ¢s ezt a tényt tgy jeloljiik,
hogy A ~g B, ha minden 7 interpretacioban |A|* = |B|?.

2.19. PELDA. Az X DY formula példaul tautologikusan ekvivalens
a X VY formulaval, amit mutat a kozos igazsagtablajuk.

XY XDY ~XVY

) h h




Minden A, B, C itéletlogikai formula esetén
o A~y A
e ha A ~g B, akkor B ~( A,
eha A~y Bé B ~qgC, akkor A ~qC,

azaz az itéletlogikai formulak kozotti binér ~q relacié ekvivalencia-
relacid. Ez a relacio a nyelv elemeinek egy osztalyozasat generélja,
az egymassal tautologikusan ekvivalens formulak jelentése ugyanaz.

2.20. LEMMA. A ~q B pontosan akkor, ha
=) (ADB)A(BDA).
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2.21. TETEL. Ha A, B, C itéletlogikai formuldk, T tautolégia, L
pedig kielégithetetlen formula, akkor a felsorolt formulak rendre tau-
tologikusan ekvivalensek egymassal:

asszociativitas

AN(BAC)~ (ANB)ANC AV(BVC)~y(AVB)VC
kommutativitas

ANB~yBANA AVB~yBVA

disztributivitas

ANBVC)~(ANB)V(ANC) AV(BANC)~y(AVB)AN(AVC)
idempotencia

ANA~ A AVA~y A

eliminécié (elnyelés)

AN(BV A) ~y A AV (BANA) ~y A

De Morgan torvényei

—|(A/\B) ~og AV B —|(A\/B) ~o "AN—-B



38

2. Az itéletlogika

kiszamitasi torvények
ANT ~g A
AVT ~g T
ADT ~y T
TDO>A~) A

logikai jelek kozotti Osszefiiggések
AN B ~y—(mAV —B)

AV B~y —(—=AAN-B)
ADB~y-(AN-B)

kétszeres tagadas

kontrapozicio

negacio az implikacioban

AD A~y A

implikacios elétagok felcserélése

implikacié konjunktiv elétaggal

az implikacio ondisztributivitasa

esetelemzés

ANL ~y L
AV L~y A
AD 1L ~y—-A
1L DA~y T

A/\BNO_I(AD_'B)
AV B~y—-ADB
ADB~y—-AVB

ﬁﬁANoA
ADB~y—-BD>-A

—“ADA~) A
AD(BDC)~yBD>(ADC)
ANBDC~yAD(BDCO)
AD(BDC)~(ADB)D(ADC)
AVBDOC~ (ADC)N(BDC)
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2.3.1. Formuldk normalformai

e Loy atomi formulat vagy negéltjat literalnak fogjuk nevezni.
e Ellemi konjunkcio

1. egy literal,

2. vagy egy elemi konjunkcio és egy literal konjunkcioja.
e [llemi diszjunkcid

1. egy literal,

2. vagy egy elemi diszjunkci6 és egy literal diszjunkcioja.
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e Konjunktiv normalforma

1. egy elemi diszjunkcio,
2. vagy egy konjunktiv normalforma és egy elemi diszjunkecio kon-
junkcioja.
e Diszjunktiv normalforma
1. egy elemi konjunkcio,
2. vagy egy diszjunktiv norméalforma és egy elemi konjunkcio disz-

junkcioja.

Lemma.
Minden {itéletlogikai formuldhoz konstrualhato vele logikailag ekvi-
valens konjunktiv és diszjunktiv normaéalforma.
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Kétszeres tagadas:

De Morgan torvényei:

Disztributivitas:
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A konstrukeio lépései:
1. a logikai jelek kozotti Osszetiiggések alapjan az implikaciokat el-
tavolitjuk;
2. De Morgan torvényeivel elérjiik, hogy negacio csak atomokra vo-

natkozzon;

3. a disztributivitast felhasznalva elérjiik, hogy a konjunkciok és
diszjunkciok megteleld sorrendben kovessék egymaést:

4. esetleg egyszertsitiink.
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Példa.
(XDY)Va(mY DX V-Z)

| implikacio-eltavolitas
("X VYY)V (=Y A-(XV-Z))
| negacié atomokra vonatkozik
("X VYY)V (=Y A=XAZ)
| konjunkciok diszjunkcioja
(" XVYVaY)A(=XVYVaX)A (X VY VZ)

| egyszerisités
(- XVY)A (X VY VT
| egyszeriisités
—“XVY
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2.4. Szemantikus kovetkezményfogalom

2.22. DEFINICIO. Legyen I itéletlogikai formulak tetszdleges hal-
maza és B egy tetszbleges formula.

Azt mondjuk, hogy a B formula tautologikus kovetkezménye a
[" formulahalmaznak (vagy a ['-beli formulaknak), ha minden olyan
interpretacioban, melyben a I'-beli formuldk mindegyike igaz, ezek-
ben a B formula is igaz.

A T-beli formulék a feltételformulak (premisszak),

a B formula a kdvetkezményformula (konklizio).
Jelolése: T' = B.



45

2.4. Szemantikus kévetkezményfogalom

2.23. PELDA.
A{-Y, XVY, X DO Z} formulahalmaz tautologikus kovetkez-

ménye Z, ahogy azt kozos igazsagtablajuk mutatja.

XY Z|=Y XVY XDZ | Z

v hii| 1 (0 ? x| 1
v | h i h| 7 ? h h
hii 1| h (0 (0 (0
hiit h|@ h ? ? h
hih|i| 17 h (0 (0
hih h| 1 h ? h
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2.24. PELDA.

A{-Z XVvV, XDV Y DZ V O (W D Z)} formula-
halmaz tautologikus kovetkezménye =X . Tegyiik fel, hogy Z olyan
interpretacid, mely minden feltételformuléat kielégit.

1. Mivel =7 feltételformula, ezért Z(Z) = h lehet csak.

2.Z(Z) = hmellett az Y D Z feltételformula csak akkor lehet igaz,
ha Z(Y) = h.

3.Z(Z) =hésZ(Y) = hmellett az X DY pedig csak Z(X) = h
valasztas esetén lesz igaz.

4 HaZ(Z) =Z(Y) =Z(X) = h, akkor az X VV igazza valasahoz
Z(V) =i sziikséges.

5. A rogzitett Z(Z) = Z(Y) = Z(X) = h és Z(V) = i igaz
sagértékek esetén a VO (W D Z) formula igazzé valasahoz
az Z(W') = h kell.
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A fenti lépéseket végigvihetjiik a kozos igazsagtabla-séman is.

XY ZVW-ZIXVvVVXDY|YDOZVDO(WDZ) X
— | —|h| =] =1

—h|h|—|—] 1 (

hi h h —|—| 1 ( 1 (
hih h ] —|1 ( ( 1 (
hih | h| it h| 1 ( ( 1 ( (
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A kovetkezménytogalmat hasznos lenne egy alkalmas formula sze-

mantikal jellemzésével leirni. Ehhez nytjtanak lehetdséget a kovet-
kezd tételek.

2.25. TETEL. Legyenek Ay, Ao, ..., Ap, B (n > 1) tetszbleges itélet-
logikai formulak. {Aq, Ag, ..., An} Eo B pontosan akkor,

e haaz Ay NAs N ... N A, N —B formula kielégithetetlen.
ehalg AiNASAN...NA, D B.
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2.26. DEFINICIO. Legyen {Aj, Ao, ..., Ap} tetszéleges formulahal-
maz, és B egy formula. Az ({41, Ag, ..., Ap}, B) part kovetkez-
tetésformanak nevezziik. Az ({Ay, Ao, ..., Ap}, B) par helyes
kovetkeztetésforma, ha {A, Ay, ..., Ay} =0 B.

2.27. TETEL. Legyvenek A, B,C' tetszoleges itéletlogikai formulak.
Az alabbiakban felsorolt kovetkeztetéstormak helyesek:

a levdlasztasi szabaly vagy modus ponens ({A D B, A}, B)
({A D B,~B},—A)
({AD B,AD-B},-A)
az indirekt bizonyitas ({—A D B,-A D B}, A)
(
(

a kontrapozicio vagy modus tollens

reductio ad absurdum

{A>DB,B>C} ADC)
{AVB,AD>DC,BD>C},C)

feltételes szillogizmus

kovetkeztetés esetszétvalasztassal
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2. Az itéletlogika

modus tollendo ponens
a V-ra vonatkozo kovetkeztetésformalk

az /\-re vonatkozo kovetkeztetésformak

az D-ra vonatkozo kovetkeztetésforma

a ——-re vonatkozo kovetkeztetéstormalk

{AV B,-A}, B)
{AY, AV B) és ({B}, AV B)
{A,BY, AN B)

{ANB}, A) és ({AN B}, B)
{B},A D B)

(
(
(
(
(
({==A}, A) & ({A}, 70A)



3. fejezet

Az els6rendii logika

3.1. Els6rendi logikai nyelvek — szintaxis

gy els6rendii logikai nyelv abécéje logikai és logikan kiviili szim-
bolumokat, tovabba elvalasztojeleket tartalmaz.

A logikan kiviili szimbolumhalmaz megadhato (Srt, Pr, Fn, Cnst)
alakban, ahol

1. Srt nemiires halmaz, elemei fajtakat szimbolizalnak,
2. Pr nemiires halmaz, elemei predikAtumszimboélumok.
3. az Fn halmaz elemei fliggvényszimbolumok,

4. Cnst pedig a konstansszimbolumok halmaza.

o1
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Az (Srt, Pr, Fn, Cnst) ébécé szignaturdja egy (vq,vs,v3) harmas,
ahol

1. minden P € Pr predikdtumszimbolumhoz vy a predikatum-
szimbolum alakjat, azaz a (wy, mo, ..., m) fajtasorozatot,

2. minden f € Fn fliggvényszimbolumhoz vy a fuggvényszim-
boélum alakjat, azaz a (7w, m9, ..., 7, ) fajtasorozatot és

3. minden ¢ € C(nst konstansszimbolumhoz 3 a konstansszim-
boélum fajtajat, azaz (mw)-t

rendel (k >0 és 7wy, m9,..., T, ™ € Srt).
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Logikai jelek
e a logikal osszekotdjelek: —, A, V, D
e a kvantorok: V,
e a kiilonbozd tajtaji individuumvaltozok.

ey els6rendi nyelv abécéjében minden 7 € Srt fajtahoz szimbolu-
moknak megszamlalhatoan végtelen

s s
U1,U9,...
rendszere tartozik, ezek a szimbolumok a 7 fajtaja valtozok.

Elvalasztojelek a zarojelek: () és a vesszd: |
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3. Az elsérendi logika
3.1. PELDA. 1. A Geom nyelv logikan kiviili szimbo6lumai:

Srt = {pt (ponttipus), et (egyenestipus), st (siktipus)}

pt tipusu valtozok: A, B,C, ...

et tipusu valtozok: e, f, g, ...

st tipusua valtozok: a, b, c....

Pr={P,Q,R},Fn=10¢é Cnst =1

V] V21 1V3
P|(pt,pt)
Q (pt, et)
R/ (pt, st)

Megjegyzés: a geometriaban a P, (), R szimbolumok helyett rendre
az =, €, € jeleket szokas inkabb hasznalni.
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2. Az Ar nyelv logikan kiviili szimbolumai:
Srt = {szt (szamtipus)}
szt tipusu valtozok: x, vy, z, . ..
Pr={P}

Fn={f g h}
Cnst = {nulla}

V1 L2 V3
P|(szt,szt)| f| (szt,szt) |nulla|(szt)
g|(szt, szt, szt)
hi(szt, szt, szt)

Megjegyzés: az aritmetikaban a g és A szimbolumok helyett a +
és - jeleket, P helyett pedig az = jelet szokas hasznalni.
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3. Legyenek a logikan kivili szimbolumaink a

<{7T1, 7T2}7 {Pv Q, R}v {f}v {C}>

halmaznégyessel és a kovetkezd szignaturaval megadva:

2 V9 V3
P (m) | f (w1, m,m)| el (m)
Q (1, o)
R\ (w9, mo)

Legvenek x,vy,z,... my fajtaju és x,y, z,... pedig mo tajtaju
valtozok.
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3.2. DEFINICIO. (AZ ELSORENDU NYELV TERMJEI ES FORMULATI)
1. Minden 7 € Srt fajtaju valtozo és konstans 7 fajtaju term.

2.Ha az f € Fn figgvényszimbolum (my,mo, ..., mp, m) alaki és
t1,t9,...,tr — rendre my, mo, ..., fajtaji — termek, akkor az
f(ti,to, ... tr) sz0 egy m fajtaju term.

3. Minden term az 1-2. szabalyok véges sokszori alkalmazasaval all
eld.
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3. Az elsérendii logika

Ha a P € Pr predikdtumszimbolum (7y, w9, ..., m) alaka és
t1,t9,...,t — rendre my,mo, ..., T fajtdju — termek, akkor a
P(ty,to,...,t;) sz0 egy els6rendd formula. Az gy nyert for-
mulakat atomi formuldknak nevezziik.

. Ha A elsérendt formula, akkor —A is az.
.Ha A és B els6rendt formulék, akkor az (AA B), (AV B) és az

(A D B) is els6rendt formulék.

Ha A els6rendi formula és x tetszéleges valtozo, akkor VoA és
Jx A is elsérendd formuldk. Az igy nyert formulakat kvantalt
formuldknak nevezziik.

. Minden elsérend formula a 4-7. szabalyok véges sokszori alkal-

mazasaval all eld.

Egy elsérendi nyelv termjeinek halmazat L4vel, formulainak hal-
mazat L -fel jelolhetjik.
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3.3. PELDA. 1. A Geom nyelv kifejezései:
o termek: A, f, b

e atomi formulak:
a geometriaban szokasosan

P(A,B) (A = B)

Q(B,e) (B € e

R(A,a) (A € a)
e formula:

JA(Q(A, e) NQ(A, f)) FA(Aece)N(A€f))
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2. Az Ar nyelv kifejezései:

e termek: |
az arimetikaban szokasosan

nulla, x, f(nulla)

g(z, f(nulla)) (x 4+ f(nulla))
h(f(f(z)), z) (f(f(z))-

e atomi formula:
P(g(x, f(nulla)),nulla) ((x + f(nulla)) = nulla)

e formula:

JuP(g(x,u),y) Ful(z+u)=1y)
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3. A harmadik példanyelvben
— mp fajtajua termek: ¢, x, vy, ...
— my fajtaja termek: z, f(c, z), f(x, f(c, x)),. ..
— atomi formulédk: P(z),Q(y, ), R(f(c, ), f(x,
— formulédk: Ve—32Q(y, ), (FzQ(y,T) D VI R(
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3.4. TETEL. (A SZERKEZETI INDUKCIO EIVE.)
e Termekre:
Egy elsérendii logikal nyelv minden termje 7T tulajdonsagu,

(alaplépés:) ha minden valtozéja és konstansa T tulajdonsagt,
tovabba

(indukcios 1épés:) ha a ty,to,...,t;. termek T tulajdonsaguak,
akkor az f fiigevényszimbolum felhasznalasaval elGallitott

f(tl, to, ... 7tk>

term is T tulajdonsagu.
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e [ormulakra;
Egy elsérendii logikal nyelv minden formulaja T tulajdonsagti,

(alaplépés:) ha minden atomi formulaja T tulajdonsagi, és

(indukcios 1épések:)

(¢1) ha az A formula T tulajdonsagi, akkor —A is T tulaj-
donsagti,

(29) ha az A és a B formulak 7 tulajdonsaguak, akkor az (A A
B),(AV B) ésaz (A D B) is T tulajdonsagiak és

(23) ha az A formula T tulajdonsagt és x individuumvaltozo,
akkor VoA és dx A is T tulajdonsaguak.
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3.5. TETEL. (AZ EGYERTELMU ELEMZES TETELE.)
e [oy elsérendii logikal nyelv minden termjére a kovetkezd allitasok
kéziil pontosan egy igaz.

1. A term a nyelv egy valtozoja.

2. A term a nyelv egy konstansa.

3. A term a nyelv egyértelmiien meghatarozhatoty, to, ..., t1. termjei
és az [ € In fiigevényszimbolum felhasznalasaval eldallitott
f(ty,to, ..., ) alaki term.

e Loy elsérendii logikai nyelv minden formulajara a kévetkezd allita-
sok koziil pontosan egy igaz.

1. A formula a nyelv egyértelmiien meghatarozhato ty,to, ..., 1
termjel és P € Pr predikatumszimboluma felhasznalasaval
elGallitott P(ty,to, ..., t;.) alakit atomi formula.
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2. A formula egy a nyelv egyértelmiien meghatarozhato formulajanalk
negaltja.

3. A formula a nyelv egyértelmiien meghatarozhaté formulainak
konjunkcioja.

4. A formula a nyelv egyértelmiien meghatarozhaté formulainak
diszjunkcioja.

5. A formula a nyelv egyértelmiien meghatarozhaté formuldinak
implikacioja.

6. A formula a nyelv egy egyértelmiien meghatarozhato A for-

mulaja és x valtozéja felhasznalasaval elGallitott Vax A alaku
formula.

7. A formula a nyelv egy egyértelmiien meghatarozhato A for-
mulaja és x valtozoja felhasznalasaval eldallitott dx A alakii
formula.
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3.6. DEFINICIO. Egy els6rend logikai nyelvben

e 1. egyetlen konstansnak és valtozonak sincs kozvetlen résztermje,
2.az f(t1,t9,...,t;) term kozvetlen résztermjei a ti,to, ..., 1t
termek,
e 1. egy atomi formulanak nincs kozvetlen részformulaja.

2. a 0 A egyetlen kozvetlen részformulaja az A formula,

3.az (AN B),(AV B), illetve az (A D B) formulak kézvetlen
részformulai az A és a B formulék,

4.a Vx A, illetve dx A kozvetlen részformulaja az A formula.
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3.7. DEFINICIO.
e gy term résztermjeinek halmaza a legsziikebb olyan halmaz,
melynek
1. a term eleme és
2. ha egy term eleme, akkor eleme a term osszes kozvetlen rész-
termje 1s.

e gy formula részformulainak halmaza a legsziikebb olyan
halmaz, melynek
1. a formula eleme és

2. ha egy formula eleme, akkor eleme a formula 0sszes kozvetlen
résztormuldja is.
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3.8. PELDA. Az f(x, f(c, Z)) term kozvetlen résztermjei: x és f(c, ),
résztermjeinek halmaza:

{f(aj7 f(c7 5:))7 1'7 f(C, jf)) C7 j}

AVz—-3zQ(y, T) formula egyetlen kozvetlen részformulaja: —=32Q(y, T),
résztormulainak halmaza:

{(Vz—-32Q(y, 2), ~32Q(y, 2), I2Q(y, Z), Q(y,T)}.
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3.9. TETEL. (A SZERKEZETI REKURZIO ELVE.)
e Termekre:

Loy elsérendii logikal nyelv esetén a nyelv termjein értelmezett F
fligovényt egyértelmiien adjuk meg, ha

(alaplépés:) értékeit rogzitjiik a nyelv vdltozoin és konstansain,
majd megmondjuk, hogy
(indukcios 1épések:) F értéke az f(tq,to, ..., t;) termre az F-nek

aty,to,...,t. termeken felvett értékeibol hogyan szarmaztat-
hato.
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e [ormulakra:
Egy elsérendii logikai nyelv esetén a nyelv formulain értelmezett
F fiigevényt egyértelmiien adjuk meg, ha

(alaplépés:) értékeit rogzitjiik a nyelv atomi formulain és meg-
mondjuk, hogy F értéke

(indukcios 1épések:)

(r1) a = A formulara az A-n felvett értékébdl,

(r9) az (AN B),(AV B), illetve az (A D B) formulara az A-n

és a B-n felvett értékeibdl, illetve

(r3) a Vx A, illetve az dx A formulara az A-n felvett értékébdl
hogyan szarmaztathato.
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3.10. DEFINICIO.
e Definialjuk a £: L+ — Ny tiiggvényt a kovetkezdképpen:

~

1. ha t valtozo vagy konstansszimbolum, £(t) legyen 0,

~ ~ ~ ~

2. 0(f(ty,to, ..., tr)) legyen £(t1) + L(to) + ... + L(t) + 1.

~~

Ekkor a t € Ly termhez rendelt £(t) fliggvényértéket a ¢ term
funkcionalis osszetettségének nevezziik.

e Definialjuk a £: Ly — Ny tuggvényt a kovetkezéképpen:
1. ha A atomi formula, £(A) legyen 0,
2. 0(—A) legyen £(A) + 1,
3. 0(ANB),L(AV B), illetve az £(A D B) legyen £(A)+{(B)+1,
4. 6(VzA), illetve az £(dxA) pedig legyen £(A) + 1.

Ekkor az A € L formuldhoz rendelt £(A) fiiggvényértéket az A
formula logikai osszetettségének nevezziik.



72 3. Az elsérendii logika

3.11. PELDA. Az f(x, f(c,x)) term funkcionélis Osszetettsége 2, a

(F2Q(y, z) D VIR(f(c, Z), f(c, T)))

formula logikai Osszetettsége 3.

Az itéletlogikdban definialtuk a logikai osszekotéjel hataskoré-
nek és a 16 logikai osszekotdjelnek a fogalméat. A fogalmak val-
toztatas nélkiil kiterjesztheték a kvantorokra is.

Fgészitstiik ki a logikai 6sszekotdjelek kozotti erGsorrendet azzal, hogy
a kvantorokat is besoroljuk. A prioritas csokkend sorrendben:

0v,3,-), {A, VO

Azokat a zardjeleket, melyek ezt a sorrendet jelolnék ki, elhagyhat-
juk.
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3.12. DEFINICIO.
1. A termek és az atomi formuldak minden valtozéjanak minden
el6fordulasa szabad.

2. A = A formuladban egy valtozo-el6fordulas pontosan akkor kotott,
ha ez a valtozo-elGfordulas mar A-ban is kotott.

3. Az (AAB), (AV B), illetve az (A D B) formulédban egy valtozo-
el6fordulas kotott, ha ez az elStordulas méar kotott abban a
kozvetlen részformulaban is, amelyben ez az el6fordulas szerepel.

4. AVx A, illetve a dz A formulaban x minden el6fordulasa kotott.
Az A formula el6tt szerepld kvantor teszi kototté (koti) x vala-
mely el6fordulasat, ha ez az el6fordulas A-ban még szabad volt.

ey az x-t6l kiillonbozd valtozo valamely el6fordulasa kotott,
ha A-ban kotott.
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Ha egy valtozonak egy kifejezésben van szabad elGfordulasa, akkor
ezt a valtozo a kifejezés paramétere. Egy K kifejezés paraméterei
halmazara Par(K)-val fogunk hivatkozni.

3.13. PELDA. — A 32(Q(z, 2)AQ(y, Z)) formulaban z el6fordulasai
az J kvantor altal kotottek, az x és az y el6fordulasai szabadok.
Tehat a formula paraméteres, paraméterei x és y.

— A Jz(VaQ(x, 2)ANQ(c, x)) formulaban az 3 kvantor altal kotott x
el6tordulasok mellett az x el6fordulasai is kotottek egy V kvantor
altal, mas valtozo-eldtordulas pedig nincs benne. A formula zart
formula vagy mondat.

~

— A Va(P(x) D JzQ(x, 7)) formula szintén paraméteres, az &
szabadon fordul el6 benne. Az z el6fordulasai itt is kotottek,

de a P(x)-beli z elsfordulést és a Q(z, z)-beli x el6fordulast két
killonbozo kvantor koti.
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3.14. DEFINICIO. A Vx A, illetve a dz A formulédban az A el6tt sze-
replé kvantor altal kotott = valtozd atnevezésérdl beszélink,
amikor

1. a Vx, illetve a dx kvantoros el6taghban x helyett egy vele meg-
egyezG fajtaja y véaltozot neveziink meg (Vy, illetve dy), majd

2. A-ban az x valtozé minden szabad el6fordulasat y-ra cseréljiik ki
(a kapott formulat jeldljiik [Aj]-nal),

és fgy a Vy[Ay], illetve a Jy|Ay] formulat kapjuk.
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3.15. DEFINICIO. Ha a Vz A, illetve a dx A formulaban
l. y nem parameéter €s

2. x egyetlen el6fordulasa sem esik y-t megnevezd kvantor hatas-
korébe,

akkor szabalyosan végrehajtott valtozo-atnevezéssel nyertiik a
Vx A, illetve a 3z A formulabol a Vy|Aj ], illetve a Jy|A;] formulét.
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3.16. PELDA. A

Az(R(Z,y) NVZR(Z, %))
formulabol az 4 kvantor altal kotott & szabalyosan végrehajtott at-
nevezésével nyertiik a

Ju(R(u, y) ANVZR(Z, 1))
formulat. Az 3 kvantor altal kotott valtozo 1) nevének

1. y-t nem valaszthatjuk, mert ¢ a kvantor hataskorében is el6for-
dul6é paramétere a formulanak;

2. z-t nem valaszthatjuk, mert z-nek van el6fordulasa z-t megnevezd
kvantor hataskorében.
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Ha két formula csak kotott valtozoik szabalyosan végrehajtott atne-
vezésében kiilonbozik, akkor azt fogjuk mondani, hogy konguensek.
Definialjuk most pontosan egy elsérendii nyelv formuldinak halma-
zan ezt a binér relaciot (a relacio jele: ~).

3.17. DEFINICIO. (FORMULAK KONGRUENCIAJA.)

1. Egy atomi formula csak énmagaval kongruens.

2. mA=~—-A ha A~ A
30ANB) ~ (AANB) (Av B) ~ (A v B, illetve
(ADB)~(A'>B), haA~ A" és B~ B’

4. VaA =~ VyA' illetve 3z A ~ JyA’, ha [A%] ~ [A”Y] minden olyan
z valtozora, amely kiilonbozik a kérdéses formulakban elGfordulo
Osszes valtozotol.
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3.18. PELDA. A
Vo (32Q(z,2) D 32-(Q(z, ) A Q(y, T)))

formulaval kongruens példaul a

Vz(FyQ(z,§) D F2(Q(z,2) A Q(y, 2)))

formula. Ugyanakkor nem kongruens vele a

Vy(31Q(y, 7) O I~ (Q(y, ) A Q(x,7)))

formula, hisz az eredeti formulanak y a paramétere, ez utobbinak x.

Vilagos, hogy minden A, B,C' € L formula esetén A ~ A; ha
A~ B, akkor B~ A; ésha A~ B é B =~ C, akkor A ~
azaz a kongruencia egy ekvivalenciarelacio. Ez a relacio az elsérendi
nyelv formulainak egy osztalyozasat generalja; az egymassal kongru-
ens formulakat a logikdban nem tekintjiik lényegében kiilonbozének.
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3.19. DEFINICIO. Egy formulat valtozéiban tisztanak neveziink,
ha benne minden kvantoros el6tagban a formula

1. paramétereitdl és
2. barmely méasik kvantoros el6tagban megnevezett valtozotol

kiilonboz6 valtozd van megnevezve.

3.20. TETEL. Tetszbleges elsérendii formulahoz konstrualhaté vele
kongruens valtozoiban tiszta formula.

3.21. PELDA. A
2Q(x,2) D VxIAz—(Q(z,Z) N R(7, 1))
formula nem valtozoiban tiszta, a vele kongruens
32Q(z, 2) D Vy3di-(Q(y, 2) A R(y, 7))

formula viszont mar az.
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3.2. Els6rendi logikai nyelvek — szemantika

3.22. DEFINICIO. L interpretacidja cgy Z-vel jelolt

<IS7"15> Lpr, Ly, IC’nst>
fligovénynégyes, ahol

l.az Loy m +— Uy fliggvény megad minden egyes m € Srt faj-
tahoz egy Uy nemiires halmazt, a 7 fajtaja individuumok hal-
mazat (a kiillonboz6 fajtaju individuumok halmazainak unidja az
interpretacié individuumtartoméanya vagy univerzuma),
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2.az Lpy: P — pL fligevény megad minden (7, 7o, . .., m) alakt
P € Pr predikdtumszimboélumhoz egy

pt. Uy X Upy X ... X Ur, — {3, h}
logikai fiiggvényt (relaciot),

3.azlp,: [ +— fI fliggvény hozzarendel minden (7y, w9, ..., T, 7)
alakt f € F'n fiiggvényszimbolumhoz egy

]"I:Z/{W1 X Uy X .. X Ur, — Ug
matematikai fiiggvényt (miveletet),

4. az Lopgt: € — -t fiigovény pedig minden 7 fajtaja ¢ € Cnst
konstansszimbolumhoz az Uy individuumtartomanynak egy indi-
viduumét rendeli, azaz ¢t € Us.
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Példa.

1. Az Ar nyelv természetes interpretacioja

Tsrt(szt) = Ny

Tonst(nulla) =0

Trn(f) = f£, ahol f£: Ny — Ny, és

FAn)=n+1, (hane Ny

Trn(g) = g*, ahol g% : Ny x Ny — Ny, és
gt(n,m)=n—+m, (han,me N

Trn(h) = kL, ahol b2 : Ny x Ny — Ny, és
ht(n,m)=n-m, (han,me N

Ip,(P) = P, ahol P : Ny x Ny — {i, R},

)

¢s (ha n,m € Ny),

P m) = {

1 han=m
h egyébként



84 3. Az elsérendii logika

2. Rogzitsiik most a harmadik példanyelv egy interpretacijat.
Ur, legyen {a, b, c}, Ur, pedig legyen {1,2}, tovabba a

Pt {a,b,c} — {i,h}

Q': {a,b,c} x {1,2} — {i,h}

RY: {1,2} x {1,2} — {i,h}

£ {a,b,ct x {1,2} — {1,2}
fiigovények legyenek az alabbi tablakkal adottak:

Pllablecl ©Qflablec |RT|1|2 fIabc
1| h 1 |2 Al 1 |Ald 1|12 2
2 |hit |2 2 1|1 21221

Jelolje a ¢ konstansszimbolum a ¢ individuumot.



3.2. Elsérendii logikai nyelvek — szemantika 85

3.23. DEFINICIO. Legyen az L elsérend( logikai nyelvnek Z egy in-
terpretacidja, az interpretacié univerzuma legyen U. Jelolje V' a
nyelv valtozoinak a halmazat. Egy olyan k: V. — U leképezést,
ahol ha z 7 fajtaju valtozo, akkor k(x) Uzr-beli individuum, az 7
interpretacio egy valtozokiértékelésének nevezziik.

3.24. DEFINICIO. Legyen x egy valtozo. A k™ valtozokiértékelés a
r valtozokiértékelés x-varidnsa, ha x*(y) = k(y) minden z-tdl
kiilonboz6 y valtozo esetén.
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3.25. DEFINICIO.

Legyen az L nyelvnek Z egy interpretacioja és k egy Z-beli valto-
zokiértékelés. Az L nyelv egy m fajtaji ¢ termjének értéke Z-ben
a Kk valtozokiértékelés mellett az alabbi — |t L5 val jelolt — Uy-beli
individuum:

1. ha ¢ € Cnst 7 fajtaju konstansszimbolum, akkor |¢[2F az Uy
beli ¢t individuum,

2. ha x m fajtaju valtozo, akkor |z|2* az Uxr-beli k(z) individuum,

3. ha t1,t9, ...t rendre 7, mo, ..., 7 tajtdju termek és ezek ér-
tekei a s valtozokiertékelés mellett Z-ben rendre az Uy, -beli [t1 57,
az Ur,-beli [to]F . ¢és az Ur, -beli [t L% individuumok, akkor
egy (71, m9, ..., 7, m) alakd f € F'n fliggvényszimbolum esetén
F(t1,to, ... tp) 2 azUn-beli fL(|t1| 55, |62, . [t [2F) in-
dividuum.
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Példa.

1. Az Ar nyelv természetes interpretacidojaban

e barmely valtozokiértékelés mellett
inulla| =0

| f(nulla)| = fI(]nullaD = 1.

o a k(x) =1, k(y) = 3 valtozokiértékelés mellett

() +y)I" = g7 (F@I" |yl) = ¢ (F(|]").3)
— o7 (f7(1),3) = ¢7(2,3) = 5
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2. Hatarozzuk meg a harmadik példanyelv f(c, f(x,Z)) termjének
az el6bb megadott Z interpretacidbeli értékét a kovetkezd valto-
zokiértékelés mellett: legyen k(z) = b, k(y) = a, és k minden
mas 71 fajtaju valtozohoz a ¢, minden mo fajtaji valtozohoz pedig
az 1 individuumot rendelje.

f(c, flz,2))
= [E(lef* " f (2, &) [FF) =
= fHel ™, fE (2P 12 E).
Mivel |e|2F = ¢ = ¢, |z[2F = k(z) = b és |22 = k(2) = 1,
gy fH(e[ 2%, (PR, 2[55) = e, f£(b, 1)), ami f£(b,1) =
2 miatt fZ(c,2), ez pedig éppen 1. Tehat

e, fle, 2)IP" =1,
vagyis f(c, f(x,x)) Z-beli értéke a k valtozokiértékelés mellett 1.

T,k _
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3.26. LEMMA. Az L nyelvnek legyen I egy interpretacioja, ki és Ko
pedig olyan valtozokiértékelések I-ben, amelyek megegyeznek indi-
viduumvaltozoknak egy S halmazan. Ha egy t termben csak S-beli

valtozok fordulnak eld, akkor
wI,/ﬂ _ WI’@-

Példa.
A harmadik példanyelv el6bb vizsgélt interpretaciojaban az f(x, f(c, ))
term jelentése a termben elGfordulo valtozok kiértékeléstdl tiige:

) | R(@) | [f(z, fle,T)]"

=
oo |T|o|s & |5

N | =N =N
N | = NN =N
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3.27. DEFINICIO.

Legyen az L nyelvnek Z egy interpretacioja és x egy Z-beli valtozokiértékelés.
Egy C formulahoz Z-ben a k valtozokiértékelés mellett az alabbi — |C/|F*-val
jelolt — igazsagértéket rendeljiik:

i ha PI(|ti |25, |25, .. [t PR) = i
h egyébként.

)

L. |P<t1,t2, ce ,tkHI’K — {

SAFR = S| AEE

AN BIE# = |A#A| BIE*,
AV BIE* = |A[F|BJE*,
A D BIFr = |AFAD|B|F*,

AR e

. * . . ., s
i ha |AP* =i k minden k* z-varidnsara,

Tk o
6. Ve At = { h egyebkent.

7. |3z A[Fr = i ha |AP" =4 k valamely x* z-variansara,
h egyébkeént.
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Példa.

1. Az Ar nyelv természetes interpretaciojaban a k(z) = 1, k(y) = 3,
k(z) = 4 (a tobbi valtozora k 0) valtozokiértékelés mellett

| (f(nulla) - y) = (f (f(nulla)) + ) |* =
PI(‘f(nulla) |1 F (f(nulla)) + z|%) =

P (T (| fnutla)] " [y|%) . g7 (| (f (nutia)) [, ]a]")) =
PE(1(1,3),¢" (£2(S(nalta)}"), 1) ) = PE (3,477 1), 1) =
PL(3,g%(2,1)) = PL(3,3) = i

Fu ((y + u) = 2) |" =i, mert kK*(u) = 1 mellett
[(y+w) = 2) [ = P (Jy+ul", |27") =

PT (P (gl [ul),4) = PT (g7(3,1),4) = PT(4,4) = ¢
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2. o Hatarozzuk meg most a harmadik példanyelv Q(y, f(c, f(x, Z)))
atomi formuldjanak Z-beli értékét az el6z6 példabeli xk valto-
zokiértékelés mellett.

Qy, fle, flz, 2T = QE(lylT", | f(c, fla, 2))[F5).

ly[" = k(y) = a, az el6z6 példaban pedig kiszamoltuk, hogy
fle, fla, @) =1,
Tehat

Qy, fle, flz, D)[F" = Q*(a,1) =i.
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e Ha viszont a Q(y, f(x, f(x,2))) atom Z-beli értékét akarjuk
kiszamolni x mellett, ehhez az |f(z, f(x, Z))[2" értékre van
sziikség, ami 2. Tehéat

QY. flw, flw, ) = Q% (a,2) = h.
Tovabba a 3zQ(y, f(z, f(x,x))) formula Z-beli értéke a k val-

tozokiértékelés mellett ¢, hiszen magéra k-ra (K egyik lehetsé-
ges z-variansa onmaga)

Qy, f(z, flz, &))F" =1

AVzQ(y, f(z, f(z,x))) formula Z-beli értéke k mellett viszont
h, hiszen k azon k* z-varidansa mellett, melyre K*(2) = b, az
adodik, hogy

LR =,

Qy, f(z, f(z,2)))
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3.28. LEMMA. Az L nyelvnek legyen I egy interpretacioja, ki 6s
ko pedig olyan valtozokiértékelések Z-ben, amelyek megegyeznek in-

dividuumvaltozoknak egy S halmazan. Ha az A formula olyan, hogy

Par(A) C S, akkor

\A|I>“1 = |4 1Ko

Példa.
A harmadik példanyelv Z interpretaciojaban a 3g—R(y, f(z, f(c, T))
formula jelentése az alabbi relaciotablaval irhato le:

k() | £(2) | [3g-R(y, f(z, f(c.2))]"
a 1 h
a 2 ?
b 1 h
b 2 h
C 1 ?
C 2 h
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Példa.
Vizsgaljuk most a ({7}, {P,Q, R}, {f,g,h}, D) nyelvet a

14! V9

P (m | f] (mm)
Q| (mm) |g| (mmm)

R|(m,m,m) || h| (7,7, 7, )

szignaturaval. Legyenek x,vy, z,... w fajtaju valtozok. Jeloljik ezt
az elsérend nyelvet £'-vel. Megadjuk most az £ nyelv egy lehetsé-
ges interpretdciojat: Z'-t. Legyen a nyelv univerzuma az {a, b, c}
halmaz és a PT és a QI/ relaciok tablaval adottak:

/

P lalblc QY la|b | c
11| h a ||[t|h|1
b |h|l2 |1
c |h|h|h
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Az RT relacio pedig a kovetkezs:

BT (2., 2) = {

¢ ha y = a és x és z megegyeznek,
h egyébként.

Az fI/ és a gI/ miiveletek mtivelettablai:

/

fflal/b|c Zlalble

b|lc|a alalala

b jla/b/b

c lalb|c

A hT mivelet pedig a kovetkezs:

(a ha z,y és 2z koziil legalabb egy a,
hz/(x,y,z) =< b hax,yészisb,

| C egyébként.

Ezzel megadtuk az Z” interpretaciojat az £ nyelvnek.
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Vizsgaljuk most meg néhany £'-beli formula Z’-beli jelentését.

1. A Vz(P(x) D Q(x,x)) zart formula igazsidgértékének megal-
lapitasahoz meg kell hatarozni egy tetszélegesen rogzitett k 0sszes
lehetséges z-varidnsa mellett a P(z) D Q(x,z) formula Z’-beli
igazsagértekét. Elég P(x) D Q(x,x) paraméterénél ismerni a
lehetséges x-varidnsok értékét:

k() || [P@)]" | Q@ 2)|" | [P(z) D Q(z, )|

a ) ) )
b 1 7 1
C h h 1

Minden z-varidns mellett igaz P(x) D Q(z,z), igy Vo (P(x) D
Q(x,x)) igaz I'-ben.
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2. Vizsgaljuk most a =P(x) A R(x,y,x) formulat. A formula pa-
raméteres, paraméterei x és y. Z'-ben egy-egy rogzitett valto-
zokiértékelés mellett igazsagértékét meghatarozhatjuk.

k() | Kk(y) | [P(@)]" | [~P(x)]" | [R(z,y,2)|" | |[7P(z) A Rz, y, z)|"
a a 1 h 2 h

a b i h h h

a C 7 h h h

b a l h ? h

b b l h h h

b C ? h h h

C a h l ? 1

C b h ? h

C C h 1

Bz egy {a, b, c}? — {i, h} relacio tablaja, ez a relacio a =P(z) A
R(x,y,x) formula Z” interpretaciobeli jelentése.
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3. Nézziik meg azt, hogy mit jelent a Jy(—=P(x) A R(x,y,x)) for-
mula. Most is minden & valtozokiértékelés mellett meg kell hatarozni
a formula igazsagértékét. De mivel a formulank kvantalt, minden
k esetén vizsgalni kell az y-varidnsai mellett a kvantor hatés-
korébe esé formula igazsagértékeit is. Az el6z6 tablazatban vi-
szont épp olyan valtozokiértékelések szerepelnek, melyre x(z) =
a, és k(y) = a, k(y) = b, kK(y) = c rendre éppen a K(x) = a
lehetséges y-variansai, majd k(x) = b lehetséges y-varidnsai, és
k(x) = c lehetséges y-varidnsai is megtalalhatok.

k() | By(=P(x) A Rz, y, x))["

a h
b h
C 1

Ezegy {a,b,c} — {i, h} relacio tablaja, ez a relacio a Jy(—P(xz)A
R(x,y,x)) formula Z’ interpretaciobeli jelentése.
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3.3. Els6rendi logikai torvények

3.29. DEFINICIO. Az elsérendi logikai nyelv egy A formuléja kielé-
githet6, ha van a nyelvnek olyan Z interpretacidja és Z-ben van
olyan k valtozokiértékelés, amelyre | A L.k — i eoyébként A kielégit-
hetetlen. Ha az Z interpretacid és a x valtozokiértékelés olyanok,
hogy | A Lk = v, azt mondjuk, hogy Z a k valtozokiértékelés mellett
kielégiti A-t.

Amennyiben az A formula zart, igazsagértékét egyediil az interpreté-
ci6 hatarozza meg. Ha |A[X = i, azt mondjuk, hogy az 7 interpreta-
cio kielégiti A-t vagy méasképp, a Z interpretacio az A formula
modellje.
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3.30. PELDA.

(a) A P(x) D VoP(x) formula kielégithets, mert példaul az Z” in-
terpretacioban egy o olyan  valtozokiértékelés mellett, amelyben
a(x) = ¢, [P@)F = h, & igy

P(z) D VaP () = |P@)F " o [V P(x)|F * =i

(b) Ugyanakkor a Vo P(x)A—P(x) formula kielégithetetlen, hiszen ha
rogzitiink egy tetszéleges 7 interpretaciot és Z-ben egy tetszéleges
k valtozokiértékelést, akkor |V P(z)|2*

1. vagy h igazsagértéki, igy
Vo P(x) A =P(x)["" = Ve P(@)[* A |=P()[*" = h,
2. vagy 1 igazsagerteku, de ekkor k minden x-varidnsa, tehat
maga r mellett is |P(z)[2F = i, igy |[~P(z)[2F = h, ezek
szerint most 1s

VaP(z) A —P(z)[*" Lok =,

= VxP(x)[""" N\ |-P(x)
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3.31. DEFINICIO. Az elsérendi logikai nyelv egy A formulaja logi-
kal torvény, ha a nyelv minden Z interpretaciéjaban és Z minden
k valtozokiértékelése mellett |A[F = 4.

Jelolése: = A.

3.32. PELDA.

(a) A P(x) D VaxP(x) formula bar kielégithets, de nem logikai to1-
vény, mert példaul az Z' interpretécioban egy olyan k valto-
zokiértékelés mellett, amelyben k(x) = a, ]P(:C)\I/’“ = ¢, de
WxP(:L’)\I/’“ = h, mivel a k*(x) = c valtozokiértékelés mellett
P(z)[F %" = h. Ezert

[P(z) D VaP(x)|FF = |P(2)FF > VaP(x)|FF = h.
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(b) Alabb pedig azt bizonyitjuk be, hogy a VxP(x) D P(x) formula
viszont logikai torvény. Rogzitsiink tetszolegesen egy Z inter-
pretaciot és egy wk valtozokiértékelést. Két eset lehetséges:

1. Ha 7 kielégiti a Va P(x)-et, akkor Z minden valtozokiértékelése
mellett, tehat & mellett is |P(z)[2F = i, azaz

VzP(z) D P(x)|PF = Ve P(z) |2 o |P(2x)[P " =14

2. Ha pedig Z nem elégiti ki a VzP(x)-et, azaz |V P(z)[* = h,
akkor szintén

VxP(z) D P(x)

Lk = Wz P(z)[FF o |P)|P" =i,
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Hasonloan az itéletlogikdhoz, egy elsérendi logikal nyelv formulait
1s osztalyozhatjuk szemantikai tulajdonsaguk alapjan:

/ kielégitheto kielégithetetlen \

logikailag igaz )
N J
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Az itéletlogikdban hasznaltuk a primformula fogalméat. A prim-
formulakbol a =, A, V, D logikal 6sszekotdjelek segitségével minden
itéletlogikai formulat fel tudtunk épiteni. Egy elsérendi logikai nyelv-
ben is vannak ilyen formulak: a nyelv atomi formulai és a kvantalt
formulak. Ezek a formulak az elsérendi logikai nyelv primfor-
mulai.

3.33. PELDA. A harmadik példanyelvben primformulék:

P(z),Q(y,2),32Q(y, ), Ve—-32Q(y, 2), . ..
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3.34. DEFINICIO. Egy formula azon részformuléit, amelyek prim-
formulak és amelyekbdl a formula csupan a =, A, V, D logikai 6ssze-
kotdjelek segitségével felépithetd, a formula primkomponenseinek
nevezziik.

3.35. PELDA. e AVx—dzQ(x, ) formula egyetlen primkomponense
onmaga.
o A ~3z(Q(x,2) V R(Z,2)) D Q(x, ) primkomponensei
a 32(Q(z,z) V R(Z,2)) és a Q(x, Z) formulak.
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Legyenek az A formula primkomponensei Ay, As,..., A;. Ha
a killonbozé primkomponenseket itéletvaltozoknak tekintenénk, az
ioy kapott itéletlogikal formulahoz megadhatnank az igazsagtablat.
Az elsérendd formuldhoz igy megkonstrualt tablazatot Quine-féle
tablazatnak hivjuk.

e ['bben a tablazatban a sorokban szerepls igazsagértékekrdl azon-
ban nem tudhatjuk, hogy van-e egyaltalan olyan interpretaci6 és
az interpretacioban olyan valtozokiértékelés, ami mellett a prim-
komponensek igazsagértékel rendre ezek lennének.

e Az viszont nyilvanvald, hogy minden interpretacié és minden val-
tozokiértékelés esetén a primkomponensek igazsagértékel a Quine-
tablazat valamelyik soraban a primkomponensekhez tartozé osz-
lopban rendre megtalalhatok.
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3.36. PELDA. A ~Jdz—P(xz) D VaP(zx) formula primkomponensei
dr—P(x) és Ve P(x). A formula Quine-féle tablazata a kovetkezd:

Jr—=P(x) Ve P(x)| ~3dz—-P(x) D VxP(x)
? h 1
h ( (
h h h
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Jellemezziik most a Quine-tablazat segitségével az elsérendi for-
mulakat.

3.37. DEFINICIO. Az elsérendi logikai nyelv egy A formulaja tau-
tologikusan igaz (tautologia), ha a formula Quine-tablazataban A
oszlopaban csupa ¢ igazsagérték talalhato. Jelolése: =p A.

3.38. LEMMA. Ha az A elsérendif formula tautologikusan igaz (tau-
tologia), akkor elsdrendi logikai térvény, azaz ha =y A, akkor = A.

Egy formula Quine-tablazataban lehetnek olyan sorok is, melyek-
ben szerepld igazsagértékeket az egyes oszlopokhoz tartozo primkom-
ponensek egyszerre egyetlen interpretacioban egyetlen valtozokiér-
tékelés mellett sem vehetik fel. Az ilyen formula bar nem tautologia,
elsérendi logikal torvény még lehet.
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3.39. PELDA.
(a) A (JzP(x) D Ve P(x)) D =3z P(x)VVzP(x) formula primkom-
ponensei JxP(x) és VaP(x). A formula Quine-féle tablazata a

kovetkezd:

drxP(x) Ve P(x)| (3xP(x) D VeP(x)) D ~JzP(x) V Ve P(x)
1 h (
h 1 (
h h i

A formula oszlopaban csupa ¢ igazsagérték talalhato, tehat a for-
mula tautologikusan igaz, azaz logikal torvény.
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(b) Lattuk, hogy a ~dz—P(x) D VaxP(x) nem tautologikusan igaz
formula, pedig logikal torvény. Egy tetszdlegesen rogzitett Z in-
terpretacioban ugyanis
1. vagy |~3z—P(z)|* = h, igy |-3z—P(z) D YzP(z)[t =i,

2. vagy |~3z—P(x)|* = i, ekkor viszont |[Jz—P(z)[* = h. Ez
pedig azt jelenti, hogy minden s valtozokiértékelés mellett
—P(z)|2F = h, azaz |P(z)|P"F = i, tehat |VoP(z)[t = i,
loy viszont ebben az esetben is |~Jz—P(z) D VzP(z)[t =i,

tehat a =dx—P(x) D VaP(z) formula logikai torvény.
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3.40. TETEL. Legyeneck A, B és C elsérendii logikai formulak, ekkor
a kovetkezd formulak elsérendi logikal torvények:

bévités elétaggal

implikaciolanc-torvény

reductio ad absurdum

a kétszeres tagadas torvénye

a kizart harmadik torvénye
ellentmondas térvénye

az azonossag torvénye
tranzitivitas

ellentmondasbol barmi kovetkezik

Peirce-torvény

=AD(BDA)
FAD(BDC)D((ADB)D(ADC0O))
=AD(BD>AAB)

FAABDA é FEAANBDRB
FADC)D(BDC)D(AvBD(O))
FADAVB é EBDAVBE
=(ADB)D((AD-B)D-A)
=-—ADA

= Av-A

= (A A-A)

FADA
FADB)A(BDC)D(ADC)
=AD(-ADB)
F(ADB)DA)DA
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3.41. TETEL. Legyenek A és B az L nyelv tetszbleges formulai. Ek-
kor

=VrAVVeB DVz(AV B)
= Jdz(AAB) D dzAANJxB
= JyVax A D VadyA
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3.42. DEFINICIO. Legyenek A és B az L nyelv tetszleges formulai.
Azt mondjuk, hogy az A és a B elsérendi formulédk logikailag ek-
vivalensek, és ezt a tényt tgy jeloljiik, hogy A ~ B, ha minden 7
interpretacioban és x valtozokiertékelés mellett |A[L* = | B|£#,
3.43. PELDA.

(a) A =VzP(x) és a dr—P(x) formulak ekvivalensek, ugyanis tetszo-
legesen rogzitett Z interpretacioban és x valtozokiértékelés mel-

lett ha

1. |=VzP(z)|* = i, akkor |VzP(z)[* = h, azaz van k-nak olyan
k* z-variansa, hogy |P(z)/%f = h, tehat |[~P(z)[F* = i,
azaz |Jz—P(z)|f = 1.

2. |-V P(z)|* = h, akkor |VzP(x)[? = i, azaz k-nak minden x*

LK" = tehat |- P(z)[%r = h,

x-variansa olyan, hogy |P(x)
azaz |Jz—P(z)|* = h.
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(b) A VadyQ(x,y) formula viszont nem ekvivalens a IyvVzQ(x, y)
formulaval. Vizsgaljuk meg a formuldkat az Z” interpretacioban.

1. \‘v’azEIyQ(a:,y)]I, = ¢, mert ,mindharom” x-varians valtozoki-
értékeléshez van olyan y-varians valtozokiértékelés, hogy mel-
lette Q(x,y) ¢ igazsagértéki. Legyen ugyanis ;1 olyan, hogy

1(2) = a, k(y) = a. ky olyan, hogy a(x) = b, aly) = b
és k3 olyan, hogy ks(x) = ¢, k3(y) = a. Ekkor

1Qz, y)[FR = |Qa, y)|F "2 = |Q(x, y)[F 3 =

2. |E|nyQ(x,y)|I = h, mert ,mindharom” y-varians valtozoki-
értékeléshez van olyan x-varians valtozokiértékelés, hogy mel-
lette Q(z,y) h igazsdgértéki. Legyen ugyanis k1 olyan, hogy

r1(y) = a, K1(z) = b, Ky olyan, hogy ro(y) = b, ro(x) =
és k3 olyan, hogy k3(y) = ¢, k3(x) = a. Ekkor

Q(x, y)[F 1 = |Q(z, y)F "2 = |Q(w, y)[F 3 = h.
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Legyenek A és B elsérendi formulak.
3.44. LEMMA. A ~ B pontosan akkor, ha = (A D B)A(B D A).

3.45. TETEL. Ha A =~ B, akkor A ~ B.

3.46. TETEL. Ha A olyan formula, hogy x ¢ Par(A), akkor
VA~ A é drA~ A

3.47. TETEL.

VaVyA ~ VyVae A és drdyA ~ dydxrA.
3.48. TETEL. (KVANTOROK KETOLDALI KIEMELESE.)

VxAAVxB ~Vr(AAB) és 3xAV JxB ~ Jx(AV B).
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3.49. TETEL. (DE MORGAN KVANTOROS TORVENYEI.)
—dx A ~Vr—-A és VA ~ dr-A.

3.50. TETEL. (KVANTOROK EGYOLDALI KIEMELESE.)
Ha x ¢ Par(A), akkor
AANYzB ~Vz(AANB) AANdJxB~3dz(AANB)
AVVxB ~Vx(AVB) AvVdzB~3dx(AV B)
ADVeB~Vr(ADB) ADdxzB~dz(AD B)
ViBDA~dx(BDA) deBDA~Vx(BDA)
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3.3.1. Formulak prenex alakja

Egy Q1z1Q27o ... QnapnA (n > 0) alaku formulat, ahol a A kvan-
tormentes formula, prenex alaka formulanak neveziink.

Példa.

AVaVy(P(z,y) O =Q(x)), a JaVy(P(z,y) V R(z, 2)), a = P(z, x)
formulak prenexformulak, viszont a VaVyP(x,y) D —Q(x) formula
nem prenexformula.

Lemma.
Fey elsérendi logikai nyelv tetszéleges formulajahoz konstrualhato
vele logikailag ekvivalens prenex alaki formula.
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A konstrukeio lépései:
1. valtozo-tiszta alakra hozzuk a formulat;

2. alkalmazzuk De Morgan kvantoros és az egyoldali kvantorkie-
melésre vonatkozo logikal torvényeket.

Peélda.
VeP(x) D -3zQ(x)

| valtozo-tiszta alakra hozéas

Ve P(x) D —JyQ(y)
| egyoldali kvantorkiemelés

VxP(x) D Vy—-Q(y)

)
Jz(P(z) D Vy—Q(y))
J2Vy(P(z) O =Q(y))
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3.4. Szemantikus kovetkezményfogalom

3.51. DEFINICIO. Legyen I' egy els6rendd nyelv formulainak hal-
magza ¢s B formula.

B logikai kovetkezménye a I' formulahalmaznak (vagy a I'-beli for-
muléknak), ha a nyelv minden olyan interpretacidja és valtozokiér-
tékelése, amely kielégit minden I'-beli formulat, az kielégiti a B for-
mulat is.

Jelolése: T' = B.
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3.52. PELDA.

(a) A {P(c), Vx(P(x) D d2Q(z, 7))} formulahalmaznak logikai ko-
vetkezménye a 32Q)(c, ) formula. Ugyanis ha Z egy olyan inter-
pretacio, hogy

P(e)[f =i & Va(P(x) D 33Q(x, #))[F =,
akkor barmely z-varidns x mellett |P(z) D JzQ(x, T)
Legyen r(x) = |c[£. De
P(@)[* = [P(o)}* & [32Q(z, &)[F" = [32Q(c, #)[,
Lk — § miatt |32Q(x, 2)|FF = i, tehat

LR =4,

igy vilagos, hogy |P(x)
3EQ(c, #)[F =i

(b) A FaVZR(f(x,2),2) formulanak nem logikai kovetkezménye a
VZR(Z, ) formula, hisz az ZP1 interpretacioban a dxVZ R(f(z, ), T)
formula ¢, de a VZR(x, ) formula h igazsagértékd.
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3.53. TETEL. Legyenek Ay, Ao, ..., Ap, B (n > 1) az elsérendd
formulak. {Aq, As, ..., Ap} |E B pontosan akkor, ha

l.az Ay N Ao N ... N Ay N B formula kielégithetetlen.
2.az Ay NAas N\ ... N A, D B formula logikai torvény.
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3.54. DEFINICIO. Legyen [ egy elsérendi nyelv formuldinak véges
halmaza és B tetsz6leges formulaja. Azt mondjuk, hogy B tau-
tologikus kovetkezménye I'-nak, ha a I' formulahalmaz és B kozos
Quine-tablazataban azon sorokban, ahol minden I'-beli formula alatt
1 1gazsagértéek talalhato, B oszlopaban is csupa ¢ igazsagérték van.
Jelolése: a I' =g B.

3.95. LEMMA.

Ha {Aq, Ao, ...  Ap} o B, akkor {Aq, Asg, ..., An} E B.
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3.56. PELDA.

1. A{Ved2Q(z,z) D Ve P(x), -VaxP(x)} formulahalmaznak tau-

tologikus kévetkezménye a =Vo3zQ(z, ) formula;

Ve3dzQ(x, T)

Ve P(x)

VedzQ(x,z) D Ve P(x)

Vo P(z)

—Vr3dzQ(z, T)

1

?

h

h

h

h

h

7

h

1

h

7

1

1

h
h
2. Az 3.52. (a) példajaban pedig a kévetkezményformula nem tau-

tologikus kovetkezménye a feltételformulak halmazanak.
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3.57. TETEL. Legyenck A, B és C tetszbleges elsérendii logikai for-
mulak. Az alabbiakban felsorolt elsérendii kévetkeztetésformak he-

lyesek:

a levalasztasi szabaly vagy modus ponens ({A D B, A}, B)

a kontrapozicio vagy modus tollens
reductio ad absurdum

az indirekt bizonyitas

feltételes szillogizmus

kovetkeztetés esetszétvalasztassal
modus tollendo ponens

az D-ra vonatkozo kovetkeztetésforma

a ——-re vonatkozo kovetkeztetéstormalk

(

({A D B,-B},—A)

({A D B,AD-B},-A)
({—-A D B,—~A DB}, A)
{AD>DB,BD>C},ADC(C)
{AVB,ADC,B>C}C)
({AV B,-A}, B)

({B},A D B)

({——ALA) é ({4}, -4)
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a V-ra vonatkozo kovetkeztetésformak — ({A}, AV B) és ({B},AV B)
az A-re vonatkozo kivetkeztetésformak — ({A, B}, AN B)
{AANB},A) é6s ({ANB},B)

Természetesen vannak olyan elsérendii kovetkeztetésforméak is, amely
kovetkeztetésformakban a formulahalmaznak logikai (de nem tauto-
logikus) kovetkezménye a formula.

az univerzalis kvantor elhagyasa ({Vz A}, [A(x || t)])
az egzisztencialis kvantor bevezetése {[A(z || t)|}, JzA)
szillogizmusok

({Vz(A D B), Vx(B D C}, V(A D C))
({Jz(AAB),Ve(B D C)}, Jx(ANC))



4. fejezet

A szekventkalkulus

A szekvent

Legyenek Ay, Ao, ..., An, B1, Bo, ..., By, (n,m > 0)egy elsérend
nyelv formulai. Ekkor a

TANANAAN...NA,DBVByV...VB,V_L

formulat szekventnek nevezziik.

Jelolése:

A, Ay, ... Ay — By, By, ..., By, vagy rovidebben: I' — A, ahol
'={A, Ay, ..., Ap}t és A ={B1,By,...,Bn}.
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A kalkulus axiobmasémai és levezetési szabalyai

Al — AA
1I'—= A
[' — AT
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ABI' — A ['— AA.T'— AB
(A =) (—A)
(ANB)'— A ["— A(AAN B)

Al' - A: BI' - A ' — AAB
(V=) (— V)
(AV B)I' = A ["— A(AV B)
['— AA; BI' — A Al' - AB
(>—) (—>)
(AD B)I' - A ['— A(AD B)
['— AA Al' - A
Al - A ['— A=A
v —) A(z|[t)Vz Al — A () ['— AA(x||ly)
Ve Al' — A ['— AVz A

Alz||ly)l' — A

3 ) (- ['— AA(x||t)Iz A
drAl' — A

[' — Adz A
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ey szekventet a kalkulusban levezethet6nek neveziink, ha
® vagy axioma,

e vagy van olyan levezetési szabaly, melyben ez vonal alatti szekvent
és a vonal feletti szekvent vagy szekventek pedig levezethetdek.

(a) A kalkulus helyes, mert ha az
A1, As, ..., Ay — By, By, ..., By, szekvent levezethets a kalku-
lusban, akkor a
TANAINAN...NA, D BV ByV ...V By, V L formula
logikai torvény:.

(b) A kalkulus teljes, mert ha az
A formula logikai torvény, akkor a
— A szekvent levezethetd a kalkulusban.
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