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I. fejezet
Bevezetés

A vizuélis informaécio szamitégépes feldolgozasanak mintegy 30 éves multja
van. A szamitégéppel megoldott képfeldolgozasi feladatok skaldja nagyon
széles, ezért ez a jegyzet nem tiizhette ki célul az olyan technikak elméleti
hatterének ismertetését, amelyek optikai, analdég eszkozoket hasznalnak.

A digitélis képfeldolgozas soran arra toreksziink, hogy a képek elemzése
révén fokozatosan megértsiik, azaz helyesen értelmezziik a képben foglalt
vizualis informacidkat; masszéval felismerjiik, hogy mit abrazol a kép.

A folyamat fizikai szintjéhez tartozé moédszereket és eljarasokat képdtala-
kitdsoknak nevezziik. A kiindulds valamilyen kép, amelyet el6szor rogziteni
és digitalizalni kell. A cél az, hogy a vizualis vagy a gépi kiértékeléshez,
illetve a tovabbi feldolgozashoz az eredetinél kedvezobb tulajdonsagi képet
nyerjink. A célt a lényeges informdcidkat megérz6 atalakitdsokkal érjik
el. Az eljarasokat globdlisnak, illetve lokélisnak nevezziik attdl fiiggden,
hogy a feldolgozas soran egyidejlileg az Gsszes képpont, illetve az egyes
képpontoknak egy meghatarozott kérnyezetéhez tartozé képpontokat érté-
keljiik-e ki. A képatalakitdsok két f6 tertilete a kovetkezd:

— A képkorrekcick célja egyrészt kijavitani a leképezési hibakat, mas-
részt kiemelni a lényeges képi informaciotartalmat. A korrekcids
eljarasok két f6 csoportba sorolhatjuk: képjavitdsi eljardasok egyrészt
a leképezés soran éhatatlanul elszegényedd kontrasztossag fokozasara
és a zajok (kis teriiletre kiterjed6 képhibdk) megsziintetésére iranyul.
A képhelyredllitds soran olyan hibatlan kép eléallitasara toreksziink,
amelyet egy hibatlan leképezd rendszer produkalt volna a kiinduld
képbél.

— A szegmentdlds az értékes és a hattérpontok geometriai szétvalasztdsat,
vagyis az objektumok elkiilonitését jelenti.

A folyamat elemzési szintjén végzett feldolgozast képosztdlyozdsnak ne-
vezziik, amelynek két {6 terlilete az alakfelismerés és a texturaelemzés. A
lényeges mozzanat mindkét teriileten az objektumok sajatsagai alapjan vég-
bemené osztilyozas.
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— Alakfelismerésrol beszéliink, ha az objektumokat a kép makrostruk-
turdjabol szarmaztattuk le, és az osztdlyozashoz figyelembe vett
sajatsdgok is a makroszerkezettel kapcsolatosak.

— A texturaelemzés a kép mikroszerkezetének vizsgdlatat jelenti. A
texturdk statisztikusan ismétlodo tertiletelemek, amely elhanyagol-
hatéan kicsik ahhoz az alakzathoz képest, amelyet alkotjak.

A digitalis képfeldolgozas legmagasabb szintje a képfelismerés. Ennek
soran a képleiras alapjan azonositjuk az objektumot a valésagos targyakkal,
és az egymashoz viszonyitott helyzetiik, méretiik alapjan felismerjik, hogy
mit abrazol a vizsgalt kép.

Az elmult években a digitalis képfeldolgozas jelentOsége megnovekedett.
Ezt a fejlodést bizonyitja a szamtalan alkalmazasi lehetOség is, hiszen az
ipari robottechnikatol az orvosbiolégidig, az trkutatastél a biintildozésig
sorolhatnank a képfeldolgozast felhaszndld teriiletek listdjat.

Ez a jegyzet kilenc fejezetben ismerteti a képfeldolgozési algoritmusok
elméleti hatterét, kovetve az immaron klasszikussa valt irodalmi felosztast.



I1. fejezet
Alapveto fogalmak, definiciok

A digitalis képfeldolgozas elmult negyedévszazados fejlédése soran egyre

er6sodott az igény arra, hogy az egyedi gyakorlati problémak, feladatok

megoldasa mellett az altalanosabb elméleti modellek matematikai eszkozokkel
torténo vizsgalata is az elGtérbe keriiljon. Ebben a fejezetben a digitdlis

képfeldolgozas problémakorének ismertetéséhez sziikséges alapveté fogal-

makat és jelolési konvencidkat kivanjuk Osszegezni.

1. A digitalis topolégia elemei
1.1. Digitalis kép

A 7Z"-t n-dimenzids digitdlis siknak, elemeit pontoknak nevezzik. Az n-
dimenziés digitélis sik nemiires részhalmazat n-dimenzids digitdlis halmaznak
nevezzik. Egy n-dimenzidés X digitdlis halmaz felett értelmezett f : X —
{0,1,...,m—1}(m € N;m > 2) fiiggvényt m-szint{i digitdlis képnek neveziink.
Az X halmazt az f koordindta-halmazénak, a {0,1,...,m—1} halmazt az f
értékhalmazanak nevezziikk. A (p, f(p)) rendezett part (p € X) képponinak
vagy pizelnek nevezziik, ahol p a pizel koordindtdja, f(p) a pizel vildgossdg-
kodja.

Egy X digitalis halmaz felett értelmezett 2-szintti f digitédlis kép esetén
hasznéljuk a bindris kép elnevezést is. A binéris kép eldterén az F = {p €
X | f(p) =1}, ahdtterén a B = {p € X | f(p) = 0} halmazt értjik. Az el6tér
pontjait objektumpontoknak, a hattér pontjait hdttérpontoknak nevezziik.

A kés6bbiekben, ha egy n-dimenzids digitalis halmaz p pontjanak koordinatéit
is fel kivanjuk tiintetni, akkor azt a p(z, 4, .. 2,) @lakban fogjuk megtenni.
Specidlisan n = 3, illetve n = 2 esetben a p(, , .y, illetve a p(, ) jelolés is
hasznalatos.

Azonos X digitédlis halmaz felett értelmezett digitalis (illetve a V és a A
miiveletek esetén bindris) képek kozott a kovetkezéképpen értelmezhetiink

11
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miiveleteket:
f+g={(p,hp))|hip) = f(p)+9(p)p € X}
fxg={(,h@)|hp) = flp) 9(p).p € X}
fVvg={(p,hp))|hip) = f(p)Vg(p)p € X}
I Ag={(p,h(p))| h(p) = f(p)Ag(p),p € X}

Egy f: X — {0,1,...,m — 1} digitélis képet konstansnak neveziink, ha
f(p)=c(ce{0,1,...,m —1}) minden p € X-re.

Az f digitélis képet nullképnek, illetve egységképnek nevezzik, ha f(p) = 0,
illetve f(p) =1 teljesiil minden p € X-re.

1.2. Szomszédsagi struktirdk

Legyen X egy digitélis halmaz. Az (X, N) rendezett pért, ahol az N az X
digitalis halmazon értelmezett irreflexiv, szimmetrikus binér relacio, szom-
szédsagi struktiurdnak nevezink.

Minden szomszédsagi struktiurdhoz hozzé lehet rendelni egy hurokmentes,
tobbszoros éltol mentes, nem-irdnyitott grafot, ahol a csticsok a koordina-
tahalmaz elemei. A graf két csucsat akkor koti Ossze él, ha a két pont
relaciéban all N-re nézve. Ezt a grafot szomszédsdgi grdfnak nevezziik.

Az (X, N) szomszédsigi struktira minden p € X pontjara definidljuk az
N(p) = {q|(p,q) € N} halmazt, amelyet a p pont (X, N) szomszédsdgi
struktirdra vonatkozé szomszédsdgénak nevezzik. A ¢ € N(p) pontot a p
pont (X, N) szomszédsagi struktirdra vonatkozé szomszédjanak nevezziik.

Legyen p(y ) €s (s, ugyanazon kétdimenziés digitélis halmaz két pontja.
Definidljuk a kovetkezo relaciokat:

(p,q) € Ny =lz—da|+y -y =1,

(p,q) €Nt =lz—a|=ly—y|=1
Legyen tovabba Ng = N4 U Nj. Ezen relacidk segitségével definialhatjuk
az Ny, az Np, és az Ny szomszédsigokat, amelyeket /-szomszédsdgnak,

kozvetett szomszédsdgnak és 8-szomszédsdgnak nevezziik. Ertelemszertien
hasznalhatjuk a 4-szomszéd, I-szomszéd és a 8-szomszéd elnevezéseket is.

Az Ny jelolés mellett az Np jelolés is haszndlatos. Az Np szomszédsdgot
kozvetlen szomszédsagnak, és annak elemeit D-szomszédoknak nevezziik.
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Az irodalomban altalanos mddszer binaris képek szemléltetésére az alabbi
grafikus reprezentacio:

O|I=IN| W|hA

112
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9000
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1. dbra. Digitalis kép grafikus reprezentaciéja

Ahol o a hdttérpontokat, e az objektumpontokat és ezek egyiittesen a vizsgalt
digitdlis halmaz pontjait jelolik.

Most tekintsilink egy egyszerii példat a fenti fogalmak szemléltetésére. Legyen
az X digitélis halmaz a kovetkez6képpen definidlva: X = {(0,0), (1,0),(2,0),
(3,0), (4,0), (0,1), (1, 1), (2,1, (3, 1), (4,1), (4,2), (3,3), (4, 3), (3, 4), (4, 4)}.
Legyen f egy X feletti binaris kép, amely rendelkezik a kovetkezo tulaj-
donsaggal:

f( )_ 17 ha\x—y\ﬁQ,
Pew)) =0, egyébként.

Ekkor az f bindris kép el6tere az F' = {(0,0), (1,0),(2,0),(0,1),(1,1),(2,1),
(3,1),(4,2),(3,3),(4,3),(3,4), (4,4)} digitalis halmaz lesz. Nyilvdnval6an a
hatteret a B = X \ F' = {(3,0),(4,0),(4,1)} Osszefiiggéssel kaphatjuk meg.
A (3,1) koordinatdji pont kozvetett szomszédja a (4,2) koordindtaju pont-
nak. A (0,0) koordinatdju pont kozvetlen szomszédja a (0,1) koordindtaji
pontnak. Hasznédlatos még az irodalomban az Nj(p) = Ny(p) U {p} és az
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N3 (p) = Ns(p) U {p} jelolés is. Példaul: Ni(pz 1)) = {(4,1),(2,1),(4,1)}
és NS(p(S,l)) = {(47 1)7 (47 2)7 (27 1)7 (27 0)7 (37 0)7 (47 0)}

Legyen X és Y digitélis halmaz, tovabba (X U Y, N) egy szomszédsagi
struktira. Az X és az Y egymads szomszédjai ezen szomszédsagi strukturara
vonatkozoan, ha létezik p € X és létezik ¢ € Y gy, hogy p és g egymas
szomszédjai az (X UY, N) szomszédsagi struktirara vonatkozoéan.

Legyen (X, N) egy szomszédsdgi struktira, p és ¢ az X digitédlis halmaz
tetszOleges két pontja. A p = pg,...,pm = g pontsorozatot a p-t és g¢-
t Osszekoté (m € N) m-hosszisigd, az adott szomszédsigi struktirara
vonatkozé dtnak nevezziik, ha p; és p;—1 (0 < i < m) szomszédosak az
adott szomszédsagi struktirara vonatkozdan.

A kordbbi példank jeltléseit felhasznalva az F' halmazt bontsuk fel a ko-

vetkez6képpen: F' = {(0,0),(1,0),(2,0),(0,1),(1,1),(2,1),(3,1)}, F" =

{(4,2),(3,3),(4,3),(3,4),(4,4)}. Az F'" az F" 8-szomszédja lesz, mert p(3 1) €
F', qua9) € F" és p 8-szomszédja g-nak. Kénnyen ellendrizhetd, hogy F” nem

4-szomszédja F"-nak.

Példaként keressiink egy olyan 8-utat amelyik a (2,1) koordindt&ji pontot

és a (4,3) koordinatdju pontot Osszekoti. Az egyik lehetséges megoldés a

(2,1),(3,1),(4,2), (4,3) pontsorozat. Azonban esetiinkben 4-tt nem létezik.

Legyen (X, N) egy szomszédségi struktura, p és g az X digitalis halmaz tet-
sz0leges két pontja. A p és a q kapcsolodo az adott szomszédsagi strukturdra
vonatkozdan, ha létezik abban a p-t és ¢-t 6sszekoto it.

Az X pontjai kozott a fenti definicié értelmében egy kapcsoloddsi reldciot
definidlhatunk a koévetkezOképpen. A p és g X-beli pontok kapcsoléddak
(jelolés p «~ q), ha p és q kozott 1étezik ut. Konnyen bizonyithat6, hogy
ez a relacié ekvivalencia-relacié. Ezen ekvivalencia-relacié altal indukalt
osztalyokat X-beli mazimdlis kapcsolodo részhalmazoknak vagy komponen-
seknek nevezziik.

A korébbi példa alapjan a (2,1) és a (4, 3) koordinataji pont 8-kapcsol6do,
de nem 4-kapcsolédd. Fontos megjegyezni, hogy ha p és ¢ valamely digitélis
halmaz pontjai, és p és q 4-kapcsolodd, akkor 8-kapesolddo is.

Az Y C X az (X, N) szomszédségi struktura kapcsolddd részhalmaza, ha
minden p,q € Y esetén p « ¢ teljesiil.

Az X digitalis halmazt kapcsolddonak nevezziik az (X, N) szomszédsagi
struktirara vonatkozéan, ha pontosan egy komponense van. K % (p)-vel
jeloljik a p-t tartalmazé X-beli maximalis kapcsolédo részhalmazt.
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Visszatérve a korabbi példankhoz és annak jeloléseihez a kovetkez6 meg-
dllapitasokat tehetjik: K3 (pwo1) = Kp(pus) = F, Ki(pen) = F
és K?;(p(&g)) = F”. Ezek alapjan az F egyetlen 8-komponenshdl all, és
igy 8-kapcsolédd. Azonban nem 4-kapcsolédd, mert két 4-komponense van,
nevezetesen F/ és F”.

Legyen (X, N) egy tetszéleges szomszédsagi struktira és m az X elemszama.
Ekkor azt az m x m-es A métrixot, amelynek a; ; eleme 1-gyel, illetve 0-val
egyenld attdl fiiggden, hogy (pi,p;) € N, illetve (p;,p;) € N, szomszédsdgi
mdtriznak vagy kapcsoldddsi mdtriznak nevezziik.

Az igy definidlt A matrix [-edik hatvanydnak a; ; eleme 1, ha létezik a p; és
a pj pontok kozott | hosszisagi Ut az (X, N) szomszédsagi struktiraban,
egyébként 0-val egyenld.

Jelolje l(p, q) a p és a q kozott az (X, N) szomszédsagi struktiraban taldlhato
legrovidebb 1t hosszat. Ha a két pont k6z6tt nem létezik 1t, akkor az [(p, q)
legyen egyenlé oo-nel. Koénnyen lathatd, hogy ez metrika. Az I(p,q)-t a p
és q zsinortdvolsdgdnak nevezziik.

A dpax((X, N)) = maxp ¢ex(d(p,q))-t az (X, N) szomszédsdgi struktira d
metrikara vonatkozo dimérdjének nevezziik.

Egy rogzitett (X, N) szomszédsdgi struktira és p € X pont esetén az
e(p) = maxgex (d(p,q))-t a pont d metrikdra vonatkozé excentritdsdnak, az
r((X,N)) = minpex (e(p))-t a szomszédsdgi struktira d metrikdra vonatkozo
sugardnak, a C((X,N)) = {q|e(q) = r((X,N))}-t a szomszédsdgi struktira
d metrikdra vonatkozo centrumdnak nevezziik.

Az (X, N) szomszédsagi struktira Y C X részhalmazanak p pontja belsd
pont, ha N(p) C Y, kiilénben hatdrpontnak vagy kontirponinak nevezzik.

Az (X, N) szomszédsagi struktira Y C X belsé pontjainak K (Y') halmazat
az Y magjdnak vagy belsejének nevezziik. Az Y hatdrpontjainak R(Y) (vagy
0Y) halmazat az Y hatdrdnak vagy kontirjanak nevezziik.

Legyen (X, N) egy szomszédsagi struktura. Egy p € X pont végpont, ha
IN'(p)| = 1, illetve izoldlt pont, ha |N(p)| = 0.

Legyen p’ és p” az n-dimenzids digitdlis sik tetszdleges két pontja, amelyre
teljestil, hogy Pr;(p’) < Pr;i(p”) (1 < i < n), ahol Pr; a vizsgdlt pont i-
edik koordinatédjat jeloli. A W = {p| Pr;(p') < Pr;(p) < Pr;(p”),1 <i <
n} digitalis halmazt (Pry(p”) — Pri(p’) +1) x -+ x (Pry(p”) — Prp(p/) + 1)-
es ablaknak nevezziik. Az ablak keretén a kovetkezd formaban el6allé L
digitdlis halmazt értjiik:

L ={p| Pr;(p)) = Pr;(p) vagy Pr;(p”) =Pr;(p) (1 <i<n)}.
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Egy X digitalis halmaz altal kifeszitett ablak alatt az X-et tartalmazoé osszes
ablak metszetét értjiik.

Legyen f az X digitdlis halmaz felett értelmezett binaris kép. Jelolje B
az [ hatterét és F az el6terét. Lyukaknak nevezzilk a B azon kompo-
nenseit, amelyekhez nem lehet konstrudlni olyan utat, amely a komponens
egy tetszOleges elemét az X altal kifeszitett W ablak keretének valamely
pontjaval koti Ossze, Ugy, hogy az utat alkoté pontok mindegyike a W\ F
halmaz eleme.

Most nézziink egy-két szemléltetd példat az 1j fogalmakra a korabbi példank
segitségével. Sem az F’, sem az F” nem ablak. Ha példaul az F’ halmazbdl
a (3,1) koordinatdju pontot elhagyjuk, akkor egy ablakot kapunk. Az F”
halmaz &ltal kifeszitett ablak az F” U {(3,2)} halmaz lesz. A példdban
szereplé f bindris kép nem tartalmaz lyukat (fiiggetleniil attél, hogy 4-
vagy 8-kapcsolodast vélasztunk-e).

Legyen X és Y n-dimenziés digitalis halmaz. Egy g-értékid dltaldnositott
Y-bél X-be hato bindris t sablon alatt egy

t=(g9(z,y),h(r,y) weXyeY

alaku fiiggvényt értiink, ahol ¢ minden z € X-re egy Y feletti binaris kép,
amig h minden x € X-re Y — Z" alaku injektiv fiiggvény. A h fliggvényt
illesztd, a g fuggvényt formazo fiiggvénynek nevezzik.

A korabbi jeloléseket hasznélva a t sablont eltoldsinvaridnsnak nevezziik, ha

g(z,y) =g(x',y) x,2" € X-re.

A korabbi jeloléseket haszndlva a t sablont dllandd alakinak nevezziik, ha
létezik c € Z™ ugy, hogy

h(z,y) = h(z',y) =,2' € X-re.

A korébbi jeloléseket hasznélva a t sablont alaktartdnak nevezziik, ha

y—y =h(x,y) —h(z,y) y,y €Yra

A korabbi jeloléseket hasznalva legyen f az X digitédlis halmaz feletti binaris
kép. Minden t sablon esetén lehetOség van egy p € Y elem kitiintetésére,
amit centrdlis elemnek neveziink. Azt mondjuk, hogy a t sablon pontosan
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illeszkedik a p” € X pontban az f képre, ha minden p’ € Y esetén a
kovetkezd feltételek teljesiilnek:

~ h(p",p) =1",
- 9", p") = f(h(",p)).

A kordbbi jeloléseket hasznalva azt mondjuk, hogy a t sablon illeszkedik
a p” € X pontban az f-re, ha t pontosan illeszkedik a p” pontban az f’-
re, ahol f’ az n-dimenziés digitdlis sik felett értelmezett, az aldbbi mdédon
definidlt binaris kép:

' _ f(z), hazelX,
S {0, haz ¢ X.

A korabbi jeltléseket haszndlva azt mondjuk, hogy a t sablon tulnyidldssal
illeszkedik a p” € X pontban az f-re, ha t' illeszkedik a p” pontban az f-re,
ahol ¢ = (¢, h) alaki, ahol

g(x,y), hah(x,y) € X,
J(z,y) = | 9@ Yh heAln.p)
0, egyébként.

A fenti fogalmak szemléltetésére tekintsik a kovetkezd példat. Az X digitalis
halmaz és az f binaris kép legyen a korabbi példankban definidlt. Az Y =
{(1,1),(2,1),(2,3)} és a t1-et meghatdrozé hi(z,y)-t az aldbbi tdblazatos
megadasi mdéddal definidljuk:

(z,y) (L) ](21)](23)
3,1) (30 |B,1)|(41)
(4,1) (3,1) | (4,1) | (4,2)
egyébként | (1,1) | (4,1) | (4,4)

A g1(z,y) pedig legyen a kovetkezd!

(z,y) [ (1,1)](2,1)](23)

(3,1) 0 1 0

(4,1) 1 0 1
egyébként 1 0 1

Nyilvanvaléan a t; sablon nem eltolasinvarians, nem allandé alaki és nem
alaktart6. Legyen a t; centralis eleme (2,1). Ebben az esetben a t; sablon
pontosan illeszkedik az f képre a (3,1) és a (4, 1) pontokban.
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Most definidljuk a to sablont a kovetkezdképpen: legyen Y a fent definidlt
és a centralis elem is legyen a korabban rogzitett (2,1) koordindtaji pont.
A hy(z,y) = (Pri(z), Pra(z) + max(Pri(y), Pra(y)) — 2) és

1, hay#(1,1),
g2(x,y) = o
0, egyébként.

A t9 sablon az f képre pontosan illeszkedik a (4,2) pontban, illeszkedik a
(4,2),(3,3),(0,0),(0,1),(0,2) pontokban és tulnytlassal illeszkedik a (4, 2)
,(3,3),(0,0),(0,1),(0,2),(3,1) pontokban. A ts sablon eltoldsinvaridns,
allandé alaku, de nem alaktarto.

Egy f bindris képen a t sablonnal végrehajtott i-menetes sablonozds ered-
ményét W(f,t, i)-vel jeloljiik, amit a kdvetkezSképpen definidlunk:

U(f(p),t,1) = f(p), ha a t sablon illeszkedik a p pontra,
Uy 1— f(p), ha at sablon nem illeszkedik a p pontra.

U(f(p),t,i) = W(U(f(p),t,i—1),t,1) i>2.

Egy f bindris képen a t sablonnal végrehagtott sablonozds eredményét W( f,t)-
vel jeloljiik, ami W(f,t,i)-vel egyenld, ahol i az a legkisebb index, amelyre
teljesiil, hogy W(f,t,i) = ¥(f,t,i+ 1). Ha nem létezik ilyen 7 index, akkor
U(f,t) definidlatlan.

Egy f bindris képen a {t; |1 < j <} sablonsorozattal végrehajtott 1-menetes
sablonozds eredményét a kovetkezoképpen definidljuk:

U(f,{t;},1) =V (V(¥(f,t1,1),t2,1),...,%,1).

A sablonsorozattal végrehajtott i-menetes sablonozas, majd a sablonsorozat-
tal végrehajtott sablonozas eredménye az el6zd definicié alapjan kénnyen
definidlhato.

Ha a U (f, {t;, },9), Ya(f, {tj}, 1), ..., ¥ (f, {t;,.},7) sablonozésok, akkor
az 1-menetes W(f,{t;},1) = Up, (... U (U1 (f, {t5, }, 1), {tju } 1) ..., {t5. 1 1)
sablonozés segitsével definidlhatjuk a W(f,{t;}) sablozést, amit m almene-
tes sablonozdsnak neveziink, amelynek l-edik (1 < | < m) almenetén a
U;(f,{t;}) sablonozéast értjik. A menet, almenet helyett hasznalhatjuk a
ctklus, alciklus elnevezéseket is.

Legyen t egy g-értékii dltaldnositott Y-bdl X-be haté bindris sablon ¢/ € Y

centralis elemmel. Ha g(z,y’) = 1 (Vx € X), akkor a t-t torld sablonnak,
ha g(x,y’) =0 (Vz € X), akkor a t-t helyredllité sablonnak nevezziik.
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Egy g-értéki altalanositott Y-bdl X-be hato bindaris ¢ sablont g-értékd Y-bol
X-be hato bindris sablonnak nevezziik, ha t eltolasinvarians és alaktarto.
Egy mq x mo x -+ - x my-es W ablakbol X-be haté bindris sablont my X mgy X
-+ X my-es sablonnak nevezzik.

1.3. Keresztezddési szam

Ebben az alfejezetben binaris kép alatt egy X digitalis halmaz felett értel-
mezett f bindris képet értiink.

Legyen f az X digitdlis halmaz felett értelmezett bindris kép. Legyen p(,
az X egy tetszdleges pontja. Ekkor a po = pui1y), P1 = Patiy+1) P2 =
Play+1)s P3 = Pla—1,y+1)s P4 = Pa—1,9)s P5 = Pla—1,y—1)s P6 = P(zy—1) €S
P7 = P(z+41,y—1) jelolésekkel definidljuk a v,(7) = f(p;) fiiggvényt. A v,(i)
helyett, ha nem okoz félreértést, a v(i) jelolést fogjuk hasznalni.

A keresztez6dési szam elsé ajanléja D. Rutovitz, amely megadja, hogy
hanyszor haladunk &t objektumpontrdl hattérpontra és forditva az Ng(p)-
ben, ha a bejarasi irdny az éramutatd jarasaval ellentétes.

A xr (Rutovitz-féle) keresztezddési szamot a kovetkezOképpen definidljuk:
7

Xa(P) =Y |p(k+1 mod 8) — y,(k)|.
k=0

A xr(p) egyenld az Ng(p)-ben taldlhaté komponensek szdmanak kétszeresével.
A p pont torlése nem lesz hatdssal a kapcsolodasi viszonyokra, ha xg(p) = 2.

A xg(p) (Hilditch-féle) keresztezddési szamot a kovetkez6képpen definialjuk:
3
xH(P) = Zbi’ ahol
i=0

b — 1, ha~v(2i)=04és (y(20 +1) =1 vagy v(20 +2 mod 8) =1),
" 10, egyébként.

A xpu(p) egyenlé a komponensek szédmdval a Ng(p)-ben. Kivéve azt az
esetet, amikor p mindegyik 4-szomszédja objektumpont, ebben az esetben
xz(p) = 0. Nyilvanvaléan ha yg(p) = 1, akkor p torlése nem véltoztatja
meg a kapcsolddési viszonyokat.

A xpg(p) értékével karakterizélja a p pontot. Ha xpg(p) = 0, akkor bels6
vagy izoldlt pont, ha xg(p) = 1, akkor hatdrpont, ha xy(p) = 2, akkor
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dsszekotd pont, ha xpg(p) = 3, akkor eldgazd pont, és ha yp(p) = 4 akkor
keresztezd ponirdl van szé.

Fontos kiilonbség a xmg(p) és xr(p) kozott a kovetkezd: a xm(p) = 1
feltétel azt is implikalja, hogy a p pont hatarpont, xr(p) = 2 nem biztositja
ugyanezt.

2. J6l-kapcsol6dé halmazok

A digitalis topoldgia kiinduld pontja az az 6tlet, hogy az elétérre és a hattére
kiilonb6z6 kapcsolddasi relaciot hasznalunk. Ezzel keriilve el a kapcsoloddsi
paradozont, amit a kovetkezo abra mutat:

000006

@,
()
@
@,
@,

00600

2. dbra. Kapcsolédasi paradoxon

Ha 4-kapcsolédast tekintiink, akkor a nem kapcsolddo fekete pontok szétvag-
jak a fehér képpontokat, 8-kapcsolédast feltételezve a 8-kapcsolédd fekete
pontok nem vagjak szét a fehér képpontokat.

A 2D-s négyzetracs esetén az uin. homogén szomszédsagi struktirak koziil
a 8-szomszédsag és a 4-szomszédsag altal meghatarozott kapcsolédasi viszo-
nyok lenti elvek alapjan torténd hasznalataval elkeriilhetjiik a kapcsolédasi
paradoxonokat és biztosithatjuk az Euler-karakterisztika lokalis szamitha-
tésagat. Ha az elotérre 8-, akkor a hattérre 4-kapcsolddast kell hasznalnunk
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(jelolése (8,4)), illetve ha az elétérre 4-, akkor a hattérre 8-kapcsolodast
(jelolése (4, 8)) kell haszndlnunk. Felmeriil az a kérdés, hogy vajon a lehetsé-
ges halmazok megszoritasaval elkeriilhetjiik-e a kapcsolédasi paradoxonokat
annak ellenére, hogy a bindris képre (4,4)- vagy (8, 8)-kapcsolédést irunk
eld.

Egy X digitalis halmaz majdnem jol-kapcsolédd, ha barmely 8-komponense
egyben 4-komponens is.

Egy X digitalis halmaz jdl-kapcsolodo, ha az X és annak komplementere is
majdnem jél-kapcsolédo.

900
900 )
[ @

o
90e
O90e

3. dbra. Joél-kapcsolédd, majdnem jél-kapcsolddd és egyik tulaj-
donsaggal sem rendelkez6 digitalis halmaz.

Egy X digitélis halmaz lokdlisan 4-kapcsoléds, ha X N (Ng(p))

Tétel. 4-kapcsolédé minden p € X-re. Egy X digitalis halmaz pontosan
akkor jol-kapcsolodé, ha lokalisan 4-kapcsolodo.

T.Y. Kong és A. Rosenfeld megmutatta azt, hogy ha egy binaris kép esetén
(4,4)- vagy (8, 8)-kapcsolédast hasznalunk és a bindris kép elétere és héttere
majdnem jél-kapcsolddd, azaz a binaris kép jél-kapcsolodd, akkor az Euler-
karakterisztika lokalisan szamolhato.






I11. fejezet
Mintavételezés

Ebben a fejezetben azzal foglalkozunk, hogy egy folytonos fiiggvény minta-
vételezése soran kapott diszkrét fliggvénybdl milyen feltételek mellett allit-
hatjuk helyre a folytonos fiiggvényt. A fejezet megértéséhez sziikséges, a
Fourier-transzformécioval kapcsolatos ismeretek megtalalhatok a kovetkezo
fejezetben.

1. Egydimenzios eset

Az elemzést eloszor az egydimenzids fliggvények esetén végezziik el. Te-
kintstink egy f(x) valds fliggvényt, amely a valés szamok halmazén értel-
mezett. Tegytik fel, hogy az f(x) Fourier-transzforméltja nulléhoz tart, ha
az u értéke a [—W, W] intervallumon kiviil esik. Ebben az esetben az f(x)
fuggvényt sdvkorldtos fligguénynek nevezzik.

23
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A mintavételezéshez meg kell ismerniink az impulzusfiiggvény fogalmat. A
d(x — xo) impulzusfiiggvény az alabbi médon adhaté meg;:

/f(x) 5z — z0) dz = f(z0).

Ez egy olyan fliggvényként interpretalhatd, amelynél a gorbe alatti teriilet
egységnyi, és a fliggvény értéke az xg pont végtelen kicsi sugari kornyezetén
kiviil mindeniitt nulla. Ez matematikailag a kovetkezoképpen adhaté meg:

) :cé'
/5(az—ajo)da: = /5(az—xo)d:c =1.
o o

Az f(x) mintavételezett valtozatdnak el6allitasdhoz f(x)-et egyszeriien meg
kell szorozni egy olyan s(x) fliggvénnyel, amely egymastél Ax tévolsdgra
1év6 impulzusokbdl all. A konvolucids tételbél tudjuk, hogy a szorzasnak a
frekvencia térben a konvolicio felel meg. Itt jegyezziik meg, hogy a transz-
formalt fliggvény periodikus és a periédushossz 1/ Az, tovabba az F'(u) egyes
ismétlodései atfedhetik egymdst. Az atfedések elkertilése végett Ax értékét
ugy vélasszuk meg, hogy a Ax < ﬁ egyenlGtlenség teljestiljon. A Az
periédushossz csokkentésével az F'(u) periddusait elkiilonithetjiik egymastol,
megszilintetve ezzel az atfedéseket. Fzen miivelet fontossagat a kovetkezo
lépés magyarizza meg.

Legyen a G(u) fiiggvény az alabbi médon definidlt:

1, - WuW,
O =30 it
0, egyébként.

Szorozzuk meg ezzel S(u) * F(u)-t. Ez lehet6vé teszi szdmunkra az F'(u)
teljes elkiilonitését. Ezutdn az inverz Fourier-transzformécié az eredeti
folytonos fiiggvényt adja vissza, mivel

G(u) - [F(u) * S(uw)] = F(u) .

Tétel. (Whittaker-Shannon) Egy savkorlatos fiiggvény teljesen visszadllit-
hato, ha a mintavételezési pontok tavolsagara teljesiil, hogy Ax < ﬁ

Tartsuk szem el6tt, hogy egy savkorlatos fiiggvény Osszes informacidja a
frekvenciatér [—W, W] intervallumba esik. Ha a fenti egyenl6tlenség nem
teljesiil, akkor a transzformaéacié értékeit lerontjak a szomszédos periédusok.
A jelenség — amit gyakran aliasingnak hivnak — eleve kizarja egy alul-
mintavételezett fliggvény teljes visszaallitasat.
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Az elozbéekben targyalt fliggvények a valds szamok teljes halmazan voltak
értelmezve. Tegyiik fel, hogy a vizsgalt figgvény mintavételezése soran tel-
jesiil a Whittaker-Shannon tételben szerepl6 feltétel, igy az aliasing most
nem jelentkezik. A [0, X] véges intervallumot matematikailag egy h(zx)
fliggvénnyel vald szorzassal kapjuk meg.

1, 0<z<X
Wz)=q " =
0, egyébként.

Ezt a fliggvényt szoktdk ablakfiggvénynek nevezni. Ennek Fourier-transz-
formaltjat jelolje H(u), ami az el6z6 dbrén lathaté. A frekvencia térben
a végeredményt a H(u) * [S(u) * F'(u)] konvolicié adja. Mivel H (u)-nak a
végtelenben is vannak frekvencia komponensei, ezen fiiggvények konvolicidja
torzuldst eredményez a mintavételezett és h(z) dltal egy véges tartomanyra
szlikitett f(z) fiiggvény frekvenciatérbeli reprezentdciéjdban. Emiatt &l-
taldnos esetben azt mondhatjuk, hogy az z egy véges tartomanyan vett
mintabdl az f(z) fliggvény még akkor sem &llithaté vissza hibamentesen,
ha a mintavételi pontok tavolsagara teljesiil a Whittaker-Shannon-tételben
szereplo egyenlGtlenség.

A fenti eset aldl egyetlen kivétel van: Abban az esetben, ha az f(x) sdv-
korlatos, periodikus és a periédushossz X-szel megegyezik, akkor a H (u)-
bdl szdrmazé torzuldsok nem jelentkeznek, és ez lehetévé teszi f(x) teljes
visszadllitasat. Megjegyzendd, hogy a visszaallitott fiiggvény a [—oo, +00]
intervallumon értelmezett és azon kiviil sem nulla.

Mint korabban mar rémutattunk, a mintavételezést el lehet képzelni a vizsgalt
fiiggvény és egy impulzussorozat-fliggvény szorzataként. Az F(u) és S(u)
pontonkénti szorzasanak a megfelel6 fiiggvények konvolucidja felel meg. A
kapott fiiggvény periédushossza 1/Au. Ha az f(z) és az F(u) fliggvényekbél
egyarant N-elemd mintat vesziink, és a lépéskozt tgy valasztjuk, hogy az
N minta egy periédust fedjen le, akkor NAx = X és NAu = 1/Az. Exz
utébbi abbdl kévetkezik, hogy egy diszkrét fliggvény Fourier-transzformaltja
periédikus és a periédushossz 1/Ax. A 1épéskoz ilyen médon valé vilasztasa
azt eredményezi, hogy a képtérben a periédushossz 1/Au. Ebbél kovetkezik,
hogy a teljes intervallum, ahol a mintavételezést kell végezni: 1/Au =
NAzx = X.

2. Kétdimenzios eset

Az el6zéekben bevezetett fogalmak a jelolések modositasa utan kozvetleniil
alkalmazhatok kétdimenzids fiiggvényekre. A mintavételezés matematikailag
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kétdimenziés impulzusfiiggvény felhasznéldsdval formularizalhatd. A 0(x,y)
kétdimenziés impulzusfiiggvény a kovetkezéképpen definidlhato:

(o oluNe o]

[ [ f@w)da — a0y - ) dedy = fao,m).

—o0—0
A kétdimenzids s(z,y) mintavételezési fiiggvény is impulzussorozat, ahol az
impulzusok kozotti intervallum Ax és Ay. Ennek Fourier-transzformaltja
az S(u,v), ami szintén impulzussorozat, és a periddushossz 1/Ax és 1/Ay.
Ha f(x,y) sdvkorldtos, akkor a Fourier-transzforméltja egy R véges tar-
tomanyon kiviil nulldhoz tart. Legyen

Glu,v) = 1, (u,v) az R-et magédba foglalé téglalapon beliil van,
"0, egyébként.

A G(u,v)-[S(u,v)* F(u,v)] inverz Fourier-transzformaltja az eredeti f(x,y)
fliggvényt adja vissza. Jelolje 2W,, és 2W,, annak a legkisebb téglalapnak az
oldalait, amelyik magaban foglalja az R tartoményt. Ilyen jelolések mellett
megfogalmazhatjuk a kétdimenzids mintavételezési torvényt:

Tétel. (Kétdimenziés mintavételezési torvény.) Egy savkorlatos f(x,y)
fiiggvény teljesen visszaallithato, ha mintavételezési periodusokra érvényes

alAzr < ﬁ, illetve a Az < 21},” egyenlGtlenség.

Ha az f(x,y) fliggvény egy h(z,y) kétdimenzids ablakkal térben korlatozott,
az egydimenzids esettel analég médon most is jelentkezik a torzulds a H (u, v)x*
[S(u,v) * F(u,v)] konvoliciéban. Az egydimenziés esethez hasonléan azt
kapjuk, hogy a teljes helyreallitas feltétele a periédusokra vonatkozd aldbbi
feltételek teljesiilése:

1 , 1

és Av = NAy'
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f(x) F(u)
i > f | > U
-w w
a b
s(z) S(u)

_ 1 1 1 1
Ax Az 2Az 2A Az
e f
s(x) f(x) S(u) * F(u)
a1 N AN
,ﬁ -W W ﬁ
g B h
G(u)
A
1
EE

1. dbra. Mintavételezés.
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s(z) f(x) S(u) * F(u)
T = s
a b
h(x) H(u)
A
1 P——

X % 4
c d

h(z) [s(x) f ()] H(u) * [S(u) * F(u)]

,Tm;{

e f

2. abra. Whittaker-Shannon-tétel illusztralasa.
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IV. fejezet
Képtranszformaciok

A digitélis képfeldolgozasban szamos helyen alkalmazzak az egy-, illetve
a kétdimenzids integraltranszformacidkat. Fzek koziil is a legfontosabb a
Fourier-transzformécio, amely példaul a képek sziirésére hasznalt eljarasok
elméleti alapjaul szolgal.

1. Fourier-transzformacio

A Fourier-transzformaciot elsésorban képjavitasra hasznéljak. Ezt a fajta
alkalmazhatdsdgot azon tulajdonsaga teszi lehet6vé, hogy a transzformacié
atlagértéke aranyos a kép intenzitasaval, tovabbd, hogy a nagyfrekvencias
komponense a képen talalhato élek nagysagarol és helyzetérdl ad informaciot.
Ennélfogva az alacsony-, illetve a magasfrekvencias részek vigasaval a képet
élesebbé, illetve simabba tehetjiik.

1.1. Folytonos eset

Ezek utan térjiik rd magéara a transzformaciora. Legyen f(x) a valds szamok
halmazan értelmezett folytonos fliggvény. Az f(x) fiiggvény Fourier-transz-
formdltjat a kovetkezOképpen definidljuk:

F(u) = /_+00 f(z)e 2mnedy,

Adott F(u) fiiggvény esetén az f(z) fliggvényt az inverz Fourier-transzformdcio
alkalmazédsaval hatarozhatjuk meg:
o0 )
flz) = F(u)e?™ dy,

—00

A fenti egyenleteket Fourier-transzformaciés parnak nevezziik, létezésiik
folytonos és integralhaté f(z), valamint integralhaté F'(u) esetén bizonyithatd.

31
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Egy valés f(x) fiiggvény F(u) Fourier-transzforméltja (ha létezik) dltaldban
komplex érték fiiggvény, igy felirhato a kovetkezo alakban:

F(u) = R(u) + il (u),

ahol R(u), illetve I(u) az F(u) valds, illetve komplex komponense. Ezt
gyakran a kovetkez6 alakban fejeziik ki:

F(u) = |F(u)]e™™,

ahol |F(u)| = [R2(u) + IP(u)|} é W(u) = tan~" (). Az [F(u)| a
f(x) figgvény Fourier-sprektruma, V(u) pedig a fdzisszog-fligguénye. A
P(u) = |F(u)|? az f(x) sprektrum erésségének fiiggvénye.

A Fourier-transzformacié az f(z,y) kétvaltozos fiiggvényekre is értelmezhetd.
A fentiekhez hasonléan a kétdimenzids Fourier-transzformacios par létezése
bizonyithatd, ha f(z,y) folytonos és integralhatd, valamint F'(u,v) integrél-
hato:

+o0o “+oo )
F(u,v) = / / fa,y)e 2 uatvy) qu.dy,
és

+oo +o0o )
f(z,y) = / / F(u,v)e%’(“”“y)dudv.

1.2. Diszkrét eset

Tegyiik fel, hogy az f’(z) folytonos fiiggvényt mintavételezéssel diszkretizéljuk.
Az f(x) diszkrét fiiggvényt jeloljiik a kovetkezOképpen:

f(z) = f'(xo +2xAz) 2=0,1,...,N—1,

ahol Az a mintavételezési pontok tavolsiga. fgy az f(z) figgvény diszkrét
Fourier-transzformdltja

—2miux

N-—1
1

F(U)ZNE fye ~ , u=0,1,...,.N—1
=0

valamint az F'(u) fiiggvény inverz diszkrét Fourier-transzformadltja:

2miux

N-1
fl@)=> Flwe ¥ z=0,1,...,N—1
u=0
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A folytonos kétdimenziés Fourier-transzforméaciohoz hasonléan létezik a
diszkrét kétdimenzids Fourier-transzformécios par:

M-1N-1

Flu0) = 11 3 3 flay)e m G,

=0 y=0

valamint
M—-1N-1

x,y) = Z Z F(u,v)e?™ 5+ %),
z=0 y=0
A folytonos esettel ellentétben a diszkrét Fourier-transzformécids par létezését
sziikségtelen bizonyitani, mivel F'(u), illetve az F(u,v) fiiggvény mindig
létezik diszkrét esetben.

1.3. A Fourier-transzformécié néhany tulajdonsaga

A kovetkezdkben a kétdimenziés Fourier-transzforméacié néhany fontos tu-
lajdonsagat ismertetjiik.

1.3.1. Linearitds. A Fourier-transzformécié definici6jabdl kozvetleniil a-
dédik, ha az fi(z,y),..., fu(z,y) (n € N) fiiggvényeknek létezik Fourier-
transzformaltja, és azokat Fi(u,v),...,EF,(u,v)-vel jeloljik, akkor a ¢ -
filz,y)+- -+ cn- fulx,y) fiiggvénynek is 1étezik Fourier-transzformaltja és
az ¢y - F1(u,v) + -+ + ¢, - Fyy(u, v)-vel egyezik meg.

1.3.2. Szepardlhatosdg. A Fourier-transzformaciéspar szeparabilis:

+oo ) +oo )
Pl = [ e [ o ey

— 00 —0o0

flz,y) :/ 2wy F(u,v)e2m“xdudv.
—0o0 —0o0

A szeparabilitds legfontosabb elénye az, hogy az F'(u,v), illetve az f(x,y)

figgvényt az egydimenzios Fourier-transzformacio, illetve inverzének kétszeri

alkalmazédsaval kaphatjuk meg. Ez nyilvanvalo:

F(u,v) :/ F(u,y)e_%i”ydy,
ahol .
Fuy) = [ fayed

Hasonléképpen bizonyithaté az inverz Fourier-transzformacié szeparabilis
tulajdonsaga is. Nyilvan diszkrét esetben is teljesiil a szeparabilitas.
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1.3.3. Eltolds. A folytonos Fourier-transzformacios par kovetkezo eltolasi
tulajdonsagat egyszerl szamoldssal ellenorizhetjik.

f ()™ 0= 00 & F(u — ug, v — )

f(x = o,y — yo) & F(u,v)e2miuroten),

ahol a & jel a fliggvény és annak Fourier-transzformaltja kozotti megfelel-
tetést jeloli.
Szintén egyszeriien adddik diszkrét esetben a kovetkez6 Gsszefiiggés:

2mi(ugxz+vgy)
N

flx,y)e & F(u— ug,v — v)

és
—2mi(uxg+vyg)
f(@ =20,y —yo) & Flu,v)e ¥
Tekintsiik most azt az esetet, amikor ug = vg = % Ezt behelyettesitve az
el6z6 megfeleltetésbe a kovetkezot kapjuk:

72ﬂ(u01$+v0y) — em’(z-‘ry) — (_1):c+y

e
tehat
N N
F,g) (=)™ & Plu= 0 -5

Ebbél kovetkezik, hogy az f(x,y) fiiggvény Fourier-transzforméltjdnak origdja
az N x N-es frekvencia mez6 kozepére tolédik, ha az f(z,y) fliggvényt a
(—1)**¥ kifejezéssel megszorozzuk.

1.3.4. Forgatas. Vezessiink be polarkoordindtakat a kovetkez6 formaban:

r=r-cosa,y =r-sinq,u =w-cosf,v =w-sinf.

Ebben az esetben az f(r,«a) fiiggvény Fourier-transzformaltja az F(w, 3)
lesz.

Konnyli megmutatni, hogy teljesiil a kovetkezd kapcesolat az f(r, ) fiiggvény
és annak Fourier-transzformaltja kozott:

f(ria+ag) & F(w, B+ ao).

1.3.5. Periodicitds. A diszkrét Fourier-transzformécié és inverze peri-
odikus, tehat:

F(u,v) = F(u+ N,v) = F(u,v+ N) = F(u+ N,v+ N),
ahol N a periédus.
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1.3.6. Atlagérték. Egy kétdimenzids fiiggvény atlagértékének meghatd-
rozasara altalanosan hasznalt az alabbi kifejezés:

N-1M-1

Taw) = w27 3 3 fy)

=0 y=0
Az u=v =0 értéket a (6) egyenletbe helyettesitve a

N-1M-1

F(0,0)= x5 3 fla)

=0 y=0

kifejezést kapjuk. Ebbél lathatd, hogy az f(z,y) fliggvény atlagértéke és
Fourier-transzforméltja kozott érvényes az alabbi Osszefiiggés:

fz,y) = F(0,0).

1.4. Szimmetria

A Fourier-transzformaci6 ferdén szimmetrikus, azaz, ha az f(x,y) fiiggvény
valos, akkor a Fourier-transzformaltja konjugdlt szimmetridat mutat:

F(u,v) = F*(—u, —v).

1.5. Laplace-operator
A Laplace-operator definicidja:

0’f  O%f
2 _
Vof(x,y) = 92 + 95

Az f(x,y) fliggvény Laplace-transzformaltanak Fourier-transzformaltja:

F(Vif(2,y) = —(2n)*(u® + v*)F(u,v).

1.6. Megjelenités

Egy kép Fourier transzformaltjanak megjelenitése bizonyos problémakat vet
fel. Altaldban a kép sprektruma a nagyobb frekvencia értékeknél csokkend
tendenciat mutat, igy ez a megjelenités sordn sotét marad. Ezt kompen-
zadland6 az |F(u,v)| helyett érdemes a log(1 + |F(u,v)|) fiiggvényt megje-
leniteni.
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1.7. Konvolucio

Ebben a fejezetben a fliggvények értelmezési tartomanya (paramétertér) és
a Fourier-transzformaltjuk értelmezési tartomdanya (frekvenciatér) kozotti
alapvetd kapcsolatot megteremtd konvolicioval foglalkozunk.

Az f(x) és a g(x) figgvények f(z) x g(x)-szel jelolt konvolicidjat a
kovetkezdképpen definidljuk:

f(2) % glx) = / " Ha)gla — a)da

Ha az f(z) Fourier-transzforméltja F'(u) és a g(x) Fourier-transzformaltja
G(u), akkor az f(x) * g(x) Fourier-transzformaltja F(u) - G(u). Ezt az
eredményt formalisan a kévetkez6 formaban fejezhetjiik ki:

f(x)*g(x) & F(u) - G(u).
Ez az Osszefliggés azt fejezi ki, hogy a paramétertérbeli konvolicionak frekv-
cenciatérbeli szorzas felel meg. Tovabba az is teljesiil, hogy a paramétertérbeli
szorzasnak frekvenciatérbeli konvolicio felel meg. Ezt formalisan a kovetkez6-
képpen fejezhetjiik ki:

f(x) - g(x) & F(u) * G(u).

A fent megfogalmazott tulajdonsagokra konvolicios tételként hivatkozunk.

1.8. Gyors Fourier-transzformacio

A Fourier-transzformalt,
1 N-1
R = 3 e
p—

kiszamitdsahoz sziikséges komplex szorzédsok és Gsszeaddsok szama N2-tel
aranyos. Ez konnyen beldthatd, hiszen az Osszegzés kifejtéséhez, az u min-
den N értékéhez N-szer kell komplex szorzast végrehajtani f(x) és e 2N
k6zott, valamint sziikséges (N — 1) darab 6sszeadés is az eredmény kiszami-
tésdhoz. Az e 2™~ kifejezéseket egyszerre ki lehet szamitani, majd el lehet
tarolni 6ket egy tabldzatban a késébbi felhasznalashoz. Emiatt ezekben a
kifejezésekben az u és x szorzasat nem szoktak az implementacié kozvetlen
részeként kezelni.

A kovetkez6kben megmutatjuk, hogy a fenti egyenlet megfelel6 felbon-
taséval a szorzo és Gsszeadd miiveletek szama N logy N-nel ardnyossé tehetd.
A szorzas és Gsszeadds miiveletek ardnyanak N2-rél N logy, N-re csokkentése

jelentGs szamitasi igény megtakaritasat jelenti, ahogy ezt a lenti tablazat is
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mutatja. Példaul, a transzformécié direkt implementécidjanak alkalmazasa
N = 8192 esetén egy olyan szamitégépen, mint az IBM 7094, haromnegyed
orat vesz igénybe. Ugyanaz a feladat az FFT alkalmazasdval koriilbeliil 5
perc alatt végezhetd el.

N? Nlogy, N Szamitési nyereség

N (Direkt FT) (FFT) (N/logy N)

2 4 2 2,00

4 16 8 2,00

8 64 24 2,67

16 256 64 4,00
32 1024 160 6,40
64 4 096 384 10,67
128 16 384 896 18,29
256 65 536 2 048 32,00
512 262 144 4 608 56,89
1024 1 048 576 10 240 102,40
2048 4194 304 22 528 186,18
4096 16 777 216 49 152 341,33
8192 67 108 864 106 496 630,15

1. tdblazat. Direkt FT és FFT szamitasi igénye.

A figyelmiinket forditsuk az egyvaltozés FFT algoritmus targyaldsiara. A
kétdimenziés Fourier-transzformaéacié konnyen kiszamithaté az egydimenziés
transzformacio tobbszori, egymas utani alkalmazasaval.

Az az FFT algoritmus, amely ebben a fejezetben targyaldsra keriil, a
,,szukcessziv kettozés” mddszerén alapul. A koévetkezokben a kordabbi egyen-
letet az alabbi formaba {rhatjuk:

1 uxr
F(u) =« D F@)WR",
=0
ahol s
Wy =e~ |,

és N-r0l feltételezziik, hogy felirhaté N = 2™ alakban, ahol n pozitiv szam.
Ennek alapjan N felithaté N = 2M alakban, ahol M is pozitiv egész szam.
Ezek alapjan azt kapjuk, hogy
| M 1 (1 M= (20) 1 M=l (o)
o o u(2x u(2x+
F(U)—m xz:% f(x)WQUJ\IJ_§{M;)f(2$)W2M "‘MZf(ZSU—i'l)WzM }

=0
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Mivel Wgﬁf = Wy, ezért azt kapjuk, hogy

11 = 1 M
F(u) = 5 {M Z f(2m)W}(f+M Z fQRx+ 1)WY WQM}
=0 =0

Ha definialjuk az

M—
Fparos MZ 2% Wux,'LL—OlQ M—].,
=0
-1
Fpératlan Zf2$+1 W“r,u—012 M—l,
=0

fliggvényeket, akkor a fent megnevezett egyenlet a kovetkezOképpen irhaté
at:
1
F(’LL) = 5 {Fpéros(u) + F ératlan(u)WQUM} .

Emellett, mivel W“+M Wi W“+M —W3hy, ezért

F(u + M) = 5 {Fpéros (U) - Fpératlan(u)W;M} :

Az egyenletek figyelmes vizsgalataval felismerhet6 az Osszefiiggések néhany
érdekes tulajdonsiga. Az F'(u) els6 felének kiszamitdsdhoz két (N/2)-pontos
transzformacio kiszdmitasa sziikséges. Az Fpgros(u) €5 Fparatlan(u) értékei
kertilnek behelyettesitésre, igy kapjuk meg az F(u) értékét. A mésik fél
kozvetleniil adédik az egyik egyenlet alapjan, tovabbi transzformacios sza-
mitasok nélkﬁl

m(n) a sziikséges komplex szorzdsok szdama, mig a(n) jelentse a sziikséges
Osszeaddsok szamat, amelyek a modszer implementalasahoz kellenek. Ahogy
eddig is, a mintdk szama legyen 2", ahol n pozitiv szam.

El6szor tegyiik fel, hogy n = 1. Egy kétpontos transzformacié kiszami-
tasahoz sziikséglink van F'(0) értékére, majd az F'(1)-re. Ahhoz, hogy F(0)-
t megkapjuk, el6szor ki kell szamitanunk Fis05(0) €5 Flgratian(0) értékét.
Ebben az esetben M = 1 és egypontos transzformaciokat kell szamolnunk.
Mivel az egyediilallé pont Fourier-transzformaltja maga a pont, ezért szor-
zésok és Osszeaddsok sem sziikségesek Flros(0), illetve Figratian(0) kisza-
mitdsdhoz. Az Fpsratlan(0) és WY szorzata és egy osszeadds adja F(0)-
t.  Azutdn F(1) kovetkezik még egy Osszeadds segitségével (a kivondst
az Osszeaddssal azonosnak tekintjiik). Mivel Fparos(0)W9-t mér egyszer
kiszamitottuk, megkaptuk a teljes mivelet igényét egy kétpontos transz-
formaciénak: m(1) = 1 szorzas és a(l) = 2 Gsszeadas.
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A kovetkez6 érték, amelyet n felvehet, a 2. A fentebb leirt gondolatmenet-
nek megfeleléen, egy négypontos transzformacié két részre oszthaté fel. Az
F(u) egyik felének kiszamitdsdhoz sziikség van két darab, kétpontos transz-
forméacidra, ahogyan az az egyenletekben szerepel M = 2 esetén. Mivel egy
kétpontos transzformacidhoz m(1) szorzas és a(1) Osszeadds sziikséges, ezért
nyilvanvald, hogy e két egyenlet értékének meghatarozésdhoz 2m(1) szorzas
és 2a(1) osszeadas kell. Két tovabbi szorzés illetve sszeadas szitkséges F'(0)
és F(1) meghatérozésshoz. Mivel Fpgpos(u) WM értékét mar meghatdroztuk
az u = {0;1}-re, igy még két Osszeadds megadja F(3) és F(4) értékét. A
teljes szamitdasi igény tehdt: m(2) = 2m(1) + 2 és a(2) = 2a(1) + 4.

Ha n értéke 3-mal egyenld, akkor Fpsros(t) €s Fparatlan () meghatarozasahoz
két négypontos transzformacioval kell szamoljunk. Ehhez 2m(2) szorzasra
és 2a(2) sszeadasra van sziikség. Tovabbi négy szorzds és nyolc Osszeadds
adja az teljes transzforméciot. A teljes szamitési igény igy m(3) = 2m(2)+4
és a(3) = 2a(2) + 8.

Az argumentum tovabbi novelésével azt vehetjiik észre, hogy barmely pozitiv
egész n-re, az FFT implementalasahoz sziikséges szorzasok és Osszeadasok
szama a kovetkezd rekurziv kifejezésekkel adhatd meg:

m(n) =2mn —1)+2" 1 n>1,

a(n) =2a(n—1)+2"n>1,

ahol m(0) = 0 és a(0) = 0, mivel egyetlen pont transzforméldsa nem igényel
szorzasokat és Osszeadasokat.
A fentiek elvek implementaciéja jelenti a ,,szukcessziv kettézés” FET algo-
ritmusat. A név abbdl ered, hogy egy kétpontos transzformacié két darab
egypontos transzformdaciobdl szamithatd, egy négypontos transzformacié két
kétpontos transzforméciébdl, és igy tovabb, minden olyan N-re, amelynek
értéke 2 valamely egész kitevoji hatvanya.

1.8.1. A miveletek szdma. Ebben a részben indukcid segitségével fogjuk
megmutatni, hogy a fentebb megadott FFT algoritmus végrehajtasihoz
sziikséges komplex szorzasok és Gsszeadasok szama

1 1 1
m(n) = 52” log, 2" = §Nlog2N = §Nn, n>1
Osszefliggés altal, valamint
a(n) = 2"logy 2" = Nlogy N = Nn, n>1

altal adott.
FElészor be kell latnunk, hogy a fentiek igazak n = 1-re. Azt mar megmu-
tattuk, hogy m(1) =1 és a(l) = 2.
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Ezutan tételezziik fel, hogy a kifejezések igazak n-re. Ekkor azt kell belatnunk,
hogy n + 1-re is igazak. Koénnyt latni, hogy

m(n+1) =2m(n) +2"
Ebbdl behelyettesitéssel kapjuk, hogy:

1 1 1
m(n+1) =2 <§Nn> 42" = <§2"n> +2"=2"(n+1) = 52"+1 (n+1).

fgy azt kapjuk, hogy
a(n +1) = 2a(n) 4+ 2"
Osszefliiggést, amelybol
a(n +1) = 2Nn + 2" = 2(2"n) 4 2" = 2"l (p 4 1).

1.8.2. Az inverz FFT. Eleddig érint6legesen foglalkoztunk az inverz Fou-
rier-transzforméciéval. Kideriilt réla, hogy barmely algoritmus, amely im-
plementalja a diszkrét Fourier-transzforméciot, az bemeneti adatok kisebb
moédositasaval felhasznalhatoé az inverz kiszamitasara is. Ennek atgondola-
sahoz vegyik az

és az

Z F 27r7,—

Osszefiiggéseket. A masodik egyenlet komplex konjugaltjat véve, majd mindkét
oldalt elosztva N-el kapjuk, hogy

1 Z F* —2m—‘

Az eredményt az els6 egyenlettel osszehasonhtva lathato, hogy az utoljara
kapott egyenlet jobb oldala a normél Fourier-transzformaciéval megegyez6
alakban van. Ezért, ha egy olyan algoritmus inputja F™*(u), mely a normal
irdnyu transzformécié kiszdmitasara késziilt, az eredmény f*(z)/N lesz. En-
nek a komplex konjugaltjat véve és megszorozva N-el megkapjuk a kivant
inverz f(u)-t

A kétdimenzids esetben véve a komplex konjugéltjat a kovetkezot kapjuk:

N-1N-1

* 1 . _omi(utey)
Frlem) = 2 3 3 Frn e R

u=0 v=0
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Ez lathatéan a kétdimenzidés normal iranyu transzformacié forméajaban van.
Ebbél kovetkezik, hogy ha egy olyan algoritmus inputjdnak vélasztjuk F*(u,v)-
t, amely a normadl iranyd transzformacié kiszamitasara késziilt, akkor az
eredmény f*(z,y) lesz. Ennek a komplex konjugaltjat véve megkapjuk
f*(z,y)-t. Abban az esetben, ha f(z) és f(z,y) valdsak, a komplex kon-
jugdltra nincs sziikség, mivel f(z) = f*(z) és f(z,y) = f*(x,y) a valds
fliggvényekre.

1.8.3. Implementdcid. Az ebben a fejezetben ismertetett FFT szamité-
gépes megvaldsitdsa egyszerii, lényegre toré. A legfontosabb dolog, amelyet
észben kell tartani, hogy a bemené adatokat a ”szukcessziv” alkalmazasdhoz
megfelel6 médon kell rendezni. A rendezési eljardst egy egyszerii példdval
illusztralhatjuk.

Tételezziik fel, hogy az FFT kiszamitasahoz a ,,szukcessziv kett6zés” madd-
szerét akarjuk alkalmazni egy nyolcpontos fliggvényre, amelynek pontjai:

{£(0), F(1), -, F(T)}-

Ahogy mar kordbban mar lattuk egyik menetben a pdros argumentumokat,
masik menetben a paratlan argumentumokat fogjuk hasznalni.

Mindkét négypontos transzformécié kétpontos transzformacioként keriil ki-
szamitasra. Az els6 halmaz FFT-jének a kiszdmitdsdhoz fel kell bontanunk
azt a paros részére {f(0), f(4)} és a pératlan részére {f(2), f(6)}. Ha-
sonléan, a masodik halmazt is felbontjuk, {f(1), f(5)} és a {f(3), f(7)}.
Tovéabbi atcsoportositasra nincs sziikség, mivel a kételem@ halmazokat ugy
tekintjiik, hogy egy paros és egy paratlan elembdl allnak. Az eredmények
kombindldsdval megkapjuk a bemeneti tombaét, ami {f(0), f(4), f(2), f(6),
J@), f(5), f(3), f(T)}

Szerencsére a bemenet Gjrarendezése altaldnos esetben egy egyszerti bitfor-
gat6 (bit-reversal) szabdlyt kovet. Ha x az f(x) barmely érvényes argu-
mentumat jeloli, akkor a hozza tartozé argumentumot a rendezett tombben
az x binaris reprezentacidjanak forditott sorrendii bitjei adjak. Példaul, ha
N = 23 akkor a hetedik elem az eredeti tombben, f(6), a negyedik elem
lesz a rendezettben, mivel 6 = 110 , melybdl 0115 = 3 lesz, ha a biteket
megforditjuk. Fontos, hogy ez egy balrdl jobbra torténd megforditdst, nem
szabad Osszekeverni a binaris komplemenssel. A moddszer Gsszefoglaldsa
lathaté a lenti tablazatban N = 8 esetén. Ha a rendezett tombot hasznaljuk
az FFT kiszamitasanal, az eredmény a Fourier-transzforméacio, a megfelel6
elemsorrenddel. Megforditva, megmutathatd, hogy ha a tomb a természetes
sorrendben keriil felhasznélasra, akkor az eredmény bit-forditva all eld.
Ugyanez vonatkozik az inverz kiszdmitaséra.
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Eredeti Eredeti Bitforgatott Rendezett

argumentum tomb argumentum tomb
000 f(0) 000 £(0)
001 f(1) 100 f(4)
010 f(2) 010 f(2)
011 f(3) 110 £(6)
100 f(4) 001 f(1)
101 f(5) 101 f(5)
110 f(6) 011 f(3)
111 f(7) 111 £(7)

,

asa.

N
»n

2. tabldzat. A témbelemek sorrendjének meghataro

1.8.4. Gyors inverz Fourier-transzformdcio. Az inverz FFT kiszamita-
sahoz az eredeti transzformaciét is felhasznalhatjuk a kovetkezd azonosség
alapjan. Az inverz diszkrét Fourier-transzformécié egyenletének mindkét
oldalan komplex konjugaltat képezve és N-nel osztva az

1 —2miux

1 N-1
ZACR D IACI

kifejezést kapjuk. Azt latjuk, hogy az egyenlet jobb oldala egy Fourier-
transzformacio. fgy ha egy Fourier-transzformdcié szamitasat elvégzo al-
goritmus bemeneteként az F*(u)-t adjuk meg, az eredmény az f*T(x) lesz.
Ennek a komplex konjugéltjit képezve és N-nel szorozva az f(x) fiiggvényt
kapjuk eredményiil. Kétdimenzids esetben az inverz diszkrét Fourier-transzfor-
malt az

N—-1N-1
—2mi(uztvy)
N

Py =5 30 3 F(wu)e 5

u=0 v=0

alakban &ll el6. Hasonléan az egydimenzids esethez, ha a Fourier- transzfor-
maciés algoritmus bemenete az F™*(u,v) fiiggvény, tgy a f*(z,y)-t kapjuk,
ennek komplex konjugéltjat véve az f(z,y) fliggvényt kapjuk eredményiil.
Abban az esetben, ha a kétdimenzids inverz transzformaldsanal az egydi-
menziés algoritmust hasznaljuk két 1épésben, tigy a moddszer nem az, hogy
minden sor- és oszloptranszformalasnal az eredmény komplex konjugaltjat
képezziik, hanem az f*(u, v)-t ugy kezeljik, mint az f(x,y)-t az ,oda” tran-
szformélasnal és ennek végén képezziik az eredmény komplex konjugéltjat,
illetve megszorozzuk N-nel.
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2. Walsh-transzformacio

A Walsh-transzformacié formalisan gy kezelhetd, mint a Fourier-transzfor-
ma&cié, csak mas ortonormalt periodikus fliggvénybézisra épiil. Azonban a
Walsh transzformécié kezelése természetesebb.

Tekintsiik 4t a transzforméciot vazlatosan. Az egydimenzids diszkrét Walsh-
transzformaciés part az N = 2™ esetén a kovetkezé alakban definidljuk:

W(u) = % Z f(;L‘) (—1)bi(x)bn717i(u)’
z=0 i=0
N-1 n—1
fla) =" W) [ (~1)0e@bn-1-s)
u=0 i=0

ahol bi(z) a z bindris reprezentaciéjdnak k-adik bitje. Erdemes megjegyezni,
hogy a Walsh-transzformécié és az inverz Walsh-transzformacié csak egy
%—es egyiitthatoval kiilonbozik egymastdl. Igy gyakorlatilag a két transz-
forméaci6 soran ugyanazt az algoritmust hasznalhatjuk.

A kétdimenzids diszkrét Walsh-transzformécios par:

| N-IN-1 n—1
W (u,v) = ¥ f(z,y) H(_1)(bi(m)bn—l—i(“)+bi(y)bn—1—i(v))
=0 y=0 =0

i
r
S

W (u,v) H (_1)bi($)bn—1—i(u)+bi ®)bn—1-i(v))_
=0

u=0 v=0

~

Ebbodl kovetkezik, hogy a kétdimenzids Walsh-transzformaciés algoritmus
valtoztatas nélkiil haszndlhaté az inverz transzformécié szamitdsara is. A
kitevében 1év6 Gsszeadast modulo-2 aritmetika szerint kell elvégezni.

A Walsh-transzformacié is szeparabilis, igy a kétdimenzios Walsh-transzfor-
macio két egymasutan végrehajtott egydimenzids transzforméciéval szamit-
hato. fgy a Walsh-transzformacié és inverze a Fourier-transzforméaciéhoz
hasonlé médon szamithato.
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3. Hadamard-transzformacio

Az egydimenziés Hadamard-transzformdcids par a kovetkezéképpen adhatéd
meg:
H(u) =

1 N-1
5 D S @)(— 1) ),
=0

N-1
u=0

ahol N = 2". A kitev6ben 1év$ Gsszeadast modulo 2 aritmetika szerint
kell elvégezni. Itt is megfigyelhetd, hogy az ,oda” és az inverz transz-
formaécié csak az %—es egyitthatéval kiillonbozik egymastol. A kétdimenzids
Hadamard transzformacids par:

N-1N-1
1 n—1/ . 2V (u . (v
H(u,v) = ST flay) (- 1) ER Gi@b @b )

z=0 y=0
és
] NNl )
- — _1)2iz0 (bi(@)bi(u)+bi(y)bi(v))
fa) = = 30 3 Hluo)(-)E .
u=0 v=0

A kitevGben 1év6 Gsszeadast modulo-2 aritmetika szerint kell elvégezni.
A Walsh-transzformécié és az Hadamard-transzformécié kozott szembeting
a hasonldsdg. Tanulmanyozzuk a

n—1
wal(u, x) = H (— 1)bi ()br—1—i(u)
=0

kifejezés alapjan kiszamolt Walsh-transzforméaciés matrix, illetve a
had(u, ) = (—1)Zic0 bi@)bi(u)

kifejezés alapjan kiszamolt Hadamard-transzforméciés métrix kozotti kii-
lonbséget. Megfigyelhetd, hogy a két matrix elemei megegyeznek, csak a
sorok, illetve az oszlopok sorrendje mas. Valéjaban N = 2" esetén csak ez
az egy kiilonbség van a két transzformacié kozott. Mivel a képfeldolgozo
algoritmusok esetén gyakran teljesil az el6bb emlitett feltétel, igy az iro-
dalom a két transzformaciot Walsh-Hadamard-transzformdciokét emliti. Az
Hadamard-mdatriz generalasara megadhato egy rekurziv algoritmus. A legalac-
sonyabb rendii Hadamard-matrix a koévetkezOképpen adhaté meg: Hy =
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(% _11). Ezutdn a Hyy-nel jelolt 2N-edrendli matrixot, a kovetkezdképpen
allithatjuk el6:

Hy H
Hyn = (Hx _éVN>,

feltételezve, hogy N = 2.

4. Diszkrét Cosinus-transzformacié

Az irodalomban a diszkrét Cosinus-transzformaciét (DCT) tébbféleképpen
szoktdk definidlni. Ezek koziil a leggyakrabban hasznélt alak kétdimenzids
esetben a kovetkezo:

N-1N-1
B 2z +1 2y +1
F(u,v) = E E f(x,y) cos ( o u7r> Cos < o U7T> .

=0 y=0

5. Hough-transzformacio

A Hough-transzforméacio a digitalis képfeldolgozasban dltaldnosan hasznalt
moédszer, amely egy adott kép objektumpontjainak olyan részhalmazait ha-
tarozza meg, amelyekre kozos egyenes illesztheté. Az elkovetkezOben véz-
latosan ismertetjiik a Hough-transzformdciot folytonos esetben, majd ezek
utdn attériink a diszkrét realizacidjara.

Legyen F az (x1,y1), (z2,Y2),---,(Zn,yn) (n € N) objektumpontok hal-
maza. Egy (x;,y;) rogzitett pont esetén az y; = az; + b egyenlet az (a,b)
paraméterek értékétol fiiggden egyenesek egy végtelen rendszerét hatarozza
meg. Az alapdtlet az, hogy a fenti egyenlet zy sikbeli vizsgédlata helyett a
b = —z;a + y; egyenletet vizsgdljuk az ab stkban. Ennek értelmében min-
den F-beli (x;,y;) ponthoz rendeljiikk hozza egy, a fenti Osszefiiggés altal
meghatdrozott ab sikbeli egyenest. Ezek utan, ha példdul az (z;,y;) és az
(x5,y;) pontok illeszkednek egy (a,b) paraméterti egyenesre, akkor a fenti
két ponthoz hozzarendelt egyenesek metszik egymast az (a,b) koordindtaji
pontban. Ezen alapelvek felhaszndlasaval k darab pont kozos egyenesre vald
illeszkedésének az ab paramétersikban hozzdjuk rendelt k darab egyenes egy
pontban torténé metszése felel meg.

A diszkrét esetben az ab paramétersik amin, Gmaz, Omin €8 bmaz €rtékek
altal meghatarozott véges tartomanyat osszuk fel ekvidisztans beosztédst
hasznalva n - m darab részre, amely részeket cellaknak fogjuk nevezni. Az
Gmins Omaz » Omin €8 bmae Kisérletileg meghatarozott rogzitett értékek. Min-
den celldhoz rendeljiink hozza egy nemnegativ egész szamot, amely majd
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az adott cellan athaladd egyenesek szamat jelzi. Nyilvan kezdetben min-
den cella esetén ez az érték 0. Ezen inicializdcids 1épés utdn az F' minden
elemére és az 0sszes Gmin < @ < Amar OSztaspontra hatirozzuk meg a b
értékét, majd az (a,b) koordinataju celléhoz rendelt szamot eggyel noveljiik
meg.

A Hough-transzformaci6 végrehajtdsa utén, ha az (a,b) koordinatdju cella
tartalma k, akkor az (a,b) paraméterii egyenesre az F' halmaz k pontja
illeszkedik.

Nyilvan esetiinkben az F' halmaz az adott pillanatban rogzitett binaris kép
objektumpontjainak halmaza lesz.



V. fejezet
Képjavitasok

A képjavitasi eljarasok célja, hogy a képet a tovabbi kiértékelés vagy feldol-
gozés szempontjabdl elonytsebb formaba hozzuk, és nem toreksziink arra,
hogy minél jobban megkozelitsiik az eredetit, vagy az idedlis leképezést.
Eppen ellenkezéleg, esetenként egyes jellegzetességek kiemelésével, hangsu-
lyozasaval kapjuk a szamunkra kedvezobb eredményt.

A képjavitasi eljarasok két nagy kategoridba sorolhatdk attél fiiggben, hogy
azok a paramétertérben vagy a frekvenciatérben dolgoznak. A paramé-
tertérben haté transzformaéaciok kozil a wvildgossdgkdd-transzformdaciokkal,
a frekvenciatérbeli transzformaciok kozil a sziréssel fogunk részletesebben
foglalkozni.

1. Vilagossagkod-transzformacio

Az egyik leggyakrabban el6fordulé képhiba a nem megfelel6 fénystiriiségbdl,
illetve a leképezo rendszerben keletkezett fényveszteségbdl adodd kontraszt-
szegénység. Ez szerencsés esetben az egész képen egyenletesen jelentkezik,
de igen gyakran a képen beliil is valtozik a kontraszt. A vildgossagkdd-
traszformacidok célja a kontraszt novelése a vildgossagkddok eloszlasanak
megvaltoztatdasaval.

1.1. Hisztogram-transzformécio

Az r reprezentalja a képpontok vildgossagkodjait. Az egyszeriliség kedvéért
az r-et ugy normalizéljuk, hogy a [0, 1] tartomédnyba essen. Ebben az es-
etben a hisztogram-transzformacié az s = T'(r) alakban irhat6 fel, ahol
r € [0,1].
Tételezziik fel, hogy a hisztogram-transzformacié kielégiti az aldbbi két
feltételt:

— T'(r) a [0, 1] intervallumban monoton névekvé fiiggvény,
-0<T(r)<l,ha0<r<I1.

47
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Nyilvanvaléan az r = T~1(s) inverz transzformécié is kielégiti a fenti két
feltételt.

A képpontok vildgossagkddjai valdszintliségi eloszlast alkotnak, amit a hisz-
togrammal jellemezhetiink. Tételezziik fel egy pillanatra, hogy az eredeti,
illetve a transzformélt kép folytonos hisztogramjat p,(r)-rel, illetve ps(s)-sel
jeloljiik. Abban az esetben, ha a p,(r) és a T'(r) ismert, akkor a ps(s)-re a
kovetkezd Osszefiiggést irhatjuk fel:

o= ]

1.2. Hisztogram-kiegyenlités

Az egyik legjelentOsebb vildgossagkdd-transzformécié a hisztogram-kiegyenlités.
A kontraszt szegény kép hisztogramjat széthuzva, kiegyenlitve a képen nem
domindl6 sziirkeségi szintek is hangsilyt kapnak. A moddszernél a transz-
formacids fliggvényt az alabbi alakban irhatjuk fel:

s=T(r)= / pr(w)dw, 0<r<1.
0

Az el6z6 egyenlet jobb oldaldn az r valdszintiségi valtozd kummulativ eloszlas
fuggvényét ismerjiik fel, igy kielégiti a korabbi két feltételt. A fentiekbol
konnyen adédik a kévetkez6 kapcesolat az r és az s kozott:

ds
ar = pr(r).
Ezek alapjan azt kapjuk, hogy

1
o) = ()]
’ ' pr(r) r=T-1(s)
Most vizsgaljuk meg a diszkrét esetet. Az egyes vildgossagkddok el6forduldsi
valosziniiségét a

= [1]p—p-1(5 = L.

() =" O<r < Lk=01,...L-1)

kifejezéssel kozelithetjiik meg, ahol L a vilagossagkddok szama, ny a k-adik
vildgossagkodu pontok szdma, n az Osszes képpontok szama, p,.(ry) a k-
adik vildgossagkdd eléfordulasi valdszintlisége. A transzformécios formula
diszkrét esetben a kovetkezo alaki:
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Az inverz transzforméaciot a kévetkezoképpen irhatjuk fel:
T = T_l(sk) 0 < Sn < 1.

Mind a T(ry), mind T~ !(s;) transzformdaciérdl feltételezziik, hogy teljesiti
a kordbban emlitett feltételeket.
A hisztogram-kiegyelités ezek utdn a kovetkez6 1épésekbdl all:

— Kiszamitjuk a kép hisztogramja alapjan a p,(ry) értékeket.

— A (20) alapjan kiszamitjuk az s, értékeit.

— Az s kiszamolt értékeit a meglévd vilagossagkddokkal kozelitjik,
amivel megkapjuk, hogy az eredeti r, értékek most milyen vilagossag-
kédra véltoznak a kozelitett sp-k alapjan.

A hisztogram kiegyenlités jol alkalmazhaté minden olyan esetben, ahol az
eredeti kép hisztogramja egy vékony csiicsbol all. Az eljards ezt a csicsot
széthuzza, amivel a kép kontrasztossaga jelentésen megnod.

1.3. Kiiszobolés

A kiiszobolési technika kiindulasi alapja szintén a hisztogram. A cél a képen
elofordulé vilagossagkddok szaméanak drasztikus csokkentése, hogy a kép
vizualis informécié tartalma a legkisebb mértékben valtozzon.
Legyenek a megadott kiiszobok ki, ko, ..., k,_1. A legkisebb vildgossagko-
dot gmin-nel, a legnagyobb vildgossagkdédot gmax-szal jelolve vezessiik be a
ko = Qmin és a k;, = gmax jeloléseket. Ekkor az n-kiiszobolés az

T1 koﬁf(xay)ﬁkh

f’(a:,y) _ ry k1 < f(xay) < k27

. kno1 < f(z,y) < kn.

hozzarendelési utasitassal irhatjuk le, ahol r; az i-edik kiiszobhoz el6re
megadott vildgossdgkdd.

Igen gyakori eset a két szintre vdgds, amikor a képpontokat — egy kiiszob
megadasaval — elGtér, illetve hattérpontokka mindsitjiik.

A kiiszobolések specidlis esete a sdvkivagds, amihez két kiiszobre (kq és ko),
valamint két vilagossdgkddra (r1 és rq) van sziikség. Az eljards sordn a ky <
flx,y) < ko vildgossdgkédu képpontokat valtozatlanul hagyjuk, a tobbit
pedig 1 vildgossagkddira szinezzik at. A sdvkivdgds kiemeléssel azt jelenti,
hogy a korabbi eljarasban véltozatlanul hagyott képpontok vildgossagkddjat
ro-re allitjuk.
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Sdavkiemelésrél beszéliink abban az esetben, ha a kq és ko kiiszObok kozé es6
vilagossagkdodu képpontokat vilagossagkddjat re-re allitjuk be, de a tobbi
képpont vildgossagkddjat nem valtoztatjuk meg.

1.4. Kornyezeti atlagolas

A kornyezeti atlagolas a legegyszeriibb képsimité eljards. Az f(z,y) képen
az (x,y) képpont vildgossdgkidja egy elére definidlt kornyezet atlagos vila-
gossagkddjaval lesz egyenld. Az dtlagolt kép:

o) =~ S flnm)

(n,m)es

ahol S a kornyezeti pontok koordinatainak halmaza, N a kornyezeti pontok
szama. A gyakorlatban a kornyezet alatt 3 x 3 és 5 x 5-0s ablakokat értiink,
amelynek centrélis eleme az (x,y) koordindtaju pont.

A kornyezeti atlagolds héatrdanya az, hogy erdésen homalyositja a képet. A
homalyositasi effektus csokkentése végett célszerii kiiszobolni az atlagolas
soran. Ez azt jelenti, hogy a képpont vilagossagkddja csak akkor valtozik a
kornyezetének atlag vildgossagkdd értékére, ha kiilonbségiik meghalad egy
adott kiiszobértéket. Tehat

g(z,y) = N D mmyes f(nm), ha |f(z,y) = § X mes f(n,m)| > T,
f(@,y), egyébként,
ahol T" a megadott kiiszobérték.

1.5. Képek atlagolasa

Fzt a zajsziirési modszer akkor hasznalhatjuk eredményesen, ha ugyanarrdl
a jelenetrdl tobb felvétel készilt. Tegyiik fel, hogy a képeink az eredeti
f(x,y) kép és valamilyen p(x,y) zaj osszegébél dllnak:
gi(z,y) = f(z,y) + p(z,y), i€l
Az p(z,y) zajrél tegyiik fel, hogy korreldlatlan és nulla varhaté értékii.
Konnyt bebizonyitani, hogy tobb zajos kép atlagat képezve
N

9ry) = 5 D i)
=1

az atlag varhaté értéke az eredeti kép lesz

E(y(ajay)) = f(xvy)y
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valamint az atlag szordasnégyzete:

o*(g(z,y)) (u(z,y)).

= —0
N
1.6. Median szuro

A median szlir6 hatdsos zajsziir6. Az (z,y) koordinataju pont m x m-es
kornyezetét (m paratlan) vizsgalva az (z,y) koordindtdju pont vildgosséig-
kodjat azon vilagossagkod értékkel helyettesitjik, amely — a kérnyezetében
16v6 m? darab vildgossagkdd értéket nagysag szerint rendezve — a rendezett
sorozatban a kozépsd helyen all.

1.7. Box-mdédszer

Hasonléan a medidn sziir6héz itt is az (z,y) koordinataju pont m x m-es
kornyezetét vizsgaljuk. A vizsgélt képpont vilagossagkddjat komparaljuk
a kornyezet képpontjaival. Ha a kornyezetben taldlhaté képpontok altal
meghatdrozott vildgossagkdd-tartomanyba (minimum, maximum) beleesik
a vizsgdalt képpont vildgossagkddja, akkor azt valtozatlanul hagyjuk. El-
lenkez6 esetben a vildgossagkod-tartomany legalso, illetve legalsé szintjére
valtoztatjuk, attol fiiggben, hogy melyikhez van kozelebb.

2. Szurés

A frekvenciatartoménybeli sziirés alapja a konvolucié tétel. Legyen g(x,y)
az f(x,y) kép és a h(x,y) pozicié invaridns fiiggvény konvoluciés szorzata:

9(z,y) = h(z,y) * f(,y).
A konvoltcios tétel alapjan:
G(u,v) = H(u,v) - F(u,v),
ahol a G(u,v) a g(z,y), H(u,v) a h(z,y) és F(u,v) az f(x,y) fiiggvény

Fourier-transzformaltja. A H (u,v) fiiggvényt szird fliggvénynek nevezziik.

2.1. Aluldteresztd sziir

A zajok és a vilagossagkdédokban mutatkozo éles atmenetek a kép Fourier-
transzformaltjanak magasfrekvencids Osszetevoiben jelentkeznek. Ebbdl ko-
vetkezik, hogy a zajok elnyomadasanak egyik lehet6séges modja a frekven-
ciatartoményban végzett sziirés. Ez azt jelenti, hogy a G(u,v) = F(u,v) -
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H (u,v) egyenletben szerepld H (u,v) fiiggvényt igy kell megvélasztani, hogy
a kép F'(u,v) Fourier-transzformaltjabdl kisziirje a magasfrekvencids Gssze-
tevoket, de az alacsonyabb frekvencidju komponenseket lehetoleg valtozat-
lanul engedje 4t. Az ilyen szliréket aluldteresztd sziir6knek nevezziik.

A legegyszeriibb ilyen szilir6 az idedlis aluldtereszté szird (ILPF) éatviteli
fliggvénye a kovetkezo:

H(u,v) = 1, ha d(u,v) < dp,
7710, kiilénben.

ahol d(u,v) az (u,v) pont origétdl vett tavolsdga. A definiciébdl lathato,
hogy az idedlis sziiré valtozatlanul dtengedi a dy sugaru kor belsejébe eso
alacsonyfrekvencias OsszetevOket, a koron kivili magasabb frekvenciajukat
pedig teljesen kiszliri. Az dp-t vdgdsi frekvencidnak nevezziik.

Az idedlis szlir6 hatasat tekintve bizonyos tekintetben korantsem idedlis,
minthogy a zajokkal egytitt kiszliri a magasabb frekvenciatartoméanyba es6
éleket is, midltal a kép igen jelentésen elhomaélyosodik. FEzen kiviil fellép
egy olyan hatds, ami a képen peridodikusan ismétléd6 foltok megjelenését
eredményezi. A fenti problémak kikiiszobolésére kiilonbozé, ,sima” sziirdt
szoktak alkalmazni.

Ilyen példéaul az aluldtereszté n-ed rendi Butterworth-sziiré (BLPF), amely
a kovetkezd Osszefiiggéssel adhaté meg:

1

3(u,v) \op
1_|’_( (50 ))2

H(u,v) =

2.2. Feluldtereszt$ sziurd

A torzitasok gyakran gy jelentkeznek, hogy a hataratmenetek kiszélesednek,
az élek elmosédnak. Sok esetben akkor is alkalmazzuk az élkiemelési el-
jarasokat, ha ilyen torzitas fel sem 1ép, mivel pszichofizikai kisérletek azt
bizonyitjak, hogy szubjektive elonyGsebb érzetet kelt a tulhangsilyozott
élekkel rendelkez6 kép, mint a valésaghti dbrazolas.

Az eljarés célja az egyes képrészletek kozotti atmeneti tartoméany sziikitése,
a hataratmenetek hangsulyozdsa, az elmosddédsok korrigalasa. Az élkiemelést
gyakran alkalmazzdk a szegmentaldsndl targyalt kiilonbozé élkitilizési elja-
rasok el6készité fazisaként is.

Az idedlis felildateresztd szird (IHPF) a kovetkezéképpen definidlhato:

H(u,v) = 0, ha §(u,v) < dy,
o 1, kiilonben.
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A felilatereszté n-ed rendi Butterworth-sziré (BHPF) a kovetkezOképpen
definidlhato: )

H(u,v) = —————.
(’LL ’U) 1+ (5(201)))271







V1. fejezet
Képrekonstrukcio

Az el6z6 fejezetben lattuk, hogy a képjavito algoritmusok legf6bb célkitiizése
a kép valamilyen értelemben vett javitdsa. A javitdsi processzus gyakorlati-
lag passziv sziiréssel valdsul meg. Ezzel szemben a képrekonstrukecié célja a
kép minGségének konstruktiv javitdsa, amely valamilyen moédon figyelmbe
veszi a kép torzuldasanak modjat. A képrekonstrukcié alapproblémaéja: ho-
gyan tudjuk az észlelt képbol a legjobban becsilni az eredeti képet. A
becslésiink josdga nagymértékben fligg a torzitas fizikai okdnak ismeretébél,
amit a-priori ismeretnek neveziink.

A tovabbiakban két alapvetd képrekonstrukcids eljarast ismertetiink, ahol
a torzitast a modellbol eredGen, ismertnek tekintjiik. Mindkét eljards az
ugynevezett konstruktiv szlirés elvén alapul.

1. Inverz szuro

A legkordbbi képrekonstrukciés eljardsok az inverz sziiré elvén alapultak,
ami azt jelenti, hogy a torzitas atviteli fiiggvényének inverzét alkalmaztak
a becsiilt kép eloallitasara.

Jelolje fr(x,y) az idedlis képet, fo(x,y) a megfigyelt képet, f7(z,y) a becsiilt
képet, n(x,y) pedig a zajt! A zajt az idedlis képpel korreldlatlannak tételezziik
fel. A térbeli torzitdst okozé fliggvény atviteli fliggvényét jeloljik hp(z,y)-
nal. Ennélfogva a megfigyelt kép:

fO(xa y) = f]((lf, y) * hD(xa y) + Tl({l}, y)
ahol a * a konvoluciét jeloli. A rekonstrukcids rendszer egy linedris eltolas-
invaridans szlir6b6l all, amelynek atviteli fliggvénye hgr(x,y). Igy a becsiilt
kép:
f}(xa y) = fO(xa y) * hR(‘T7 y) = (f](flf, y) * hD(xa y) + Tl({l}, y)) * hR(‘T7 y)
Alkalmazva az el6z6 kifejezésre a Fourier-transzformaciot:
Fi(u,v) = (F(u,v) - Hp(u,v) + N(u,v)) - Hr(u,v).
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A rekonstrukciés szilir6 atviteli fiiggvényét a

Hg(u,v) = m

kifejezéssel adjuk meg, igy a becsiilt kép Fourier-transzformaéltja

N(u,v)

Fi(u,v) = Fr(u,v) + Hplu)

Ez a kifejezés azt mutatja, hogy ha a zaj nulla, akkor tokéletes rekon-
strukciot kapunk. A zaj jelenlétével egy olyan additiv hiba jelentkezik,
amely a Hp(u,v) kis értékeinél egész naggya valik. Ez azt eredményezi,
hogy a kép minGsége nagyfrekvencias komponensek esetén nagy mértékben
romlik.

2. Wiener-szuro

Mint lattuk az inverz szlir6é hatranya, hogy a szlir6 atviteli fiiggvényében a
zaj nem szerepelt. A Wiener-szlir6 ezt a problémat orvosolja.

A szlir6 alkalmazasakor fel kell tételezniink, hogy a zaj additiv, korrelalatlan
a képpel, ismerjiik a teljesitmény-sliriiség spektrumdt, valamint a varhaté
értéke zérus. A képrol az egyszeru targyalas kedvéért feltételezziik, hogy a
varhat6 értéke zérus.

Tekintsiik a megfigyelt képet az idedlis kép és a za]j Gsszegének és abrazoljuk
vektor formaban:

Jo=fr+n.

Alkalmazva a Fourier-transzformaciot:
Fp=F+N

ahol Fy, Fr, N az fo, fr, n vektorok Fourier-transzformaltja. Ha a szlird
atviteli fliggvényének Fourier-transzformaltja G, igy a becsiilt kép Fourier-
transzformaltja:

Fi = GF,

ahol a G matrix operator mérete M x M, megegyezik Fourier-transzformacios
matrix méretével. A G szilir6 matrixot ugy kell méretezniink, hogy az min-
imalizalja a rekonstrukcié négyzetes hibajat. A négyzetes hibat felirva:

Er = ((Fy — Fp)"'(Fr — Fp)",
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ahol T  transzponaltat jelol. Behelyettesitve, valamint felhasznalva a kovetkezo
kifejezéseket

FiFF =Cg
NNT =y
FINT = NFF = {0}
azt kapjuk, hogy
Er = (Cs — 2GCs + GG(Cs + On))T

ahol Cg az F7 jel kovariancia maéatrixa, Cy az N kovariancia métrixa. Az
el6z6 harom feltétel koziil az utolsd azt jelenti, hogy az idealis kép és a zaj
korreldlatlan. A kapott kifejezés minimalizaldsaval azt kapjuk, hogy

Go = Cs(Cs + CN)_l
Alkalmazva az inverz Fourier-transzformaciot

90 =Cs(Cs+Cn)~!
ahol Cg az fr jel kovariancia matrixa, C,, a zaj kovariancia matrixa.
A Wiener-sziiré atviteli fliggvényét felirhatjuk a térbeli képtorzitas atviteli
fuggvényének segitségével is. A levezetés mellOzésével a szlird atviteli fliggvénye
additiv zaj esetén:

Hi(u,v
HR(uv U) = D2( )
|Hp(u,v)]? + Un(u,v)

ahol Uy (u,v) a zaj teljesitmény-stirtiség fiiggvénye.







VI1I. fejezet
Konvolucid és korrelacid

Ebben a fejezetben a képtér és a frekvenciatér kozotti két alapveto kap-
csolatot vizsgalunk meg. Ez a két kapcsolat — a konvolicié és a korreldcié
— alapveto fontossagu az olyan képfeldolgozasi technikak kidolgozdsanal,
melyek a Fourier-transzformacion alapulnak.

A vizsgélatot az egydimenzids konvoluciéval kezdjiik, folytonos paraméterek
mellett. Majd a diszkrét eset, végiil a kétdimenzids folytonos és diszkrét eset
keriil sorra. A korrelacié esetében is hasonld elveket kovetiink.

1. Konvolicid

Két fiiggvény, f(z) és g(x) konvolicibja, melyet f(x) x g(x)-el jeloliink, a
kovetkezd integralfiiggvénnyel definidlt:

f(z) % g(z) = / f(0) gz — a) da,

ahol a az integraldas mesterséges valtozdja. Mivel a konvolicids integral
hatésat vizudlisan megjeleniteni meglehetésen nehéz, ezért két példan ke-
resztiil, grafikusan mutatjuk be a hasznélatat a fenti egyenletnek.

Az elsé példa f(z) és g(x) konvolicidjat demonstralja, melyek a la. és
1b. abran lathatdak.

Az integrélés elvégzése elott hatdrozzuk meg a g(z — a)-t. Ezt ugy tehetjik
meg, hogy g(a)-t tikrozzikk az origéra (lc.dbra), majd x-szel toljuk el
(1d.abra). Majd minden adott z-re, megszorozzuk f(«a)-t g(z — «)-val,
majd az eredményt integraljuk —oo-tél co-ig. Az f(«) és g(x — «) szorzatat
a besatirozott rész jelzi az le. dbran (az dbra a 0 < x < 1 esetre vonatkozik).
Mivel a szorzat nulla « azon értékeire, melyek kiviil esnek a [0,z] tar-
tomanyon, ezért azt vehetjiik észre, hogy f(z)*g(xz) = 5, amely az le. dbra
besatirozott része.
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Az [1,2] intervallumhoz az 1f. 4bra tartozik. Ebben az esetben f(z)*g(x) =
(1—x/2). Ezért, figyelembe véve, hogy f(a)g(z — «) nulla az olyan z-ekre,
melyek kiviil esnek a [0, 2] intervallumon, a kévetkezot kapjuk:

5 0<z<1,
fl@)xglx)=q1-5, 1<z<2,
0, egyébként.

Az eredmény az lg. dbran lathaté.

A konvoliciot szemléletesen a kovetkezOképp lehet értelmezni. Legyen az
f(x) figgvény adott. Ezutdn vegyiik a g(z) fiiggvényt, és toljuk végig a
vizszintes tengely mentén. (Ez tulajdonképpen a g(z — «) fiiggvény.) A
konvolicié az eltolas fliggvényében megadja a két fliggvény kozos része alatti
tertilet nagysdgat. Esetiinkben a teriilet akkor lesz a legnagyobb, amikor
x = 1. FEz latszik az 1g. abran is, ahol a konvoluciés fliggvény az x = 1
helyen éri el maximumat.

Gyakori az a szemlélet, melyet a késébbiekben fogunk hasznélni, és amely
az egyenletben az f(z) fiiggvénynek az impulzus fliggvénnyel, §(z — x)-lal
vett konvoliciéjat tekinti. Ez a kovetkezéképpen definialhato:

/f(a:) d(x — xo)dx = f(z0).

A figgvény xg kicsi kornyezetétol eltekintve mindenhol 0, azaz

) I(J)r
/5(3}—3}0)6156 = /5($—x0)d:c =1.
o o

Mondhatjuk azt, hogy §(x—x) az x = z¢ pontban van, és az impulzus erejét
az f(x) fiiggvény értéke hatdrozza meg az. Példaul, ha f(x) = A, akkor
Ad(x—x0) egy A erdsségii impulzus az © = xy pontban. Altaldnos gyakorlat,
hogy grafikusan az impulzusokat egy xy pontban all6 nyillal reprezentaljak,
melynek nagysdga az impulzus erejével egyezik meg. A koévetkez6 dbran
lathatd, hogyan néz ki ez Ad(x — zp) esetén.

Az egyenlet haszndlatdanak masodik illusztraciéjaként tegyiik fel, hogy az
la. dbran ldthat6 f(z) fiiggvényt konvolvéljuk a g(z) = 6(x +T) + 0(x) +
d(x —T) figgvénnyel, mely a 1b. dbran lathaté. A g(x) eltolasaval, f(x)-en
mentén csusztatva, és a korabbi két egyenlet hasznélataval megkapjuk az
eredményt, amely a lc. dbran lathatd. Megfigyelhetd, hogy ebben az esetben
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1. dbra. Konvoltcié grafikus demonstralasa.

az eredmény megegyezik az f(x) azokba a poziciékba ,, mésoldsaval”, ahol
az impulzusok talalhatok.

A konvolicio fontossaga a frekvencia-tartomanyban végrehajtott elemzéseknél
azon a tényen alapul, hogy f(z)*g(z) és F(u) G(u) egy Fourier-transzformécids
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A

2. dbra. Az impulzus fiiggvény illusztraldsa.

f(e) g(a)
A
1
1
:
— >, . 1 . >
a -7 T
a b
f(x) xg(z)
| | A | |
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
N L L o
—t T I T "
=T a T

3. dbra. Impulzus fiiggvény konvolicidéja mas fiiggvénnyel.

part alkotnak. Mads szavakkal, ha f(x) Fourier-transzformaltja F'(u), és
g(x) Fourier-transzformaltja G(u), akkor f(z)+g(x) Fourier-transzformaltja
F(u)-G(u). Ez az eredmény formalisan a kovetkez6 formaban fogalmazhatjuk
meg;:

F(2)  g(x) = F(u) - G(u),
Ehhez hasonléan kapjuk a kévetkezo Osszefiiggést:

f(x) - g(x) = F(u) x G(u).

Ezt a két Osszefliggést konvoltcids tételnek nevezziik.
Tegyiik fel, hogy f(z) és g(x) folytonos fiiggvények helyett diszkretizaltak
és a mintak rendre A illetve B méretil tombokben allnak rendelkezéstinkre:

f(0), f(1), f(2),.., F(A=1) és g(0),9(1),9(2),...,9(B —1). Ahogy mér
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korabban is lattuk, a diszkrét Fourier-transzformalt és inverze periodikus
fliggvények. Ahhoz, hogy eléallitsuk a diszkrét konvolicids tételt, amely
megfelel a perlodlcltas kovetelményének, feltételezhetjiik, hogy a dlszkret
f(x) és g(z) fiiggvények periodikusak, valamilyen M periddussal. Az ered-
mény szintén periodikus lesz, ugyanazzal a periédussal. A probléma az,
hogy milyen értéket valasszunk M-nek. Megmutathaté (Brigham [1974]),

hogy hacsak nem tgy valasztjuk M-et, hogy
M>A+B-1,

akkor a konvolicié egyes peridédusai atfeddk lesznek. Az atfedést gyakran
burkolé hibanak (wraparound error) nevezik. Ha M = A + B — 1, akkor a
periddusok szomszédosak, érintkezok lesznek. Ha M > A 4+ B — 1, akkor a
periddusok kiilénvalnak, és a tavolsdguk egyenlo lesz az M és az A+ B —1
kozotti kiilonbséggel. Mivel feltettiik, hogy a periédus nagyobb A-ndl és B-
nél is, ezért mindkét mintasorozat hosszat meg kell novelni M hosszusagura.
Ezt Ggy is megtehetjiik, hogy nulldkat fiizink hozza az adott mintdkhoz,
melynek eredményei a kovetkezd kiterjesztett sorozatok lesznek:

. f(x)7 0<z<A-1,
‘M@_{Q A<z <M-—1,

() g(z), 0<z<B-1,
€Tr) =
ge 0, B<z<M-1

Ennek alapjan a kovetkez6 mdédon definidljuk az f.(x) és a g.(x) diszkrét
konvolucidjat

f( *ge Zfe 9317— ),

minden z = 0,1,2,..., M — 1-re. A konvolicids fiiggvény egy diszkrét,
periodikus, M hosszusdga tomb z = 0,1,2,..., M — 1 értékekkel, melyek
egy teljes peridédusét leirjék fe(z) * ge(x)-nek.

A diszkrét konvoliucié miikodése alapvetéen megegyezik a folytonos kon-
voluciéval. A kiilonbség csupan annyi, hogy az eltolasoknak diszkrét 1é-
pésekben valé novelés foglalja el a helyét, a mintak kozotti tavolsagnak
megfeleléen, valamint az integralds Osszegzésre cserélédik. Hasonldéan, a
kovetkezd két egyenletek szintén teljestilnek diszkrét esetben, és a burkol6
hiba elkeriilése érdekében f.(x)-et és annak transzforméltjat hasznaljuk.
Az x és u diszkrét valtozokrol feltessziik, hogy a 0,1,2,..., M — 1 értékeket
veszik fel.
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Az el6bbi megfontolasok az abran grafikusan illusztraltak, folytonos és dis-
zkrét esetben is. A diszkrét esetben a diagramon A mintaelem szerepel a
[0, 1] intervallumbdl, mind f(z)-hez, mind g(z)-hez. A feltételezett periédus
ésigy M =A+B—-1=2A-1.

Lathatd, hogy a konvolicids fliggvény periodikus, és mivel M =24 — 1, a
periédusok szomszédosak. Ha az M > 2A — 1 valasztassal éliink, akkor a
periédusok kozott nagyobb rések lesznek. Azt is fontos megjegyezni, hogy
egy peridodust M mintaelem teljesen leir.

A kétdimenzids konvolicié az egydimenzidshoz hasonlé formdaji. Tehét két
fiiggvényre, f(x,y)-ra és g(x,y)-ra a kovetkezo:

+00 +00
F(@y) * g(z,y) = / / f(e. ) gz — a,y — B) dadp

A konvolucios tétel kétdimenzids esetben a kovetkez6 formaban fogalmazhato
meg:

f(z,y) x g(z,y) <= F(u,v) G(u,v),
flz,y) g(z,y) <= F(u,v) * G(u,v).
A burkold hiba kikiiszobolését az

M>A+C-1,

N>B+D-1

véalasztasaval érhetjitk el. A periodikus sorozatok az f(x,y) és a g(x,y)
kiterjesztésével, az alabbi médon allnak eld:

fe(%y):{()’ A<z <M-1vagy B<y<N —1,

(£.y) = 4 9@Y) 0<a<C-1&0<y<D-1,
gy = 0, C<z<M-1vagy D<y<N —1.

Az feo(z,y) és ge(x,y) kétdimenzids konvoliciéja a kovetkez6 Osszefliggéssel
adott:

M—-1N-1

fe@,y) % ge(w,y) = D> > folm,n) ge(z —m,y —n),

m=0 n=0

z=0,1,...,M—1ésy=0,1,2,...,N — 1.
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2. Korrelacié

Két folytonos fiiggvénynek, f(z)-nek és g(z)-nek a korreldcidjat, amelyet
f(x) o g(x)-szel jeloliink, a kovetkezo Osszefliggéessel definidljuk:

/f g(xz + a) da,

Az eljaras menetét a lenti dbra illusztrélja.
Az egyenlet diszkrét megfelelGje a kévetkezékf)pen definidlhaté:

f Oge Zfe gem—i—m)

x=0,1,2,..., M —1. A kordbban tett megjegyzések, melyek f.(z) és g.(x)
periodicitasara és M megvalasztasara vonatkoznak, szintén fennallnak most
is.

Hasonlé 6sszefiliggés érvényes a kétdimenzids esetben is. Ha f(z,y) és g(x,y)
folytonos valtozdju fliggvények, akkor a korrelaciéjuk definicidja:

+00 +00
fawogen) = [ [ 5@ge+ay+ s dads,
Diszkrét esetben pedig:
M—-1N-1
fe(z,y) o ge(z,y) ZZfemngex+my+n)
m=0 n=0

r=0,1,2,... M—1ésy=0,1,2,...,N—1. Ahogyan a diszkrét kovolicié
esetében is, fe(z,y) és ge(z,y) kiterjesztett fliggvények, M és N pedig a a
tétel alapjan keriil megvalasztasra a korreldciés fiiggvény burkolé hibainak
elkeriilése végett.

Megmutathatd, hogy mind a folytonos, mind a diszkrét esetre igaz a kovetkez6
korrelacids tétel:

[z y) o g(a,y) <= F*(u,v) G(u,v),

ff(z,y) 9(x,y) <= F(u,v) o G(u,v).
Természetesen, ha a tételt diszkrét valtozokra értelmezziik, akkor kiter-
jesztett és periodikus fliggvényeket vesziink szamitasba.
A korrelacié egyik legfontosabb alkalmazasa a képfeldolgozas teriiletén a

sablon vagy a prototipusillesztés, ahol az a feladat, hogy tébb ismert kép
koziill megtalaljuk azt az egyet, amelyik a legjobban illeszkedik egy adott,
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de ismeretlen képre. Az egyik megkozelités szerint az ismeretlen képnek
ki kell szamitani a korrelaciojat az ismert képek mindegyikével. A legjobb
illeszkedést az a kép adja, amelyre a korreldciés fliggvény a legnagyobb.
Mivel az eredmény korrelécidk kétdimenzids fliggvények, emiatt a fiiggvények
legnagyobb amplitiddjat kell megkeresni. Ahogyan a diszkrét konvolicid
esetében is, fe(x,y) o ge(z,y) kiszdmitasa sokkal hatékonyabb a frekvenci-
atartomanyban, ahol FFT algoritmus segitségével kaphatjuk meg a normal,
illetve az inverz transzformaltakat.

Ha 0Osszehasonlitjuk a diszkrét és a folytonos korreldciét vagy konvolicidt,
meg kell jegyezziilk, hogy az a mdd, ahogyan a diszkrét eseteket definialtuk,
egyenértékli a folytonos formuldk négyzetes integrdlasaval. Ezért ha sze-
retnénk a diszkrét és folytonos eseteket Osszehasonlitani egy abszolit bazis
segitségével, akkor a korabbiak alapjan az egyik egyenletet meg kell szorozni
Azx-szel, mig a masik egyenleteket AxzAy-nal, ahol a Ax és a Ay a minta-
vételezési pontok tavolsiga.
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4. abra. A periddus alkalmas vélasztasa.
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5. dbra. Kapcsolat a konvoliicié és a korrelacié kozott.



VIII. fejezet
Szegmentalas

Egy digitélis kép szegmentdldséan a képpontok valamilyen sajatsagvektor(ok)
szerinti osztdlyozasat, majd a kapott osztalyozdsra nézve Osszefiiggé kép-
ponthalmazok, azaz tartomanyok megkeresését értjik.

A szegmentéalassal foltokhoz, illetve élekhez jutunk, attdl fliggéen, hogy
a figyelembe vett sajatsagok hasonldségi, illetve kiilonboz6ségi jellemzdéket
mérnek-e. Idedlis esetben ezek egybeesnek a képen taldlhaté objektumok
hatarolo feliileteivel, illetve kontiurvonalaikkal. Mindkét feladat megoldasara
nagyon sok moédszer 1étezik, amelyek sokszor még céljukat tekintve is erésen
kiilonboznek. A tovabbiakban kizardlag az éldetektaldssal fogunk foglalkozni.

1. Gradiens moddszerek

Arra valé tekintettel, hogy az éleket a képen a vilagossagkdd valtozdsok
jelzik, ezért célszerl a képfiiggvény els6 derivaltjat képezni, mivel a derivalt
képnek az élek helyén lesz szélséértéke. Erre hasznalhatok a képfiiggvény
els6 parcialis derivaltjai.
1.1. Digitalis gradiens

Digitalis képeken a derivaltak helyett természetesen differencidkat hasznalunk:
ennélfogva a kép a 6 irdnyba es6 ,,valtozasi gyorsasaga’”:

Af(i,5) = Apf(i,j)cos @+ Ay f(i,j)sind
A digitalis gradiens nagysaga:

) = ((A .2 A .2 %
ag(i, j) = ((Auf(5,5))° + (Ayf(i,7))%)
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amit gyakran kozelitenek az
ag(i, J) 2= [Ag f (i, )| + [Ay £ (4, 5)]
kifejezéssel.

1.1.1. Roberts gradiens. A Roberts gradiens a digitalis gradiens kozelitése,
amely fiiggbleges és vizszintes éleket detektal. A gradiens nagysdga:

Mivel a gradiens operatorok 4 pontra szamoljak a gradiens nagysagat, rend-
kiviil érzékenyek a zajokra, illetve az intenzitds egyenletlenségeire.

1.1.2. Laplace-operdtor. A magasabb rendli derivaltak koziil a Laplace-
operatort szoktdk éldetektaldsra haszndlni. A mésodrendii Laplace-operator
az élek mentén kettds vonalat eredményez, mivel a masodrendii derivaltnak
ott van széls6értéke, ahol a vilagossdgkodok véltozasa elkezdddik, és ott ahol
befejezédik. A méasodrendl Laplace-operator:

2 2
arp=91, %0
ox? = Oy?
amelynek digitalis kozelitése fiigg az alakzatra meghatarozott szomszédsagtol
is. Tekintsiik most a Laplace-operator 4-szomszédos digitalis kozelitését:

AL G) = 1fG+1,5) + f(i—1,5) + f(i, 5+ 1) + f(i.5 — 1) — 4f (i, 5)],
illetve a 8-szomszédos kozelitését:

ARFG,G) = [F G+ L)+ fE=10) + F(,j + 1)+ f(,j— 1)+ fi—1,j - 1)+
HfGE+1,5 =)+ f— L+ 1)+ fi+1,5+1) = 8f(i,4)I-

1.2. Maszkos éldetektorok

Az altalunk bemutatandé éldetektor diszkrét élmaszkokat alkalmaz annak
eldontésére, hogy az adott kép tartalmaz-e él elemet, és ha igen, milyen
irdnyut. Az adott kép domindns él-orientacioja:

max{B & T;}

ahol T; a maszk-készlet egyes iranyba mutatd elemei. Ha a fenti kifejezés
altal visszaadott érték meghalad egy adott kiiszobértéket, gy az altala
meghatarozott iranyu élt elfogadjuk.

A kiiszObérték meghatarozasakor két probléma mertilhet fel. Az els6 az
élaktivitds probléma&ja. Ugyanis a gradiens képen 1év§ élek nagysiga igen
valtozd, vannak kis gradiens értékdi finom élek, illetve er6sebbek. FEz a
kiiszobolésnél gondot okozhat, mivel a tdl alacsony kiiszobérték zajossa
teszi a képet, a til magas kiiszob esetében pedig hasznos informacié vész
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el. Ezt hivatott kikiiszobolni az élaktivitdsi index (EAI). Amennyiben a
maszkkészlet 8 iranyara kiszamolt gradiens érték rendre g, y1, ..., y7, Ugy
az EAI-t a kovetkezéképpen definidljuk:

BAJ — maxy—o,1,...71|yk|}

- .
7 1
(3 k0¥p)® — 1)
Az EAI értéke 0, ha az adott képpontban nincs elfogadhaté él, ami azt

mutatja, hogy ott nincs élaktivitas. A mésik probléma a kiiszobolés globélis
volta. Ezt a lokdlisan adaptiv kiiszoboléssel lehet kikiiszébdlni.







IX. fejezet
Osztalyozas

Az osztélyozasi feladat soran az alakzatok, vagy alakzatcsoportok hasonldsa-
gat, illetve kiilonbozoségét célszert valamilyen szamszerti mértékkel megadni.
Fzt a szdamszeri mértéket nevezziik hasonldsagi, vagy kiillonbozéségi mér-
téknek. A kiilonboz6ségi mértéket altalaban tavolsdgnak neveziik. Az
alabbiakban bemutatott hasonlosdgi mértékek elsOsorban a statisztikus osz-
talyozasnal hasznélatosak.

1. Korrelacio

Gyakran adédhat az a feladat, hogy egy adott f(x,y) M x N-es, digitélis
képen egy g(z,y) M’ x N'-méretii részképhez hasonlét keresiink. Altaldban
teljestilnek az aldbbi feltételek: M’ < M és N' < N. A megoldést az f(x,y)
és a g(x,y) képek kozotti korreldcié szamitdsa adja. Ennek legegyszertibb
forméja:

R(m,n) => Y f(z,y)g(x —m,y —n),
z oy

aholm =0,1,..., M —1,n=0,1,..., N —1, és az Osszegzést a g(z,y) altal
definialt részképen kell elvégezni.

Az R(m,n) figgvény maximuma azt a helyet mutatja, ahol az f(z,y) képre
legjobban illeszkedik a g(x,y). Meg kell jegyezniink, hogy az f(x,y) kép
széleihez kozel esé (m,n) értékekre az illeszkedés mértéke kevésbé lesz pon-
tos.

Az eléz6 kifejezésnél valamivel bonyolultabb az alabbi:

_ 22y f@y)glz—my —n).
VX, PP ay)

A nevez6beli normalé tényezot szintén a g(x, y) dltal meghatarozott részképen
torténd Osszegzéssel kell kiszamitani.

R(m,n)
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2. Statisztikus osztalyozas

Mint lattuk, az osztalyozas célja az, hogy a megfigyelt alakzatot véges szamu
diszjunkt osztaly valamelyikébe be tudjuk sorolni. Statisztikus osztalyozasrol
akkor beszélhetiink, ha az alakzatot az & val6szintiségi vektor véltozé (alapvek-
tor) irja le, amelynek egy realizdcidja ¥ = (z1,z9,...,2,) € £, ahol
r =1,...,N a jellemzok sorszama, (), az r-dimenziés mintatér. Jeldlje
C,Cq,...Cs a felismerend6 osztalyokat, és tegyiik fel, hogy a dontést (osz-
talyba sorolast) az alakzatot leiré & alapvektor alapjin kell megtenni. Az
osztalyba soroldst az alabb ismertetésre keriilé dontési szabalyok segitségével
végezhetjiik el. Az ), mintateret s darab Dy, Do, ..., D tartomanyra oszt-
juk fel, és x € D; esetén elfogadjuk a C; hipotézist, vagyis azt, hogy x a C;
osztalyba tartozik. Ezt a dontési szabdlyt az alabbi dontésfliggvénnyel is
megfogalmazhatjuk: Legyen 6(x) az 2, halmazon értelmezett olyan fiiggvény,
amelynek értékkészlete a {1,2,...,s} halmaz. A d(z) = i esetén elfogad-
juk el a C; hipotézist. Két osztaly esetében a dontési fliggvényt altalaban
a §(z) = 3 + LsignD(z) alakban adjuk meg, ahol D(z) olyan valés értékii
fuggvény, amely a D1 dontési tartomanyon negativ, a Do dontési tartomanyon
pedig nemnegativ értékii. A D(x) fliggvényt szokés szepardld fiiggvénynek
nevezni. A D(z) figgvényt ugy kell megvélasztani, hogy a D(z) = 0
elofordulasi valészintisége 0 legyen. A dontési szabdly jésagat a hibds oszté-
lyozés valdszintiségével mérhetjiik, minél kisebb hibds osztalyozas valdszini-
sége, annal jobb a dontési szabalyunk. Hibdas osztalyozas akkor 1ép fel, ha
példaul a C; hipotézis igaz ugyan, de x € D;, vagyis masikat fogadunk el.



X. fejezet
Lényegkiemelés

Az alapvektor geometriai médszerrel torténé meghatarozasara az objektum
és annak konvex burkanak mérheté paraméterei szolgdlnak. Ezek pl. a
kovetkez6k lehetnek: teriilet kertilet, atmérs, vetitett magassdg, vetitett
szélesség, hosszisag, orientacio, Feret-féle atmérd, konvex burok ekvivalens
tertilete, konvex burok ekvivalens keriilete, konvex burok atméréje. De
ezeken kiviil mas jellemzOket is meghatarozhatunk, pl. az Euler-féle szamot,
amely az objektum topolégikus tulajdonsigait tiikrozi.
A tovabbiakhoz definidljuk az alabbi 2 x 2-es mintakat, amelyeket és k-90°-os
elforgatottjaikat bit-négyeseknek neveziink:

A bit-négyesekkel igen egyszerti médon meg tudjuk hatdrozni az Euler-
szamot, megkiilonboztetve a négy, illetve nyolc szomszédsagra:

Ei = 1 [n(Q1) — n(Qs) + 20(Qp)].
illetve
By = 7 [n(Q1) — n(Qs) — 20(Qp)).

ahol n(Q;) a képen taldlhaté @Q; bit-négyesek szama.
A teriiletet, illetve a kertiletet a bit-négyesek segitségével is kifejezhetjiik:

T == [n(Q1) + 2n(Q2) + 3n(Q3) + 4n(Q4) + 2n(Qp)] ,

] =

K =n(Q1) +n(Q2) +n(Q3) + 2n(Qp).

Qo Q1 Q2 Qs Q4 Qp

1. dbra. Bit-négyesek.
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1. Analitikus elemzés

Az egyedi alakzatok analitikus elemzésére két modszert mutatunk be. Az
egyik médszer az alakzat konturjat leird fliggvény Fourier-sorat képezi, a
masik pedig momentumok segitségével szolgalja az alakzat leirdsat.

1.1. A kontir Fourier analizise

A moédszer lényege a kovetkez6. Képezziik az alakzat konturjat leird fligg-
vényt. Ez az un. alakfiiggvény (az ivhossz fiiggvényében a gorbiilet) meg-
addsat jelenti, amely a keriiletre nézve periodikus. A gorbiilet-fliggvény
Fourier-sorat képezve megkapjuk az alakzatot tomoren leiré vektort, mivel
adott alakzatot mar kelléképpen jellemez az els6 néhany Fourier-komponense.
Abrézoljuk az alakzatot komplex szdmsikon gy, hogy az egyes kontirpontok
abcisszai a valds tengelyre, ordinatai a képzetes tengelyre essenek. Legyen
az alakfliggvény B = B(s), amely periodikus, létezik Fourier-sora:

[e.e]
= Z Ffefis,

I=—00

ahol
1 27

r= g B(s)e T¥ds.

A binaris képen az alakzatfiiggvény szakaszonként linedris, tehat egy N
sz0gl sokszognek tekintheté. Ennek koszonhetéen az egyes Fourier-egytitt-
haték a levezetést mell6zve:

N

N 27,27
_ —fiky
Fr= @) k§—1 Ph—1 — D)€

Vialasszuk az Fy = 0-t, ami azt jelenti, hogy a Fourier egytitthatok alapjan
visszaallitott alakzat sulypontjat az oigdba toljuk. A p;-k az egyes csticsok
koordinatai.

1.2. Alakjellemzés momentumok segitségével

Az alakzatokat nemcsak konturpontjaival, hanem belsé pontjai alapjan is
leirhatjuk. FEzt a momentumok segitségével tehetjiik meg.
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Az f(z,y) 2-dimenziés folytonos fliggvény (p,q)-adik momentuma a valé-
szintliség elméletébdl ismert definicié alapjan:

o0 [e e}
Mpg = / / 2Pyl f(z,y)dwdy
—0oQ — 00
A centralis momentum:

= | Z / Z(w By — ) f (z,y)dady

ahol T = 240 7 — oL
moo ’ moo
A centrédlis momentum diszkrét esetben:
N—1N-1
Hpg = Z Z(aj —-72)P(y —9)f(z,y).
=0 y=0

A momentumokbdl szédmos olyan mérték allithaté el6, melyek kielégitéen
jellemzik az objektumot, és az objektumon végrehajtott linedris transz-
formacidkkal szemben invaridnsak.
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