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1. fejezet

Halmazok, relaciok, fiiggvények

1.1. Halmazelméleti alapok

1.1.1. Jelolések, elnevezések

A halmaz és a halmaz eleme fogalmakat adottnak, matematikai absztrakciénak tekintjiik.

A halmazokat altaldban nagybetiikkel, példaul A, B, C, ..., mig elemeiket dltaldban kisbetlikkel, pél-
daul a, b, c, . . . jeloljik.

a € A jeloli azt, hogy a eleme az A halmaznak
a ¢ A pedig azt, hogy a nem eleme az A halmaznak

1.1.1. Definicio. Egyetlen olyan halmaz van, melynek nincsen eleme, ezt iires halmaznak nevezziik és az
0 szimbolummal jeloljiik.

Halmazok megadasa
— Elemeik felsoroldsaval, példaul A = {a, b, c}.

— Valamilyen ismert halmaz elemeire vonatkoz6 7' tulajdonsdg, illetve allitas segitségével. Példdul,
ha T'(x) az X halmaz minden x eleme esetén igaz vagy hamis értéket vesz fel, akkor

{x|T(x)}
az X olyan elemeinek halmazt jeloli, melyre a T allitas igaz.

1.1.2. Definicié. Ha A és B halmazok és az A halmaz minden eleme a B halmaznak is eleme, akkor azt
mondjuk, hogy A részhalmaza B-nek, erre az A C B jelolést haszndljuk.

Ha a B halmaznak van olyan eleme, amely nem tartozik az A halmazhoz, akkor A valodi részhalmaza
B-nek, erre az A & B jelolést alkalmazzuk.

1.1.1. Példa. Legyenek
A ={1,2} és B=1{0,1,2,3}.

Ekkor A & B.
1.1.1. Megjegyzés. Tetszdleges A halmaz esetén
ACA és 0OcCA.

1.1.3. Definicio. Ha az A és B halmazok olyanok, hogy A C B és B C A, akkor azt mondjuk, hogy az A
és B halmazok egyenléek, erre az A = B jelolést haszndljuk. Ellenkezd esetben azt irjuk, hogy A # B.



1.1.2. Halmazmiveletek

1.1.4. Definicio. Ha A és B halmazok, akkor azt a halmazt, amely pontosan azokat az elemeket tartal-
mazza, amelyek A és B valamelyikéhez hozzdtartoznak, az A és B halmazok unidjanak nevezziik és

A U B-vel jeloljiik, azaz,
AUB={x|xe€Avagy x € B}.

1.1.5. Definicié. Ha A és B halmazok, akkor azt a halmazt, amely pontosan azokat az elemeket tartal-
mazza, amelyek A és B mindegyikéhez hozzdtartoznak, az A és B halmazok metszetének nevezziik és

A N B-vel jeloljiik, azaz,
ANB={x|xeAésxeB}.

1.1.6. Definicié. Ha két halmaz metszete iires, akkor a szoban forgo két halmazt diszjunktnak hivjuk.

OO

A B

1.1.1. Tétel. Legyenek A, B, C tetszdleges halmazok. Ekkor

(i) (kommutativitds)
AUB=BUA és ANB=BnNA

(ii) (asszociativitds)

AUBUC)=(AUB)UC és ANBNC)=ANBNC

(iii) (disztributivitds)
AUBNC)=(AUB)N(AUC) és ANBUC)=ANBUMANC)

1.1.7. Definicié. Ha A és B két halmaz, akkor az A és B halmaz kiilonbségén, vagy mds szavakkal a B
halmaz A halmazra vonatkozo komplementerén az A olyan elemeinek A \ B-vel jelolt halmazdt értjiik,

melyek nem tartoznak bele a B halmazba, azaz,

A\B={x|xeAésx ¢ B}.



1.1.2. Megjegyzés. Ha X egy halmaz és A C X, akkor az X \ A komplementumra a tomérebb A€ jelilést
haszndljuk.

1.1.2. Tétel. Legyenek A, B C X tetszbleges halmazok, ekkor

(i) c
0° =X, X°=0, (AC) =A

(ii) (de Morgan-azonossdgok)
(AUB =A“NB° é5 (AnB)“ =A“UB".
1.1.8. Definicio. Legyen X egy nemiires halmaz és A, B C X. Ekkor az
AAB=(A\B)U(B\A)

halmazt az A és B halmazok szimmetrikus differencidjanak hivjuk.

1.1.1. Allitas. Legyen X egy nemiires halmaz és A, B C X. Ekkor
AAB=(AUB)\(ANB).

1.1.2. Allitas. Legyen X egy nemiires halmaz és A, B, C C X. Ekkor

(i)
AAB = BAA. (kommutativitds)
(ii)
(AAB) AC = AA (BAC) (asszociativitds)
(iii)
ANA =0 és AAND=A
(iv)

(AAB) A (BAC) = AAC



(v)
AAB=0< A=B

1.1.2. Példa. Legyenek
X=1{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} A ={2,4,6,8,10} és B={3,6,7,8}
Ekkor
ANB=1{6,8},
AUB={2,3,4,6,7,8,10},
X\A=1{0,1,3,5,7,9},
X\B=1{0,1,2,4,5,9,10},
BN (X\A)={3,7},
AN(X\B) =1{2,4,10},
A\ B={2,4,10},
B\ A ={3,7}

és
AAB =1{2,3,4,7,10}

1.2. Rendezett elemparok, Descartes-szorzat, relaciok

1.2.1. Rendezett elemparok

1.2.1. Definicio. Az a és b elemekbdl képzett (a, b) szimbolumot rendezett elempdrnak nevezziik, a-t, il-
letve b-t a rendezett elempdr elsd, illetve mdsodik komponensének hivjuk.

Két rendezett elempdrt egyenlének mondunk, ha a megfelelé komponenseik rendre megegyeznek, azaz
példdul

(a,b) =(c,d) = a=césb=c.

1.2.1. Megjegyzés. Az (a,b) = (b, a) dsszefiiggés pontosan akkor teljesiil, ha a = b.



1.2.2. Descartes-szorzat

1.2.2. Definicié. Ha A és B két halmaz, akkor az
AxB=1{(ab)|acA,bec B)

halmazt az A és B halmazok Descartes-szorzatdnak hivjuk.

1.2.2. Megjegyzés. Ha A = 0 vagy B = 0, akkor A X B = 0.

1.2.1. Példa. Legyenek
X ={a, b, c} és Y =1{1,2}.

Ekkor
XxY={a,l),(a?2),b1),(0b,2),(c]1),(?2)},

YxX={1,a),(,b),(1,c),(2,a),(2,b),(3,c)}
XXX ={(a,a),(a,b),(a,c),(b,a),(b,b),(b,c),(c,a),(c,b),(cc)}
YxY={(1,1),(,2),2,1),(2,2)}

1.2.3. Relaciok

1.2.3. Definicié. Ha A és B két halmaz, akkor az A X B Descartes-szorzat egy R részhalmazdt A és B
kozotti relacionak nevezziik.

Ha A = B, akkor azt mondjuk, hogy R reldcio A-n.

Az (a, b) € R tartalmazdst az aRb szimbolummal is fogjuk majd jelolni, ez utobbit iigy olvassuk ki, hogy a
relacioban van b-vel.

1.2.4. Definiciéo. Ha R c A X B, akkor a
Dr = {a € A|létezik olyan b € B, hogy (a,b) € R}

és az
Rr = {b € B|létezik olyan a € A, hogy (a,b) € R}

az R reldcio értelmezési tartomdnydnak, illetve értékkészletének nevezziik.
1.2.5. Definicio. Ha C C A, akkor az

R(C) = {b € B|létezik olyan c € C, hogy (a,b) € R}
halmazt a C halmaz R reldcio dltali képének hivjuk.

1.2.3. Megjegyzés. Nyilvdin
R(A) = Rp.

1.2.6. Definicio. Az R c A X B reldcio inverzén, az

R ={(b,a)|(a,b) € R}
reldciot értjiik.
1.2.4. Megjegyzés. (i) (a,b) € R pontosan akkor, ha (b,a) € R™';
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(ii) R™! reldcié B és A kozott;
(iii) (R) " = R;
(iv) R\(B) = D;.
1.2.2. Példa. Legyenek
X ={a,b,c} Y ={1,2} és R={(a,1),b,1),(c,D}c X XY

Ekkor
®R = {Cl, b’ C}

R ={(1,a),(1,b),(1,0)}

1.2.7. Definicio. Legyenek R C A X B és S C B X C adott reldciok, ekkor az
S o R ={(a,c)|létezik olyan b € B, hogy (a,b) € R, (b,c) € S}
1.2.5. Megjegyzés. S o R reldcio A és C kozott.
1.2.1. Tétel. Legyenek R C A X Bés S C B X C adott reldciok, ekkor
(SoR ' =R'oS".

Tegyen tovdabbd T C C x D egy harmadik reldcio, ekkor

To(SoR)y=(ToS)oR.

Ekvivalenciarelaciok

1.2.8. Definicio. Egy R C A X A reldciot ekvivalenciareldcionak hivunk, ha
(i) reflexiv, azaz, barmely a € A esetén aRa;
(ii) szimmetrikus, azaz, aRb pontosan akkor teljesiil, ha bRa;
(iii) tranzitiv, azaz, ha aRb és bRc, akkor aRc is teljesiil.
1.2.3. Példa. Legyen A # 0 tetszdleges és az R reldciot értelmezziik a kovetkezdképpen
aRb < a=0>.

Ekkor R ekvivalenciareldcio A-n.



Rendezési relaciok
1.2.9. Definicio. Egy R C A X A reldciot parcidlis rendezésnek hivunk, ha

(i) reflexiv, azaz, bdarmely a € A esetén aRa;
(ii) antiszimmetrikus, azaz, aRb és bRa egyiittes teljesiilése maga utdn vonja, hogy a = b;

(iii) tranzitiv, azaz, ha aRb és bRc, akkor aRc is teljesiil.

Ebben az esetben azt mondjuk, hogy A egy parcidlisan rendezett halmaz az R reldcioval. A tovdbbiakban
az R reldciora a < jelolést alkalmazzuk.

1.2.10. Definicié. Ha az R C A X A reldcio rendelkezik a fenti tulajdonsdgokkal, tovdbbd
(iv) linedris, azaz, tetszoleges a,b € A esetén aRb és bRa koziil legaldbb az egyik teljesiil,
akkor azt mondjuk, hogy R rendezési reldcio.

Ebben az esetben az A halmazt rendezett halmaznak nevezziik.

1.2.4. Példa. Legyen X + 0 és jelolje P(X) az X halmaz hatvanyhalmazdt, azaz az X halmaz dsszes
részhalmazainak a halmazdt. Ertelmezziik P(X)-en az R reldciét az aldbbi médon

ARB < A CB.
Ekkor R egy olyan parcidlis rendezési reldcio, mely nem linedris.

1.2.11. Definicié. Legyen (A, <) egy parcidlisan rendezett halmaz. Azt mondjuk, hogy a B C A halmaz
feliilrol korldtos, ha létezik olyan a € A, hogy tetszdleges b € B esetén b < a teljesiil. Ekkor azt mondjuk,
hogy az a elem a B halmaz felsd korldtja.

1.2.6. Megjegyzés. Egy B halmaznak nem mindig van B-beli felsd korldtja, de ha van, akkor pontosan
egy létezik.

Ha a B halmaznak van B-beli felsé korldtja, akkor ezt az elemet a B halmaz maximumdnak hivjuk és
max B-vel jeloljiik.

1.2.12. Definici6. Legyen (A, <) egy parcidlisan rendezett halmaz. Azt mondjuk, hogy a B C A halmaz
alulrél korlatos, ha létezik olyan a € A, hogy tetszdleges b € B esetén a < b teljesiil. Ekkor azt mondjuk,
hogy az a elem a B halmaz also korldtja.

1.2.7. Megjegyzés. Egy B halmaznak nem mindig van B-beli alsé korldtja, de ha van, akkor pontosan
egy létezik.

Ha a B halmaznak van B-beli also korldtja, akkor ezt az elemet a B halmaz minimumdnak hivjuk és
min B-vel jeloljiik.

1.2.13. Definicié. Legyen (A, <) egy parcidlisan rendezett halmaz és B C A egy feliilrél korldtos halmaz.
Ekkor a B halmaz felsd korldtainak a minimumdt a B halmaz pontos felsé korldtjdnak hivjuk. Erre a
sup B jelolést haszndljuk.

1.2.8. Megjegyzés. A B halmaz pontos felsd korldtja — ha létezik, akkor — egyértelmii.

1.2.14. Definicié. Legyen (A, <) egy parcidlisan rendezett halmaz és B C A egy alulrdl korldtos halmaz.
Ekkor a B halmaz also korldtainak a maximumdt a B halmaz pontos also korldtjinak hivjuk. Erre az
inf B jelolést haszndljuk.

1.2.9. Megjegyzés. A B halmaz pontos also korldtja — ha létezik, akkor — egyértelmii.
Mivel az iireshalmaznak minden szam als6 és egyben felsd korlatja is, ezért a tovabbiakban az
infO=+4c0 és sup@ = —oo.

megéllapodéssal fogunk €lni.



1.3. Fiiggvények

1.3.1. Definicié. Legyenek A és B halmazok. Az f C AX B reldciot fiiggvénynek nevezziik, ha tetszdleges
Dy esetén az f ({a}) halmaz egyelemii.

Ha D, = A, akkor azt mondjuk, hogy f az A-bol B-be képezd fiiggvény, és ezt az f: A — B szimbolummal
Jjeloljiik.

1.3.2. Definicio. Legyenek A és B halmazok, f: A — B fiiggvény. Ha az f fiiggvénynek, mint reldcionak
az inverze is fiiggvény, akkor az mondjuk, hogy f invertdlhato.

1.3.3. Definicid. Legyenek A és B halmazok és f: A — B fiiggvény. Az f fiiggvényrdl azt mondjuk, hogy
(i) injektiv ha a,a” € A, a # a* esetén f(a) # f(a”);

(ii) sziirjektiv, ha f(A) = B;

(iii) bijektiv (kolcsondsen egyértelmii), ha injektiv és sziirjektiv.

1.3.1. Példa. Legyenek
A ={a,b,c} és B=1{0,1,2}.

Ekkor az
fl = {(a, O)’ (ba 0)’ (a, 2)’ (C, 1)}

reldcio nem fiiggvény, hiszen fi ({a}) = {0,2}. Az
2 =1{(a,0),(,0),(c, )}
reldcio olyan fiiggvény, mely se nem injektiv, se nem sziirjektiv, az
3 =1{(a,2),(b,0),(c, )}

reldcio azonban olyan fiiggvény, mely injektiv és sziirjektiv is.



2. fejezet

A valos szamok axiomarendszere

2.1. Testaxiomak

2.1.1. Definicié. Legyen R egy halmaz. Azt mondjuk, hogy = binér miivelet R-en, ha x: R X R — R

fiiggvény.
Mds szavakkal, ez azt jelenti, hogy minden (x,y) € R X R rendezett elempdrhoz hozzd van rendelve egy
egyértelmiien meghatdrozott, *((x,y))-nal jelolt R-beli elem. Erre az elemre a tovdbbiakban az x * y

jelolést alkalmazzuk.

2.1.2. Definici6é. Egy R halmazt testnek neveziink, ha adott rajta két, +-szal és --tal jelolt, osszeaddsnak,
illetve szorzdsnak nevezett miivelet, melyekre

A(i) az osszeadds kommutativ, azaz, tetszoleges x,y € R esetén

xX+y=y+x

A(ii) az 0sszeadds asszociativ, azaz, minden x,y,z € R esetén

x+y+)=x+y +z

A(iii) az osszeaddsnak létezik egységeleme, vagyis van olyan 0-val jelolt R-beli elem, hogy minden x € R

esetén
x+0=ux;

A(iv) bdrmely R-beli elemnek létezik az osszeaddsra nézve inverzeleme, azaz, bdarmely x € R esetén
létezik egy olyan —x-szel jelolt R-beli elem, hogy

x+(-x)=0
M(i) a szorzds kommutativ, azaz, tetszoleges x,y € R esetén
X Yy=y-x
M(ii) a szorzds asszociativ, vagyis minden x,y, z € R esetén
x-(y-2)=-y-z
M(iii) a szorzdasnak létezik egységeleme, azaz, létezik egy olyan 1-gyel jelolt R-beli elem, hogy tetszoleges

X € R esetén
x-1=ux.



M(iv) bdrmely 0-16l kiilonbozé R-beli elemnek létezik a szorzdsra nézve inverzeleme, vagyis, minden
x € R, x # 0 esetén van olyan x~'-gyel jelolt R-beli elem, hogy

x-(xH=1.
M(v) a szorzds disztributiv az osszeaddsra nézve, azaz, minden x,y,z € R esetén
x-yY+z)=x-y+x-z.

2.1.1. Allitas. Legyen R egy test, ekkor az dsszeadds és a szorzds egységeleme egyértelmiien meghatdro-
Zott.

2.1.2. Allitas. Legyen R egy test, ekkor minden x € R elem dsszeaddsra vonatkozo inverzeleme egyértel-
miien meghatdrozott.

2.1.3. Allitas. Legyen R egy test, ekkor minden x € R, x # 0 elem szorzdsra vonatkozo inverzeleme
egyértelmiien meghatdrozott.

2.1.4. Allitas. Egy test két elemének szorzata pontosan akkor nulla, ha az elemek valamelyike nulla.

2.2. Rendezési axiomak

2.2.1. Definicié. Azt mondjuk, hogy az R test egy rendezett test, ha R egy rendezett halmaz a < rendezéssel
és teljesiilnek az aldbbiak

(i) az osszeadds monoton, azaz ha x,y € R olyanok, hogy x <y, akkor minden z € R esetén

xX+z<y+z

(ii) a szorzds monoton, vagyis ha x,y € R olyanok, hogy 0 < x és 0 < y, akkor

0 < xy.

2.2.1. Allitas. Ha X,Y,Z € R és x <y, akkor
X+z<y+z
2.2.2. Allitas. Ha x,y € R olyanok, hogy 0 < x és 0 < y, akkor
0 < xy.
2.2.3. Allitas. Ha x,y,z,u € R olyanok, hogy x < y és z < u, akkor
X+z<y+u.
2.2.4. Allitas. Legyenek x,y,z € R olyanok, hogy x < y és 0 < z. Ekkor
Xz < yz.
2.2.2. Definicié. Az R rendezett test
{xeR|IOL<x}, R, ={x€eR|0<x}, {xeR|x<0}, R_.={xeR|x <0},

alakii halmazait rendre R-beli nemnegativ, pozitiv, nempozitiv, illetve negativ elemek halmazdnak hiv-
Jjuk.
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2.2.3. Definicio. Legyen R egy rendezett test, a,b € R, a # b, ekkor az
[a,b] ={x € R|la< x < b}

[a,b[={x € R|a < x<b}
la,b] ={x e R|la < x < b}
la,b[={x € R|la < x < b}

halmazokat rendre zdrt, balrol zdrt, jobbrol nyilt, balrol nyilt jobbrél zdrt, illetve nyilt intervallumoknak
nevezziik.

2.2.4. Definicié. Legyen R egy rendezett test, az x € R elem abszoliit értékén az
|x| = max {x, —x}
elemet értjiik.

2.2.1. Megjegyzés. (i)

N X, ha0 < x
x| =
—x, egyébként
(ii) Tetszoleges x € R esetén 0 < |x|.
2.2.1. Tétel. Legyen R egy rendezett test. Ekkor minden x,y € R esetén

lx+yl <I|xl+ 1yl és |xyl=|x|- |yl

2.2.5. Definici6é. Azt mondjuk, hogy az (R, <) rendezett halmaz (a rendezésre nézve) teljes, ha benne
minden nemiires feliilrél korldtos halmaznak létezik pontos felsé korldtja.

2.2.6. Definicid. Létezik rendezett test, mely a rendezésre nézve teljes, egy ilyen halmazt valos szdm-
testnek neveziink, elemeit pedig valdos szamoknak hivjuk. Tovdbbd, a valos szdmok halmazdra innentdl
kezdve az R jelolést fogjuk haszndlni.

2.2.2. Tétel (Cantor-féle metszettétel). Legyen I egy tetszdleges nemiires halmaz és H = {[a;, b;]|i € I}
egy R-beli nemiires intervallumlanc, azaz bdrmely i, j € I esetén vagy |a;, b;] C [aj,bj] vagy [a;,b;] C
la;, b;] teljesiil. Ekkor

ﬂ H 0,

xE[ai,bi] (iel.

azaz, van olyan x € R, hogy

2.3. A természetes szamok halmaza

2.3.1. Definicié. Egy A C R halmazt induktivnek neveziink, ha teljesiilnek az alabbiak
(i) 1eA;
(ii) ha x € A, akkor x + 1 € A.

2.3.1. Tétel. A valos szdmok R halmazdban létezik legsziikebb induktiv halmaz.

2.3.2. Definicié. A fentiek szerint egyértelmiien meghatdrozott legszitkebb induktiv halmazt a természetes
szamok halmazdanak hivjuk és az N szimbolummal jeloljiik, elemeit természetes szamoknak mondjuk.
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2.3.2. Tétel. N alulrdl korldtos és
infN=minN = 1.

2.3.3. Tétel. N feliilrél nem korldtos.

2.3.1. Kovetkezmény (Archimedesi-tulajdonsag). Bdrmely x € R, x > 0 és y € R esetén van olyan
n €N, hogy
y < nx.

2.3.4. Tétel. N teljesiti a Peano-axiomdkat, azaz,
(i) 1 eN;
(ii) han €N, akkor (n+ 1) € N;

(iii) ha A C N olyan halmaz, mely teljesiti az (i) és (ii) tulajdonsdagokat, akkor A = N.

2.3.5. Tétel (A teljes indukcio elve). Tegyiik fel, hogy minden n € N esetén adva van egy T, dllitds, 1igy,
hogy

(i) Ty igaz;
(ii) feltéve, hogy T, igaz valamely n € N esetén, a T, dllitds is igaz.

Ekkor T, minden n € N esetén teljesiil.

2.3.1. Példa. Tetszdleges n € N esetén

_nn+1)

I+ +
"m0

Ezt az dllitdst a teljes indukcio elve segitségével lehet igazolni. Minden n € N esetén a T, dllitds legyen

az, hogy
Lt s nn+1)
e n= .
2

Ekkor a T, dllitds
1+

2 2
ami nyilvanvaloan igaz. Tegyiik most fel, hogy van olyan n € N, melyre a T, dllitds igaz. Ekkor azt kell
megmutatnunk, hogy a T, dllitds, azaz,

1

_(m+Dn+2)

I+---+(n+1) >

is igaz. Induljunk ki a T, dllitds bal oldaldabol,

T, bal oldala

I+ +@+D)=1+---+n +(n+1):n(n+1) _ (D +2)

+(n+1) > ,

ami éppen azt jelenti, hogy a T, dllitds is igaz. Igy, a teljes indukcié elve szerint minden n € N esetén a
T, dllitas igaz, vagyis minden n € N esetén

nin+1)

I+ 4+n=
"

teljesiil.
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2.3.6. Tétel. A természetes szdmok halmaza zdrt az dsszeaddsra és a szorzdsra nézve, azaz, tetszoleges
n,m € N esetén
n+meN ¢és n-meN

is teljesiil.
2.3.3. Definicid. Legyen x € R, ekkor legyen
x =x, X = X" x, haneN.
Az X" valos szdamot az x n-edik hatvanydnak nevezziik.
2.3.1. Allitas. Legyenek x,y € R és n,m € N, ekkor
)’ = Xy, = () =

tovdbbd, ha y + 0, akkor

2.4. Az egész szamok halmaza

2.4.1. Definicio. A
Z={n—m|n,me N}

halmazt az egész szamok halmazdnak nevezziik, elemeit pedig egész szdmoknak mondjuk.
2.4.1. Allitas. Z =N U {0} U {-n|n € N}.
2.4.2. Allitas. Az egész szamok Z halmaza sem alulrdl sem feliilrél nem korldtos.

2.4.3. Allitas. Az egész szamok halmaza zdrt az osszeaddsra, a szorzdsra és a kivondsra nézve, azaz, ha
k,l € Z, akkor
k+leZ, k-leZ k—-1eZ.

2.5. A racionalis és az irracionalis szamok halmaza

2.5.1. Definicio. A raciondlis szdmok halmazdn a
k
Q:{ﬂk,leZ,liO}

halmazt értjiik.
2.5.1. Allitas. A raciondlis szdmok halmaza test, tovabbd Q az R legsziikebb részteste.

P

2.5.2. Definicié. Azt mondjuk, hogy a H C R halmaz mindeniitt sirii R-ben, ha tetszdleges x,y € R,
x < yesetén van olyan h € H, hogy x < h < y.

2.5.1. Tétel. A raciondlis szamok halmaza mindeniitt siirii a valds szdmok halmazdban.

2.5.3. Definicié. Az R \ Q halmazt az irraciondlis szdmok halmazdnak hivjuk, elemeit irraciondlis
szdmoknak mondjuk.

2.5.2. Tétel. (i) R\ Q nemiires;
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(ii) R\ Q mindeniitt siirii R-ben.

2.5.4. Definicio. Han € N és x € R\ {0}, akkor az

valos szdmot az x —n-edik hatvanydnak hivjuk.

2.5.5. Definicié. Legyen n € N és 0 < x, ekkor azt az 0 < y szdmot, melyre x" = y teljesiil, az x n-edik
gyokének hivjuk és rd az {/x jelolést alkalmazzuk.

2.5.1. Megjegyzés. Ha n pdratlan, akkor negativ szdmok n-edik gyokét is értelmezhetjiik, az
r= A
formuldval.

2.5.3. Tétel (Az n-edik gyok létezése és egyértelmiisége). Bdarmely n € N és 0 < x esetén pontosan egy
olyan 0 < y létezik, melyre x" = y.

2.5.6. Definici6. Legyen 0 < x, k € Z és n € N, ekkor

k
xr = Vxk,

2.6. Nevezetes egyenlotlenségek R-ben
2.6.1. Tétel (Bernoulli-egyenlotlenség). Legyen n € N és x > —1. Ekkor
I+nx<(1+x)",

tovdabbd, az egyenldtlenségben pontosan akkor dll fenn egyenldség, han = 1 vagy x = 0.

2.6.1. Definici6é. Legyen n € N és x1, xy, ..., x, pozitiv valds szamok, ekkor az
Xp+ Xy,
Axy, ey Xy) = ———,
n
G(x1,. o5 X)) = X1 X,
és n
H(xi,...,x,) = T 1
—_ + o e + _—
X1 Xn

mennyiségeket rendre a fenti szdmok szdmtani (aritmetikai), mértani (geometriai), illetve harmonikus
kozepének hivjuk.

2.6.2. Tétel. Legyen n € N és x1, xa, . .., X, pozitiv valds szdmok, ekkor
min {xy,...,x,} < H(x1,...,x,) < G(xq1,...,x,) <A(xq,...,x,) <max{xj,...,X,}
2.6.3. Tétel (Cauchy—-Bunyakovszkij—-Schwarz-egyenlotlenség). Legyen n € N és xq, ..., x,,

Yi,- .- Yn €R, ekkor
ixi%‘ﬁ Jixiz’ Jzn]y?-
i=1

i=1 i=1
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H(x,y)
Ax,y)

G(x,y)
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3. fejezet

A komplex szamok halmaza

3.0.2. Definicié. Legyen
C=RxR

és (a,b),(c,d) € C esetén legyen

(a,b) + (c,d)=(a+c,b+d) és (a,b)-(c,d) = (ac—bd,ad + bc).
Ekkor a C halmaz elemeit komplex szamoknak, magdt C-t pedig a komplex szamok halmazdanak hivjuk.
3.0.1. Allitas. A komplex szdmok halmaza a fenti miiveletekkel testet alkot.

3.0.3. Definicié. Az
i=(0,1)

komplex szdmot képzetes egységnek nevezziik.
A fenti jelolést figyelembe véve azt irhatjuk, hogy
(a,b) = a+ bi (a,b eR),
amit a komplex szdmok algebrai alakjanak neveziink. Figyeljiik meg tovabb4, hogy ekkor
P =-1
3.0.4. Definicio. Ha z = a + bi € C, akkor a
Re(z) =a, Im(z)=b, z=a-0bi, |7l= Va2 + b2
mennyiségeket rendre a z komplex szam valés, illetve képzetes részének, konjugdltjanak, valamint ab-

szolut értékének nevezziik.

3.0.4. Tétel. Ha z,w € C, akkor

(i) ~ ~
Z+z Z—
R = — I = —
e(z) > m(z) %
(ii) _
z=2, Z+w=z+uw, w=z w
(iii)
Zl=lz, z-Z2=z2% |l =2 |w|



képzetes tengely

a+ib

Im(z) = b

Re(z) =a valés tengely
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4. fejezet

Szamhalmazok szamossaga

4.0.5. Definicid. Azt mondjuk, hogy az A és B halmazok ekvivalensek, ha létezik kozottiik egy bijektiv
megfeleltetés. Ha az A és B halmazok ekvivalensek, akkor erre az A ~ B jelolést haszndljuk.

4.0.5. Tétel. Legyen X egy tetszdleges nemiires halmaz. Ekkor ~ ekvivalenciareldcio P(X)-en.

4.0.6. Definicié. Legyen A és B halmazok, ha létezik olyan C C B halmaz, hogy A ~ C, akkor azt
mondjuk, hogy az A halmaz kisebb vagy egyenlé szamossdgi, mint a B halmaz. Erre az A < B jelolést
alkalmazzuk.

4.0.6. Tétel. A < B pontosan akkor teljesiil, ha létezik ¢: A — B injektiv leképezés.

4.0.7. Tétel (Schroder-Bernstein-tétel). Legyenek A és B olyan halmazok, hogy A < B és B < A is
teljesiil. Ekkor A ~ B.

4.0.8. Tétel. Legyen X egy tetszoleges nemiires halmaz. Ekkor < rendezési reldcio P(X)-en.

4.0.7. Definicié. Egy halmazt végesnek neveziink, ha nincs onmagdval ekvivalens valodi részhalmaza.
Ellenkezd esetben végtelen halmazrol beszéliink.

4.0.9. Tétel. Véges halmaz minden részhalmaza is véges.

4.0.10. Tétel. Bdarmely n € N esetén az
{1,2,...,n}

halmaz véges.
4.0.11. Tétel. A természetes szamok N halmaza végtelen halmaz.
4.0.12. Tétel. Ha A egy nemiires, véges halmaz, akkor van olyan n € N, hogy A ~ {1, ...,n}.

4.0.8. Definicio. Legyen n € N, azt mondjuk, hogy az A halmaz n-elemi, ha A ~ {1,...,n}, erre a
tovdabbiakban a card(A) = n jelolést alkalmazzuk.

4.0.9. Definicié. Azt mondjuk, hogy az A halmaz megszamldlhatoan végtelen, ha A ~ N. Erre a card(A) =
Ny jelolést fogjuk haszndlni.

4.0.10. Definicio. Ha egy halmaz véges, vagy megszamldlhatéan végtelen szdmossdgi, akkor a szoban
forgo halmazt megszamldlhatonak hivjuk.

4.0.13. Tétel. Ha az A és B halmazok megszdmldlhatoak, akkor az A X B halmaz is megszamldlhato.
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4.0.1. Kovetkezmény. (i)
card(Z) = N,

(ii)
card(Q) = Ny

4.0.11. Definicié. Azt mondjuk, hogy az A halmaz kontinuum szdmossdgi, ha A ~ P(N), erre a tovdbbi-
akban a card(A) = ¢ jelolést haszndljuk.

4.0.14. Tétel. A valos szamok halmaza kontinuum szdmossdgu.

4.0.2. Kovetkezmény. (i) card(R\ Q) = ¢
(ii) card(C) = ¢

(iii) card(]a, b[) = ¢, tetszbleges a,b € R, a + b esetén.
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5. fejezet

Valos szamsorozatok

5.0.12. Definicio. Valos szdamsorozaton egy a természetes szdmok halmazdn értelmezett f: N — R fiigg-
vényt értiink.

Legyen n € N tetsz6leges, ekkor f(n) helyett dltaldban az x, jelolést haszndljuk, magéra a sorozatra
pedig az (x,).ev jelolést alkalmazzuk. Tovabb4, az x, valés szdmot az (x,,),cn sorozat n-edik elemének
mondjuk.

5.1. Valés szamsorozatok konvergenciaja

5.1.1. Definicié. Legyen (x,),av egy valos szamsorozat. Azt mondjuk, hogy az (x,).en Sorozat hatdrértéke
(vagy limesze) x € R, ha bdarmely € > 0 szdmhoz taldlhato olyan N > 0 szdam, hogy han € N és n > N,

akkor
|x, — x| < &.

Erre alim,_,, x,, = x jelolést haszndljuk.

5.1.2. Definicié. Egy sorozatot konvergensnek neveziink, ha van olyan x € R, ami a szoban forgo sorozat
limesze. Ellenkezd esetben divergens sorozatrol beszéliink.

5.1.1. Példa. Legyen c € R tetszdleges. Ekkor az
X, =¢C (n eN)

sorozat konvergens és

limc =c.

n—o0
5.1.2. Példa. Az

X, = — (neN)

valos szdmsorozat konvergens és

.1

lim - =0

n—oo n

5.1.3. Példa. Az
Xy = (=1)" (neN)

valos szamsorozat divergens.
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5.1.3. Definicié. Legyen (x,),en egy valos szdmsorozat. Azt mondjuk, hogy az (x,)nen +00-hez divergdl,
ha bdrmely K € R szdmhoz taldlhaté olyan N > 0 szdam, hogy han € N és n > N, akkor

x, > K.
Erre a lim,_,, x,, = +oo jelolést alkalmazzuk.

5.1.4. Definicié. Legyen (x,),en egy valos szamsorozat. Azt mondjuk, hogy az (x,),en —oo-hez divergdl,
ha bdarmely k € R szamhoz taldlhaté olyan N > 0 szdm, hogy han € N és n > N, akkor

x, < k.
Erre a lim,_, x, = —oo jelolést alkalmazzuk.

5.1.5. Definicio. Az _
R = R U {—00, +00}

halmazt a boévitett valos szamok halmazdanak nevezziik.

2. 2

5.1.6. Definicié. Egy x € R bévitett valds szdm kornyezetein a kivetkezd alakii intervallumokat értjiik.

lx—g,x+¢e[, haxeR
le, o0 ], hax=+c0 (¢€R).
[ —oo,e[, hax=-oo

5.1.1. Allitas. Legyen (x,),en egy valos szamsorozat. Ebben az esetben lim,_,, x, = x pontosan akkor
teljesiil, ha az x tetszoleges V kornyezete esetén x, € 'V teljesiil legfeljebb véges sok n € N kivételével.

5.1.1. Tétel (A hatarérték egyértelmiisége). Legyen (x,).cn egy olyan valos szamsorozat, mely egyardnt
tart az x és y bovitett valos szamokhoz. Ekkor x = y.
5.2. Részsorozatok

5.2.1. Definici6é. Azt mondjuk, hogy az (y,)n.en Sorozat az (x,)n.en Sorozat részsorozata, ha létezik egy
olyan ¢: N — N szigoriian monoton fiiggvény, hogy minden n € N esetén

Yn = Xo(n)
teljesiil.

5.2.1. Tétel. Legyen (x,)nen €gy olyan valds szdmsorozat, mely az x € R bévitett valds szdmhoz tart.
Ekkor az (x,),en sorozat tetszoleges (Y,)nen Fészsorozata esetén

limy, = x

n—oo

teljesiil.
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5.3. Korlatossag

5.3.1. Definicié. Azt mondjuk, hogy az (x,).en valos szdmsorozat alulrél korldtos, ha van olyan k € R
szdm, hogy
k < x, (neN).

Azt mondjuk, hogy az (x,).en valos szamsorozat feliilrél korldtos, ha van olyan K € R szdm, hogy
X, <K (neN).
Az (X,)nen valos szamsorozatot korldtosnak nevezziik, ha mind alulrol, mind feliilrél korldtos.
5.3.1. Tétel (Konvergencia = korlatossag). Bdrmely konvergens valos szdmsorozat korldtos.
5.3.1. Megjegyzés (Korlatossag = konvergencia). Az
X, = (=1)" (n € N)

valos szamsorozat korldtos és divergens.

5.4. Monotonitas

5.4.1. Definicié. Azt mondjuk, hogy az (x,).en valos szdmsorozat monoton novekedd, ha tetszdleges
n,meN, n<mesetén
xﬂ S -xm

teljesiil.
Azt mondjuk, hogy az (x,)nen valos szamsorozat monoton csokkend, ha tetszoleges n,m € N, n < m
esetén

Xy = Xy,

teljesiil.

Ha a fenti egyenlotlenségek minden n,m € N, n < m esetén szigoriak, 1igy a szoban forgé sorozatot
szigoruan monoton novekedonek, illetve szigorian monoton csékkendnek hivjuk.

5.4.1. Megjegyzés. (i) Ha az (x,),en valos szdmsorozat monoton novekedd, akkor alulrol korldtos.
(ii) Ha az (x,)nen valos szamsorozat monoton csokkend, akkor feliilrél korldtos.
5.4.1. Tétel. (i) Ha az (x,).en valos szamsorozat monoton novekedéd, akkor

lim x, = sup{x, |n € N}.

n—oo

(ii) Ha az (x,).en valos szdmsorozat monoton csokkend, akkor

lim x,, = inf {x,|n € N}.

n—oo

5.4.1. Kovetkezmény. Egy monoton sorozat pontosan akkor konvergens, ha korldtos.
5.4.2. Tétel. Minden valds szdmsorozatnak létezik monoton részsorozata.

5.4.2. Kovetkezmény (Bolzano—Weierstrass-féle Kivalasztasi tétel). Minden korldtos valos szdmsoro-
zatnak létezik konvergens részsorozata.
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konvergencia Cauchy-tulajdonsdg

| |

korlatossag monotonitds

5.5. Cauchy-sorozatok

5.5.1. Definicio. Azt mondjuk, hogy az (x,),cn valds szdmsorozat Cauchy-sorozat, ha tetszéleges € > 0
szdm esetén van olyan N(g) > 0 szdm, hogy ha n,m € N, n,m > N(g), akkor

|x, — x| < €.

5.5.1. Tétel (Cauchy-féle konvergenciakritérium). Egy valos szdmsorozat akkor és csakis akkor kon-
vergens, ha Cauchy-sorozat.

5.6. Konvergencia és miiveletek

5.6.1. Tétel. Legyenek x,y € R és (x,),en, illetve (y,),en olyan valés szdmsorozatok, hogy lim,,_,. x, = X
és lim,_,. y, = y. Legyen tovdabbd A € R tetszoleges. Ekkor

(i) az (x, + Yn)nen SOrozat is konvergens és lim,_,(x, + y,) = x + y;
(ii) a (Ax,)nen SOrozat is konvergens és lim,_,(Adx,) = Ax;
(iii) az (X,Yn)nen SOroOZat is konvergens és lim,_,(x,y,) = Xy;

Xn

(iv) ha mindenn € N esetény, +# 0ésy + 0, akkor az (
Yn

. I X X
) sorozat is konvergens és lim,_,« (—") = —.
neN n Ul

5.6.1. Kovetkezmény. Legyen (x,),cn egy olyan valds szdmsorozat, hogy lim,_,., x,, = x. Ekkor tetszdle-
ges k € N esetén az (xkn o Sorozat is konvergens és
n

lim x} = x*.

n—oo

5.6.2. Kovetkezmény. Legyen (x,).cn €gy olyan valos szdmsorozat, hogy lim,_,, x,, = x és legyen P egy
valos polinom. Ebben az esetben a (P(x,)),c Sorozat is konvergens és

lim P(x,) = P(x).

5.6.3. Kovetkezmény. Legyen (x,),cn egy korldtos, (y,).en pedig egy nullsorozat. Ekkor az (x,y,)nen
sorozat konvergens és
lim x,y, = 0.
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5.7. Konvergencia és rendezés

5.7.1. Tétel. Legyenek (x,)nen €5 (Yp)nan olyan valds szamsorozatok, melyeknek létezik az x € R és y € R
hatdrértéke. Ha
Xn = Yn

teljesiil legfeljebb véges sok n € N kivételével, akkor
x<y.

5.7.1. Kovetkezmény (A jeltartas tétele). Legyen (x,).en egy olyan valos szamsorozat, melynek létezik
a bovitett valos szamok halmazdban a hatdrértéke. Tegyiik fel, hogy lim,,_,., x, = x # 0, ekkor

sign(x,) = sign(x)
teljestil legfeljebb véges sok n € N kivételével.

5.7.2. Tétel (Rendor-elv). Legyenek (x,)nent, Yn)nent €8 (Zn)nen 0lyan valos szamsorozatok, hogy

(i)
lim x, = lim y,;
n—00 n—0o0
(ii) minden n € N esetén
Xn < Zn < Yn-

Ekkor a (z,),en SOrozat is konvergens és

lim x,, = lim z, = lim y,

n—00 n—00 n—oo

5.8. Nevezetes sorozatok és hatarértékeik

5.8.1. Allitas. Legyenr € Q,r > 0 és

Ekkor az (x,),en Sorozat konvergens és

5.8.2. Allitas. Legyenr € Q,r > 0és
x,=n" ((meN).
Ekkor az (x,),en sSorozat divergens és

lim n" = +o0.

n—oo

5.8.1. Kovetkezmény. Legyen k € N és ay, ay,...,a;-1 € R és a; € R\ {0}. Tekintsiik az

Xy =it +aq i+ L+ am+a (n eN)

sorozatot. Az (X,)uen SOrozat divergens és

lim x, =

n—oo

+oo, ha a; >0
—o0, ha a; <0.
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5.8.3. Allitas. Legyen a € R és tekintsiik az
X, = a (neN)
n!

sorozatot. Az (x,)nen Sorozat minden a € R esetén konvergens és

5.8.4. Allitas. Tekintsiik az
X, = n (n € N)

sorozatot. Az (X,)nen SOrozat konvergens és

lim {n = 1.

n—o0o

5.8.5. Allitas. Legyen

n

x, = Vn! (neN)
Az (X,)nen SOrozat divergens és

lim V! = +co.

n—oo

5.8.6. Allitas. Legyen (x,)nen olyan sorozat, mely esetén léteznek olyan a,b > 0 és N > 0 szdmok, hogy
minden n > N esetén a < x, < b. Tekintsiik az

Yo = x,  (meN)

sorozatot. Az (Y,)nen SOrozat konvergens és

lim x, = 1.

n—00
Specidlisan, tetszoleges a > 0 esetén

lim Va = 1.

5.8.1. Tétel. Tekintsiik az
1 n
xn:(1+—) (n eN)
n

sorozatot. Ez a sorozat konvergens és
. 1"
lim (1 + -] =e
n—oco n

5.8.2. Kovetkezmény. Legyen (p,).cn egy olyan sorozat, mely vagy +oo—hez, vagy —oo—hez divergdl, és
tekintsiik az

1 Pn
xn:(1+—) (n e N)

Pn
Ekkor
1 Pn
lim (1 + —) =e.
n—oo pn
5.8.7. Allitas. Tekintsiik az
X, = — (neN)
sorozatot. Ekkor (x,),en konvergens és
n!
lim — =0
n—oo p't



5.8.8. Allitas. Legyen k € N és tekintsiik az

k
n
X, = — (n eN)
n!
AZ (xp)nen Sorozat minden k € N esetén konvergens és
k
. on
lim — =0
n—oo n‘
5.8.9. Allitas. Tekintsiik az n
X, = (neN)
Vn!
sorozatot. Ekkor (x,),en konvergens és
Iim — =e

5.8.2. Tétel. Tekintsiik az x, = ¢",n € N tigynevezett geometriai sorozatot.
— ha|q| < 1, akkor az (x,).en SOrozat konvergens és lim,,_,o, x,, = 0;
— ha g = 1, akkor az (x,),en sSorozat konvergens és hatdrértéke 1;
— ha g > 1, akkor az (x,),en sSorozat +oo—hez divergdl;
— ha g = -1, akkor az (x,),en Sorozat korldtos és divergens,
— ha g < -1, akkor az (x,),cn Sorozat nem korldtos és divergens.
5.8.3. Tétel. Legyen (x,),an olyan konvergens sorozat, melyre lim,_,, x,, €] — 1, 1] és tekintsiik az
Yn = X, (n € N)
modon megadott (y,),en sorozatot. Ekkor az (y,).en Sorozat konvergens és

lim x* = 0.

n—oo

5.9. Sorozatok torlédasi pontjai

5.9.1. Definicio. Legyen (x,).an gy valds szamsorozat. Azt mondjuk, hogy az x € R bévitett valés szdm
az (X,)nen sSorozat torloddsi pontja, ha az (x,)nen Sorozatnak van olyan (x,, )ren részsorozata, melyre

lim x,, = x.

k—o0

s

5.9.1. Tétel. Az x € R bévitett valés szdm pontosan akkor torléddsi pontja az (x,)nen sorozatnak, ha az x
tetszoleges kornyezetében végtelen sok sorozatelem van.

5.9.1. Megjegyzés. — Ha az (x,).an sorozat konvergens, akkor a sorozat hatdréterke torloddsi pontja
az (x,)uen Sorozatnak.

— A boévitett valos szamok halmazdban minden valos szamsorozatnak van torléddsi pontja.

5.9.2. Definicié. Az (x,),en valos szamsorozat torloddsi pontjai halmazdnak pontos alsé korldtjdt a soro-
zat limesz inferiordnak hivjuk, és rd a liminf,_, ., x, jelolést haszndljuk.

Az (Xp)nen valos szdmsorozat torléddsi pontjai halmazdnak pontos felsd korldtjdt a sorozat limesz su-
periordnak hivjuk, és rd a limsup,_,, x, jelolést haszndljuk.
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5.9.2. Megjegyzés. Tetszbleges (x,)qen valos szamsorozat esetén

liminf x,, < lim sup x,,.

n—oo n—oo

5.9.2. Tétel. Az (x,),av valos szamsorozat akkor és csakis akkor konvergens, ha

liminf x,, = lim sup x,

n—eo n—oo

teljesiil.
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6. fejezet

Valos szamsorok

6.1. Alapfogalmak és kapcsolatuk

6.1.1. Definicié. Legyen (x,),en egy valds szamsorozat, és
o = X, o,=x1+--+x, (mMeN,n=>2).

A (0p)nen SOrozatot a Y, x, sor részletosszeg-sorozatanak hivjuk. Ha a (0,).en Sorozatnak létezik a
hatdrértéke, akkor a

(&9

E X, = lim o,
n—oo
n=1

(o)

ey X, sor konvergens.

értéket a sor dsszegének nevezziik, és ebben az esetben azt mondjuk, hogy a )

6.1.2. Definicié. Legyen )., x, egy valos sor. Ha a 3, |x,| sor konvergens, akkor azt mondjuk, hogy
a Y., x, sor abszoliit konvergens. Ha a Y, | x, sor konvergens, de nem abszoliit konvergens, akkor a

szoban forgo sort feltételesen konvergensnak hivjuk.

6.1.1. Példa. A

SR
;n(n+1)
valds sor konvergens és a sor osszege 1. Ugyanis az x,, = (n € N) jeloléssel x,, = — — L,
nn+1) n n+l1
1 I 1 1 1 | IS
0'n:x1+--~xn:(1—§)+(§—§)+ +(Z_n+1):1_n+1——_)1’

igy a fenti sor (0 ,)nen részletosszeg-sorozat konvergens és a hatdrértéke egy, ezért a fenti sor konvergens
és

o0

1
Z:n(n+l):1

n=1

6.1.2. Példa. A

(o)

Din

n=1

valos sor divergens. Ugyanis az x,, = n(n € N) jeloléssel

nn+1) now
—— 4

2 B

op=x1+-x,=14+24+---+n=

igy a fenti sor (07,)nen részletosszeg-sorozat divergens ezért

(o)

1
Z nn+1) = e

n=1
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6.1.1. Tétel (Cauchy-féle konvergenciakritérium sorokra). A ", x, valds sor akkor és csakis akkor
konvergens, ha bdarmely € > 0 esetén van olyan N(g) > 0 szdm, hogy

m
Xl < &

k=n+1

teljesiil, amennyiben n,m > N(g).

6.1.2. Tétel (Abszolit konvergencia =— konvergencia). Ha egy valos szdmsor abszoliit konvergens, ak-
kor konvergens is.

6.1.1. Kovetkezmény. Ha a },,; , x, sor konvergens, akkor lim,_,, x,, = 0.

6.2. Miiveletek sorokkal

6.2.1. Tétel. Legyenek Y, | x, és Y, yn, konvergens sorok és A € R. Ekkor a },," | X, + Y, és X,° | Ax,

sorok is konvergensek és
Z(xn + yn) = Z Xp + Z Yn,
n=1

n=1 n=1

i Ax, = A i X,
n=1 n=1

valamint

[Se] oo
Z Xn| < Z [Xal -
n=1 n=1

6.2.1. Definicio. Legyen .., x, egy valos sor és (k,).en €gy szigoriian monoton ndvekedd természetes

szdmokbol dllo sorozat. Ekkor a
kn
(2 4

I=kp-1+1

sorta ., X, sor csoportositott sordnak nevezziik.

6.2.2. Tétel. Egy konvergens sor bdarmely csoportositott sora konvergens, és a csoportositott sor dsszege
megegyezik az eredeti sor 0sszegével.

6.2.2. Definicié. Legyen )" x, egy valos sor és ¢: N — N egy bijektiv leképezés. Ekkor a

(o8]

Z Xe(n)

n=1

sorta ),>, X, sor dtrendezésének hivjuk.

6.2.3. Tétel. Egy abszoliit konvergens sor bdrmely dtrendezése is abszoliit konvergens, és az dtrendezett
sor 0sszege megegyezik az eredeti sor 0sszegével.

6.2.4. Tétel (Riemann-féle atrendezési tétel). Legyen 3.,°, x, egy feltételesen konvergens valds szdm-
sor. Ekkor barmely két a, 8 € R, a < 8 bovitett valos szdm esetén létezik a ), | x, sornak olyan " | Xy

dtrendezése, hogy
n

n
a = liminf Xo(k) és ,8 = lim sup Z Xo(k)-

n—oo - n—oo =l
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6.3. Konvergenciakritériumok

6.3.1. Tétel (Osszehasonlité kritérium). Legyenek ¥ x, és Y., y, olyan nemnegativ tagii sorok,
hogy x, <y, teljesiil minden n € N esetén. Ekkor,

— ha Y7, y, konvergens, akkor Y| x, is konvergens;
— ha Y, | x, divergens, akkor Y., y, is divergens.

6.3.2. Tétel (Cauchy-féle gyokkritérium). Legyen )", x, egy valds sor.
— Halimsup, . VIx,| < 1, akkor a 3, x, sor abszoliit konvergens.

— Ha liminf,_,, V|x,| > 1, akkor a 3, x, sor divergens.

6.3.1. Példa. A
= 2n
3n

n=1

2
sor abszoliit konvergens, hiszen, ha x,, = 3—’Z (n € N), akkor

n 2 . ’12' \ 1
lim sup +/|x,,| = lim sup w/‘?ﬂ = lim sup 3 Vn = 3 <1,

n—oo n—oo n—oo

igy a Cauchy-féle gyokkritérium miatt a fenti valos szamsor valoban abszoliit konvergens.

6.3.3. Tétel (D’Alembert-féle hanyadoskritérium). Legyen ., x, egy olyan valos sor, melynek min-
den tagja nulldtol kiilonbozd.
— Halimsup,_,, % < 1, akkor a Y., x, sor abszoliit konvergens.

|x

— Haliminf,_, IZIH > 1, akkor a Y., x, sor divergens.

6.3.2. Példa. A

p . . ) n!
valos szamsor divergens, hiszen, ha x, = o (n € N), akkor

(n+1)!
. |xn+l| . n+l . n+1
lim sup = lim sup ' = lim sup = 400 > 1,
n—oo | n n—o00 E n—oo
Sn

igy a D’Alembert-féle hanyadoskritérium miatt a fenti sor valoban divergens.

6.3.4. Tétel (Cauchy-féle ritkitasi kritérium). Legyen (x,),cn egy nemnegativ tagi, monoton csokkend
valos szamsorozat. Ekkor a ., | x, valos sor pontosan akkor konvergens, ha a 3, | 2" xon sor konvergens.

6.3.3. Példa. A

S
Z In(n)

n=1



1

valos szamsor divergens, hiszen, ha x, = (n € N), akkor

In(n)
211
2n n = S N .
ST SR
Azonban a Z 2n(2) sor divergens (ez példdul a Cauchy-féle gyokkritérium segitségével ldthato be),

n=1
ezért a Cauchy-féle ritkitdsi kritérium felhaszndldsdval adodik, hogy a fenti sor valoban divergens.
6.3.5. Tétel (Leibniz-kritérium alternalé sorokra). Legyen (x,) egy monoton nullsorozat, ekkor a

(o)

D=,

n=1

sor konvergens.

6.3.4. Példa. A
N 2
-1y=
2,°V'5
sor konvergens, hiszen az

2
X, = e (neN)
valds szdmsorozat egy monoton nullsorozat. Igy az alterndlé sorokra vonatkozé Leibniz kritérium miatt a
fenti sor konvergens. Konnyii igazolni, hogy ez a sor nemcsak konvergens, hanem abszoliit konvergens is.

(o]
1 .
Ezzel szemben a Z(—l)"— sor egy olyan valds szamsorozat, ami konvergens, de nem abszoliit kon-
n
n=1
vergens, egyszoval feltételesen konvergens. Ennek igazoldsdhoz szintén az alterndlo sorokra vonatkozo

Leibniz kritérium haszndlhato, az pedig, hogy ez a sor nem abszoliit konvergens, a harmonikus sorok
konvergencidjdra vonatkozo dllitds azonnal kovetkezménye.
6.3.6. Tétel. Legyenek Y.," | x, és >.v" | y, olyan pozitiv tagii sorok, melyekre létezik és pozitiv a
. X
lim =%
n—oo yn

hatdrérték. Ekkor a Y7, X, és a Y., Yo Sorok egyszerre konvergensek, illetve egyszerre divergensek.

6.3.5. Példa. A

(o)

1

valos sor konvergens, hiszen, ha

1 1
Xp=————F— ¢&s = — (n eN)
"nd-n2+1 In =0 ’
akkor
1
3
X 3 _ 52 n n—oo
Yn 1 nw—-n?+1
3
X = % 1
Mivel létezik és pozitiv a lim,_,., — hatdrérték és a Z — sor konvergens, ezért a Z pr——— Sor is
. “n “n’—n’+
az.
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6.3.7. Tétel (A harmonikus sor). Legyen a € R, ., ekkor a

(o)
>
a
n=1 n
sor

— abszoliit konvergens, ha a > 1

— divergens, ha a < 1.

6.3.8. Tétel (A geometriai sor). Legyen g € R olyan, hogy |q| < 1, ekkor a Y, | 4" sor konvergens, és

=,
20 =T

n=1
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7. fejezet

Topologiai alapfogalmak R-ben

7.0.1. Definicié. Legyen xo € R, r > 0, ekkor a
G(xp,r) =f{x € R| |x = xo| < r},

illetve a
B(xp,r) = {x e R| [x — xo| < 1},

halmazokat rendre az xo pont r sugari nyilt, illetve zdrt kornyezeteinek nevezziik.
7.0.1. Megjegyzés. Ha x) € R és r > 0, akkor
G(xo, 1) =lxg—r,xo+r[ és B(xg,r)=[xg—r1 x0+r].

7.0.2. Definicié. Azt mondjuk, hogy a D C R halmaz nyilt, ha bdarmely x, € D esetén van olyan r > 0,
hogy G(xy,r) C D teljesiil.

7.0.3. Definicio. Legyen xy € R és D C R egy nemiires halmaz. Azt mondjuk, hogy az xo pont torloddsi
pontja a D halmaznak, ha bdarmely r > 0 esetén G(xo,r) N D # 0. A D halmaz torloddsi pontjainak
halmazdra a tovdbbiakban a D’ jelolést fogjuk alkalmazni.

7.0.4. Definicié. Legyen D C R nemiires halmaz, az xo € D pontot a D halmaz izoldlt pontjdnak hivjuk,
ha van olyan r > 0, hogy G(xo,r) N D = {xo}.

7.0.5. Definicié. A D C R nemiires halmazt zdrtnak nevezziik, ha D = D U D’ teljesiil.
7.0.1. Allitas. Legyen D C R nemiires, ekkor az aldbbi két dllitds ekvivalens
(i) D nyilt halmaz;
(ii) R\ D zdrt halmaz.
7.0.6. Példa. Legyenek a,b € R, a < b, ekkor
— la, b[ nyilt halmaz;
— la, b] zdrt halmaz;
— minden véges halmaz zdrt;

— la, b[ se nem nyilt, se nem zdrt.
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7.0.6. Definicié. A D C R nemiires halmaz nyilt lefedésén nyilt halmazok egy olyan (GY)yer rendszerét

DCUGy.

yel'

értjiik, melyre

7.0.7. Definici6é. Azt mondjuk, hogy a D C R halmaz kompakt, ha a D halmaz minden nyilt lefedésébdl
kivdlaszthato véges lefedés.

7.0.7. Példa. — a 10, 1[ halmaz nem kompakt;
— a [0, +oo[ halmaz nem kompakt;
— tetszoleges a,b € R, a < b esetén az |a, b] halmaz kompakt;
— minden véges halmaz kompakt.

7.0.9. Tétel (Heine—Borel). A D C R halmaz pontosan akkor kompakt, ha korldtos és zdrt.

7.0.8. Definici6é. Azt mondjuk, hogy a D C R halmaz 0sszefiiggd, ha D nem dllithato el két nemiires
diszjunkt nyilt halmaz uniojaként.

7.0.8. Példa. — a [0, 1] halmaz dsszefiiggd;
— a 10, 1{U]1, 2[ halmaz nem osszefiiggo.

7.0.10. Tétel. Legyen D C R. Ekkor az aldbbi dllitdasok ekvivalensek.
(i) D osszefiiggd halmaz;

(ii) ha x,y € D és z € R olyanok, hogy x < z <y, akkor z € D.
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8. fejezet

Valos fiiggvények folytonossaga

8.1. Alapfogalmak és kapcsolatuk

8.1.1. Definicié. Legyen D C R nemiires halmaz, ekkor az f: D — R fiiggvényt valos fiiggvénynek
nevezziik.

8.1.2. Definicié. Legyen D C R nemiires halmaz, f: D — R fiiggvény. Azt mondjuk, hogy az f fiiggvény
Jolytonos az x, € D pontban, ha bdarmely € > 0 esetén létezik olyan 6 > 0, hogy ha x € D olyan, hogy
|x — xo| < 6, akkor

lf(x) = f(xo)l < &.

Ha az f fiiggvény a D halmaz minden pontjdban folytonos, akkor azt mondjuk, hogy az f fiiggvény foly-
tonos a D halmazon.

8.1.1. Példa. A

1, ha x>0
sign(x) =40, hax=0
-1, hax<0

signum fiiggvény nem folytonos az xo = 0 pontban.

8.1.2. Példa. Az
J@=x  (xeR)

identikus fiiggvény minden pontban folytonos.

sign(x)
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8.1.3. Példa. Az

0, haxeR\Q
igynevezett Dirichlet-fiiggvény egyetlen pontban sem folytonos.

Flx) = {1, haxeQ

8.1.1. Tétel (Atviteli elv). Legyen D C R nemiires halmaz, f: D — R. Az f fiiggvény akkor és csakis
akkor folytonos az xy € D pontban, ha tetszoleges (x,),en D halmazbeli elemekbdl dllo, xy-hoz konvergdlo
sorozat esetén az (f(x,)),aq Sorozat f(xy)-hoz konvergdl.

8.1.1. Megjegyzés. Legyen D C R nemiires halmaz, f: D — R. Az f fiiggvény akkor és csakis akkor
nem folytonos az xy € D pontban, ha van olyan (x,).en D halmazbeli elemekbdl dllo, xy-hoz konvergdlo
sorozat, melyre az (f(x,)),ay Sorozat nem f(xy)-hoz konvergdl.

8.2. Folytonossag és miiveletek
8.2.1. Tétel. Legyen D C R nemiires halmaz. Ha az f,g : D — R fiiggvények folytonosak az xo € D
pontban, akkor

(i) az f + g fiiggvény is folytonos az x, pontban;

(ii) tetszoleges A € R esetén a Af fiiggvény is folytonos az xo, pontban;

(iii) az f - g fiiggvény is folytonos az xy pontban;
(iv) ha tetszoleges x € D esetén g(x) + 0, akkor az ]—C fiiggvény is folytonos az xy pontban.
g

8.2.2. Tétel (Az osszetett fiiggvény folytonossaga). Legyen D C R nemiires halmaz és legyenek f
D — Résg : f(D) — R adott fiiggvények. Ha az f fiiggvény folytonos az xy € D pontban, a g
pedig az f(xy) € f(D) pontban, akkor a g o f fiiggvény folytonos az xo pontban.

8.3. Folytonossag és topologikus fogalmak

8.3.1. Tétel. Legyen D C R nemiires halmaz, ekkor az f: D — R fiiggvény pontosan akkor folytonos a D
halmazon, ha tetszéleges V C R nyilt halmaz esetén az f~'(V) C R halmaz nyilt.

8.3.2. Tétel. Legyen D C R kompakt halmaz, f: D — R folytonos fiiggvény. Ekkor az f(D) C R halmaz
kompakt.

8.3.3. Tétel. Legyen D C R kompakt halmaz, f: D — R folytonos fiiggvény. Ekkor f korldtos fiiggvény.

8.3.4. Tétel. Legyen D C R dsszefiiggd halmaz, f: D — R folytonos fiiggvény. Ekkor az f(D) C R
halmaz is dsszefiiggo.

8.3.1. Kovetkezmény (Bolzano-féle kozépértéktétel). Legyenek a,b € R, a < b, f: [a,b] — R folyto-
nos fiiggvény. Ha f(a) < f(b) és n € R olyan, hogy f(a) < n < f(b), akkor van olyan & €]a, b[, melyre
f(&) = n teljesiil.
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f(b)

fl@

e

8.4. Egyenletes folytonossag

8.4.1. Definici6é. Legyen D C R nemiires halmaz, f: D — R. Azt mondjuk, hogy az f fiiggvény a D
halmazon egyenletesen folytonos, ha bdrmely € > 0 esetén van olyan § > 0 gy, hogy ha x,y € D
olyanok, hogy |x — y| < 6, akkor

lf(x) = fyl <&

8.4.1. Allitas. Legyen D C R nemiires halmaz, f: D — R. Ha az f fiiggvény a D halmazon egyenletesen
folytonos, akkor f a D halmaz minden pontjdban folytonos.

8.4.1. Megjegyzés. Az
f)=x (xeR)

modon megadott fiiggvény minden xy € R pontban folytonos, azonban ez a fiiggvény nem egyenletesen
folytonos R-en.
8.5. Folytonossag és monotonitas

8.5.1. Definicié. Legyen D C R nemiires halmaz, f: D — R fiiggvény. Ha az f fiiggvény az xo € D
pontban nem folytonos, akkor azt mondjuk, hogy az xo € D pont az f fiiggvénynek szakaddsi helye.

8.5.1. Tétel. Legyen D C R nemiires halmaz, f: D — R monoton fiiggvény. Ekkor azoknak a pontoknak
a halmaza, melyek az f fiiggvénynek szakaddsi helyei, megszamldlhato szamossdgui.
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9. fejezet

Fiiggvények hatarértéke

9.1. Alapfogalmak

9.1.1. Definicié. Legyen ) # D CR, f: D — R, xg € D’ és a € R. Azt mondjuk, hogy az f fiiggvénynek
az xo pontban a hatdrértéke «, ha tetszéleges € > 0 esetén létezik olyan & > 0, hogy ha x € D és
|x — xo| < 6, akkor |f(x) — a| < &. Erre a lim,_,,, f(x) = « jelolést alkalmazzuk.

9.1.2. Definicié. Legyen®D # D CR, f: D - R, xo € D'. az f fiiggvénynek az x, pontban a hatdrértéke
+00, ha tetszoleges K € R esetén létezik olyan 6 > 0, hogy ha x € D és |x — xo| < 0, akkor f(x) > K. Erre
alim,,,, f(x) = +oo jelolést alkalmazzuk.

9.1.3. Definicié. Legyen ) # D C R, f : D — R, xy € D’. Azt mondjuk, hogy az f fiiggvénynek az x
pontban a hatdrértéke —oco, ha tetszbleges k € R esetén létezik olyan 6 > 0, hogy ha x € D és |x — xo| < 6,
akkor f(x) < k. Erre a lim,_,,, f(x) = —oo jelolést alkalmazzuk.

9.1.1. Példa. Tekintsiik az
f(x)=2x+1 (x eR)

modon megadott f: R — R fiiggvényt. Ekkor

lim f(x) = 3

9.1.2. Példa. Legyen

1
f) = ——3 (x e R\{0}).
(x —

2)?
Ekkor
lirr21 f(x) = +o0.

38



9.1.4. Definicié. Legyen 0 # D C R egy olyan halmaz, mely feliilr6l nem korldtos, f : D — R. Azt
mondjuk, hogy az f fiiggvénynek a +co—-ben a hatdrértéke «, ha tetszbleges € > 0 esetén létezik olyan
K € R, hogy ha x € D és x > K, akkor |f(x) — a| < &. Erre alim,_,,, f(x) = a jelolést alkalmazzuk.

9.1.5. Definicié. Legyen 0 # D C R egy olyan halmaz, mely alulrél nem korldtos, f : D — R. Azt
mondjuk, hogy az f fiiggvénynek a —co—ben a hatdrértéke «, ha tetszbleges € > 0 esetén létezik olyan
k €R, hogy ha x € D és x < k, akkor |f(x) — a| < &. Erre alim,_,_., f(x) = a jelolést alkalmazzuk.

9.1.6. Definicié. Legyen O # D C R egy olyan halmaz, mely feliilrél nem korldtos, f : D — R. Azt
mondjuk, hogy az f fiiggvénynek a +oco—ben a hatdrértéke +co, ha tetszbleges K € R esetén létezik olyan
K* € R, hogy ha x € D és x > K*, akkor f(x) > K. Erre alim,_,,, f(x) = +oo jelolést alkalmazzuk.

9.1.7. Definicié. Legyen O # D C R egy olyan halmaz, mely feliilrél nem korldtos, f : D — R. Azt
mondjuk, hogy az f fiiggvénynek a +oco—ben a hatdrértéke —oo, ha tetszoleges k € R esetén létezik olyan
K* € R, hogy ha x € D és x > K*, akkor f(x) < k. Erre alim,_,,, f(x) = —oo jelolést alkalmazzuk.

9.1.8. Definicié. Legyen 0 # D C R egy olyan halmaz, mely alulrél nem korldtos, f : D — R. Azt
mondjuk, hogy az f fiiggvénynek a —oo—ben a hatdrértéke +co, ha tetszileges K € R esetén létezik olyan
k* € R, hogy ha x € D és x < k¥, akkor f(x) > K. Erre alim,_,_, f(x) = +o0 jelolést alkalmazzuk.

9.1.9. Definicié. Legyen 0 # D C R egy olyan halmaz, mely alulrél nem korldtos, f : D — R. Azt
mondjuk, hogy az f fiiggvénynek a —oo—ben a hatdrértéke —oo, ha tetszdleges k € R esetén létezik olyan
k* € R, hogy ha x € D és x < k*, akkor f(x) < k. Erre a lim,_,_, f(x) = —oo jelolést alkalmazzuk.

9.1.3. Példa. Legyen
fx)=¢" (x eR),

ekkor
lim f(x) = +o0 lir_n f(x)=0

X—+00

9.1.4. Példa. Tekintsiik az
f(x) =x° (xeR)

modon megadott f: R — R fiiggvényt. Ekkor

lim f(x) =400 és lim f(x) = —oo.
x—+00 X——=00
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9.1.1. Tétel (Atviteli elv). Legyen ) # D C R, f: D — R, illetve xg € D’ és @ € R U {—o00, +00}. Ekkor
lim,_,,, f(x) = a pontosan akkor teljesiil, ha tetszéleges (x,)neny D—beli, xo—hoz konvergdlo sorozat esetén
lim, . f(x,) = a teljesiil.

9.2. Hatarértéke és folytonossag kapcsolata

9.2.1. Tétel. Legyen D # D CR, f: D — R és xy € D. Ekkor az f fiiggvény pontosan akkor folytonos az
Xo pontban, ha létezik a lim,_,,, f(x) hatdrérték, és

Lim f(x) = f(xo).

9.3. Hatarérték és miiveletek

9.3.1. Tétel. Legyen 0 #+ D C R, xo € D’ f,g : D — R, illetve o, € R. Ha az f és g fiiggvényeknek
létezik a hatdrértéke az xo pontban és

lim f(x) =a és limg(x) =,
X—X( X—X0
akkor
(i) az f + g fiiggvénynek is létezik az xy pontban a hatdrértéke

lim (f(x) +g(x)) = @+ B;

(ii) tetszoleges A € R esetén a A - f fiiggvénynek is létezik az xy pontban a hatdrértéke és

limA- f(x)=41-a;
X— X0

(iii) az f - g fiiggvénynek is létezik az x, pontban a hatdrértéke és

lim f(x)-g(x) = a-p

(iv) az ]é fiiggvénynek is létezik a hatdrértéke az xy pontban és

o S _a
im=— = —,
= gx) B

feltéve, hogy B # 0 és g(x) # 0 teljesiil minden x € D esetén.
9.3.1. Definicié. Legyen 0 # D C R, xo € D’ f : D — R. Azt mondjuk, hogy az f fiiggvénynek az x
pontban létezik a jobboldali hatdrértéke, ha van olyan a € R, hogy bdrmely € > 0 esetén létezik olyan

0 >0, hogy ha x € D olyan, hogy xo < x < xog + 9, akkor |f(x) — a| < € teljesiil.
Erre a lim,_,, .o f(x) = @ jelolést fogjuk haszndlni.
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sign(x)

9.3.2. Definicié. Legyen ) # D C R, xo € D’ f : D — R. Azt mondjuk, hogy az f fiiggvénynek az x
pontban létezik a baloldali hatdrértéke, ha van olyan a € R, hogy bdrmely € > 0 esetén létezik olyan
0 >0, hogy ha x € D olyan, hogy xo — 6 < x < Xy, akkor |f(x) — a| < ¢ teljesiil.

Erre alim,_,,,_o f(x) = « jelolést fogjuk haszndlni.

9.3.1. Példa. Tekintsiik a

1, hax>0
sign(x) =40, hax=0
-1, hax<O0
modon megadott sign: R — R fiiggvényt. Ekkor
xl—lgio sign(x) =1 xl—lf)rlo sign(x) = —1

9.3.1. Allitas. Legyen O + D C R, xo € D’ f : D — R. Ha az f fiiggvénynek létezik az x, pontban a
hatdrértéke, akkor f-nek az x, pontban létezik a bal- és a jobboldali hatdrértéke is és

lim f(x)= lim f(x)= lim f(x)

X—Xp+

9.4. Szakadasi helyek osztalyozasa

9.4.1. Definicié. Legyen D C R nyilt halmaz, xo € D, f: D — R. Ha az xo pont az f fiiggvénynek szaka-
ddsi helye és léteznek a lim,_,,,_o f(x) és lim,_,, 0 f(x) bal- és jobboldali hatdrértékei az f fiiggvénynek
az xo pontban, akkor azt mondjuk, hogy az f fiiggvénynek az x, pontban elséfaju szakadds van.
Ha még az is teljesiil, hogy
lim f(x)= lim f(x),
0 x—xp+0

X—X9—

akkor azt mondjuk, hogy az f fiiggvénynek az xo pontban megsziintetheté szakaddsa van.
Ha az f fiiggvénynek az x, pontban szakaddsa van és az nem elséfaju, akkor azt mondjuk, hogy az f
fiiggvénynek az x, pontban mdsodfaju szakaddsa van.

9.4.1. Példa. Az

x, hax+?2
f(x)_{4, hax=2

modon megadott f: R — R fiiggvénynek az xo = 2 pontban megsziintethetd szakaddsa van.

41



9.4.2. Példa. Az

X2, hax<1

S(x) =40, hax=1
2—(x=12, hax>1

modon megadott f: R — R fiiggvénynek az xo = 1 pontban elsdfaji, nem megsziintethetd szakaddsa van.

9.4.3. Példa. Az

sin(1), hax#0
o= om0
0, hax=0

modon megadott f: R — R fiiggvénynek az xo = 0 pontban mdsodfajii szakaddsa van.
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10. fejezet

Fiiggvénysorozatok és fiiggvénysorok

10.1. Fiiggvénysorozatok

10.1.1. Definicié. Legyen D C R egy nemiires halmaz, f,: D — R, (n € N) és x € D. Ha az (f,(x)),ex
valds szdmsorozat konvergens, akkor azt mondjuk, hogy az (f,).en fiiggvénysorozat az x pontban konver-
gens.

Ha ez a D halmaz minden pontjdban teljesiil, akkor azt mondjuk, hogy az (f,).en fliggvénysorozat a
D halmazon pontonként konvergens.

A
{x € D| (fu(x)),en konvergens}

halmazt pedig az az (f,)qen fiiggvénysorozat konvergenciahalmazdnak hivjuk.

10.1.2. Definicié. Ha az (f,).en fiiggvénysorozat a D halmazon pontonként konvergens, akkor az
f) = lim () (xeD)

modon értelmezett f: D — R fiiggvényt az (f,)qen fliggvénysorozat hatdrfiiggvényének nevezziik.

10.1.1. Tétel (Cauchy-féle konvergenciakritérium fiiggvénysorozatok pontonkénti konvergenciajara).
Legyen D C R egy nemiires halmaz, f,: D — R, (n € N) és x € D. Az (f,)nen fiiggvénysorozat pontosan
akkor konvergens az x pontban, ha barmely € > 0 esetén van olyan N > 0, hogy ha n,m € N, n,m > N,
akkor

[fn(x) = fu(X) < &

teljesiil.

10.1.3. Definicié. Legyen D C R egy nemiires halmaz, f,: D — R, (n € N). Tegyiik fel, hogy az (f,)nen
fiiggvénysorozat a D halmazon pontonként konvergens, és jelolje a hatdrfiiggvényét f. Akkor mondjuk,
hogy az (f,)nen fliggvénysorozat a D halmazon egyenletesen konvergens, ha bdarmely € > 0 esetén van
olyan N > 0, hogy han € N, n > N, akkor

1fu(0) — f0) < &
teljesiil minden x € D esetén.

10.1.1. Megjegyzés. Egyenletes konvergencia = pontonkénti konvergencia
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10.1.2. Tétel (Cauchy-féle konvergenciakritérium fiiggvénysorozatok egyenletes konvergenciajara).
Legyen D C R egy nemiires halmaz, f,: D — R, (n € N). Az (f))nen fliggvénysorozat pontosan akkor
egyenletesen konvergens a D halmazon, ha bdarmely € > 0 esetén van olyan N > 0, hogy ha n,m € N,
n,m > N, akkor

1fa(xX) = fu(0) < &

teljesiil.
10.1.3. Tétel. Legyen D C R egy nemiires halmaz, f,: D — R, (n € N) és

M, = sup | fu(x) = f(x)].

xeD

Ekkor az (f,)qen fiiggvénysorozat pontosan akkor konvergdl egyenletesen az f fiiggvényhez, ha

lim M, = 0.

n—oo

10.1.1. Példa. Legyen
fu(x) = X" (xe€[0,1], neN).

Ekkor az (f,), fiiggvénysorozat a [0, 1] halmazon pontonként konvergens, de egyenletesen nem. A fiigg-

Flx) = {1, hax=1

vénysorozat hatdrfiiggvénye

0, haxel0,1[

10.1.2. Példa. Legyen

I, hamixeZ
fu(x) = lim (cos(m!xm)?" = am (x €R,m € N)
n—eo 0, egyébkeént

Ekkor az (f),, fiiggvénysorozat pontonként konvergens a valos szdmok halmazdn, de egyenletesen nem.
A fiiggvénysorozat hatdrfiiggvénye

3 1, haxeQ
f(X)_{O, haxeR\Q
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10.2. Fiiggvénysorok
10.2.1. Definici6. Legyen D C R egy nemiires halmaz, f,: D - R, (ne€ N)és x € D. A
op(x) = fi(x) + -+ + fu(x) (xeD,neN)
modon értelmezett (0,), fiiggvénysorozatot az (f,)nen fiiggvénysorozat részletosszeg-sorozatinak hivjuk.

Azt mondjuk, hogy a 3’ f, fiiggvénysor az x € D pontban konvergens, ha a (0 ,),en fiiggvénysor az
x € D pontban konvergens. Ekkor a lim,,_,, 0,(x) valds szdmot a }’, f, fiiggvénysor x pontbeli osszegének
hivjuk, és a ., fu(x) modon jeloljiik.

Akkor mondjuk, hogy a 3, f, fiiggvénysor az x € D pontban abszolut konvergens, ha a ) |f,| fiigg-
vénysor az x pontban konvergens.

Ha a ), f, fiiggvénysor a D halmaz minden pontjdban konvergens, akkor azt mondjuk, hogy ez a fiigg-
vénysor a D halmazon pontonként konvergens.

Ha a } f, fiiggvénysor a D halmazon pontonként konvergens, akkor az

fe) =) fx)  (xeD)
n=1

modon értelmezett f: D — R fiiggvényt a ), f, fiiggvénysor hatdrfiiggvényének nevezziik.

10.2.1. Tétel (Cauchy-féle konvergenciakritérium fiiggvénysorok pontonkénti konvergenciajara).
Legyen D C R egy nemiires halmaz, f,: D — R, (n € N) és x € D. Az ), f, fiiggvénysor pontosan akkor
konvergens az x pontban, ha bdarmely € > 0 esetén van olyan N > 0, hogy ha n,m € N, n,m > N, akkor

m

>

k=n+1

<é&

teljesiil.

10.2.2. Tétel (Cauchy-féle konvergenciakritérium fiiggvénysorok egyenletes konvergenciajara).
Legyen D C R egy nemiires halmaz, f,: D — R, (n € N) és x € D. Az ), f, fiiggvénysor pontosan akkor
egyenletesen konvergens a D halmazon, ha bdarmely € > 0 esetén van olyan N > 0, hogy ha n,m € N,
n,m > N, akkor

m

Z S| <e
k=n+1
teljesiil minden x € D esetén.
10.2.1. Példa. Legyen
2
X
ﬁl(x):(l-k—xz)” (xeR,neN).

Ekkor a ) f, fiiggvénysor minden x € R pontban konvergens és

oo o $2 0, ha x =0
f(x):;f”(x):;m:{l+xz, ha x # 0
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10.3. Egyenletes konvergencia és folytonossag

10.3.1. Tétel. Legyen D C R egy nemiires halmaz, f,: D — R, (n € N). Tegyiik fel, hogy az (f,)nen
fiiggvénysorozat a D halmazon egyenletesen konvergens, és jelolje a hatdrfiiggvényét f. Ekkoraz f: D —
R hatdrfiiggvény folytonos a D halmazon.

10.3.2. Tétel. Legyen D C R egy nemiires halmaz, f,: D — R, (n € N). Ha a }, f, fiiggvénysor a D
halmazon egyenletesen konvergens, akkor a fiiggvénysor osszegfiiggvénye folytonos fiiggvény.

10.3.3. Tétel (Weierstrass-Kkritérium fiiggvénysorok egyenletes konvergenciajara). Legyen D C R
egy nemiires halmaz, f,: D — R, (n € N). Tegyiik fel, hogy létezik egy olyan (M),),cn valos szamsorozat,

hogy
[fu(0)] < M, (xeD,neN).

Ha a Y, | M, valos szamsor konvergens, akkor a Y, f, fiiggvénysor az egész D halmazon egyenletesen
konvergens.

10.3.4. Tétel (Weierstrass approximacios tétele). Legyen [a,b] C R, f: [a,b] — R folytonos fiiggvény
és € > 0. Ekkor létezik egy olyan P valds polinom, melyre

lf(x) = P(x)| < &

teljesiil minden x € |a, b] esetén

10.3.1. Kovetkezmény. Legyen [a,b] C R, f: [a,b] — R folytonos fiiggvény. Ekkor létezik egy olyan
polinomokbdl dllo (P,),en sorozat, mely az [a, b] intervallumon egyenletesen konvergdl az f fiiggvényhez.

10.4. Hatvanysorok

10.4.1. Definicié. Legyen (a,) e egy valos szamsorozat, xy € R és

fn(x):{ao’ han=0

a,(x —xp)", han+0.
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Ekkor az (fu),enupo fiiggvénysorozathoz tartozd fiiggvénysort hatvdanysornak nevezziik. Az (a,)nenufo)
sorozat tagjai a hatvdnysor egyiitthatoi, x, pedig a hatvdnysor kidzéppontja. A hatvdanysort a

[ee)

D ax—xo)

n=0
szimbolummal is szokds jelolni.

10.4.1. Tétel (Cauchy—-Hadamard). Legyen ., a,(x — xo)" egy hatvdnysor és
a = limsup M.
Ekkor
(i) Ha a = 0, akkor a hatvdnysor minden x € R esetén konvergens;
(ii) Ha 0 < a < +o00, akkor a hatvdnysor minden olyan x € R pontban konvergens, melyre
alx—xy <1
és minden olyan x € R pontban divergens, melyre a |x — xo| > 1;
(iii) Ha a = +oo, akkor a hatvdnysor csak az xo pontban konvergens.
10.4.2. Definicid. Az fenti jelolések megtartdsa mellett legyen

+oo, haa =0

1

p=3-, ha 0 < @ < +
a
0, ha @ = +0.

A p bévitett valos szdmot a Y, a,(x — xo)" hatvdnysor konvergenciasugardnak hivjuk.
Ha p > 0, akkor az
{x e Rf|x = xo| < p}

halmazt a Y, , a,(x — x0)" hatvdnysor konvergenciatartomdnydnak nevezziik.

10.4.1. Példa. Tekintsiik a

— (x+3)"
n+1
n=0 2
hatvdnysort. Ekkor a fenti jelolésekkel
1
Xo=-3 és a,= W(HEN)'

2z

Igy

W 1 1 1
lim sup T = lim sup T =5

ezért a hatvdnysor konvergenciasugara 2. Igy a fenti hatvdnysor konvergenciatartomdnya a |1 — 5, —1[

= 1
intervallum. Ha x = -5, akkor a fenti hatvanysor Z(—l)"i, ami divergens. Hasonléan, ha x = —1,
n=1
1
akkor a fenti hatvdnysor Z > ami szintén divergens. Ezért a fenti hatvdnysor konvergenciahalmaza a
n=1
1 -5, —1[ intervallum.
10.4.2. Tétel. A Y., a,(x — xo)" hatvdnysor a konvergenciatartomdny minden kompakt részhalmazdn
egyenletesen konvergens.

10.4.3. Tétel. Ha a Y., ,a,(x — xo)" hatvdnysor konvergenciasugara nem nulla, akkor a hatvdnysor
osszegfiiggvénye egy a konvergenciatartomdnyon folytonos fiiggvény.
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11. fejezet

Elemi fiiggvények

11.1. Az exponencialis fiiggvény
11.1.1. Definicio. Az N
exp(x) = Z(; g (x eR)
modon megadott exp: R — R fiiggvényt exponei_zcidlis fiiggvénynek hivjuk.

11.1.1. Tétel. Az exponencidlis fiiggvény rendelkezik az aldbbi tulajdonsdgokkal

(i)
exp(0) = 1;

(ii)
exp(x + y) = exp(x) - exp(y) (x,y €R);

(iii)

exp(—x) = (x eR).

exp(x)
11.1.2. Tétel. Az exponencidlis fiiggvény
(i) folytonos;
(ii) szigorian monoton novekedo;
(iii) értékkészlete a pozitiv valos szdamok halmaza;
(iv)

lim exp(x) = +co és lim exp(x) =0

X—+00

11.1.3. Tétel.
1 n
exp(1l) = lim (1 + —) .
n—oo n
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11.2. A logaritmus fiiggvény

11.2.1. Definicié. Az exponencidlis fiiggvény szigoriian monoton néveked?d, igy invertdlhato. Az inverzét
logaritmus fiiggvénynek nevezziik, és rd az In jelolést haszndljuk.

Tehat a logaritmus fiiggvény az az In: ]0, +oo[— R fiiggvény, melyre
exp (In(x)) = x (x €]0, +o0[).
11.2.1. Tétel. Az In: ]0, +oo[— R fiiggvény rendelkezik az aldbbi tulajdonsdgokkal

(i)
In(1) = 0;

(ii)
In(x-y) =In(x) +In(y)  (x,y €]0,+00));
(ii)
In (i) = —In(x) (x €]0, +00[);
(iv) folytonos;
(v) szigoriian monoton novekedd;

(vi)

lim In(x) = +o0 és lim In(x) = —co0.

X—+00 x—0+
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11.3. A hiperbolikus fiiggvények

11.3.1. Definicio. A
x2n

cosh(x) = Z 2! (x€eR),
n=0 :

illetve a
2n+1

sinh(x) = Z(; m (x €R)

modon megadott fiiggvényeket rendre cosinus hiperbolicus, illetve sinus hiperbolicus fiiggvényeknek
nevezziik.

11.3.1. Tétel. Tetszdleges x € R esetén

exp(x) + exp(—x) sinh(x) = exp(x) — exp(—x).

h(x) =
cosh(x) > >

11.3.2. Tétel. A cosinus hiperbolicus, illetve a sinus hiperbolicus fiiggvények rendelkeznek az aldbbi tu-
lajdonsdgokkal

(i) mindkét fiiggvény folytonos;

(ii) cosh(0) =1 és sinh(0) = 0;

(iii) cosh(x + y) = cosh(x) cosh(x) + sinh(x)sinh(x)  (x,y € R);
(iv) sinh(x + y) = sinh(x) cosh(y) + sinh(y) cosh(x)  (x,y € R)
(v) cosh(x) = cosh(—x) és sinh(x) = —sinh(x)  (x € R)
(vi) cosh?(x) — sinh’(x) = 1 (x€R).

11.3.2. Definicio. A

tanh(x) = sinh(x) (xeR),
cos(x)
illetve a N
coth(x) = 2 (v qop)
sinh(x)

modon megadott fiiggvényeket tangens hiperbolicus, illetve cotangens hiperbolicus fiiggvényeknek hiv-
Jjuk.

11.1. abra. A cosinus hiperbolicus fliggvény
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11.2. abra. A sinus hiperbolicus fiiggvény

11.3. dbra. A tangens hiperbolicus fiiggvény

11.4. A trigonometrikus fiiggvények

11.4.1. Definicio. A )

cos(x) = Z(;(—l)"% (xeR),

illetve a
b 2n+1
sin(x) = ;(—1) m (x eR)

modon értelmezett fiiggvényeket rendre cosinus, illetve sinus fiiggvényeknek nevezziik.

11.4.1. Tétel. (i)
cos(0)=1 és sin(0) =0;

(ii)
cos(x + y) = cos(x) cos(y) — sin(x) sin(y) (x,y € R)

(iii)
sin(x + y) = sin(x) cos(y) + sin(y) cos(x) (x,y € R);

(iv)
cos(—x) =cos(x) és sin(—x) = —sin(x) (xeR);

(v)

sin®(x) + cos*(x) = 1 (x €R).

11.4.1. Allitas. Létezik olyan o valds szam, melyre 0 < a < 2 és cos(a) = 0.
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11.4. abra. A cotangens hiperbolicus fliggvény

11.4.2. Allitas. A cosinus fiiggvény pozitiv zérushelyei kizott van legkisebb.
11.4.2. Definicié. A cosinus fiiggvény legkisebb pozitiv zérushelyének kétszeresét m-vel jeloljiik.

11.4.2. Tétel. (i) a cosinus és a sinus fiiggvény értékkészlete [—1,1];

(i)
sin(0) = sin(r) =0

cos(z)—cos 3_7r =0
2] 2]

11.4.3. Definicié. Legyen D C R nemiires halmaz, p € R olyan, hogy x € D esetén x + p € D is teljesiil.
Azt mondjuk, hogy az f: D — R fiiggvény p szerint periodikus, ha minden x € D esetén

(iii)

fx+p)=fx)
teljesiil.

11.4.3. Tétel. A cosinus és a sinus fiiggvények 2n szerint periodikusak.

Vg
11.4.4. Tétel. A cosinus fiiggvény zérushelyei a 5 pdratlan egész szamu tobbszordsei. A sinus fiiggvény

zérushelyei a m egész szamii tobbszorosei.

11.4.4. Definicio. A

_sin(x) n
e = 2o (x eR, x# 2k + 1)2),
illetve a cos(x)
ctg(x) = (o) (x e R, x # km)

modon megadott fiiggvényeket rendre tangens, illetve cotangens fiiggvényeknek hivjuk.
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11.5. abra. A cosinus fiiggvény

11.6. abra. A sinus fliggvény

11.7. dbra. A tangens fiiggvény

11.8. dbra. A cotanges fiiggvény
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12. fejezet

Valos fiiggvények differencialhatésaga

12.1. Alapfogalmak és kapcsolatuk

12.1.1. Definicié. Legyen D C R nemiires, nyilt halmaz, f: D — R fiiggvény. Ekkor a
J(x) = f(x)

Qo(x, X()) - (x9 X0 € D’ X+ xO)
X — Xo

mennyiséget az f fiiggvény x és xy pontokhoz tartozo differenciahdnyados fiiggvényének nevezziik.

12.1.2. Definicié. Legyen D C R nemiires, nyilt halmaz és xy € D. Azt mondjuk, hogy az f: D — R
fiiggvény differencidlhato az x, € D pontban, ha létezik és véges a

o S = f(x)

X—X0 X — Xp

hatdrérték. Erre a tovabbiakban az f’(xy) jelolést haszndljuk és az f fiiggvény xo pontbeli differencidl-
hanyadosdnak nevezziik.

12.1.3. Definicié. Az el6z6 definicio jelolései mellett azt mondjuk, hogy az f: D — R fiiggvény balrol
differencidlhatoé az x, € D pontban, ha létezik és véges a

i Jf(x) = f(x)
im ————=

x—>X- X — X

hatdrérték. Azt mondjuk tovdbbd, hogy az f: D — R fiiggvény jobbrol differencidlhato az x, € D
pontban, ha létezik és véges a
) = f)

X—xp+ X — Xo

hatdrérték.
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12.1.1. Példa. Legyen c € R, ekkor az

f=c (xeR)
modon megadott f: R — R fiiggvény minden xy € R pontban differencidlhato.

f(x) = f(xo) c-c

lim =lim ——=1m0 =0,
X=X X — )CO x—-x0 X — _X'O X—X0
azaz, tetszoleges xo € R esetén
f'(x0) = 0.

12.1.2. Példa. Tekintsiik az
f(x)=x° (xeR)

modon megadott f: R — R fiiggvényt. Ekkor
[~ fx) ¥ =X

li = lim = lim (x + x9) = 2xo,
X—=X0 X — X0 X—x0 X — X X=X0

azaz, a fenti f fiiggvény minden pontban differencidlhato és
1" (x0) = 2x0 (xo €R).

12.1.4. Definicié. Legyen D C R nemiires, nyilt halmaz és xo € D. Azt mondjuk, hogy az f: D — R
fiiggvény linedrisan approximdlhato az x, € D pontban, ha létezik egy olyan A € R és egy olyan w: D —
R, hogy

lim w(x) =0

X— X0

F(x) = f(xo) + A(x = xo) + w(x)(x = Xo) (xeD)

teljesiil.

12.1.1. Tétel. Legyen D C R nemiires, nyilt halmaz, f: D — R és xo € D. Ekkor az aldbbi dllitdsok
ekvivalensek.

— az f fiiggvény differencidlhaté az xo pontban;

— az f fiiggvény linedrisan approximdlhaté az xy pontban.

12.1.2. Tétel. Legyen D C R nemiires, nyilt halmaz, f: D — R és xo € D. Ha az f fiiggvény differenci-
dlhaté az xo pontban, akkor az f ebben a pontban folytonos is.

12.1.1. Megjegyzés. Az elz0 tétel megforditdsa nem igaz, ugyanis az

f(x) = Ix| (x €R)

fiiggvény minden pontban folytonos, azonban az xy = 0 pontban nem differencidlhato.
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12.2. Differencialhatosag és miiveletek

12.2.1. Tétel. Legyen D C R nemiires, nyilt halmaz, xo € D és f,g: D — R olyan fiiggvények, melyek
differencidlhatoak az xy pontban. Ekkor

— az [ + g fiiggvény is differencidlhato az x, pontban és
(f +9)(x0) = f'(x0) + g (x0)
— tetszoleges A € R esetén a A - f fiiggvény is differencidlhaté az xy pontban és
(- f) (x0) = A+ f'(x0)-
— az f - g fiiggvény is differencidlhato az xy pontban és

(f - 9) (x0) = f'(x0) - g(x0) + f(x0) - g’ (x0).

— az ]—C fiiggvény is differencidlhato az xo pontban és
9

b

£\ (xo)g(xo) — f(xo)g (x0)
=] (x0) = >
g g-(xo)

feltéve, hogy az xy pontnak van olyan kornyezete, melyben g(x) # O.

12.2.2. Tétel (Az osszetett fiiggvény differencialasi szabalya). Legyen D C R nemiires, nyilt halmaz,
xoeDésg: D— Rés f: g(D) — R olyan fiiggvények, hogy g differencidlhato az xy pontban, f pedig
differencidlhato a g(xy) pontban. Ekkor az f o g fiiggvény differencidlhato az x, pontban, tovabbd

(fog) (x0) = f (g (x0)) - ¢’ (x0) .
12.2.3. Tétel (Az inverz fiiggvény differencialasi szabalya). Legyen la, b[C R nemiires, nyilt interval-

lum, f: la, b[— R folytonos, szigortian monoton fiiggvény. Ha az f fiiggvény differencidlhaté az xy €la, b[
pontban és f'(xy) # 0, akkor az f7! fiiggvény differencidlhaté az f(x) € f (la, b[) pontban és

(1) (flxon =

1
f(xo)

12.2.4. Tétel (Hatvanysorok differencialhatésaga). Legyen (a,).enuio) €gy valos szamsorozat, xo € R és
tegyiik fel, hogy a

(5]

D= xo)"

n=0
hatvdnysor konvergenciasugara nem nulla. Ekkor ha f jeloli a hatvdnysor osszegfiiggvényét, akkor az f
fiiggvény a konvergenciatartomdny minden pontjdban differencidlhato és

£ = 0+ Dag(x - xp)"
n=0
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Néhany elemi fiiggvény differencialhanyados fiiggvénye
— haneZ\{0}és f(x) = x", akkor f'(x) = n-x""!;
— ha f(x) = exp(x), akkor f”(x) = exp(x);
— ha f(x) = a*, akkor f'(x) = a* - In(a);

— ha f(x) = ln(x), akkor f’(X) = i;

— ha f(x) = cos(x), akkor f’(x) = — sin(x);

— ha f(x) = sin(x), akkor f’(x) = cos(x);

1
— ha f(x) = tg(x), akkor f'(x) = —(x);

— ha f(x) = ctg(x), akkor f’(x) = -

b

sin?(x)
— ha f(x) = cosh(x), akkor f’(x) = sinh(x);

— ha f(x) = sinh(x), akkor f’(x) = cosh(x);

— ha f(x) = tanh(x), akkor f’(x) =

b

cosh?(x)
1

sinh?(x)

— ha f(x) = coth(x), akkor f"(x) = —

12.3. Kozépértéktételek

12.3.1. Definicié. Legyen D C R nemiires halmaz, f: D — R fiiggvény. Azt mondjuk, hogy az f fiigg-
vénynek az xo € D pontban lokdlis minimuma van, ha az x, pontnak van olyan B C D kornyezete,
hogy

f(x0) < f(x)

teljesiil minden x € B esetén.

12.3.2. Definicié. Legyen D C R nemiires halmaz, f: D — R fiiggvény. Azt mondjuk, hogy az f fiigg-
vénynek az xo € D pontban lokdlis maximuma van, ha az xo pontnak van olyan B C D kornyezete,

hogy
Sf(x0) = f(x)

teljesiil minden x € B esetén.

] % I\
X0
lokdlis maximumhely lokdlis minimumhely
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12.3.1. Tétel. Legyen D C R nemiires, nyilt halmaz, f: D — R fiiggvény. Ha az f fiiggvénynek az xy € D
pontban lokdlis szélséértéke van és az f fiiggvény differencidlhato ebben a pontban, akkor

f'(x0) = 0.
12.3.1. Megjegyzés. Az eldzd tétel megforditasa nem igaz, legyen ugyanis
fx)=x° (x €R).

Ekkor az f fiiggvény differencidlhato az xo = 0 pontban és f'(0) = 0, azonban az f fiiggvénynek az xo = 0
pont nem lokadlis szélsoértékhelye.

12.3.2. Tétel (Darboux). Legyen f: la, b[— R differencidlhato fiiggvény és legyenek c,d €la, b[, ¢ < d.
Ekkor az f fiiggvény differencidlhdnyados fiiggvénye minden f'(c) és f'(d) kozé esd értéket felvesz a c, d|
intervallumban.

12.3.3. Tétel (Cauchy). Legyenek f,g: [a,b] — R olyan folytonos fiiggvények melyek differencidlhatoak
az la, b[ intervallumon. Ekkor van olyan & €la, b[ pont, hogy

(f(b) = f(a) g' (&) = (g(b) — g(a)) f'(&)
teljesiil.

12.3.4. Tétel (Lagrange). Legyen f: [a,b] — R olyan folytonos fiiggvény, mely differencidlhato a la, b[
intervallumon. Ekkor van olyan & €]a, b[, melyre

J®) - fl@)=0b-a)f'©)
teljesiil.
12.3.5. Tétel (Rolle). Legyen f: [a,b] — R olyan folytonos fiiggvény, mely differencidlhato az la, b[
intervallumon és tegyiik fel, hogy f(a) = f(b). Ekkor van olyan & €]a, b[, melyre
f©=0
teljesiil.

12.3.6. Tétel (Az integralszamitas alaptétele). Legyen f: [a,b] — R olyan folytonos fiiggvény, mely
differencidlhaté az la, b| intervallumon. Ha

=0 (x€la,bD,

akkor van olyan c € R, hogy
) =c

teljesiil minden x € |a, b] esetén.
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12.1. dbra. A Lagrange-féle kozépértéktétel geometriai jelentése

12.2. dbra. A Rolle-féle kozépértéktétel geometriai jelentése
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12.4. Magasabb rendii derivaltak

12.4.1. Definicié. Legyen D C R nemiires, nyilt halmaz, f: D — R, xo € D. Ha az f fiiggvény differen-
cidlhato az xy pont egy kornyezetében, és az f fiiggvény derivdltja differencidlhato az xy pontban, akkor
azt mondjuk, hogy az f fiiggvény az xo € D pontban kétszer differencidlhato, és (f') (xo)-t az f fiiggvény
xo pontbeli madsodik differencidlhdnyadosdnak nevezziik és " (xy)-lal jeloljiik.

Ha az f fiiggvény a D halmaz minden pontjdban kétszer differencidlhato, akkor az

x — f7(x) (x € D)
fiiggvényt az f fiiggvény mdsodik derivdltjdnak hivjuk.

12.4.2. Definicio. Legyen n € N, D C R nemiires, nyilt halmaz, f: D — R, xo € D. Ha az f fiiggvény
n-szer differencidlhato az xo pont egy kornyezetében, és az f fiiggvény n-edik derivdltja differencidlhato
az xo pontban, akkor azt mondjuk, hogy az f fiiggvény az xy € D pontban (n + 1)-szer differencidlhato,
és (f™Y (xo)-t az f fiiggvény xo pontbeli (n+ 1)-edik differencidlhdnyadosdnak nevezziik és "V (xy)-lal
Jjeloljiik.
Ha az f fiiggvény a D halmaz minden pontjdban (n + 1)-szer differencidlhato, akkor az
x— [ (xeD)
fiiggvényt az f fiiggvény (n + 1)-edik derivaltjanak hivjuk.

12.4.3. Definici6. Haaz f: la, b[— R fiiggvény az la, b| intervallum valamely x, pontjdban mindenn € N
esetén n-szer differencidlhato, akkor azt mondjuk, hogy az f fiiggvény akdrhdnyszor differencidlhaté az
Xo pontban.

12.4.4. Definicié. Ha az f: la, b[— R fiiggvény differencidlhaté az la, b[ intervallumon és az
x> f'(x) (x €]a, D)

fiiggvény folytonos, akkor azt mondjuk, hogy az f fiiggvény folytonosan differencidalhato az \a, b| inter-
vallumon.

12.5. A Taylor-tétel

12.5.1. Tétel (Taylor). Legyen n € N U {0}, f: la,b[— R és xy €la,b[. Ha az f fiiggvény (n + 1)-szer
differencidlhaté, akkor minden x €la, b[, x # xo esetén van olyan & pont x és xy kozott, hogy

n f(k)(xo) f(n+1)(€;) -
fx) = kz(; TG G O

teljesiil.

Az el6z0 tételben szerepld
n

(k)
P = Y L0y

!
e k!

polinomot az f fiiggvény x, ponthoz tartozé n-edik Taylor-polinomjinak nevezziik.
Az el6z06 tétel alapjan felirhatd

0@

_ _ n+l
f(x) = Py(x) + T D) (x — Xo)
formulét pedig Taylor-formuldanak mondjuk, mig az
&) nl
TSR

tagot a Taylor-formula maradéktagjanak hivjuk.
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12.6. A I’Hospital-szabaly

12.6.1. Tétel. Legyenek f,g: la,b] — R olyan folytonos fiiggvények, melyek differencidlhatoak az la, b[
intervallumon és tegyiik fel, hogy

lim f(x) = lim g(x) = 0.

x—a+ x—a+

Ha g'(x) # 0 minden x €]a, b| esetén és létezik a

fim £
i g ()

(véges vagy végtelen) hatdrérték, akkor g(x) # O minden x €la, b[ esetén és létezik a

E
m ——-
x—a+ g( X)
hatdrérték is és :
lim @ = lim f(x)'
x—a+ g(x)  x—a+ g'(x)

12.6.2. Tétel. Legyenek f,g: [a,b[— R olyan folytonos fiiggvények, melyek differencidlhatoak az la, b[
intervallumon és tegyiik fel, hogy
lirlgl fx) = lirgl g(x) = 0.

Ha g’ (x) # 0 minden x €]a, b| esetén és létezik a

fim 7
b= g'(x)

(véges vagy végtelen) hatdrérték, akkor g(x) # O minden x €la, b[ esetén és létezik a
I J(x)
im —
x=b= g(x)

hatdrérték is és :
lim 7 =y L2,
X—b— g(x) x—b- g’ (x)

12.6.3. Tétel. Legyenek f,g: [a, +oo[— R olyan folytonos fiiggvények, melyek differencidlhatéak az la, +oo[
intervallumon és tegyiik fel, hogy

lim f(x) = lim g(x)=0.

X—+00 X—+00

Ha g’ (x) # 0 minden x €]a, +oo[ esetén és létezik a

J'(x)

X—+00 g’(x)

(véges vagy végtelen) hatdrérték, akkor g(x) # O minden x €]a, +oo[ esetén és létezik a

lim @

X—+00 g(x)
hatdrérték is és ,
.S ()
m —— lim

i = .
x—+00 g(x) x—+00 g'(_x)
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12.6.4. Tétel. Legyenek f,g: ] — co,b] — R olyan folytonos fiiggvények, melyek differencidlhatoak a
] — o0, b[ intervallumon és tegyiik fel, hogy

lim f(x) = lim g(x)=0.
Ha g’ (x) # 0 minden x €] — oo, b esetén és létezik a

i £
m
e g ()

(véges vagy végtelen) hatdrérték, akkor g(x) # 0 minden x €] — oo, b[ esetén és létezik a

lim £
m —

== g(x)

hatdrérték is és

fim 29 = i L.
xo=c0 g(x)  xo-0 g'(X)

12.6.5. Tétel. Legyenek f,g: la,b] — R olyan folytonos fiiggvények, melyek differencidlhatoak az la, b|
intervallumon és tegyiik fel, hogy

lim f(x) = lim g(x) = +oco.

x—a+ x—a+

Ha g'(x) # 0 minden x €la, b| esetén és létezik a

i (%)
1m

x—a+ g’ (x)

(véges vagy végtelen) hatdrérték, akkor g(x) # O minden x €]a, b[ esetén és létezik a
lim AL
x—a+ g(Xx)

hatdrérték is és ’
tim 7%~ jim £
x—a+ g(x) x—a+ g’(x)

12.6.1. Megjegyzés. Hasonloan fogalmazhatoak meg a tovdbbi

lim f(x) = lim g(x) = —oo.
x—a+ x—a+

— a=-
— b=+
esetek is.
12.6.1. Példa.
. sin(x)
lim =1.
x—0 X

Ugyanis a I’Hospital-szabdlyt alkalmazva,

[sin(x)]” .. cos(x)
lim = lim
x—0 [x]' x—0 1

=cos(0) = 1.
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12.6.2. Példa.
lim xIn(x) = 0.

x—0+
Ugyanis a I’Hospital-szabdlyt alkalmazva,
1 In(x)]’ 1
lim xIn(x) = lim nfx) = pim BT = fim —x =0
x—0+ x—0+ < x—0+ [1 x—0+ -= x—0+
12.6.3. Példa.
2
lim — =0
x—+o00 e*
Alkalmazzuk a I’Hospital-szabdlyt,
2 x2 ’ 2
lim = = lim [ ],— lim =
x—+oo @X x—+00 [ex] x—+o0 X
Alkalmazzuk még egyszer a I’Hospital-szabdlyt,
2x] 2
l —_— = 1 [ X], = _ = O
x—o+00 X xo+oo [e¥] x—+o0 X
12.6.4. Példa.
. V1i+x?
lim =1
X—+00 X

Alkalmazzuk a I’Hospital-szabdlyt,

Vit [Vi+a] —1— - 2x
lim = lim ——— = lim a

X
X—+00 X X—+00 [x]’ X—+00 1 X—+00 m

A I’Hospital-szabdly nem vezet eredményre ebben az esetben.

12.7. Fiiggvényvizsgalat

12.7.1. Monotonitas

12.7.1. Definicio. Azt mondjuk, hogy az f: la,b[— R fiiggvény az la, bl intervallumon monoton nove-
kedd, ha minden x,y €la, b[, x < y esetén

fx) < fy)
teljesiil.

12.7.2. Definicié. Azt mondjuk, hogy az f: la,b[— R fiiggvény az la, b[ intervallumon monoton csok-
kend, ha minden x,y €la, b[, x < y esetén

J) = f(y)

teljesiil.

12.7.3. Definicié. Ha a fenti egyenlitlenségek minden x # y esetén szigoriak, akkor azt mondjuk, hogy a
szoban fogo fiiggvény szigortian monoton novekedd, illetve szigordian monoton csokkend.

12.7.1. Tétel. Legyen f: la,b[— R egy olyan fiiggvény, amely differencidlhato az la, bl intervallumon.
Ekkor az alabbi dllitdasok ekvivalensek.

— az f fiiggvény monoton novekedd az la, b intervallumon;
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— tetszoleges x €]a, b esetén f'(x) > 0.

12.7.2. Tétel. Legyen f: la,b[— R egy olyan fiiggvény, amely differencidlhaté az la, b[ intervallumon.
Ekkor az aldbbi dllitdsok ekvivalensek.

— az f fiiggvény monoton csokkend az la, b| intervallumon;
— tetszoleges x €]a, b| esetén f'(x) < 0.

12.7.3. Tétel. Legyen f: la,b[— R egy olyan fiiggvény, amely differencidlhato az la, b| intervallumon.
Ekkor az alabbi dllitasok ekvivalensek.

— az f fiiggvény szigorian monoton novekedd (szigoriian monoton csokkend) az la, b| intervallumon;

— tetszoleges x €a, b| esetén f'(x) > 0 (f'(x) <0), és az la, b[ intervallumnak nem létezik olyan \c, d|
részintervalluma, hogy f'(x) = 0 teljesiil, ha x €]c, d[.

12.7.1. Példa. Tekintsiik az
fx)=x —6x"+12x+1 (xeR)

modon megadott f: R — R fiiggvényt. Ekkor f differencidlhato R-en és
f(x)=3x* —12x+ 12 = 3(x - 2)° (xeR)

Mivel tetszoleges x € R esetén f'(x) > 0, ezért az f fiiggvény szigoriian monoton névekedd R-en.

12.7.2. Példa. Legyen
fx)=x*—4x+6 (xeR).

Ekkor f differencidlhato R-en és
fl(x)=2x—-4 (x eR).

Ha x € [2,+00[, akkor f'(x) > 0, ha pedig x €] — 0,2], akkor f'(x) < 0. Igy, az f fiiggvény a [2,+oo[
intervallumon monoton novekedd, a | — oo, 2] intervallumon pedig monoton csokkend.




12.7.2. Szélsoérték

222

12.7.4. Tétel (Szélsoértékre vonatkozo sziikséges feltétel). Legyen D C R nemiires, nyilt halmaz,
f: D — R fiiggvény. Ha az f fiiggvénynek az xo € D pontban szélsdértéke van és az f fiiggvény differen-
cidlhato ebben a pontban, akkor f’'(xy) = O.

12.7.5. Tétel (Szélsoértékre vonatkozo elégséges feltétel). Legyen f: la, b[— R differencidlhato fiigg-
vény, xo €la, bl. Ha van olyan € > 0, hogy ]xo — €, xo + €[Cla, b|, és
— ha x €]xy — &, xo[ esetén f'(x) > 0, ha pedig x €]xy, xo + €[, akkor f'(x) < 0 teljesiil, akkor az x
pont az f fiiggvénynek lokdlis maximumhelye;

— ha x €]xy — &, xo[ esetén f'(x) <0, ha pedig x €]xy, xo + €[, akkor f'(x) > 0 teljesiil, akkor az x
pont az f fiiggvénynek lokdlis minimumhelye.

s2 2

12.7.6. Tétel (Szélsoértékre vonatkozo elégséges feltétel). Legyen n € N, n > 2, f: la,b[— R egy
olyan fiiggvény, mely az x( €la, b| pontban n-szer differencidlhato. Tegyiik fel, hogy

f'(xo) = f(x) =...= f" Dx) =0, s f(x0) # 0.
Ekkor, ha

2

— n pdratlan, akkor az xy pont nem lokdlis szélsoértékhelye az f fiiggvénynek
— n pdros és
- fP(x0) > 0, akkor az xq pont az f fiiggvénynek lokdlis minimumhelye;
- f™(x0) <0, akkor az x pont az f fiiggvénynek lokdlis maximumhelye.

12.7.3. Példa. Legyen
f(x) = xe* (x €eR).

Ekkor
f(x)=x+1e* (x e R).

Mivel f'(x) = 0 pontosan akkor teljesiil, ha x = —1, ezért ha az f fiiggvénynek van szélséértékhelye, akkor
az csak az x = —1 pont lehet. Mivel

(%) = (x +2)e" (xeR),

1
igy f'(-1) = - > 0, vagyis az x = —1 pont az f fiiggvénynek lokdlis minimumhelye.
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12.7.3. Konvexitas

12.7.4. Definicié. Legyen I C R nemiires intervallum. Azt mondjuk, hogy az f: I — R fiiggvény konvex,
ha minden x,y € I és minden A € [0, 1] esetén

fQx+ 0= Ay) <Af(x) + 1 = Df(y)
teljesiil.

12.7.5. Definicié. Legyen I C R nemiires intervallum. Azt mondjuk, hogy az f: I — R fiiggvény konkdy,
ha minden x,y € I és minden A € [0, 1] esetén

fQx+ 0 =Ay) 2 Af(x) + 1 - Df(y)
teljesiil.

12.7.1. Allitas. Legyen I C R nemiires intervallum, f: I — R fiiggvény. Ekkor az alabbi dllitdasok ekvi-
valensek.

— az f fiiggvény konvex;
— a —f fiiggvény konkav.

12.7.7. Tétel. Legyen I C R nemiires intervallum, f: I — R fiiggvény. Ekkor az f fiiggvény pontosan
akkor konvex, ha tetszoleges x1, x5, x3 € I, x; < X, < X3 esetén

f(x2) = f(x1) < S(x3) = f(x) < f(x3) = f(x2)

X2 — X1 X3 — X1 X3 — Xp

teljesiil.

12.7.8. Tétel. Legyen la, b[— R konvex fiiggvény. Ekkor
— [ folytonos az ]a, bl intervallumon;
— az f fiiggvénynek minden pontban létezik a bal- és a jobboldali derivdiltja.
12.7.9. Tétel. Legyen f: la, b[— R differencidlhaté fiiggvény. Ekkor
— f pontosan akkor konvex, ha f’ monoton novekedd az la, b| intervallumon;
— f pontosan akkor konkdv, ha f’ monoton csokkend az \a, b[ intervallumon.
12.7.10. Tétel. Legyen f: la,b[— R egy kétszer differencidlhato fiiggvény. Ekkor
— f pontosan akkor konvex, ha f"'(x) > 0 teljesiil minden x €la, b[ esetén;

— f pontosan akkor konkdv, ha " (x) < 0 teljesiil minden x €la, b[ esetén.
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12.7.4. Inflexio

12.7.6. Definicié. Legyen D C R nemiires, nyilt halmaz, xy € D, f: D — R. Azt mondjuk, hogy az xo pont
az f fiiggvénynek inflexios pontja, ha van olyan € > 0, hogy az f fiiggvény az 1xo — &, xo[ intervallumon
konvex, az 1xo, xo + €[ intervallumon konkdv, vagy megforditva.

12.7.11. Tétel (Inflexios helyre vonatkozo sziikséges feltétel). Legyen D C R nemiires, nyilt halmaz,
xo € D, f: D — R olyan fiiggvény, mely differencidlhaté az xy pontban. Ha az xy pont inflexiés pontja az

27 2

f fiiggvénynek, akkor az xy pont lokdlis szélséértékhelye az f fiiggvénynek.

12.7.12. Tétel (Inflexios helyre vonatkozo elégséges feltétel). Legyen D C R nemiires, nyilt halmaz,
xo € D, f: D — R hdromszor differencidlhato fiiggvény. Ha

J"(x0) =0

I (x0) # 0,
tovdbbad, f'" folytonos az xo pontban, akkor x, inflexios pontja az f fiiggvénynek.

12.7.4. Példa. Tekintsiik az
f)=x*+2x* —x-2 (x e R)

modon megadott f: R — R fiiggvényt. Ekkor
f(x)=3x*+4x-1 (x eR)

f(x) =6x+4 (xeR).

Ezért
f'(x) 20 & xe[-2/3,40] és [f'(x)<0 & x€]—o00,-2/3]

fgy, f konvex a [-2/3, +oo[ intervallumon és konkdv a | — oo, —2/3] intervallumon.
Tovdbbad,
2 2
"I-=]1=6|-=]+4=0
r5)-o5)

f(x)=6 (xeR),
ezért

2
11/ _ - :6 O,
()

2
vagyis az xo = 3 pont az f fiiggvénynek inflexios pontja.




Egy f fuggvény teljes fiiggvényvizsgalatinal az aldbbiakat hatdrozzuk meg
— f értelmezési tartomdnyat (D );
— f értékkészletét (Ry);
— f péros, pératlan, periodikus fiiggvény-e;
— f zérushelyeit;
— Dy azon részhalmazait, ahol f el§jele dllando;
— f hatdrértékeit D, hatdrpontjaiban;
— Dy azon részhalmazait, ahol f monoton ndveked6/csokkend;
— f szakadasi helyeit;
— f differencidlhdnyados fiiggvényeit;
— f széls6értékhelyeit és szélsdértékeit;
— Dy azon részhalmazait, ahol f konvex/konkdv;

— f aszimptotait.
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Taylor-formula, 61
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Taylor-polinom, 61
Taylor-tétel, 61
teljes rendezett halmaz, 11
természetes szamok halmaza, 11
test, 9

— rendezett, 10
Testaxiomak, 9

unio, 2

valés fiiggvény, 35
valés szamsorozat, 20
— n-edik eleme, 20
— alulrdl korlatos, 22
— divergens, 20
— felulrdl korlatos, 22
— hatarértéke, 20
— konvergens, 20
— korlatos, 22
— monoton csokkend, 22
— monoton novekedo, 22
— torlddasi pontja, 26

Weierstrass approximdcios tétele, 47

zart halmaz, 33
zart kornyezet, 33
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