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Minden egyes kérdés megvalaszoldsdra maximum 5 pont adhaté. Ha a vizsga sordn kérdezett
tételek valamelyikét bizonyitdssal egyiitt ismerteti, tovabbi 5 pontot szerezhet bizonyitasonként.

I. Definiciok

1.

Legyenek A és B halmazok. Definidlja ezen halmazok szimmetrikus differencidjét.

Megoldas. Legyen X egy nemiires halmaz és A, B C X. Ekkor az
AAB=(A\B)U(B\A)

halmazt az A és B halmazok szimmetrikus differencidjanak hivjuk. O
Mit értiink azon, hogy az (x,,),cy sorozat Cauchy-sorozat?

Megoldas. Azt mondjuk, hogy az (x,),av valds szamsorozat Cauchy-sorozat, ha
tetsz6leges € > 0 szam esetén van olyan N > 0 szdm, hogy han,m € N, n,m > N,
akkor

X, — x| < €.

. Mely esetben nevezziik a ), x, sort feltételesen konvergensnek?

Megoldas. Haa )7, x, sor konvergens, de nem abszoliit konvergens, akkor a sz6-
ban forgd sort feltételesen konvergensnak hivjuk. m|

. Definidlja az exponencidlis fiiggvényt.

Megoldas. Az

n

exp(x) = ). % (x €R)
n=0 "

moddon megadott exp: R — R fiiggvényt exponencialis fiiggvénynek hivjuk. O

. Mikor nevezziik az f: ]a, b[— R fliggvényt konkdvnak?

Megoldas. Legyen / C R nemiires intervallum. Azt mondjuk, hogy az f: I —» R
fiiggvény konkav, ha minden x,y € I és minden A € [0, 1] esetén

fQx+ 1 =ay) =2 Af(x) + (1 - Df(y)

teljestil. O

II. Tételek

1. Ismertessen egy olyan tételt, mely reldciok kompoziciéjardl szol.
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Megoldas. Legyenek RCAXB,S c BXCés T c C x D adott relaciok,
To(SoR)y=(ToS)oR.

teljestil. O
2. Fogalmazza meg az abszoltit érték tulajdonsédgairdl szolo tételt.

Megoldas. Legyen R egy rendezett test. Ekkor minden x, y € R esetén

lx+yl < Ix[+yl és |xyl =|x|- |yl

3. Ismertesse a sorokra vonatkozé Cauchy-féle konvergenciakritériumot.

Megoldas. A Y, x, valés sor akkor és csakis akkor konvergens, ha barmely € > 0
esetén van olyan N(g) > 0 szam, hogy

m
2%
k=n+1

teljesiil, amennyiben n,m > N(g). O

<&

4. Fogalmazza meg az Atviteli elvet.

Megoldas. Legyen D C R nemiires halmaz, f: D — R. Az f fiiggvény akkor és
csakis akkor folytonos az x, € D pontban, ha tetszéleges (x,),cn D halmazbeli ele-
mekbdl allo, xp-hoz konvergdld sorozat esetén az (f(x,)),cy sorozat f(xp)-hoz kon-
vergal. O

5. Ismertesse a L'Hospital-szabalyt.
Megoldas. Legyenek f,g: ]a,b] — R olyan folytonos fiiggvények, melyek diffe-

rencidlhatéak az ]a, b[ intervallumon és tegyiik fel, hogy

lim f(x) = lim g(x) = 0.

x—a+
Ha ¢g’(x) # 0 minden x €]a, b[ esetén és létezik a

fim 7
ik g ()

(véges vagy végtelen) hatarérték, akkor g(x) # 0 minden x €]a, b[ esetén és 1étezik a

e
x—a+ g(x)
hatarérték is és '
IC) R i(C)
im — = lim

x—a+ g(_x) T xoat g’(_x) )

1II. Feladatok
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1. Adjon példat olyan (x,).en €s (¥,)nen Sorozatokra, melyekre az aldbbiak egyidejlileg
teljestilnek.
limx, =0 limy,=0 lim2 = —c.
n—oo n—-oo n—oo y}’l

Megoldas. Legyenek
| 1

Xp == €8 Yp=——.
n n
Ekkor
limx,=0 limy, =0,
tovabba,
1
Tn_n "
Yn L
"2
O
2. Vizsgdlja meg, hogy konvergens-e a
e
n=1 n
sor.
Megoldas. Legyen
Xp = — (neN).
"
Ekkor
. n . o 7" . g
lim sup v|x,| = limsup /|—| = limsup ;=n>1,
n—oo n—oo n n—o0 (\'1/71)
L . o T .
igy a Cauchy-féle gyokkritérium miatt a Z — sor divergens. O
n
n=1
3. Szamitsa ki a
I 6x° + 8x* —3x% + 10x*> + 2x - 15
im
X—+oo X3+ 16x% + 49x — 270
hatarértéket.
Megoldas.
6x° + 8x* —3x% + 10x* + 2x — 15
X3+ 16x% + 49x — 270
1
3 6x2+8x—3+10-+2— — 15—
X X x2 x3 x—+00
= — . = 4+00.
x3 1 1 1
1+16-+49— -270—
X X X
lgy,
6 +8x* = 3x° +10x% +2x - 15
lim = +o0.
X—+00 X3+ 16x% + 49x — 270
O
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4. Készitsen olyan valds fiiggvényt, mely a {0, 1, 2, 3} halmaz pontjaitdl eltekintve min-
denhol folytonos.

Megoldas. Legyen

. hax#0,1,2,3
f(x)_{o, hax=0123"

Ekkor az f: R — R val6s fiiggvény a {0, 1, 2, 3} halmaz pontjaitdl eltekintve minden-

hol folytonos.
f
¢ o o o
¢ ® ® e
O
5. Legyen
f(x) = xIn(x).
Hatdrozza meg f -at.
Megoldas.
1
f(x) = In(x)+x-—=In(x)+1
X
1
frw = =
X
244 1
fx) = 2
O
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