Kalkulus II.
Beugro kérdések és valaszok
2012/2013-as tanév II. félév

. Legyen ]a, b[C R nemiires, nyilt intervallum, f :]a, b[— R fiiggvény. Hogyan van értelmezve az f fiiggvény primitiv
fliggvénye?

Valasz. Legyen ]a,b[C R nemiires, nyilt intervallum, f :]a,b[— R fiiggvény. Az F :la,b[— R fiiggvényt az f

fliggvény primitiv fiiggvényének vagy hatarozatlan integraljanak nevezziik, ha az F fiiggvény differencidlhaté az
]a, b[ intervallumon és

F'(x) = f(x)
teljesiil minden x €]a, b[ esetén. Az F fiiggvényre az f f vagy az f f(x)dx jelolést hasznéljuk. m|

. Ismertesse a hatdrozatlan integral linearitdsara vonatkoz6 allitast.

Valasz. Legyenek f,g :]a, b[— R olyan fiiggvények, melyekre 1étezik f fés f g, legyenek tovabbd a, 5 € R tetszo-
leges konstansok. Ekkor 1étezik f a- f+B-gis,éslétezik olyan C € R, hogy

fa/-f(x)+,8-g(x)dx:afff(x)dx+ﬁfg(x)dx+c.

. Ismertesse a parcidlis integrdlds tételét hatdrozatlan integrilra.

Valasz. Haaz f,qg :]a, b[— R fiiggvények differencidlhatéak la, b[-n, és 1étezik f f’ - g, akkor 1étezik f f-qg is, és
1étezik olyan C € R konstans, hogy

ff(X) g (Ddx = f(x) - g(x) = ff'(X)-g(X)dX+ C. (x€la,bD

. Ismertesse a helyettesitéses integralds tételét hatdrozatlan integralra.

Valasz. Ha f :la,b[— R, g :]c,d[—]a, b[ olyan fiiggvények, melyek esetén 1étezik g’ :]c,d[— R és 1étezik ff 1s,
akkor létezik f (fog)-g is,és vanolyan C € R, hogy

ff(g(X))'g'(X)dx = ((ff) Og) ) +C= ff(t)dt

+C. (x€]lc,d])
t=g(x)

O
. Legyen @ € R. Mennyivel egyenld
fx"dx?
Valasz.
fxa gy = %x"“ +C haa# -1,
In|x|+C haa = -1,
O

. Mennyivel egyenld

fexdx?
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Valasz.

fexdxzex+C

|
f efdx=e"
. Mennyivel egyenld
f cos(x)dx?
Valasz.
fcos(x) dx = sin(x) + C
|
. Mennyivel egyenld
f sin(x)dx?
Valasz.
f sin(x) dx = —cos(x) + C
O
. Mennyivel egyenld
f cosh(x)dx?
Valasz.
f cosh(x)dx = sinh(x) + C
O
Mennyivel egyenld
f sinh(x)dx?
Valasz.
f sinh(x) dx = cosh(x) + C
O

Fogalmazza meg a Darboux-tételt.

Valasz. Legyen f: [a,b] — R korlatos fiiggvény. Ekkor barmely & > 0 esetén van olyan ¢ > 0 ugy, hogy ha P olyan
felosztdsa az [a, b] intervallumnak, melyre ||P|| < ¢, akkor

NP -I| <6 & o, P -3 <o
teljestil. m|
Fogalmazza meg az Oszcillacids kritériumot.

Valasz. Legyen f: [a,b] — R korlatos fiiggvény. Az f fiiggvény akkor, és csakis akkor Riemann-integralhato, ha
barmely € > 0 esetén van olyan P felosztisa az [a, b] intervallumnak, melyre

O(f,P)<e

teljesil. |



13. Ismertesse a Riemann-integral linearitdsdra vonatkozé tételt.

Valasz. Legyenek f,g: [a,b] — R Riemann-integralhat6 fuggvények, A € R. Ekkor

e az f + g fiiggvény is Riemann-integralhat6 és

b b b
f (f + 9)(dx = f Fdx + f g(x)dx:

e a - f fliggvény is Riemann-integralhat6 és

b b
f (A- Hxdx =2 f f(x)dx;

14. Ismertesse a Riemann-integrdl monotonitdsara vonatkozo tételt.

Valasz. Legyenek f,g: [a,b] — R Riemann-integrdlhaté fiiggvények. Ha minden x € [a,b] esetén f(x) < g(x)

teljesiil, akkor
b b
f f(x)dx Sf g(x)dx.
a a

15. Ismertesse a Riemann-integral intervallum additivitdsarol sz6lo tételt.

Valasz. Legyen f: [a,b] — R Riemann-integralhat6 fiiggvény. Ha ¢ €]a, b[, akkor az f fiiggvény Riemann-
integralhat6 az [a, c] és [c, b] intervallumok mindegyikén és

b C b
f f(x)dx = f f(x)dx + f f(x)dx.

16. Fogalmazza meg a Riemann-integralra vonatkoz6 kozépértéktételt.

Valasz. Legyenek f,g: [a,b] — R Riemann-integrdlhaté fiiggvények. Tegyik fel tovabba, hogy az f fiiggvény
folytonos, a g fiiggvény pedig nemnegativ. Ekkor van olyan & €]a, b[, melyre

b b
f Fg(dx = £(©) f g(x)dx
teljestil. m|

17. Legyen f: [a, b] — R egy Riemann-integrdlhat6 fiiggvény. Hogyan van értelmezve az f fliggvény felsShatarfiiggvénye
(integrélfiiggvénye)?

Valasz. Legyen f: [a,b] — R egy Riemann-integralhaté fiiggvény. Ekkor az

F(x) = fxf(t)dt (x € [a,D])

moédon megadott F: [a,b] — R fiiggvényt az f fiiggvény felsGhatarfiiggvényének vagy integralfiiggvényének hiv-
juk. m|

18. Ismertesse a Newton—Leibniz-formulat.

Valasz. Legyen f: [a,b] — R egy folytonos fiiggvény és jeldlje F: [a,b] — R az f fiiggvény egy primitiv fliggvé-
nyét. Ekkor

b
f f)dx = [F(x)1, = F(b) - F(a).
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Ismertesse a Riemann-integralra vonatkozé parcidlis integralds tételét.

Valasz. Legyenek f,g: [a,b] — R olyan differencidlhaté fiiggvények, melyek derivéltjai Riemann-integralhat6ak.
Ekkor

b b
f fg (0dx = [f(0)g(x)]] - f f/(0)g(x)dx.

Legyen D c R" egy nemiires halmaz. Mit értiink azon, hogy az xo € D pont bels6 pontja D-nek?

Valasz. Legyen D C R” egy nemiires halmaz. Azt mondjuk, hogy az xo € D pont belsé pontja D-nek, ha van olyan
r > 0, hogy G(xg, r) C D teljesiil. m|

Mit értiink azon, hogy a K ¢ R” halmaz korlatos?

Valasz. Azt mondjuk, hogy a K c R” halmaz korlatos, ha van olyan r > 0 és olyan xy € R", hogy K c G(xp,r)
teljesil. O

Fogalmazza meg a Heine—Borel-tételt.
Valasz. A D c R" halmaz pontosan akkor kompakt, ha korlatos és zart. O
Legyen k € N. Mit értiink azon, hogy az R¥ térbeli (x,,) e Sorozat Cauchy-sorozat?

Valasz. Legyen k € N. Azt mondjuk, hogy az (x,),ar R¥-beli sorozat Cauchy-sorozat, ha tetszleges & > 0 szdm
esetén van olyan N > 0 szdm, hogy han,m € N, n,m > N, akkor

X, — xmll < &.

Ismertesse a Cauchy-féle konvergenciakritériumot.
Valasz. Egy R¥-beli sorozat akkor és csakis akkor konvergens, ha Cauchy-sorozat. m|

Legyenek n,m € N, D c R” nemiires halmaz, f: D — R fiiggvény. Mit értiink azon, hogy az f fiiggvény folytonos
az xo € D pontban?

Valasz. Legyenek n,m € N, D c R” nemiires halmaz, f: D — R™ fiiggvény. Azt mondjuk, hogy az f fiiggvény
folytonos az xo € D pontban, ha barmely € > 0 esetén 1étezik olyan § > 0, hogy ha x € D olyan, hogy ||x — xo||lg: < 6,
akkor

£ (x) = f(xo)llgm < &.

Ha az f fiiggvény a D halmaz minden pontjaban folytonos, akkor azt mondjuk, hogy az f fiiggvény folytonos a D
halmazon. O

Fogalmazza meg az Atviteli elvet.

Valasz. Legyenek n,m € N, D c R" nemiires halmaz, f: D — R™. Az f fiiggvény akkor és csakis akkor folytonos
az xo € D pontban, ha tetsz6leges (x, ). D halmazbeli elemekbdl 4116, xo-hoz konvergald sorozat esetén az (f(x,)),en
sorozat f(xp)-hoz konvergal. ]

Legyenekn,m e N, # D CR", f: D — R™, xg € D’ és a € R™. Mit jelent az, hogy az f fiiggvénynek az xq pontban
a hatdrértéke a?

Valasz. Legyenekn,meN,0# D cCR", f:D — R™ xg € D’ és a € R". Azt mondjuk, hogy az f fiiggvénynek az
xo pontban a hatarértéke a, ha tetszGleges £ > 0 esetén 1étezik olyan ¢ > 0, hogy ha x € D é&s ||x — xg||g» < 0, akkor
lf(x) = allgn < €. Erre alim,_,y, f(x) = « jelolést alkalmazzuk. O
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Legyenek n,m € N, D c R" nemiires, nyilt halmaz, f: D — R™ fiiggvény. Mit jelent az, hogy az f fiiggvény
Fréchet-differencialhaté az xy, € D pontban?

Valasz. Legyenek n,m € N, D c R" nemiires, nyilt halmaz, f: D — R™ fiiggvény. Azt mondjuk, hogy az f
fiiggvény Fréchet-differencialhat6 az xo € D pontban, ha létezik egy olyan A € L(R",R™) linearis leképezés, hogy

lim W)~ f(x0) = ALX = X0)llg

X=x0 llx = xollge

=0

teljesiil. Ebben az esetben az A linedris leképezést az f fiiggvény xg pontbeli differecidlhdnyadosanak nevezziik és rd
az f’(xp) jelolést hasznaljuk. m]

Ismertesse a differencidlhatsdg és a folytonossdg kapcsolatardl sz616 tételt.

Valasz. Legyenek n,m € N, D c R"” nemiires, nyilt halmaz, f: D — R fiiggvény. Ha az f fiiggvény Fréchet-
differencialhat6 az xy € D pontban, akkor f folytonos az xo € D pontban. O

Legyenek n,m € N, D C R” nemiires, nyilt halmaz, xo € D f: D — R fiiggvény és v € R". Mit jelent az, hogy az f
fliggvény az xg pontban a v irdny mentén differencidlhat6?

Valasz. Legyenek n,m € N, D c R" nemiires, nyilt halmaz, xo € D f: D — R fiiggvény és v € R". Ha létezik a

lim fxo + tvt) - f(xo0)
t—0

hatérérték, akkor azt mondjuk, hogy az f fiiggvény az xq pontban a v irany mentén differencialhaté. Ebben az esetben
a fenti hatarértékre a D, f(xp) jelolést alkalmazzuk. O

Legyenek n,m € N, D c R" nemiires, nyilt halmaz, f: D — R fiiggvény. Mit jelent az, hogy az f fiiggvény az xo € D
pontban az i-edik valtozdja szerint parcidlisan differencidlhat6?

Valasz. Legyenek n,m € N, D c R”" nemiires, nyilt halmaz, f: D — R™ fiiggvény. Legyen tovabbd minden
i=1,...,nesetén

ei=(0,...,0,1,0,...,0).
Ha 1étezik a D,, f(xp) irdnymenti derivalt, akkor azt mondjuk, hogy az f fiiggvény az xy pontban az i-edik véltozdja

0
szerint parcialisan differencidlhaté az xy € D pontban. Ebben az esetben a D,, f(xp) jelolés helyett dltalaban a a—f(xo)
X
jelolést hasznaljuk. =

Fogalmazza meg az Osszetett fiiggvény differencialasi szabalyat.
Valasz. Legyenek n,m,k € N, D ¢ R" nemiires, nyilt halmaz, xo € D, f: D — R™ és g: f(D) — R fiiggvények.

Ha az f fiiggvény differencidlhat6 az xo € D pontban, a g fliggvény pedig az f(xp) € f(D) pontban, akkor a g o f
fliggvény differencidlhaté az xp pontban és

(g © f) (x0) = g (f(x0)) - f'(x0).

Ismertesse a Schwarz—Young-tételt.

0
Valasz. Legyen D C R? nyilt halmaz, f : D — R pedig egy fiiggvény, melyre a D minden pontjaban léteznek a (’)_f’
X

Of L of 0 f > o .
és — parcidlis derivaltak. Ha a D halmaz x( pontjdban folytonos, akkor 1étezik (x0), és
dyox 0Oy Oyox 0x0y
O f f
ayax(xo) = Bx(')y(XO)'
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Legyen D C R" egy halmaz, xo a D halmaz egy belsd pontja, f : D — R pedig egy xp-ban parcidlisan differencidlhaté
fliggvény. Mit jelent az, hogy az xy pont az f fliggvénynek staciondrius pontja:

Valasz. Legyen D C R” egy halmaz, xo a D halmaz egy belsd pontja, f : D — R pedig egy xp-ban parcidlisan
differencialhaté fiiggvény. Ha az x¢ pontban az f fiiggvény Osszes parcidlis derivaltja nulla, akkor az xy pontot az f
fliggvény stacionarius pontjanak nevezzik. O

Ismertesse a differencidlhaté fiiggvények lokalis széls6értékhelyeire vonatkozé sziikséges feltételt.

Valasz. Legyen D C R” egy halmaz, xy a D halmaz egy belsG pontja, f : D — R pedig egy xo-ban parciélisan
differencialhat6 fiiggvény. Ha az f fiiggvénynek az xy pontban lokalis szEéls6értéke van, akkor f”(xp) = O. O

Mit értiink n-dimenzids tégla alatt?

Valasz. Legyenn € N, ekkor a
0 =lay,bi] x---X[ay,by] C R"

halmazt n—dimenzids téglanak nevezziik. |
Fogalmazza meg a Fubini-tételt.
Valasz. Legyenek n,m € Nés A c R" és B ¢ R™ téglak, valamint Q = A X B. Ha f : O — R Riemann-integralhaté

fuiggvény, és az x — f(x,y) fiiggvény minden rogzitett B-beli y mellett, valamint az y — f(x, y) fiiggvény minden
rogzitett A-beli x mellett Riemann-integralhatd, akkor

Lf(x,y)d(x,y)=j;[j; f(x,y)dx] a’yzf/;[f}; f(x,y)dy] dx.

Legyen H c R" korlatos halmaz. Mit jelent az, hogy ez a halmaz Jordan-mérhet6?

Valasz. Legyen H C R” korlatos halmaz. Ha az
f) =1 (xeR")

fliggvény Riemann-integralhat6 a H halmazon, akkor azt mondjuk, hogy a H halmaz Jordan-mérhetd, és ebben az
esetben a
uy(H) = f ldx
H
mennyiséget a H halmaz Jordan-mértékénck nevezziik. O
Fogalmazza meg a Jordan-mérhet6ség kritériumat.

Valasz. Legyen H C R” korldtos halmaz. Ekkor a H halmaz pontosan akkor Jordan-mérhetd, ha u;(0H) = 0
teljesiil. |

Mit értiink azon, hogy egy halmaz egyszer( tartomany?

Valasz. Legyen K ¢ R"~! kompakt, Jordan-mérhets halmaz, ®,¥: K — R pedig olyan folytonos fiiggvények, hogy
®(x) < ¥(x) teljesiil minden x € K esetén. Ekkor a

S ={(x,y) eR"|x € K és D(x) <y <¥Y(x)}

halmazt egyszerii tartomanynak nevezziik. |



