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1. fejezet

El6zetes tudnivalok

Kiilonboz6 dolgokat (targyakat, személyeket, fogalmakat, objektu-
mokat stb.) halmazokba sorolhatunk. Az egy halmazba sorolt dolgok
a halmaz elemer.

— h eleme a H halmaznak: h € H
— h nem eleme a H halmaznak: h & H

A halmazt megadasi modjai:
— kapcsos zarojelben felsoroljuk az elemeit: {hy, ho, ..., hn}

— megadunk egy a halmaz elemeit jellemz6 tulajdonsagot:
{h | a h elem 7 tulajdonsagn}
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— A K halmaz a H halmaz részhalmaza, azaz K C H, ha minden
h € K esetén h € H is.

— Ha K C H ¢s H C K, akkor H és K ugyanazon elemeket tar-
talmazzak, ilyenkor a két halmazt egyenldnek nevezziik (jelolése:

H=K)

— Pontosan egy olyan halmaz van, amelyiknek nincs eleme, neve
tires halmaz, jele (.

— Két halmaz diszjunkt, ha nincs kozos elemiik.

— Egy adott U halmaz osszes részhalmazai is halmazt alkotnak,
melyet U hatvanyhalmazdnak neveziink, és P(U)-val jeloliink.



6 1. Elézetes tudnivalok

Vezessiink most be mtiveleteket P(U)-n. A Hy és a Hy P(U)-beli

halmazok

— unidgja: HyU Hy = {h | h € Hy vagy h € Hy}
— metszete: HHN Hy={h|h € H{és h € Hy}
— kilonbsége: H1\ Hy = {h | h € H; de h € H»}
— komplementere: Hy = {h | h € U de h ¢ Hy}
P(U)-beli halmaz.

A Hi, Ho, ..., H, (n > 1) nemiires halmazok Descartes-szorzata
HixHox...xHyp,={(h1,ho,...,hp) | h; € H;,i=1,2,...,n}.

Hi x Hy x ... x Hy, részhalmazait (n—uwdltozos) reldcioknak nevez-
7iik.
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Az R C H x H kétvéltozos vagy binér relacio. ((hy,ho) € R
jelolése ilyenkor gyakran: hjRhs). Azt mondjuk, hogy az R binér
relacio
— reflexiv, ha minden h € H-ra hRh;

— irreflexiv, ha egyetlen h € H-ra sem igaz, hogy hRh;

— summetrikus, ha minden hy, ho € H-ra, melyre hyRho, fennall
hoRhq is;

— aszimmetrikus, ha egyetlen hi, ho € H-ra sem teljesiil egyszerre
hi1Rho és hoRhq;

— tranzitiv, ha minden Ay, ho, hg € H-ra, melyre hiRho és hoRhs,
teljesiil Ay Rhg is;



8 1. Elézetes tudnivalok

Jelolje a Hy, Ho, ..., Hy halmazok Descartes-szorzatat H. Az
F C H x K relacio6 H-bol K-ba képezb n-vdltozos fiigguény vagy
mivelet, ha minden h € H-hoz legfeljebb egy olyan k € K van, ame-
lyre (h, k) € F. Haaz F C H x K relacio fuggvény, az F': H — K
jelolést hasznaljuk.

— Az F fliggvényeértelmezési tartomdnya azon H-beli elemek hal-
maza (jelolése: Dom(F')), melyekre van olyan k € K, hogy
(h,k) € F

— F minden h € Dom(F)-hez egy jol meghatarozott k € K elemet
rendel, amit F'(h)-val jelolhetiink, és az F' fiiggvény h helyen
felvett helyettesitési értékének, vagy a h elem képének neveziink,
h-t pedig az F'(h) dsképének hivjuk.

— Az Rng(F') = {F'(h) ‘ h € Dom(F')} halmaz az F' értékkészlete.
Természetesen Rng(F') C K.



Az F' fliggvény
— sziirjektiv, ha Rng(F) = K;
— injektiv, ha kiillonbozé elemek képe kiilonbozo;
— biyjektiv vagy kolcsonosen eqyértelmd, ha sziirjektiv és injektiv.

Ha F injektiv fiiggvény, akkor a Rng(F') képtér minden k eleméhez
egyvértelmien hozza tudjuk rendelni az 6sképét. Ily moédon egy Gijabb
fligevényt nyerhetiink, amelynek értelmezési tartomanya Rng(F),
képtere pedig Dom(F). Ez a fiiggvény az F inverze, és F~lgyel
jeloljik.

Azokat a fliggvényeket, melyek értelmezési tartoméanya valamely
n € No-raa {0,1,...,n} halmaz, vagy maga a természetes szamok
halmaza, véges, illetve végtelen sorozatoknak nevezziik. Ha egy ilyen
fligevény ¢ helyen felvett értékét s;-vel jeloljiik, akkor sq, s1,. .., Sp.
illetve sq, s1,... formaban adhatjuk meg Gket.



10 1. Elézetes tudnivalok

Legyvenek o: H x H — H ése: H x H — H binér miveletek. A

o miivelet

— asszociativ, ha minden hy, ho, hg € H-ra (hi o hy) o hg = hyo
(ha o h3);

— kommutativ, ha minden hy, ho € H-ra hi o hg = ho o hy;

— 1dempotens, ha minden h € H-ra ho h = h.

— disztributiv a e miuveletre nézve, ha minden hy, ho, hg € H-ra
(h1 ® hg) o hs = (hyohs)e(hyohs)

és

h3 o (hi e hy) = (hgo hi) e (h3o h).
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Egy (H; M) par, ahol M a H-n értelmezett mtveletek egy hal-
maza, algebrar struktura. H a struktura alaphalmaza, az M-beli
miveletek a struktiara alapmdveleter.

— Egy struktara grupoidoknak, ha egy kétvaltozos alapmivelete van.
Ha ez a miivelet asszociativ, akkor a struktura félcsoport, ha még
kommutativ is, kommutativ félcsoport.

— Ha a (H; o) félesoportban e € H olyan, hogy eoh =hoe = h
minden h € H-ra, akkor e (H;o) neutrdlis eleme. Egy félcso-
portban legfeljebb egy ilyen elem van. Legyen e (H; o) neutralis

cleme. Ha h € H-hoz van olyan h* € H, hogy h*oh = hoh™* = e,
akkor h*™ h inverze. Az inverz, ha létezik, egyértelmd.

— A csoport olyan félesoport, amelyben van neutralis elem, és min-
den elemnek van inverze. Ha a csoport alapmiivelete még kom-
mutativ is, Abel-csoportrol beszéliink.



12 1. Elézetes tudnivalok
A (H; e, o) struktira

— gyird, ha (H;e) Abel-csoport, (H:;o) félesoport, és o disztri-
butiv e-ra nézve. A (H;e) Abel-csoportot a gytird additiv cso-
portjanak, a (H; o) félcsoportot a gytrd multiplikativ félcsoport-
jdnak nevezziik. A gyirid kommutativ, ha a multiplikativ félcso-
portja kommutativ. Az additiv csoport neutralis elemét a gyiri
nullelemének nevezzitk. Ha 0 a (H; e, o) gytiri nulleleme, tetszo-

leces h € H-taOoh=ho0=0.

— A (H:;e, 0) gyfirti test, ha (H';0) csoport, ahol H' H-nak a
nullelemtdl kiilonbozé elemeit tartalmazza. Ez a csoport a test
multiplikativ csoportja. A multiplikativ csoport neutralis elemét
a test eqységelemének nevezzik. A test kommutativ, ha a multip-
likativ csoportja kommutativ.
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Ha két halmaz kozott van bijekeid, akkor a két halmazt mennyisé-
qileg eqybevdgonak — ekvivalensnek — tekintjik. Ez a viszony reflexiv,
szimmetrikus és tranzitiv.

Minden halmazhoz egyértelmten gy rendeliink egy tn. szdmossd-
got, hogy az egymassal mennyiségileg egybevagd halmazokhoz ugya-
naz, az egymassal mennyiségileg nem egybevagd halmazokhoz pedig
kiilonboz6 szamossag tartozzon.

(Egy ilyen hozzarendelés nem fiiggvény, hisz egy fiiggvény értel-
mezési tartomanya halmaz. Az ilyen hozzarendelést operdcionak ne-
vezziik. Megjegyezziik, hogy a szamossagoperaciod létezik ugyan, de
létezése nem nyilvanvald, hanem bizonyitasra szorul.)



14 1. Elézetes tudnivalok

Tetsz6leges n € N természetes szamra jeloljen a {0,1,...,n—1}
halmazt (n = 0 esetén 0 legyen )). n elemeinek szama n.

— A H halmaz véges és szamossaga n, ha van olyan n € N, melyre
n ¢és H mennyiségileg egybevagd. Ha n és m kiilonbozd termé-
szetes szamok, n és m mennyiségileg nem egybevagoak.

— N egyetlen n € Ng-ra sem egybevagd mennyiségileg az n hal-
mazzal, tehat Ng nem véges, azaz végtelen. Ha egy H halmaz
mennyiségileg egybevagd Ng-lal, akkor H-t megszdmldlhatoan
végtelen szamossagunak mondjuk és ezt Ny-lal jeloljtik.

— Belathato az is, hogy P(Ng) végtelen, de mennyiségileg nem egy-
beviagd Npg-lal. A P(Np)-lal mennyiségileg egybevigd halma-
zok nem megszamlalhatoak, azt mondjuk, hogy kontinuum sza-
mossaguak.



2. fejezet

Bevezetés

A hallgatosag altal mar el6zetesen hasznalt formaélis nyelvek:
e programozasi nyelvek,
e a matematikai logika nyelve,
o sth.
A formalis nyelvek elmélete mddszereket ad
e formalis nyelvek definiadlasara,
e a formalis elemek nyelvhez valo tartozasanak eldontésére,

e a nyelvi elemek strukturajanak felismerésére.

15



16 2. Bevezetés

Az el6adason hasznalt nyelvek
e a magyar nyelv mint természetes nyelv,

e a matematika nyelve: a matematika szimbdlumaival kevert ter-
mészetes nyelv,

e az clGadason példaként szereplS formalis nyelvek.

A szimbolum fogalmat alapfogalomnak tekintjiik, ezért formaéalisan
nem is definialjuk. A szimbolum lehet frott jel, egy anyag méagnese-
zettségl foka, egy jelzés vagy allapot megléte, ill. hianya stb.



3. fejezet

Abécé, sz6, formalis nyelv

3.1. DEFINICIO.

e Abécé: szimbolumok (bettik) tetszleges véges, nemiires hal-
maza. Az abécét alkotd szimbolumokrol feltessziik, hogy kiilon-
boznek egymastol kiilon-kiilon 1s, csoportositva is.

o Legyen V egy abécé. V feletti sz6: V-beli szimbolumok véges
sorozata. Az abécé szimbolumaibol allo ay, a9, ..., an (n > 1)
sorozat mint szo jelolése: ayas...an. Az lires sorozatot ures
szonak nevezzik és A-val jeloljik.

o I/ feletti nyelv: V feletti szavak tetszoleges halmaza. A V feletti
Osszes szot tartalmazo nyelv a teljes nyelv, ezt V™ -gal jeloljuk.

17



18 3. Abécé, szé6, formalis nyelv

3.2. DEFINICIO. Egy v € V™ sz6 hosszan a szot alkoté V-beli

szimbolumok szaméat értjiik, és ezt £(v)-vel jeloljiik.

Jeloljev azay...ap ésw aby...by V*-beli szavakat. Ekkor £(v) =

n és f(w) = m.

3.3. DEFINICIO. A v és w szavak azonosak, azaz v = w, ha f(v) =

f(w) és minden ¢ = 1,... f(v) esetén a; = b;.

3.4. DEFINICIO. A v ¢és w szavak konkatenacidja az
ai...apby...bm

V*-beli s26. Jele: vw.

3.5. TETEL. V'* a konkatendcioval (mint kétvaltozos miivelettel) egység-
elemes félcsoportot alkot.

BIZONYITAS VAZLAT. A konkatenécid asszociativ, mert (uv)w =
u(vw) és A egységelem, mert \v = vA = v minden u,v,w € V*
eseteén.
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3.6. DEFINICIO. Definialjuk szavak hatvanyat. Legyen vV = X és
minden n > 1 esetén o™ = v Ly,

3.7. DEFINICIO. A v sz6 a w sz6 részszava, ha vannak olyan x,y €
V* szavak, hogy w = xvy és valddi részszava, ha még xy # \ és
v # Ais. A w sz6 v részszava kezdGszelete w-nek, ha x = A, és
val6di kezdészelete, ha x =\, v £ X ésy #£ A

3.8. DEFINICIO. Egy v = aja9 . .. ap_1ay sz0 tiikorképén az
anldp—1...0a09241

szot értjiik, és v L-gvel jeloljiik.

3.9. TETEL. Tetszdleges v € V™ széra és n > 0 esetén

W H =vas (@)= (™



20 3. Abécé, szé6, formalis nyelv

3.10. PELDA.
o Vi ={a,b,c} egy abécé,
aabab egy sz0, melynek hossza 5, azaz £(aabab) = 5,
az aba sz6 pedig egyik részszava.
A V7 abécé feletti teljes nyelv:

Vit ={\ a,b,c,aa,ab,ac,ba,bb,be, ca, cb, cc,aaq, . . .},
egy tovabbi nyelv:
LY1 = {\, abe, aabbee, aaabbbece, ...} = {a™b""™ | n > 0}.

o V5 ={0,1} egy mésik abécé, mely feletti nyelvek példaul
a kettes szamrendszerben felirt paratlan szamok nyelve:

L{* = {1,101 | v € V5'},
vagy az egy bajton leirhato szavak halmaza

Ly ={v|v e Vyés t(v) =8}
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e A V3={if, then, else, for, do,a,b,c} dbécé feletti sz6:
if b then a else c
Ennek a szonak a hossza 6.
e Barmilyen abécé felett nyelv

—az egyetlen szot sem tartalmazo tires nyelv (iires halmaz)

— és az egyetlen szot, épp az iires szot tartalmazo nyelv, a {A}
nyelv.

A félév soran olyan nyelvekkel foglalkozunk, amelyek megadhatok
végesen specifikalhato eszkozokkel: generativ nyelvtanokkal és
kiilonbozd tipustu automatakkal.



22 3. Abécé, szé6, formalis nyelv

3.11. DEFINICIO. Legyen Vp és Vo két tetszéleges, nem feltétlentl
kiilonbozs dbéce. A Vi'-ot Vi'-ra képezd fiiggvényeket szofliggvé-
nyeknek nevezziik. Egy f: V" — Vi szofliggvény

e hossztarto, ha ¢(f(v)) = ¢(v) minden v € V *esetén;

o kezd&szelettarto, ha f(uv) = f(u)w minden w,v € V| esetén
valamilyen w € Vi -re.

3.12. PELDA.
o A szavak tiikorképét elgallitd szotiikrozd szotiiggvény hossztarto:
tiikorkep(v) = v,
o A fej szotiigevény kezddszelettarto:
A, ha v = A\,

feitv) = {

o A torzs szofiiggvény kezdd@szelettarto: torzs(v) az a sz6, melyre a
v = fej(v)torzs(v) egyenlGség teljestil.

v els6 betilije egyébként.
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Elemi szomitiveletek azok a szotiiggvények, amelyek a jellegzetes
oépelési hibakat korrigaljak:

e cogy betil beszirasa a szoba, adott helyre;

e coy adott helyen lévd beti torlése a szobol;

e coy adott helyen lévé betd masikra valo kicserélése;

e adott helyen lévd két szomszédos betil felcserélése.

Két sz6 tavolsagan azon elemi szomiveletek minimalis szamat ért-
jik, amelyek alkalmazasaval az egyik szobol elsall a masik.
Mi csak az els6 két elemi szomtvelettel foglalkozunk. Jelolje a
V=a1ay...ap ¢s aw = biby. .. by, szavak tavolsagat d(n,m):

1+ 7, hat=0vagy 7 =0,
d(i,j) =< di — 1,57 — 1), ha a; = b;,

min{d(i — 1,7),d(¢,j — 1)} + 1, egyébként.



4. fejezet

Miiveletek nyelvekkel

4.1. Boole-miiveletek

4.1. DEFINICIO. Tesz6leges Ly, Lo € V™ nyelvek esetén értelmez-
het6 a nyelvek (mint halmazok)

e unidja: (L1 U Lo) = {v | v € Ly vagy v € Lo}

e metszete: (L1NLo) ={v|veELjésve Ly}

e kiilonbsége: (L1 \ Lo) = {v|v € Ly dev & Lo}

e komplementere: L; = {v |v e V*dev & L1}
Fzeket a miveleteket Boole-miiveleteknek nevezziik.

24



4.2. Regularis miiveletek 25

4.2. Regularis miveletek

4.2. DEFINICIO. Nyelvek kozott az alabbi tn. regularis miivele-
teket is definialhatjuk:

e Osszedas: (L + Lg) = L1 U Lo
e szorzas: (L1L9) = {vw |v € Ly ésw € Lo}
e iteracio: L* = {\} + L+ (LL)+ (LLL)+...
4.3. MEGJEGYZES. Tetsz6leges V' abécé esetén V' egyittal nyelv és
Vi={A+V+VV)+(VVV)+....

Tehat a V* jelolés konzekvens.



26 4. Miiveletek nyelvekkel

4.4. TETEL. A V feletti nyelvek halmazan értelmezett
e Osszeadas: kommutativ és asszoclativ, zéruselem az lires nyelv,
® szorzas: asszociativ, egységelem a { A} nyelv.

A két miivelet egyiitt disztributiv.

Vizsgalni fogjuk bizonyos nyelvosztalyok miiveletekre vonatkozo
zartsagl tulajdonsagait.

4.5. DEFINICIO. A £ nyelvosztaly zart egy nyelveken értelmezhetd
miiveletre nézve, ha valahanyszor L-beli nyelveken végezziik el a
miiveletet, mindannyiszor L-beli nyelvet kapunk eredményiil.
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4.3. Regularis kifejezések

4.6. DEFINICIO. A V 4bécé feletti regularis kifejezések azon és csak
azon szaval a (V U {0, (,),+,* })* nyelvnek, melyeket a kovetkezs
szabalyok véges sokszori alkalmazasaval allithatunk eld:

o () regularis kifejezés.
e Minden a € V regularis kifejezés.

e Ha Ry és Ry regularis kifejezések, akkor (Ry + Rs), (R1R9) és
| is reguldris kifejezések.

4.7. PELDA. A V = {a, b} abécé feletti regularis kifejezések:
0%, (a+0), ((ab)a™).



28 4. Miiveletek nyelvekkel

4.8. DEFINICIO. Legyen R egy V abécé feletti regularis kifejezés.
Az R altal reprezentalt L p nyelv a kovetkezd:

e Ha R = () (mint szimbélum), akkor Lp = () (mint nyelv).
e Ha R =a, akkor Lp = {a}.

e Ha R=(Ry+ Ry), akkor L = L, + Lp,.

e Ha R = (R1Ry), akkor Lp = L Lp,.

e Ha R = R, akkor Lp = Lj{zl.

Egy L C V* nyelv regularis nyelv, ha van olyan V feletti reguléris
kifejezés, mely reprezentalja.
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4.9. PELDA. A fenti regularis kifejezések az alabbi reguléaris nyelve-
ket hatarozzak meg:

o Lye = Ly={A}+0+(00)+...={7}
® Ligtnyr = Ly

arp) = (Lat L) = {a, b} =
= {\, a,b,aa,ab,ba, b, ...}

° L((ab)a*) = L(ab)La* — (LaLb)LZ —
= {ab}{\, a,aqa,aaaq, ...} = {ab, aba, abaa, abaaa, . ..}



30 4. Miiveletek nyelvekkel

4.10. TETEL. A regularis nyelvek osztalya zart a regularis mivele-
tekre nézve.

BIZONYITAS. Legyenek L1, Lo regularis nyelvek, azaz vannak olyan
Ry és Ry reguléris kifejezések, melyekre Lp, = Ly és Lg, = Lo.
Ekkor a 4.6. definici6 szerint (R + Ra), (R1Rg) ¢s R is regularis
kifejezések. Tovabba a 4.8 definicio értelmében L(R1+R2) = 11+
Lo, L<R1R2) = L1L9 ¢s LR)lk = Lik. Tehat az (L1 + Lg), (L1L9) és az

1 nyelvek is reprezentalhatok reguléris kifejezéssel, ezért reguléri-

sak.



4.3. Regularis kifejezések 31

4.11. TETEL. Minden véges nyelv regularis.
BIZONYITAS. Legyen V egy dbécé és L C V™ egy véges nyelv.

e Ha L = (), akkor L reguléris, hisz az () reguléris kifejezés repre-
zentalja.

e Ha L = {\}, akkor is reguléaris L, az 0* regularis kifejezés repre-
zentalja.

e Hao L = {ajay...ap}, mivel az {a;} minden 1 < 7 < n-re
reguléris nyelv (a; reprezentélja), és L ezek szorzata, a zartsag
miatt L is regularis.

e Ha L = {vy,v9,..., v}, mivel L ={v1} +{wv}+...+{vm}
¢s minden 1 < j < me-re {v;} reguldris nyelv, a zdrtsdg miatt
Osszegik, azaz L 1s az.



5. fejezet

Formalis rendszerek

5.1. DEFINICIO. Az F = (V, H) par egy formaélis rendszer, ahol
o I/ egy abéce,

o H C V*x V™ nem iires, véges halmaz, helyettesitési szabalyok
halmaza.

H tulajdonképpen egy V* feletti binér relacio:
az (x,y) € H helyettesitési szabaly szokasos jelolése x — y, és ugy
olvassuk, hogy az x sz6 helyettesithetd az y szoval.
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5.2. DEFINICIO. Az F = (V, H) formalis rendszerben a v € V*
sz0bol kozvetleniil levezethets a w € V™ sz6, ha vannak olyan
uy, uo € V* szavak és van olyan x — y € H, hogy
V= UlrU9 68 W = U1Yu9.

Fzt a tényt v = w-vel jeloljik.
5.3. DEFINICIO. Az F = (V, H) formélis rendszerben a v € V*
sz0bol levezethetd a w € V™ sz6, ha vagy v = w, vagy van olyan
U, UL, - - -, Up € V7 szosorozat (n > 1), hogy

uy =v, Up =w, és u; = u;r1 minden 0 <4 < n — 1 esetén.
Jelolése: v =™ w

Szoproblémanak nevezziik azt a kérdést, hogy egy adott I for-
malis rendszerben egy adott v szobol levezethets-e vagy sem egy

adott w sz06. A széprobléma algoritmikusan nem eldonthetd prob-
[éma.
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5.4. PELDA. Az

({a,b,c,d}, {ba — ab, caa — ca, bbc — bc, ¢ — ccc, A — d})
formalis rendszerben fennallnak az

e abc =% abe

e bbabcab =* abcab

relaciok, de nem igaz, hogy abcab =* bbabcab. A fenti formalis
rendszer néhany tulajdonsaga:

e A c és d betiiket nem tartalmazo részszavak az elsé szabaly alkal-
mazaséaval (betiik szerint) rendezhetdk.

e A ¢ betiit kozvetlen kovets a-k, illetve a ¢ bettit kozvetlen me-
oel6z6 b-k egy kivételével eltiintethetdk.

e A c-k szama kettesével novelhetd.

e Barhova irhato d.
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5.5. FELADAT. Legyen V' = {a, b} egy dbécé. Adjunk meg helyet-
tesitési szabalyoknak olyan rendszerét, amely mellett

o tetszGleges v € V*-bdl tetszbleges w € V™ levezethetd;

e v =™ w pontosan akkor, ha £(v) = f(w).
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5.1. A generativ rendszer

5.6. DEFINICIO. AW = (V, A, H) harmast generativ rendszernek
nevezziik, ahol

o (V, H) egy formélis rendszer,

o A C V* véges halmaz, axiomak halmaza.

W-hez hozzarendeliink egy V feletti nyelvet, az utn. W altal gene-
ralt nyelvet:

Lyy = {w € V* | van olyan v € A, hogy v =" w}
5.7. PELDA. Az ({a, b}, {\, a, b, ab},{a — aa, b — bb})

generativ rendszer az {a"0" | n,m > 0} nyelvet generalja.
5.8. FELADAT. Adjuk meg, melyik nyelvet generalja az
<{a7 +, (7 )}7 {CL}, {(l —at+a a—a-a, a— <a>}>

generativ rendszer.



5.1. A generativ rendszer 37

5.9. PELDA. Legyen adva a V' = {a, b} abécé feletti {a"b" | n > 0}
nyelv. Célunk meghatarozni, melyik generativ rendszer general-
hatna:

(V, {\, ab}, {ab — aabb})

5.10. FELADAT. Adjuk meg, melyik generativ rendszerrel general-
hato az V' = {a, b, c} abéceé feletti

{v e V" | v egyenls szamu a-t b-t és c-t tartalmaz}
nyelv.

5.11. MEGJEGYZES. A generativ rendszer kifejezGereje gyakran nem
elegendd. Példaul az olyan egyszert nyelvet, mint az

{v e {a,b}" | v = tiikkorkép(v)},

sem lehet megadni generativ nyelvtannal.
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5.2. A Markov-algoritmus

5.12. DEFINICIO. A Markov-algoritmus egy olyan Ml = (V. H, Z)
harmas, ahol

o (V, H) cgy formalis rendszer,
e H={x1—yi,...,om — ym} a felsorolas szerint rendezett, és

e / C H pedig az in. zardhelyettesitések halmaza.

5.13. DEFINICIO. Az Ml Markov-algoritmus alkalmazhatd a v €

V* szora, ha van olyan helyettesitési szabaly, amelynek a bal oldala
részszava v-nek.
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5.14. DEFINICIO. Legyen M alkalmazhato a v széra, tovabba legyen
x; — y; a rendezés szerinti elsé olyan helyettesitési szabaly, amely-
nek a bal oldala részszava v-nek. Valasszuk az uy részszot Ggy, hogy
v = uir;uo, de x; az uix; szoOban csak egyszer forduljon el6. A v
szora Ml alkalmazasanak eredménye a w = uyy;u9o sz0. Jelolése:
ha x; — y; € Z, akkor v = .w, egyébként v = w.

5.15. DEFINICIO. Az M = (V, H, Z) Markov-féle algoritmusban a
v € V* sz6bol levezethetd a w € V™ sz6, ha
® Vagy v = w,
e vagy van olyan wug, uy,...,uy € V* szdsorozat (n > 1), hogy
—Uuy =v, Up=w, ésu; = u;r1 minden 0 <17 < n—2 esetén,
—tovabba vagy u,_1 = .Uy, vagy u,_1 = Up ¢s up-re M nem
alkalmazhato.

Jelolése: v =* w.
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5.16. PELDA.
e A ({a,b,c},{ba — ab,ca — ac,cb — bc},{}) Markov-algoritmus
a v € {a,b,c}* szavakban rendezi a betiiket.

o A {{a,b,/},{a — A 1b — bbl,) — Nb — b}, {1 — A})
Markov-algoritmus a v € {a, b}* szavakbol torli az a-kat és dup-
lazza a b-ket.



6. fejezet

(Generativ nyelvtanok

6.1. A generativ nyelvtan és az altala generalt nyelv

6.1. DEFINICIO. Generativ nyelvtannak egy (V,, V4, .S, H) négyest
neveziink, ahol

o V), egy abécé, a nemterminalis betiik abécéje,
o V; egy abécé, a terminalis betiik dbécéje, amire Vi, NV = 0,
o S5 €V, akezd6 szimbdélum,

e H pedig olyvan a — (3 helyettesitési szabalyok véges halmaza,
melyekben a, 8 € (V,, UV;)*, és az a-ban van legalabb egy nem-
terminalis bet.

41
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6.2. MEGJEGYZES. Tehat ha V =V, UV}, akkor
Hc (V*\V) x V"
6.3. PELDA. Az
({S, A}, {a,b},S,{S — aAb, aA — aaAb, A — \})
négyes egy generativ nyelvtan.

6.4. DEFINICIO. Legyen G = (V,, V4, S, H) egy generativ nyelvtan.
G-hez hozzarendeliink egy V4 feletti L nyelvet az in. G nyelvtan
altal generalt nyelvet:

Lg={veVy|S="v}
6.5. PELDA. Az 6.3. példabeli nyelvtan esetén érvényes az
S = aAb = aaAbb = aaaAbbb = aaabbb

levezetés. Konnyd belatni, hogy e nyelvtan altal generalt nyelv az
{fa"b" | n > 1}.
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6.6. DEFINICIO. Két generativ nyelvtan ekvivalens, ha ugyanazt
a nyelvet generaljak.

6.7. PELDA. Az 6.3. generativ nyelvtan és a
({S},{a,b},S,{S — aSbh,S — ab})
generativ nyelvtan is az
{a"b" | n > 1}

nyelvet generaljak, tehat a két generativ nyelvtan ekvivalens egymaés-
sal.

Altaldnos esetben a kovetkezd jelolések lesznek érvényben:

e az a, b, c, d szimbolumok V4 betil,

® az u,v, W, T,Y, z szimbolumok V,* szavai,

eaz A, B,C,..., S szimbolumok V,, betfii,
e az , 3,7, 0 szimbolumok (V3 U V)™ szavai.
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6.2. A generativ nyelvtanok alkalmazisa a programozasban

A programozasi nyelvek esetén alapvets fontossagu, hogy

e a programozo tudja, milyen formai szabalyokat kell betartani a
program irasakor, és hogy

e a forditoprogram ellendérizni tudja, betartotta-e a programozo eze-
ket a szabalyokat.

Most egy olyan generativ nyelvtant adunk meg, ami egy egyszer(
programozasi nyelv programjait (szavait) generalja. Tehat ha en-
nek a grammatikanak a helyettesitési szabalyait figyelembe vessziik
egy sz0 lefrasakor, az a programozasi nyelviinkben egy program lesz,
és a forditoprogram leforditja. Ha hibazunk a helyettesitési szaba-
lyok alkalmazasa soran, az eredmény nem program, amit a fordito
felismer.
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A programozasi nyelviinket (Pro) megad6 generativ nyelvtan legyen
a kovetkezd:

Vi, = { (program), ( utasitaslista), ( utasitas),
(értékado), ( feltételes), ( ciklus), ( blokk),
(relacio), (kifejezés), (tag),

(relaciéjel), (miveleti jel),

(valtozo), ( konstans) }

Vi= {,;, :=, if, then, else, while, do, begin, end,
<7>7:7+7*7x7y7z7071}

S = (program,)
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H={

(programy
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e A generativ nyelvtan altal generalt Pro programra példa:

x = 0;
z = 1;
while x < z do
begin z:=((x +1)+1);
2= (2% x);
end

e Az alabbi jelsorozatok viszont nem programok Pro-ban:

x = 0;
z .= (konstans);
while x < z do
begin z:=((x+ 1)+ 1);
z

(2 % x);

end
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=0

z = 1;
while x < z do
begin z:=((x + 1)+ 1);
z = (2% x);
end
x = 0;
z = 1;
while x := 2z do
begin z:=((x+ 1)+ 1);
2= (2 *x);
end

A megirt szoveg ugyanis pontosan akkor Pro program, ha levezet-
het6 a (program) nemterninalisbol a H helyettesitési szabalyok al-
kalmazasaval, és mar csupa terminalis szimbolumot tartalmaz.
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6.3. A Chomsky-féle nyelvosztalyok

Chomsky a generativ nyelvtanok helyettesitési szabalyaira vonatkozo
kiilonboz6 megszoritasok alapjan négy nyelvtantipust definialt.

6.8. DEFINICIO. A G = (Vj,, V4, S, H) generativ nyelvtan
e ( tipust (mondatszerkezetii), ha nincs megszoritasunk.

e | tipusu (kornyezetfiiggs), ha H minden eleme aAS — ayf
alakt, ahol A € Vj,, o, B,v € (Vi U V)™ és v # . Ez aldl csak
az S — A\ alakid szabaly lehet a kivétel, ekkor azonban S nem
szerepelhet egyetlen helyettesitési szabaly jobb oldalaban sem.

e 2 tipusu (kornyezetfiiggetlen), ha H minden eleme A — «
alakt, ahol A € V), a € (V,, U V)™

e 3 tipustui (jobblinearis), ha H minden eleme A — x vagy A —
rB alakt, ahol A, B € V), z € V.
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6.9. PELDA. e Az 6.3. példdban a generativ nyelvtan 0 tipusi.

e 1 tipusi vagy kornyezettiiged nyelvtan:
{S, A, B,C},{a,b,c}, 5,{S — aSAC,S — abC,
CA— BA,BA— BC,BC — AC,bA — bb,C — c})

e A Pro nyelvet general6 nyelvtan 2 tipusi vagy kornyezettiiggetlen.

e 3 tipusu vagy jobblinearis nyelvtan:

({5},{0,1},5,{S — 0,5 = 1,5 — 05,5 — 15})
6.10. MEGJEGYZES. Nyilvanvalo, hogy
e minden nyelvtan 0 tipusu is,
e minden 3 tipust nyelvtan egyben 2 tipusi is,

e de a 2 és 3 tipust nyelvtanok nem mind 1 tipustak, hisz az el6b-
biekben az A — X alaku szabalyok el6fordulhatnak, mig az 1
tipusi nyelvtanokban csak a specialis S — A esetben.
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6.11. TETEL. (URESSZOLEMMA) Minden 2 tipusii (kornyezetfiig-
getlen) nyelvtanhoz megadhato vele ekvivalens 1 tipusii (kérnyezet-
fiiged) nyelvtan.

BIZONYITAS VAZLAT. Legyen G = (Vj,, V4, S, H) egy kornyezet-
fiiggetlen nyelvtan. Ekvivalens atalakitasok sorozataval el fogunk
jutni egy G"" kérnyezetfiiggs nyelvtanhoz. Legyen V =V, U V4.

o Vezessiink be egy 1j S’ nemterminélis betiit, egy uj S — S
szabalyt, és legyen S helyett S az 1 kezdé betit. A G' = (V,, U
{S"V Vi, S/ HU{S" — S}) ekvivalens G-vel.

eHa A — aB3,B — X\, de A 4 af (A,B € Vy,a,0 € V7¥),
akkor bdévitsiik a szabalyok halmazat az A — «f szabéallyal.
Az atalakitas ekvivalens nyelvtanhoz vezet. Véges sok ilyen lépés
utan mar nem lehet tovabb béviteni, igy eljutunk egy olyan G =
(Vo U{S"}, V3, 8", H") kérnyezetfiiggetlen nyelvtanhoz, amely az



52 6. Generativ nyelvtanok

eredetivel ekvivalens, S’ csak az 8" — S szabélyban fordul eld, és
ha A — aBB,B - A (A, B e V,,a,pBe V") akkor A — af
s teljestl.

o Hagyjuk el H”-b6l a B — X alaki szabalyokat, ahol B € Vj,.

de B # 5", A generalt nyelv ezzel az atalakitassal sem véltozott.
G viszont mar nemecsak 2, hanem 1 tipusi is.

6.12. DEFINICIO. Egy a V' abécé feletti L nyelv ¢ tipust, ha van
olyan ¢ tipusa G = (V,,, V, S, H) generativ nyelvtan, ami éppen az
L nyelvet generalja.

6.13. MEGJEGYZES. Az 1 tipust nyelvek osztalyat jelolje £;. A be-

vezetett nyelvosztalyokat Chomsky-féle nyelvosztalyoknak ne-
vezziik. Bizonyithato, hogy a

L3 C Lo C Ly C L

tartalmazasok érvényesek. Ez a Chomsky-féle nyelvhierarchia.
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6.14. DEFINICIO. Egy A — B (A, B € V,) alaku helyettesitési
szabalyt atnevezésnek neveziink.

6.15. LEMMA. Minden ¢ tipusd nyelvtanhoz megadhato vele ekvi-
valens atnevezéseket nem tartalmazo ¢ tipusi nyelvtan.

BIZONYITAS VAZLAT. Legyen G = (V,, V4, S, H). Ekvivalens atalakita-
sokkal eljutunk egy G = (V,, V4, S, H") atnevezéseket nem tar-

talmazo6 ugyanolyan tipusu nyelvtanhoz.

eHaoazr A - Be HésB— C e H (A B,C e€V,), akkor
vegylik fel a helyettesitési szabalyok kozé az A — C atnevezéseket
is, mindaddig, amig H bévithetd.

eHaA—- BecH t6B—aecH(ABEcV,, dadV,), akkor
vegyiik fel a helyettesitési szabalyok kozé az A — «a szabalyokat.

o Legyen H'" azon H"-beli szabéalyok halmaza, melyek nem atne-
vezések. A nyelvtan tipusa és a generalt nyelv nem valtozott.



7. fejezet

Regularis nyelvek

7.1. A determinisztikus véges automata mint felismeré

7.1. DEFINICIO. Az A = (Q,V, 6, qp, Qv) rendezett 6tost deter-
minisztikus véges automatanak nevezzuk, ahol

o () # () véges halmaz, elemel az un. belsd allapotok.
o |V cgy bemend abécé,

e0: () xV — () az dllapotatmenet-fliggvény,

® gy € () a kezdGallapot,

e (), C () a végallapotok halmaza.

o4
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7.1. dbra. A véges automata mint felismerd
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Fgy A determinisztikus véges automata miikodését a kovetkezkép-
pen irhatjuk le:
Legyen ajas . ..an € V* a bemend sz6.

1. 1épés: A qg kezdGallapotban az automata beolvassa a bemend sz06
els§ bettjét, aminek hatésara a p1 = d(qp, ay) allapotba keriil.

2. lépés: A pq allapotban az automata beolvassa a bemend sz6 ko-
vetkezG betijét, aminek hatasara a pg = (py, as) allapotba keriil.

n. lépés: A p,,_1 allapotban az automata beolvassa a bemend szo
utolsd betdjét, aminek hatésara a pn, = d(pn_1, an) allapotba
kertil.

Ha p, € @y, akkor az A automata felismerte (elfogadta) az
ai1as . ..an bemend szot, ha pedig p, € @)y, akkor az A nem is-
merte fel (visszautasitotta) a bemend szot.



7.1. A determinisztikus véges automata mint felismeré 57

7.2. PELDA. Tekintsiik a ({qo, q1, 92}, {0, 1}, 9, qo, {qa}) automatat,
melynek allapotatmenet-tiigevénye a kovetkezd:

6(q0,0) = qo|9(q0,1) = q1
0(q1,0) = qo|d(q1,1) = ¢
6(q2,0) = q0|0(q2,1) = @2

e A 011011 szoéra az automata belsé allapotainak a

40, 40, 41, 42, 40, 41, G2

sorozatat kapjuk. Az automata ezt a szot felismerte, hiszen ¢o
végallapot.

e Az 1101 bemend szora az automata bels6 allapotainak a

40, 41, 42, 40, 41

sorozatat kapjuk. g; nem végallapot, igy az automata ezt a szot
nem ismerte fel.
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7.3. DEFINICIO. Legyen A = (Q,V, 4, qo, Qv) egy determinisztikus
véges automata. Az

Ly ={veV"|A felismerte v-t }

V' feletti nyelvet az A automata altal felismert nyelvnek nevez-
ziik.

7.4. PELDA. A 7.2. példabeli automata altal felismert nyelv:
L={vll|ve{0,1}*}.

7.5. DEFINICIO. Két determinisztikus véges automata ekvivalens,
ha ugyanazt a nyelvet ismerik fel.
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7.2. A nemdeterminisztikus véges automata

7.6. DEFINICIO. Az A = (Q,V, 9, qp, Qy) rendezett 6tost nemde-
terminisztikus véges automatanak nevezzuk, ahol

e () = () véges halmaz, elemei az un. belsé allapotok,
o V gy bemené abécé,

e): Q) xV — P(Q) az allapotatmenet-fliggvény,
e gy € () a kezdGallapot,

e (), C () a végallapotok halmaza.
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Egy A nemdeterminisztikus véges automata mitkodése:
Legyen ajas...an € V* a bemend sz0.

1. 1épés: A qg kezddallapotban az automata beolvassa a bemend sz6
els6 betdjét, aminek hatasara a {p11,p12,- .., P1k, } = 0(qo, a1)
leheteséges allapotok valamelyikébe keriil. Legyen

Q1= {p11,p12, - - D1, }-

2. 1épés: Ha a py; € (Y1 allapotba kertilt, az automata beolvassa a
bemend sz6 kovetkezd bettjét, aminek hatésara a Q(i) = d(p1, a9)
allapotok valamelyikébe keriil (1 < ¢ < ky). Tehat az ag beol-
vasasanak hatasasra az automata a

()o = Q(l) U Q(Q) U... U Q(lﬂ)
allapotok egyikében van.
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n. lépés: Az el6z6 1épés eredményeképpen lehetséges valamely p al-
lapotban az automata beolvassa a bemend sz6 utolsd bettjét,
aminek hatasara a d(p, az) allapotok valamelyikébe keriil. Ezen
lehetséges allapotok halmaza legyen @)y,

Ha van olyan p € @)y, hogy p € @)y, akkor az A automata felis-
merte (elfogadta) az ajasy . .. ap bemend szot, egyébként az A nem
ismerte fel (visszautasitotta) a bemend szot.
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7.7. PELDA. Tekintsiik a ({qo, q1}, {a, b}, 9, qo, {q1}) automatat, mely-
nek allapotatmenet-tfiiggvénye a kovetkezd:

6(qo,a) = {qo} qo, {610 q1}
6(q1,a) = {q0, q1} | 0(q1,b

e A aaa sz6t nem ismeri fel, mert az automata a sz6 beolvasasanak
hatasara a gg allapotban marad.

e Az baba bemend szot felismeri, mert az automata a {qq, g1} belsd
allapotok valamelyikébe keriil.

7.8. DEFINICIO. Legyen A = (Q,V, 4, qo, Qv) egy nemdeterminisz-
tikus véges automata. Az

Ly ={veV"|A felismerte v-t }

V' feletti nyelvet az A automata altal felismert nyelvnek nevez-
zuk.
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7.9. TETEL. A nemdeterminisztikus véges automatakkal felismer-
heto nyelvek osztalya megegyezik a determinisztikus véges automatak-
kal felismerhetd nyelvek osztalyaval.

BIZONYITAS VAZLAT. Legyen A = (Q, V., 6, qp, Qv) egy nemdeterminisz-
tikus véges automata. Az A" = (Q',V, ¢, ¢, Q},) determinisztikus

véges automata, ahol
o Q' =P(Q),
* gy = {q0}
¢y ={HCQ|HNQy#0}
o0 : Q' xV — Q pedig tetszbleges H € Q' és a € V esetén
0'(H,a) = quH 0(q, a),

ugyanazt a nyelvet ismeri fel, amit A.
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7.10. PELDA. A 7.7. pédabeli nemdeterminisztikus véges automatahoz
konstrualjuk meg a megtelel6 determinisztikus véges automatat. Legye-

nek

o Q' = {0, {qo}, {a1} . {q0, a1} },

¢, = {a}.

o Oy = {{a1} {a0, 11 }}
§'(0,a) =0
5({QO}7CL) —
5({Q1}7a)
5({QO7Q1}7CL

= {q0, 1}
= {q0, 01}

SH S O O

,b) =
q0} b) {QO7QI}
q1},b) =

{90, 01}, b) {90, 01}
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7.3. A 3 tipusu nyelvek osztalyanak jellemzése

Ebben a részben megmutatjuk, hogy tetszbleges V' abécé esetén a V'
feletti

e J tipusu nyelvek osztalya,
e véges automataval felismerhets nyelvek osztalya,
e regularis nyelvek osztalya

egymassal megegyeznek.

7.11. LEMMA. Egy atnevezéseket nem tartalmazo 3 tipusi nyelv-
tanhoz megadhato vele ekvivalens olyan 3 tipusiu nyelvtan, melyben
minden szabaly A — aB vagy A — X\ alaku, ahol A, B € V), és
a € V4.

BIZONYITAS VAZLAT. Legyen G = (V},, V4, S, H) egy atnevezése-
ket nem tartalmazo 3 tipust nyelvtan. Konstrudljuk meg a G’ =
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(V! Vi, S, H'Y 3 tipust nyelvtant a kovetkezdképpen:

e Minden H-beli A — ajas...anB helyettesitési szabalyt, ahol
n>1,a1,a9,...,ay € Vz, cseréljiink ki az

A— a1A, A1 — avAy, ... A1 — apB
szabalyokra, ahol Ay, Ao, ..., A, _1 1] nemterminalis szimbolu-
mok.

e Minden H-beli A — ajasy ... ay helyettesitési szabalyt, ahol n >
l,a1,a9,...,an € V4, cseréljiink ki az
A—a1A, Al — agAa, .., Ayl — anAp, Ap — A
szabalyokra, ahol Ay, Ao, ..., A, 1) nemtermindlis szimbolumok.

Legyen tovabba V! a Vj, és az el6ébbi konstrukeié soran keletkezett
1j nemterminalisok halmazanak egyesitése.
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7.12. TETEL. Tetszbleges 3 tipusii nyelv felismerheté nemdetermi-
nisztikus véges automataval.

BIZONYITAS VAZLAT. Ha L 3 tipust nyelv, akkor tudunk konstruélni
olyan nemdeterminisztikus véges automatat, amely felismeri az L
nyelvet. Legyven L a G = (Vj,, V4, S, H) 3 tipust nyelvtannal ge-
neralhatdé. A 7.11. lemma értelmében feltehets, hogy G minden

szabalya A — aB vagy A — X alakta. Az A = (V,,V4,6,5,Qy)

nemdeterminisztikus véges automata, ahol
o)y ={AeV,|A—= e H},
e j(A,a)={BeV,|A—aB e H}.

felismeri az L nyelvet.
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Az altalanositott véges automata grafjanak éleit regularis ki-
fejezésekkel cimkézziik meg.  Egy ilyen gratban minden Ut meg-
hataroz egy regularis nyelvet reprezentald regularis kifejezést. Az
altalanositott automata altal felismert nyelv a kezdéallapotbol in-
dulo, végallapotba vezets utak altal reprezentalt nyelvek Osszege.

Az altalanositott automatakon ekvivalens atalakitdsokat hajha-
tunk végre, melyek csokkentik az élek szamat, de nem modositjak
a telismert nyelvet. Elérhetjiik, hogy a grafnak egyetlen éle legyen,
mely cimkéje éppen az eredeti automata altal felismert nyelvet re-
prezentalo regularis kifejezés.
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7.13. TETEL. (KLEENE TETELE) Tetszdleges determinisztikus vé-
ges automataval felismerhetd nyelv regularis.

BIZONYITAS VAZLAT. Mivel a nyelv determinisztikus véges auto-
mataval felismerhetd, meg tudjuk adni ennek az automatanak a graf-
jat.
e \-atmenetek segitségével atalakitjuk az automatat tgy, hogy egyet-
len, a kezddéallapottol kiilonbozé végallapota legyen.

e Amig a graf tobb élt tartalmaz, ekvivalens atalakitasokat hajtunk
vegre.

A végiil megkapott egyetlen él cimkéje az eredeti automata altal felis-
mert nyelvet reprezentalo regularis kifejezés. Tehat a nyelv regularis.
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7.14. TETEL. Tetszbleges regularis nyelv generalhato 3 tipusi nyelv-
tannal.

BIZONYITAS VAZLAT. Legyen a regularis nyelvet reprezentalod re-
culéris kifejezés R. Ha

e R=10, akkor Lp = 0 generalhato G = ({S},V, S, 0)-vel.
e R = a, akkor Ly = {a} generdlhato a G = ({S},V,5,{5 —

a}) nyelvtannal.

e R = (Ry + Ry), akkor Lp = Lp, + Lp,. Tegyiik fel, hogy az
Lp, ¢s LR, regularis nyelvek generalhatoak 3 tipusa nyelvtannal,
legyenek ezek Gy = (V1,V, 51, Hy), Go = (V5,V, Sy, Hy), ahol
ViNVy=10. Legyen

G = <V1UV2U{S},V,S,H1 UHQU{S — 51,5 — SQ}>.
FEkkor nyilvanvalo, hogy G is 3 tipust nyelvtan és Lg = L.
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e R = (R1Ry), akkor Lr = Lg, Lg,. Tegyiik fel, hogy az Lp, ¢s
L g, regularis nyelvek generalhatoak 3 tipusa nyelvtannal, legye-
nek ezek Gi = (V1,V, Sy, Hy), Gy = (V5,V, Sy, Hg), ahol V| N
Vo = (). Legyen most

G = (V1UW,V,S, H),
ahol H a legsziikebb olyan szabalyhalmaz, melyre

—ha A — B € Hy, akkor A - B € H.
—ha A — x € Hy, akkor A — x5 € H.

— H minden eleme H-nak is eleme.

Ekkor nyilvanvalo, hogy G is 3 tipusi nyelvtan és Lg = Lp.
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o R = (R]), akkor Lp = LRT' Tegyiik fel, hogy az Lpg, re-
cularis nyelv generalhatd 3 tipust nyelvtannal, legyen ez G| =

(V1,V, 51, Hy). Legyen
G=MWViu{S}, V.S H),
ahol H a legsziikebb olyan szabalyhalmaz, melyre

-5 —=5,5—> e H
—ha A— xB € Hy, akkor A - xB € H.
—ha A — x € Hy, akkor A - x5 € H.

FEkkor nyilvanvalo, hogy G is 3 tipust nyelvtan és Lg = L.




7.3. A 3 tipusii nyelvek osztilyanak jellemzése 73

7.15. TETEL. (BAR-HILLEL-LEMMA) Legyen L a V' abécé feletti
regularis nyelv. Ekkor megadhato olyan n > 1 természetes szam,
hogy minden v € L esetén, ha £(v) > n, akkor vannak olyan
u,w,z € V* szavak, melyekre az alabbi feltételek teljestilnek:

l.v=uwz,
2 (uw) < n, L(w) >1, és
3. minden 1 =0,1,2, ... természetes szamra az uw'z € L.

A lemma sziikséges feltételt ad meg arra, hogy egy nyelv regularis
legyen.
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7.16. KOVETKEZMENY. Van olyan kornyezetfiiggetlen nyelv, ame-
lyik nem regularis.

BIZONYITAS VAZLAT. Tekintsiik a
G = ({5},{a,b},S,{S — aSb, S — ab})
kornyezetfiiggetlen nyelvtant és az altala generalt
Lg ={d"V"In > 1}

nyelvet. Meg lehet mutatni, hogy 7.15. tétel feltételei nem teljesiilnek
Lg-re, tehat a nyelv nem regularis.



8. fejezet

Kornyezetfiggetlen nyelvek

8.1. Levezetési fak

8.1. DEFINICIO. Legyen G = (V},, V4, S, H) kirnyezetfiiggetlen nyelv-
tan. G-beli levezetési fanak nevezziik azokat a fagrafokat, melyek

e cstcsal Vi, U Vi abacé betiil,
e oyokere az S kezdd szimbolum, és

e ha az A € V,, cstics gyermekei balrél jobbra rendre

X1, X9,.... X e ViUV akkor A — X1 Xy... X € H.

A levezetési fa eredménye az a sz6, amelyet gy kapunk, hogy a
fa leveleit jelold bettiket balrél jobbra haladva egymaés mellé irjuk.

75
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8.2. PELDA. Vizsgaljuk a
G = {{S,A},{a,b,c,+,-,(,)}, S,
{S—5+955—A-AA—(545),5 — alb|c, A — alb|c})
kornyezetfiiggetlen nyelvtant. Hatérozzuk meg a ¢ + (a + b) - b 20
G-beli levezetési fajat.

8.3. TETEL. Legven G = (Vj,, V4, S, H) kornyezetfiiggetlen nyelv-
tan. Tetszéleges v € Vi szora S =™ v pontosan akkor, ha van olyan
G-beli levezetési fa, melynek eredménye v.
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8.4. TETEL. (BAR-HILLEL-LEMMA) Legyen L kornyezetfiiggetlen
nyelv. Lkkor megadhato olyan n > 1 természetes szam, hogy min-
den v € L esetén, ha £(v) > n, akkor vannak olyan u,x,w,y,z €
V* szavak, melyekre az alabbi feltételek teljestilnek:

I.v=uzrwyz,
2 l(zwy) < n, L(w) > 1, (zy) > 1, és
3. minden 1 =0,1,2, ... természetes szamra az uxiwyiz c L.

8.5. KOVETKEZMENY. Van olyan kornyezettiiggd nyelv, amely nem
kérnyezetfiiggetlen.

BIZONYITAS VAZLAT. Az L = {a"™b"c" | n > 1} nyelvet generdlja
a 6.9. példaban emlitett kornyezettiiged nyelvtan. Be lehet latni a
8.4. tétel alapjan, hogy kornyezettiiggetlen nyelvtannal nem general-
hato.
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8.2. Chomsky-féle normal alak

8.6. DEFINICIO. Egy kornyezetfiigeetlen nyelvtan Chomsky-féle nor-
mal alakt, ha minden szabalya

vagy A — a, vagy A — BC
alaki, ahol A, B,C € V,, ésa € V4.

8.7. TETEL. Minden olyan kornyezetfiiggetlen nyelvtanhoz, mely-
ben a szabalyok jobb oldalan nem fordul eld az lires szo, van vele
ekvivalens Chomsky-1éle normal alaki nyelvtan.

BIZONYITAS VAZLAT. Legyen (Vi,, V4, S, H) kornyezetfiiggetlen nyelv-

tan. Ekvivalens dtalakitasokkal eljutunk egy (V. V4, S, H") Chomsky-
fele normal alaki nyelvtan

e Kiiszobojiik ki az dtnevezéseket (H').
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e Minden egyes a; € V4 terminalis szimbolumhoz, mely valamely
helyettesitési szabaly jobb oldalan nem egyediil szerepel, vezes-
siink be 1) A; € Vj, nemterminéalis szimbolumot, és legyen

V=V U{Ay,..., A;}.

A H"-beli szabalyokat ugy kapjuk a H’-beliekbdl, hogy minden
H'-beli szabalyban a; helyére A;-t frunk és felvessziik az A; — a;
1j szabalyokat minden 1 < ¢ < k-ra.

e Av A — BBy...By (m > 2) alaku szabalyokat helyettesitsiik

A — B1C]
C1 — By(y

Cm—2 — Bm—1Bm
szabalyokkal H"-ben, ahol V! = V! U{C},...,Cp_o}.
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8.3. Szintaktikai elemzés

Legyen a kornyezettiiggetlen nyelvtanunk Chomsky-téle normal alak.
Keresstik egy adott bemend szohoz a levezetési fajat. Egy n hoss-
zUsagl bemend sz0 esetén a levezetési fa lehetséges csticsait tartal-
maz0 cellak olyan haromszog alaku alakzatba rendezhetdk,

e melynek also sora n cellat, és minden tovabbi sora eggyel kevesebb
cellat tartamaz, mint az alatta levd,

e az also soraban a cellak — a bemend sz6 betiisorrendjében — azon
nemterminalis szimbolumokat tartalmazzak, melyek a bemend sz6
egyes bettivel a helyettesitési szabalyok szerint helyettesithetdk.

e minden tovabbi cellaba azon helyettesitési szabalyok bal oldalai
keriilnek, melyek jobb oldalan allé két nemterminalis szimbolum
a cella alatti haromszog alakzat két kiilonboz6 szaran levé , meg-
felel6” két cellaban rendre megtalalhatok.
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Ha a legtelsé sorban szerepld egyetlen cellaba bekeriil az S kez-
dészimbolum, akkor a bemend sz6 a nyelvtan altal generealt nyelv
szava, ¢s az alakzatbol leolvashato a sz6 minden levezetési taja.
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8.4. Nemdeterminisztikus veremautomatak

8.8. DEFINICIO. Az A = (Q,V, W, 9, qp, 20, Qv) rendezett hetest
nemdeterminisztikus veremautomatanak nevezzik. ahol

e () £ () véges halmaz, elemei allapotok,
e IV a bemend abécé,

o |1/ a veremabécé,

e Q x (VU xW — P(Q x W¥) az allapotatmenet-
fuggvény,

e o € () a kezdGallapot,
e 2y € W a kezddjel a veremmemoriaban,

e (), C () a végallapotok halmaza.
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8.9. DEFINICIO. Az A veremautomata pillanatnyi konfiguraciéjan
értiink egy (q, x129 ... Tn, Y1y2 . . . Ym) harmast, ahol

e ¢ € () a veremautomata pillanatnyi belsé allapota,
® r1T9...xy € V* a bemend sz6 még be nem olvasott része,

® y1y9...Yym € W* a veremmemoria pillanatnyi tartalma,

8.10. DEFINICIO. Az A veremautomata (q, 122 ... Tn, Y1Y2 - - - Ym)
konfiguracidja atvihetd

®a(q, 2. .. Tn, Y192 . . Yym—1w) konfiguracioba, ha (¢, w) € d(q, a1, ym).

ea (¢, 179. .. Tn, Y199 . . . Yym—1w) konfiguracioba, ha (¢’,w) €
5((]7 )\7 ym>
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8.11. DEFINICIO. Azt mondjuk, hogy az A veremautomata végal-
lapottal felismer egy v € V* bemend szot, ha van A-beli konfi-
curacioknak egy olyan véges sorozata, melynek

e clsG eleme (qq, v, 20),

e utolso eleme (g, A\, w), ahol g € Qy,w € W* és

e a sorozatban az utolsot kivéve minden konfiguracio atviheté az 6t
kovetdbe.

8.12. DEFINICIO. Azt mondjuk, hogy az A veremautomata tires
veremmel felismer egy v € V* bemend szot, ha van A-beli konfi-
curacioknak egy olyan véges sorozata, melynek

e clsG eleme (qq, v, 20),
e utolso eleme (g, A\, \), ahol ¢ tetszGleges allapot, és

e a sorozatban az utolsot kivéve minden konfiguracio atviheté az 6t
kovetdbe.
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8.13. PELDA. Tekintsiik a ({qo, q1, g2}, {a,b},{0,1},6, 0,0, {qo})
veremautomatat, melynek allapotatmenet-fiiggvénye a kovetkezs:

6(q0, A, 0) = {(q0, A)} | d(q1,a,1) = %11 } (q2,0,1) = {(q2, \)}
0(qo, a,0) = Q1,01 } 0(q1,0,1) = {(g2,\)} | 6(q2, A\, 1) = {(q0, N}

e Az aabb szora a veremautomata konﬁguramomak a
(QO7 CLabb? O)? <Q17 CLbb? Ol)? (Q:l? bb? Oll)? (QQ7 b? Ol)? (QQ7 )\7 0)7 <QO7 )\7 A)

sorozatat kapjuk. A veremautomata ezt a szot végallapottal is,
iires veremmel is felismerte.

e Az abaab bemend szora a veremautomata konfiguracioinak a
(qo, abaab, 0), (g1, baab, 01), (g2, aab, 0)

sorozatat kapjuk, igy a veremautomata ezt a szot nem ismerte
fel.
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8.14. DEFINICIO. Az A veremautomata altal végallapottal felismert
szavak halmazat az A altal végallapotokkal felismert nyelvnek.
az lres veremmel felismert szavak halmazat az A altal iires verem-
mel felismert nyelvnek nevezziik.

8.15. TETEL. Egy nyelv pontosan akkor ismerhetd fel valamely Ay
nemdeterminisztikus veremautomataval tires veremmel, ha felismer-

heté valamely Ao nemdeterminisztikus veremautomataval végalla-
potokkal.
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8.16. TETEL. Tetszdleges kérnyezetfiiggetlen L nyelvhez van olyan
A nemdeterminisztikus veremautomata, amely iires veremmel felis-
meri L-et.

BIZONYITAS VAZLAT. Legyen L a G = (Vj,, V4,5, H) kornyezet-
figgetlen nyelvtannal generalhato. Az A = ({q}, Vi, ViUV, 6, q, S, D)
nemdeterminisztikus véges automata, ahol

e q g ViUV,
e 0 ¢rtelmezése pedig:
~ha A — o € H, akkor (q,a™1) € 6(¢, X, X), és
—minden a € Vpre 6(q,a,a) = {(q, \) }.
iires veremmel felismeri az L nyelvet.

8.17. TETEL. Tetszbleges nemdeterminisztikus veremautomata al-
tal az lires veremmel felismert nyelv kérnyezetfiiggetlen.
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