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Determinisztikus véges automata
(DFA — Deterministic Final Automata)

Elmélet:

A DFA véges szamu allapotbol és egy tranzicios diagrambol all, melynek szakaszait un. input szimbolumok
jellemzik, amelyek mind ugyanabbdl a véges X abécébol valdoak. Minden egyes input szimbolum pontosan egy
valaszt valt ki minden egyes allapotbol, azaz egy allapothoz és egy inputszimbolumhoz pontosan egy nyil
tartozik. (Ezért nevezik determinisztikusnak.)

AQxX2={(qg,a)|qeQ,ae X} automatad: Q x X — Q konfiguracidinak halmaza.

A véges determinisztikus automata matematikai modellje:

Qo qu FERE ¢ [P ¢ I

A= (Qs Z» 83 o, F) ahol

Q : az allapotok (pl. q;, q,) véges halmaza
> : véges input abécé (pl. 0, 1) fej
d : tranziciods fliggvény, ami o : Q X ¥ — Q alaku

qo : kezddallapot (qo € Q)

F : a végallapotok nem iires, véges halmaza (F C Q)

A fej csak q,-ig mehet, de maga az input szalag végtelen az egyik iranyban. Az éppen beolvasott jel aza € X.
A jel beolvasasa utan a fej a q allapot fiiggvényében jobbra mozdul a szalagon.

Ha a w sz6 beolvasasa utan a fej a q¢ € F végallapotba jut, akkor az automata elfogadja a w sz6t.

Pl. w = abcab.

A DFA éltal elfogadott szavak:

Minden olyan w = x;X;...X, sz0, ahol x; € X, ha a tranzicios diagrammjaban az x; jeleknek megfeleld tranzicios
utvonal qo-bodl egy végallapotba vezet.

Az automata altal elfogadott szavak Osszessége az automata nyelve. Jelolése: L(A)

A és A, ekvivalens automatak, ha L(A,) = L(A,), azaz mindketten ugyanazokat a szavakat fogadjak el.

Egy n allapotii DFA altal elfogadott nyelv nem iires, ha van olyan [w| <n hosszsagu szo6, amit elfogad.

Egy n allapoti DFA altal elfogadott nyelv végtelen, ha van olyan n < |w| < 2n hosszisagu sz6, amit elfogad.

Betii: Egy X véges abécé elemei. Pl. Ha X = {a, b, c, ...,z }, akkor a, b, c, ..., z betlik.

Ures szé: Olyan sz6, melyben a betiik szama 0. Jelolése: &

Szavak halmazai:

- az §sszes, nem ires szO halmaza. Jelolése: T°

- az 0sszes sz6 halmaza, beleértve az iires szavakat is (ezen halmazon értelmezziik, mint linearis miiveletet, a
szavak O0sszekapcsolasat is; pl.: wvxyw, ahol w € X*). Jelolése: X*

- =30 {e}

Szémonoid: A (X*, -) nem kommutativ monoid, melynek semleges eleme az g, a - mivelet pedig a

konkatenacioé. Bevezetjilk még az alabbi jeloléseket:

- a'={a, a’, a’, ..., a" ...} = {a, aa, aaa, aaaa, ...}

- a*={ga, al,a’, ..., a" ...} = {g, a, aa, aaa, aaaa, ...}

Barmely L C X* részhalmazt X feletti nyelvnek neveziink => L(A) C X*

Miikddését tranzicids faval szemléltetjiik.

Példa (L=(10+01)* nyelvet eléallito DFA):




Nem determinisztikus véges automata
(NFA — Nondeterministic Final Automata)

Elmélet:

Az NFA véges szamu allapotbol és egy tranzicios diagrambdl all, melynek szakaszait Gn. input szimbolumok
jellemzik, amelyek mind ugyanabbdl a véges X abécébdl valdak. Barmely input szimbolum tobb valaszt is
kivalthat barmely allapotbol, de akar egyet sem, azaz egy allapothoz és egy inputszimbdlumhoz 0 vagy tobb nyil
tartozhat. (Ezért nevezik nem determinisztikusnak.)

Jellemezhet6 az N = (Q, Z, 0, qo, F) modellel is.

Ahol minden jel ugyanazt jelenti, mint a DFA-nal, kivéve 5-t.

3(qi, @) — {qj1, qj> ---» jn}, tehdt & : Q x X — P(Q) alaki, ahol P(Q) Q hatvanyhalmaza (ami 2" szamossagu).
Magyarul a (q;, a) parnak allapotok halmazat felelteti meg, ami lehet iires is.

Az NFA éltal elfogadott szavak:

Minden olyan w = x;X;...X, sz0, ahol x; € X, ha a tranzicios diagrammjaban az x; jeleknek megfeleld tranzicios
utvonal go-bol egy olyan halmazba vezet, ami legalabb egy F-beli elemet tartalmaz (elemei koziil legalabb egy
végallapot).

Az NFA altal elfogadott szavak 0sszessége az automata nyelve. Jelolése: L(N).

N, és N, ekvivalens automatak, ha L(N;) = L(N,), azaz mindketten ugyanazokat a szavakat fogadjak el.

Példa (a w = 10110 szdt elfogadd NFA):

€-0s NFA: olyan NFA, melynek 4bécéje  \U {&}.

Az NFA és a DFA ekvivalenciaja

Elmélet: Az A determinisztikus és az N nondeterminisztikus automata altal elfogadott nyelv egy és ugyanaz,
vagyis L(A) = L(N).

Az NFA tranzicids sorozata alapjan a qo kezddallapotbdl a szo hatasara egy olyan halmazba jut, melybdl egy
biztos hogy végallapota a DFA-nak is, hiszen masként nem fogadnak el a szot.

Ha DFA végallapota az NFA végallapot-halmazanak egyetlen végallapota, akkor ez a DFA egyben NFA is.
Minden egyes NFA nyelvét tehat egy DFA is eldallitja. Mindkét automata-tipus ugyanazt a nyelvcsaladot allitja
eld.

Minden e-os NFA-hoz szerkeszthetd egy vele ekvivalens NFA.

Gyakorlat:

1. Szerkesztiink az adott nyelvhez egy NFA-t.

2. Az azonos utvonalakat 6sszevonjuk olyképpen, hogy a célallapotokbdl egy allapotot készitiink.
4. Ez mar DFA is.



Regularis kifejezések és nyelvek
(Regular expressions and languages)

Elmélet:

Reguldris miiveletek:

- egyesités (unid): L, UL, ={weX*|wel vagywel,}

- szorzat: L L,={weX*|wel éswel,}

- hatvanyozas: L"=L-L-L-....L (vagyis n-szer L); L' = L; L= {g}

- Kleen-féle pozitiv lezaras: L' =L UL’ UL’ U ... UL"U ...

- Kleen-féle lezaras: L* = {¢} UL"'={ef ULUL*UL*U...UL"U ...

A Y abc feletti regularis kifejezések:

- O (az tires nyelvet jeloli)

- € (az {e} nyelvet jeldli)

- VaeZX (az {a} nyelvetjeloli)

- 1,5 € X (azRill. Snyelvet jelolik)

- rts (az R U S nyelvet jeldli)

- ¥ (az R* nyelvet jeloli)

- barmely olyan kifejezés, ami a fontiek véges szamu ismétlésével megkaphato
Példak:

- 01*+0nyelve az L = {0}-{1}* U {0}
- (0+1)* nyelve az dsszes binaris szot elfogadd nyelv
- (0+1)*00(0+1)* nyelve az dsszes olyan binaris szd, mely legalabb két egymast kdvetd 0-t tartalmaz.

Regularis nyelvek: minden olyan nyelv, ami regularis kifejezésekkel megadhato, vagyis az {a}, az {€ } az {ires
nyelv és azok a nyelvek, amik ezekbdl az elemi nyelvekbdl véges szamu egyesités (unid) vagy szorzas vagy
Kleen-féle lezarasok miiveletével megkaphatoak.

Tulajdonsagok:

- minden DFA 4ltal elfogadott nyelv regularis

- egy nyelv csak akkor regularis, ha van olyan DFA, ami 6t elfogadja

- minden reguléris nyelvhez szerkeszthetd egy €-os NFA, ami 6t elfogadja

A regularis nyelvek zartak

- azunio (L, U L)

- aszorzas (L; * L,), a hatvanyozas (L")
- aKleen-féle lezardsok (L' és L*)

- halmazkiilénbség (L, \ L,)

- komplementerképzés (X* \ L)

- metszet (L N Ly)

- szimmetrikus differencia (diszjunkt uni6) (L; A L,)

- homorfizmus (h(L))

- behelyettesités (s(L))

- inverz homomorfizmus (h™(L))

miiveletére, azaz a zarojelben lathat6 nyelvek mind regulérisak, ha L ill. L, és L, regularisak.

A behelyettesités olyan leképezés, melynek fiiggvénye s : X* — X,*. Ennek hatisara X, feletti szavakat
regularis kifejezésekre cseréli, ugy hogy s(e;) = s(g,) illetve s(x,y) = s(x)s(y), ahol x,y € Z,*. A behelyettesitést a
masodik Osszefiiggés alapjan elég csak a X, betliire megadni.

A h: Z* — %* homomorfizmusok olyan behelyettesitésnek tekinthetdek, ahol a reguléris kifejezések csak
szavak lehetnek, azaz betiiket szavakkal helyettesitiink. Ennélfogva tehat egy regularis nyelv homomorf képe is
regularis.

Ha h(L) homomorf képe L-nek, akkor h™(L) az L nyelv inverz homomorf képe. h™' (L) Iehet iires is.



Pumpalé lemma
(Pumping Lemma)

Elmélet:
Minden regularis nyelvhez 1étezik egy olyan n; természetes szam, hogy ha w € L és |w| > ny akkor w felbonthatd

egy w = uvz szorzatra, amelyben 1 < |uv| <np és w

O =uv'z e L teljesiil (Vi> 0 egész szamra).

A lemma alapjan megallapithatjuk egy nyelvrél, hogy az nem regularis.

Példa:

L:

1)
2)

3)

4)

5)

6.)

{0"1" | n> 1} nyelv reguléris-e?

Tth. L regularis.

A pumpald lemma alapjan létezik hozza egy np € N kiiszobszam, hogy w € L sz esetében (jw| > np)
felirhaté a w = 0"1™" alakban.

Ekkor |w| = 2n; > n, , tehat a lemma alapjan felirhaté w = uvz alakban, ahol 1 < [w| <ng és W =uv'z € L
(Vi> 0 egész szamra)

Ha z-ben csak 1-es lenne, akkor minden 0-nak u-ban kell lennie és v-ben legalabb egy darab egyesnek
lennie kell. Ebbé] adodik, hogy u=0, és w'® = uz esetén n darab 0 és legalabb eggyel kevesebb 1-es van, ami

szerinta w® & L, hiszen az 1-esek és a 0-k szaménak is azonosan n-nek kell lennie.

Ha v-ben csak 0 lenne, akkor minden 1-esnek z-ben kellene lennie és u-ban legaldbb egy 0-nak lennie
kellene. A 4.) alapjan igazolhato, hogy ez nem lehetséges, tehat ellentmondasra jutunk.
A konklzi6 az, hogy a fenti L nyelv nem regularis.

Automatak minimalizalasa

Elmélet:

A p és q ekvivalens allapotok, ha tranzicids diagrammjan van két olyan egyforma 1t (sz6), amelyen két
kiiléonboz6 csticsbol (allapotbdl) ugyanabba a csticsba (végallapotba) jutnank.

Jelolés: p=q

Két allapotot megkiilonboztethetének neveziink, ha nem ekvivalensek.

Egy automata minimalis, ha nincs benne ekvivalens allapot.

Gyakorlat (példan keresztiil):

Felrajzolunk egy tablazatot, s jeloljiikk a minimalis (=), illetve a megkiilonboztethetd (X) allapotokat:

A

B

C X

D X | x

E X | x| X
F | x| x| X

G | x| x| x| x X
H

X | X | X

X X

X X | X
Bl . B8/ C/DIE[F[G|H

Ekvivalensek tehat: A = E; B = H; D = F. Ezeket az allapotokat 6sszevonjuk, és igy mar minimalis az automata.



Kornyezetfiiggetlen nyelvtanok és nyelvek

Elmélet: Egy olyan G = (V, T, P, S) négyes kornyezetfiiggetlen nyelvtannak szamit, amelyben V a valtozdkat,
T a terminalokat, S a kezdd (gyokér) szimbdlumot és P a produkcios szabalyokat jeloli. Angolul Context Free
Grammar (CFG) elnevezések.

Sajatos jeldlést hasznalunk az ABC kiilonb6zd betiiire:

e AB,C,...,S valtozdkat jeldlnek

e ab,c..,t terminalokat jeldlnek

e Uu,V,W,X,y,z terminalokbol kapott szvakat jelolnek, vagyis T elemeit

e ofBY...,0 mondatokat jellnek, azaz olyan jelsorozatok, amelyek mind termindlokat, mind

valtozokat is tartalmazhatnak, vagyis (V U T)*
e X Y,Z ismeretlenek jelolésére tartjuk éket fenn (lehetnek terminalok vagy valtozok)
A tomorités érdekében, ha egy valtozobol valamilyen produkcios szabaly alapjan tobb mondatot is képezhetiink,
akkor ezeket a valtozatokat | (vagy) jellel elvalasztva soroljuk fel a nyil utan.

Példa:

V={A, A, M, F}; T = {fiu, kicsi, alszik}

Itt S a mondat, A az alany, A az allitmany, M melléknév és F a fénév szimbolizalasara hasznalt valtozo.
S — AA
A — MF

P:< F—fia

M — kicsi
A — alszik

Ennek alapjan a mondatunk igy szol: ,,Kicsi fit alszik.”

Egy G nyelvtanhoz tartozé nyelven a nyelvtan szabalyai szerint el6allitott szavak 0sszességét értjiik.

Jelblésiik: L(G)

G és G, nyelvtan ekvivalens, ha L(G)) = L(G,).

Kornyezetfiiggetlen nyelvnek (CFL — Context Free Language) neveziink minden kornyezetfiiggetlen
nyelvtannal eldallithato nyelvet.

Minden regiuléris nyelv kérnyezetfiiggetlen nyelv.

Bar-Hilel lemma: Minden L kérnyezetfiiggetlen nyelvhez létezik egy olyan n € N szam, hogy haaz € X* sz
az L nyelvhez tartozik és |z| > n, akkor z felirhat6 z = uvwxy alakban az alabbi feltételekkel:

o |vx|>1

e |vwx|<n

e Vi>0Orauvwxy € L

R : reguléris nyelv
L, L,, L, : kdrnyezetfiiggetlen nyelvek

A CFG nyelvek zartak: A CFG nyelvek nem zartak:
e uni6:L, UL, o  metszetképzés: L N L,
e szorzas (konkatenacio): Ly L, o komplementerképzés

e hatvanyozas: L" e halmazkivonasra: L;\ L,
e homomorfizmus: h(L)

e behelyettesités: L(G)

a regularis nyelvekkel alkotott metszetre: L M R

Példak (L egy CFG nyelv):

Homomorfizmus: Behelyettesités:
L={0"1"|n>1};w=0"1" L={ab'|i>0}
h(0)=a L,={0"1" n>2}

—bh = }?
h(1) =bb —r:b o L, = {wwR | w € (0+2)*}
h(w) =h(0)"h(1)" = a"b S—aSb|e
h(L) _ {aann | n> 1} -ez is CFG nyelV S, — 0S,1 | 01 L(G)

S, — 0S,0 [ 2Sy2 | & L(G’)

S—S,SSy| ¢



Kornyezetfiiggetlen nyelvtanok egyszerisitése

Elmélet: Egy G = {V, T, P, S} kornyezetfiiggetlen nyelvtanban X szimb6lum nem felesleges szimbolum, ha
vagy egy eldallitott szoban szerepld terminal vagy részt vesz egy S =*> aXp =*> w (w € T¥*) derivacios
sorozatban. Ellenkez6 esetben X felesleges szimbélum.

Minden nem iires kdrnyezetfiiggetlen nyelv egy olyan kornyezetfiiggetlen nyelvtannal szarmaztathat6, ami nem

tartalmaz felesleges szimbolumokat.

1.) Elészor csak azokat a szimbolumokat tartjuk meg, amelyekre létezik egy olyan w € T* és egy olyan
derivacio, hogy A =*> w. (Ezen beliil csak azokat a terminalokat, amelyek részt vesznek valamely eldallitott
szoban.) A tobbi szimbolumot eltavolitjuk mindazokkal a produkcids szabalyokkal egyiitt, amelyekben
,»meddd” szimbolumok valamelyike szerepel, s egy ujabb G* = (V’, T’, P’, S”) nyelvtant kapunk. Ha S ¢ V’,
akkor S-t is belevessziik V’-be.

2.) V’-bdl megtartjuk azokat az A valtozokat, amelyekre létezik valamilyen S =*> oA derivacio, a tobbi
szimbolumot eltavolitjuk a hozzajuk tartozé produkcios szabalyokkal egyiitt. Eredmény: egy 1j
kornyezetfiiggetlen G” = (V”, T”, P”, S) nyelv.

Mivel L(G) = L(G’) és L(G’) = L(G”) => L(G) = L(G").

Az 1. 1épés azt jelenti, hogy
e ha A — w e T* produkcios szabaly P-ben, vagy
e ha A — xXX3...X, egy olyan produkcids szabaly P-bdl, hogy minden x; (i=1,...,n) termindl vagy V’-

beli,

akkor A-nak V’-be kell keriilnie.

A 2. Iépés jelentése az, hogy ha valamelyik A valtozo nem érhet6 el az S gyokérbdl, akkor azokat ki kell venni.

Egy nem iires (¢ ¢ L) kornyezetfiiggetlen nyelvhez (L = L(G)) létezik egy L-t eldallito G* = (V*, T, P*, S)

nylevtan, ami sem felesleges szimbolumokat, ssm A — g, sem A — B alaka produkcids szabalyokat nem

tartalmaz.

Gyakorlat:

- haszontalan nagybetiik azok, amik egyik nagybet(ib6l sem elérhetdek;

- haszontalan kisbetiik azok, amelyek egyik nagybetlibdl sem elérhetdek;

- haszontalan komponensek, amik ezek barmilyen kombinacidjat tartalmazzak ill haszontalan nagybetiib6l
érhetdek el.

Példa:

S—aAS|BC|a Az egyszerUsitett nyelvtan:
A — SbA |aD | ba

B—b S—aAS|BC|a
C—alb A — SbA | ba
E—bD|a B—b

C—oalb

Kornyezetérzékeny (kérnyezetfiiggé) nyelvtan (CSG - Context Sensitive Grammar): olyan nyelvtan, ami nem

kornyezetfliggetlen. Voltaképpen az aAp — ayp produkcids szabalyu nyelvtan (ahol A € V; 0, B,y € V U T),
amilyen a nem determinisztikus Turing gép is, példaul.



Normalformak

Chomsky-féle normalforma

Elmélet: Minden kornyezetfiiggetlen, e-t nem tartalmaz6 L nyelv eldallithatd egy olyyan G nyelvtannal, ami
csak A — BC és A — a alakt produkcios szabalyokat tartalmaz, ahol A,B,C € V,a e T.

Gyakorlat: Ugy kell atalakitani a nyelvtant, hogy az csak olyan szimbélumkombinacidkat tartalmazzon, ahol

e vagy 2db nagybeti all

e vagy 1db kisbetii all

e Ha az (j szimb6lumbol két azonos nagybetiit produkalunk, akkor az 0j szimbdlum als6 indexébe irjuk be ezt
a nagybetlit (pl. Dy — AA)!

e Ha az 0j szimbdolumbol egy kisbetiit produkalunk, akkor az alsé indexbe ez a kisbeti keriil (pl. C, — a).

Példa:

S — AAS | aB | bAS
A —ab
B—b

Ezt atalakitjuk Chomsky-féle normalforméba:

S —» DsS|C,B| XS
A—C,B

B—b

C,—a

D, — AA

X — BA

Greibach-féle normalforma

Elmélet: Minden kornyezetfiiggetlen, -t nem tartalmazé L nyelv eldallithaté egy olyyan G nyelvtannal, ami
csak A — aa alaku produkcids szabalyokat tartalmaz, ahol A € V,ae T,a e (VU T).

Gyakorlat: Ugy kell atalakitani a nyelvtant, hogy az mindig kisbetiivel kezdédjon.
Példa:

S — ABS | BSA
A — ASb|a
B—b

Ezt atalakitjuk Greibach-féle normalformaba:
S — aBS | bSA

A —aSb|a
B—b



Tiikorszavak (polindromak)

Elmélet: Olysn szavak, amiknek betiiit forditott sorrendben leirva megkapjuk az eredeti szot (pl. kék, sas, abba,
gorog, korarasok)

Binaris poindromak:

e 0,1,¢

e haw polindroma, akkor Ow0 és 1wl is polindroma

e semmi egyéb nem polindréma

e az Osszes polindroma tehat felirhaté az S — 1S1|0SO0 | 1 | O | € kdrnyezetfliggetlen nyelvtannal.

A w tiikorképét altalaban wR-rel jeloljiik, igy w = wR.

Példak:

1.) L= {wcwR | w € (0+1)*} nyelvet irjuk fel CFG nyelvtan segitségével:
w=WwR

S—0S0|1S1|c

2.)L={wwR |w € (0+1)*} nyelvet irjuk fel CFG nyelvtan segitségével:
w=wR

S — 00S00 | 11S11|01S10 | 10S01 | & (paros hosszusagu tiikkorszavakat elfogado nyelv)
Derivacios fa

Egy w € T* sz eldallitasat derivacids fa segitségével szemléltetiink. A fa szintjei egy-egy atalakitasi 1épésnek
felelnek meg. Az atalakitas torténhet balrdl-jobbra, jobbrél-balra vagy e ketté kombinacidja alapjan; a faba a
csticsokat ennek megfeleld sorrend szerint irjuk ki.

PL.: Allitsuk el a w = ababbaa szot az aldbbi nyelvtan segitségével:

S—aAS|BC|a

A — SbA |ba

B—b

C—alb

S — aAS — aSbAS — aBCbAS — ababbaa

A derivéacios fa (balr6l-jobbra rendezve):

=
G a o
= B4
T
= l|3 /
a [s) a

Az atalakitas végén, az agak végpontjait 6sszekotve, megkapjuk a szot. Ez a fa alja.

b



Veremautomatak

Elmélet:
A veremautomata matemtikai modellje: input szalag
V= (Qa E’ F’ 67 Qo> Zo, F) ahOI

a|b|lc|b|a
Q : az allapotok (pl.: q;, q») véges halmaza
Y : inputabécé (pl.: 0, 1, €)
r: Vererinail‘t?ece' (pl.:’ R, B) Fej _—
d : tranzicids fiiggvény; 8: (Q X XU {g} xI') —» P(Q xIT'*) () Z
qo : kezddallapot (qo € Q)
7, . startszimbolum, a verem aljanak szimbo6luma (zy € ') Y '<
F : a végallapotok véges (vagy tires!) halmaza (F C Q); pl. qy, € F Y
w = bcab s
w’ = aw = abcab N 0
B =27y, 2y, .., Zx

verem

Miik6dési leirds:

Adott egy inputszalag a X abécé betiiivel, amin a mozgd fej véges szamu allapotba juthat el a tranzicids
fliggvény utasitasai altal.

A fej mozgésat a 3(q;, a, z;) harmas hatarozza meg.

A tranzicios 1épés altalaban a (q;, a, z;) — (q;, Yx) , ahol y € I'™*.

A vélasz utan a fej jobbra 1ép.

Egy input hatasara egyszerre tobb allapotba is eljuthat.

Hallgatdlagosan ugy tekintjiik, mintha € is az inputdbécé eleme lenne (¢ € X), azaz lires 1épés is engedélyezett.
A verem csucsanak torlését technikailag ugy valositjuk meg, hogy a verem csucsat e-nal helyettesitjiik.

A teljes inputot €s a teljes veremallapotot feltiintetjiik:

(qia aw, ZY) - (q_]7 W, BY) ... (an W*: W’Y)

A veremautomata altal elfogadott nyelv az L(V)

1.) haegy w € X* sz6 beolvasasa utan valamilyen q, € F végallapotba jutunk, azaz l1étezik olyan J tranzicids
fliggveny, amelyre & : (qo, W, Zo) *— (qu, &, W)

VAGY

2.) ha a w sz6 hatasara a verem (és az inputszalag is) kiliriil, azaz a w € X* sz06t egy iires verem elfogadja, ha
1étezik hozza egy d tranzicios fliggvény, amire  : (qo, W, Zo) *— (qm, €, €).

A veremautomata akceptanciatétele® :

(i) Ha L-t elfogadja az M veremautomata a végallapotai révén, akkor létezik egy olyan M’ veremautomata,
amelyre L az M’ iires verme altal elfogadott nyelv.

(il)) Ha L-t egy M veremautomata iires verme elfogadja, akkor 1étezik egy olyan M* veremautomata, mely
végallapotai révén elfogadja L-t.

M veremautomata determinisztikus

e ha d(qo, W, zo) legfeljebb egy elemi halmazt eredményez

e ha valamilyen (q,z) par esetén a 5(q, €, z) halmaz nemiires, akkor a € X-ra 6(q, a, z) iires.
e Pl zsetonautomata, programozasi nyelveket elallitdo automatak

Nem minden nondeterminisztikus veremautomata ekvivalens egy determinisztikus veremautomataval, igy a
determinisztikus veremautématak altal elfogadott nyelvek osztalya szitkebb, mint a CFL nyelvek osztalya.
Minden véges automata szimulalhat6 egy determinisztikus veremautomataval.



Gyakorlat (+ PELDA):

Tranzicios fan keresztiil szemléltetjiik, hogy egy veremautomata elfogad-e egy szot.
A veremautomata matematikai modelljébdl megtudhatjuk, mikre kell figyelniink. A & az az egyik allapotbol a
masikban juttatd fiiggvény. Az R meg a B veremszimbolumok, amikre megy valahonnan valahova. Olyan mint
az 1 meg a 0 csak a veremhez tartozik. A vizsgalati 1épésekat egytdl-egyig beirjuk a faba.
PL:
Adott az M=({q1,9.}, {0, 1}, {B,R}, 8, q;, R, 0) veremautomata, ahol
3 (th)R) =90 (qlslsR) = {(qln BR)}
3 (th)B) =90 (qlslsB) = {(qlaBB)9 (q2n 8)}
3 (q2aoyB) =3 (q251aB) = {(qZ: 8)}
3 (qla S,R) =3 (qu S,R) = {(qZ: 8)}
Elfogadja-e a w = 001100 sz6t?

Az utasitasok koziil az, ami nincs {} zarojelek kozt, az kiindulo allapot, ami meg abban van, az célallapot.

Akkor fogadja el a w szot, ha olyan végallapotba jutunk, hogy (qm, €, €). Ha nem tudunk ilyen allapotba jutni,

akkor nem fogadja el.

1.) Kezdetkor felirjuk a szot: 001100

2.) Megnézziik, mi az els6 karaktere: 0

3.) Megnézziik, mi a kiindulasi allapot: M=({q;,q>}, {0, 1}, {B,R}, 8, q1, R, 0), tehat q;.

4.) Megnézziik, mi a kiindulasi szimbolum: M=({q;,q.}, {0, 1}, {B,R}, J, q;, R, 0), tehat R.

5.) A leirasba betessziik akkor az els6 elemet: (q;,001100,R)

6.) Akkor keresiink a deltak kozt egy olyat, ami q;-b6l megy R és 0 hatdsara valahova.
Talalunk ilyet: {(q;, BR)} -be megy.

7.) Hazunk egy nyilacskat a (q;,001100,R) -bél és megcélozzuk vele a (q;,01100,BR)-t. Erre valtozott a
kiindulasi allapot (q; => q;, R => BR, a sz0 els0 karakterét vizsgaltuk, toroljiik a vizsgalasi listarol).

8.) Most vizsgaljuk e-re is. Keresiink olyan deltat, ami q;-bdl € és R hatasara megy valahova.
Megy: (qp, 01100, €)-be. Ehhez kiindulé allapot mar nincs, igy ez az alag itt végetért.

9.) Megyiink tovabb a masik agon. Vessziik az aktualis allapotot (q;), a vizsgalt szo6 elsé karakterét (0) és az
els6 szimbdolumot (B). Megnézziik, van-e ilyen delta. Van, {( q;,BB), (qp, €)}-be megy, tehat két nyilacskat
is kell hazni.

- Vizsgalni kell minden 1épésnél az g-os agat is!

- Miutan vizsgaltad, lehtizod az els6 karaktert és csak a maradékot irod bele a célallapothoz tartozo részbe

- A szimbo6lumnal is az els6 karaktert valtoztatod arra, amire a célallapotban jutott.

- eHaelért a (qu, &, €) részhez, akkor nem kell tobb vizsgalat, elfogadja a szot.

- ha e-t helyettesitesz be valamelyik szimbdolum helyére, akkor az azt jelenti, hogy t6rlod azt a szimbdlumot
(tres karakterrel helyettesited)

A tranzicids fa (E az e-nek felel meg):

W= Q0 ia0
(il 001180, R) —— {ql, 01108,BR) — ¢l 1100, BBR) — el 100, BBER) — (g, 00,BBBER) — o o .
B -, . ™.
(o, 03ea E) oz, 100 R gz, 008/ g2, 30, BAR)

fge,00R)  (gZ, O, BR)

P 2
ey 9z, E:\ﬁ'}
‘F“kcjﬂ" (92,E,E)



Turing gép
(TM - Turing Machine)

Alan Turing (1912-1954), aki mellesleg megteremtette a virtualis valosagot, akinek nevével egyiitt emlegetik az
Enigmat, 6sszehozott egy jo kis gépet is. Természetesen az 6 nevét 6rokolte, ez volt a Turing gép.

A Turing gép szintén egy végtelenitett szalagon képzelhet6 el, csakligy, mint a veremautomata.

a a .. aj . an B B X

N

A szalagon kezdetben a véges X 4bécé a; (i = 1,...,n) jelei vannak. 2 < I

A fej itt mar nem csak olvas, hanem az aktualis cella jelét feliilirja egy I'-beli jellel (pl. B, X).
Ezutan a fej elmozdul balra (L - left) vagy jobbra (R - right) vagy semerre (B - blank).

A fej a tobbi automatdhoz hasonloan csak véges szamu kiilonb6z6 1épést tehet meg.

Matematikai modell:
T = (Q: 29 Fa 6: (10, Ba F) ah01

Q : az allapotok véges halmaza

2 : az inputdbécé véges halmaza

I" : a Turing gép szimbdlumai; X < I’

d : tranzicids fliggvény, nem mindeniitt értelmezhetd; 6: Q X I' - Q x I' x {L, R}
qo : kezddallapot; qp € Q

B : blank szimbolum; B € I

F : a végallapotok véges halmaza; F C Q

Ha egy nem akceptalt sz6t olvasunk be a Turing géppel, akkor soha nem fog leallni.

A Turing gép altal elfogadott nyelveket rekurzivan felsorolhaté nyelveknek nevezziik, mert w € L szot nem
lehet egy véges algoritmussal eldonteni, hogy hozzatartozik-e a nyelvhez vagy sem. Ezeknél a szavaknal nem
fog leallni soha.

Rekurziv halmazok: olyan halmazok, amelyeknél egy elem hovatartozasa algoritmikusan (azaz véges l1épésben)
eldontheto.

Rekurziv nyelvek: olyan TM nyelvek, amelyeknél a w € L hozzatartozas algoritmikusan eldonthetd. Ezek

olyan TM-ek ill. olyan TM-ekkel ekvivalens automatdk, amelyekre teljesiil, hogy minden Vw € X* sz6
beolvasasa utan megallnak.

Rekurziv fiiggvény: egy olyan f : N* — N® fiiggvény, amelynek hatiséra a rekurziv TM nyelvhez tartozo
szavakbol tizenet lesz (pl. kodbol dekddolt iizenet vagy forditva).

Ha a TM nyelve csak rekurzivan felsorolt, akkor csak parcidlisan rekurziv fiiggvényrdl van sz6. Ez esetben
beszélhetiink kiszamithaté fiiggvényrol, ha az i;, i, ..., i, behelyettesitési értékeken f értéke véges 1épésben
kiszamithato.

A kiszamithatdé fiiggvények osztalya ekvivalens a parcidlisan rekurziv egész fiiggvények osztalyaval, azaz
minden kiszamithato parcialis egész fliggvény szarmaztathat6 egy TM-pel.

Ha a TM nyelve rekurziv, akkor az altala szarmaztatott kiszamithatd fiiggvény mindeniitt értelmezett (nem
parcialis).



Chomsky hierarchia:

0-tipusu nyelvek: rekurzivan felsorolhato nyelvek; minden olyan nyelvet eléallitja, amit a Turing gép
elfogad, azaz a nyelv szavaira megallhat.

1-tipusu nyelvek: kérnyezetérzékeny nyelvek; a kotott szalaghi nondeterminisztikus Turing automata altal
elfogadott nyelvek; produkcids szabalyaira az aAp — oy jellemzd, ahol o, B, y mondatok (a, 3 lehet iires is,
de y nem), A pedig valtozéd. Eléfordulhat olyan produkcids szabaly is, hogy S — ¢, de ekkor S nem
szerepelhet semelyik masik szabaly jobb oldalan.

2-tipust nyelvek: kornyezetfiiggetlen nyelvek; a produkcios szabaly A — vy, ahol A valtozd, y mondat;
nondeterminisztikus veremautomata altal elfogadott nyelvek ezek; a programozasi nyelvek elméleti alapjat
képezik ezek a nyelvek.

3-tipusu nyelvek: regularis nyelvek; produkccios szabalyukra az 4 — a jellemz0, ahol A egy valtozd, a
pedig egy terminal. Lehet S — ¢ is, de ekkor S nem szerepelhet semelyik masik szabaly jobb oldalan. Véges
automatak altal elfogadott nyelvek ezek; programozasi nyelvek keresési mintaihoz hasznaljak.

Gyakorlat:

Q={q,91,9,9,9}

>={0,1}

r={0,1,X,Y,B}

F={q}

W=0011

) 0 1 X Y B

Y0 (Qb Xa R) - - (q39 Ya R) -

qi (Qb Oa R) (q2n Y) L) - (Qb Ya R) -

92 (q2n Oa L) - (CI0= Xn R) (q29 Ya L) -

93 - - - (q49 Ya R) (q4n Ba R)
q4 - - - - (q4n Ba B)

El kell jutni a szot beolvasva a (q4, B, B) végallapotba (innen mar nem megy sehova). Ha el tudunk jutni, akkor

leall a gép és ekkor elfogadja a szot.

A folyamatos leiras a kovetkez6képpen néz ki:

1)
2)
3)
4)
5)

6.)

felirjuk a szot és az els6 karakter elé beirjuk a aktualis allapotot (kezdetben ugye a qp).

megnézziik merre mozdul a fej (L — balra, R — jobbra, B — semerre) (kezdetben altalaban R)

elmozditjuk a fejet arra amerre kell és beirjuk a korabbi helyére a I' szimbolumat

ha a fej végigment a sz6 valamennyi karakterén €s nem megy ismét a szora ra, akkor elfogadta a szot

a sz06 hatarain akkor 1ép ki, ha az els6 karakteren allva L mozgast vagy az utolso karakteren allva R mozgast
végez. Ekkor a tovabbi L ill R mozgasok értelmetlenek, tehat nem kell dket figyelembe venni.

A fej 0j allapotat mindig talpas nyillal tiintetjiik fel a korabbi utan

Nézziik a levezetést:

400011 — q,011 — Xq;11 — X0qs1 — XqoY1 — q20Y1 — 0goY1 — 0Xqs1 — 0XYqs — 0XYYqq

Taljutott a szén, és nem megy tovabb a szdéra ismét, tehat elfogadja.

Tovabbi informaciok és érdekességek az angol matematikusrol / filozofusrdl / fizikusrdl / biologusrdl /
programozorol / hackerrél / 1atnokrol, valamint fenomenalis gépérdl: http:/ www.turing.org.uk/turing



http://www.turing.org.uk/turing

