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I. fejezet
FormaAlis nyelvek

1. Markov-féle normal algoritmus

Legyen W(V, H, Hy) rendszer, ahol Vegy abécé,

H={P, — Q1,....,Pn — Qn} helyettesitések rendezett halmaza,

H, C H zarohelyettesitések (esetleg iires) halmazal

Alkalmazhatdé a P € V* szora a Markov-féle normél algoritmus, ha van
olyan P e V* P" e V*ésie{l,...,m}, hogy P = P'PP".

Az algorimust alkalmazzuk a P szora a legkisebb ¢ indexre, de amennyiben
P-ben részszoként tobbszor is szerepel P, akkor a legbaloldalibb helyen.
(Vagyis P’ P-ben csak egyszer szerepeljen részszoként P,.)

Ekkor kapjuk a Q = P'Q;P" szot.

Ha P, — @ zarohelyettesités, akkor a P-n végzett szdmitas eredménye @),
ha nem, akkor ()-ra alkalmazzuk tovabb a szadmitast.

Az algoritmus akkor all meg, ha a helyettesitésiink zarohelyettesités, vagy
ha mar nem alkalmazhat6 ra egyetlen szabély sem.

1.1. példa.

14 4+ 13 szora alkalmazzuk az alabbi algoritmust!

W(V,H, Hy)

V ={1,+},

H = {—l—l — 14, 1+ — 1},

H1 = {1—|— — 1}

A lépésenkénti levezetés a kovetkez6:11114+111 = 11111411 =
11111141 = 11111114+ = 1111111.

1.2. feladat.

Adjon meg olyan Markov algoritmust, amely egy bemend binaris sz6 esetén
annyi 1-est, majd annyi 0-ast {r, amennyi a bemend széban van!

Példaul: 001011011 bemenetre 111110000 sz6t adja eredményiil.
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Megoldas:

Egyik lehetséges megoldas a kovetkezd:
W({0,1}, {01 — 10},0)

Az algoritmus a buborékrendezést valositja meg.

Ugyanez a példa harom szamjegy esetén:
W ({0,1,2},{01 — 10, 02 — 20, 12 — 21},0).

1.3. feladat.
Adjon meg olyan Markov algoritmust, amely egy bemend binaris szo
tiikorképét adja eredménytil!
Példaul: 0110011 bemenetre 1100110 végeredményt ad.
Megoldas:
Egy lehetséges algoritmus a kévetkezd:
W({0,1,X,Y,U,V,Z}, H, Hy), ahol H elemei:
1.YO—0Y, 2.Y1—>1Y, 3. Y = Z 4. X0 — XU,
5. X1— XV, 6.U0—-0U, 7. U1 — 1U, 8. V0O — 0V,
9.V1—-1V, 10.UZ — 20, 11. VZ — Z1, 12. XZ — A,
13. A0 — XY0, 14. A\1 - XY1.
Hy ={XZ — A}
Az algoritmus a kévetkezGképpen mikodik:
1. A bemend sz6 elejére irja XY -t.
Y-t elvissziik a sz6 végére és atirjuk Z-re.
Ha az X utani els6 szamjegy 1, akkor V-t frunk helyette.
Ha az X utéani els6 szamjegy 0, akkor U-t {runk helyette.
U-t vagy V-t elvissziik a sz6 végére.
. Ha a Z elé U keriil, akkor 0-t frunk Z utén, és ha van még szam X és Z
kozt, akkor vissza a 3-as pontra.
7. Ha a Z elé V keriil, akkor 1-t irunk Z utan, és ha van még szam X és Z
kozt, akkor vissza a 3-as pontra.
8. XY torlése.

> o W

1.4. feladat.

Adjon meg olyan Markov algoritmust, amely egy bemend binéaris sz6 els§ és
utolséd karakterét addig torli, ameddig azok megegyeznek!

Példaul: 10110001 esetén a kimenet 1100.

Megoldas:

Egy algoritmus lehet ez: W ({0,1, X,Y,U,V,W}, H, Hy), ahol H elemei:
1.0Y - Y0, 2. 1Y — Y1, 3. 0W — W0, 4. IW — W1,

5 XY0— X, 6. XY1 > X, 7. XW0—0, 8 XW1 —1,

9.U0—-0U, 10. U1 — 1U, 11. VO — 0V, 12. V1 — 1V,
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13.0U =Y, 14. 1U —- W1, 15. 1V =Y, 16. 0V — WO,

17. X1 — X1W, 18. X0 — X0U, 19. \0 — X0, 20. \1 — X1.

Hy ={XW0—0, XW1— 1}.

Az algoritmus a kdvetkezSképpen miikodik:

1. A bemend§ sz6 elejére ir egy X-et.

2. Ha az elsg szamjegy 0, akkor U-t irunk utana.

3. Ha az elsG szamjegy 1, akkor V-t frunk utana.

4. U-t vagy V-t elvissziik a szd végére.

5. Ha az utolso jegy 0 és U keriilt mellé, vagy ha 1 és V', akkor ezek helyére
Y-t frunk.

6. Ha az utolso jegy 1 és U keriilt mellé, vagy ha 0 és V', akkor ezek helyére
W-t frunk és visszairjuk az utolsé jegyet.

7. Y-t vagy W-t az elejére vissziik.

8. Ha az X utan Y keriil, akkor az Y-t és az els§ szamjegyet toroljik, és
vissza a 2. 1épésre.

9. Ha az X utan W keriil akkor toroljiik X W-t és megallunk.

1.5. feladat.

Adjon meg olyan Markov algoritmust, amely 1™ % 1™ bemenetre 1™"
kimenettel all meg!

Megoldas:

W({1,%,a,b}, H, Hy), ahol H a kovetkezs:

1. *x11 —ax1, 2. *x1 —a, 3. la — alb, 4. ba — ab,

5. 01 — 1b, 6. al — la, 7.ab— b, 8. b — 1.

Hy=0.

1.6. feladat.

Adjon meg olyan Markov algoritmust, amely egy bemend binaris szam
esetén eggyel nagyobb binaris szdmot szolgaltat eredményiil!
Megoldas:

W({0,1,X,Y}, H,Hy), ahol H elemei:

1. X1-1X,2. X0—-0X,3. X =Y,

4.0Y - 1,5.1Y - Y0,6. Y — 1, 7. \1 — X1.

Hi={0Y - 1,Y — 1}.

Az algoritmus miikodése:

1. A sz6 elejére X-et irunk.

2. X-et a sz6 végére vissziik és Y-ra cseréljik.

3. Y el6tt 0 van, 1-esre irjuk és kész vagyunk.

4. Y el6tt 1 van, O-ra irjuk és Y-t frunk elé.

5. Ha Y el6tt nincs semmi, akkor 1-esre irjuk &t.
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1.7. feladat.

Adjon meg olyan Markov algoritmust, amely 1™ bemenetre az n szam
binaris alakjat adja eredménytl!

Megoldas:

W({0,1,X,Y}, H,Hy), ahol H elemei: 1. 0Y —1,2. 1Y - Y0,3. Y — 1,
4. X1—-YX,5 X — A\ 6. A1 - 0X1.

Az algoritmus lépései:

Az 1-esek elé 0.X-et ir.

X1-et Y X-re cseréli.

Y el6tti binaris szamot noveli eggyel és Y-t torli.
Ha van X utan 1l-es vissza 2-es pontra.

Torli X-et.

ANl e

1.8. feladat.

Adjon meg olyan Markov algoritmust, amely egy bemend binaris szam
esetén eggyel kisebb binaris szamot ad eredményiil!

Megoldas:

W({0,1,X,Y}, H, Hy), ahol H elemei:

1. X1—-1X,2. X0—-0X,3. X —>Y,4. 1Y —-0,5. 0Y - Y1,

6. Y — A\, 7. A1 — X1, még a zarohelyettesités: Hi={Y — A}.

Az algoritmus miikddése:

. A sz6 elejére X-et irunk.

. X-et a sz6 végére vissziik és Y-ra cseréljik.

. Y el6tt 1 van, O-ra irjuk és kész vagyunk.

. Y el6tt 0 van, 1-re irjuk, és Y-t irunk elé.

. Ha Y el6tt nincs semmi, akkor tordljiikk Y-t, és kész vagyunk.

U W N —

1.9. feladat.

Adjon meg olyan Markov algoritmust, amely egy bemend binaris szam
unéaris alakjat adja visszal

Megoldas:

W({0,1,X,Y,Z, V}, H,Hy), ahol H elemei:

1. X1—-1X,2. X0—-0X,3. X =Y,

4. 1Y - 0Y1, 5. 0Y — Z1V1,6. 0Z — Z1,

7.1Z - X8 Z—- X9V =Y,

10. Y — A\, 11. A1 — X1, még H1={Y — A} zarohelyettesités.
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Az algoritmus lépései:

A 826 elé X-et ir.

X-et a végére viszi és Y-ra cseréli.

Y el6tti binaris szdmot csokkenti, utani unarist noveli eggyel.
Ha van Y el6tt szamjegy, akkor vissza 2-ra.

Torli Y-t.

ANl e

(A feladatot ugy is meg lehetett volna oldani, hogy az unaris szam
kettGvel valo szorzasat, illetve az egyet hozzdadunk eljarasokat alkalmazva
szamjegyenként haladunk végig a binéris szon.)
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2. Grammatikak f6bb tipusai

Vegyilink egy V véges nemiires hamazt, melynek az elemeit nevezziik
bettiknek!

Legyen Vv C V és Vr C V a nemterminélisok és a termindalisok halmaza
agy, hogy V.=V U Vp és Vy N Vip = 0!

-A C V elemeibsl all6 véges jelsorozatot jeloljiik A*-gal, amelybe
belevessziik a A-val jelolt iires szot is.

-A C V elemeibdl allo véges jelsorozatot jeldljiik AT-szal, amelybe nem
vessziik bele a A-val jelolt tires szot.

S € Vx egy kitiintetett elem, a kezdGszimbolum.

Legyen H C {V*WNV* x V*} jelolve H = {P; — Q1,..., P, — Qu|n € N}!
G = (W, Vi, S, H) rendszert generativ grammatikédnak hivjuk.

0-as tipustinak mondunk egy grammatikat, ha a szabalyokra nincs
semmilyen megkotésiink.

1-es tipusu egy grammatika, ha szabéalyai:

P\ PPy — PiQP, alakiak, ahol P;, P, € V* P € VN, Q € VT vagy

S — A € H, de ekkor S nem szerepel egyik szabaly jobb oldalan sem.

2-es tipust egy grammatika, ha szabalyai:

X — P alaktiak, ahol X € Vy és P € V*.

3-as tipusi egy grammatika, ha szabalyai:

X — x vagy X — xY alaktak, ahol X,Y € WV, z € V.

A G generativ grammatikdban az X sz6bdl egy lépésben levezethetd
az Y sz0, ha van olyan i € {1,2...n} és P', P’ € V* hogy X=P'PP" és
Y=P’Q;P". Jelolésben: X =Y

A G generativ grammatikiban az X szobol levezethetd az Y szd, ha van
olyan k € N és Xo,Xq,..., X € V¥, hogy X = Xy,Y = Xk és Xi = Xit1,
aholt=0,1,...,k—1.

Jelolésben: X =* Y.

Egy G grammatika altal generalt nyelv alatt azoknak a szavaknak
a halmazat értjiik, melyek a kezd@szimboélumboél levezethetSek, és nem
tartalmaznak nemterminélist.

L(G)={P|S=*P,PecV}}

Két grammatikat ekvivalensnek mondunk, ha az altaluk generalt
nyelv megegyezik.

Egy nyelv i=0,1,2,3 tipust, ha van olyan i-tipusti grammatika, amely
azt generélja.

Az i-tipustu nyelvek osztalyat Li-vel jeloljik.

L3 C Lo nyilvanvalé.

L1 C Ly szintén egyértelmii.
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Lo C Ly a kovetkez§ fejezetben keriil bizonyitésra.
Ezek alapjan:Ls C Lo C Ly C Lg.

2. 1. példa.

Az alabbi szabalyok melyik grammatika kovetelményeinek tesznek eleget,
ha a kisbettik terminélist, a nagybetiik nemterminélist jel6lnek?

A— B

3-as tipusi:A, B € Wy és A € Vi, igy ez a szabaly X — zY alakd, ahol
X, YeW,zeVy

A — BC

2-es tipusu A € Wy, és BC € V* igy ez a szabaly X — P alaku, ahol
XeWweé PeV*

XY — XaB

1-es tipust, mert X € V*Y € Vy,A € V* és aB € VT, vagyis ez a szabaly
P PPy, — PiQP, alaki, ahol P|,P, € V¥ Pc VN, Qe VT,

XYZ - XZY

2-es vagy 3-as tipust nem lehet, mert a baloldalon nem csak egy nemter-
minélis van.

1-es tipusi sem lehet, mert a kézos jobboldali rész A\, azaz P a Py PP, sz6bol
csak Z lehet, még a Pyigy XY, de a mésik oldal nem ezzel kezdédik, vagyis
ez a szabaly nem lehet PiPPy — PiQP, alaku, ahol P, P, € V* P € Wy,
Q € VT, kovetkezésképpen a szabaly 0-as tipusii.

2. 2. feladat.

Milyen tipusa a kovetkezs grammatika?

G = ({S,A,B},{z,y},S, H), ahol H a kovetkezs szabalyokbol all:
S —AB, A— BSB,

A — BB, B — xAy,

B—)\,B—uz,
B —y.
Megoldas:

Minden szabalynal azt kell nézni, hogy a 0, 1, 2, 3 indexek koziil melyik az
a legnagyobb index, amelyhez tartoz6 kdvetelményeinek eleget tesz.

S —- AB; A — BSB ; A —- BB ; B — xAy megfelel a kettes tipusi
grammatika kovetelményeinek, de a harmasénak nem.

B —- \; B — zx; B — y harmas tipusi, ezért a grammatikink mivel
tartalmaz kettes és harmas tipust grammatikdhoz tartozé szabélyokat is,
kettes tipusu lesz.
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2. 3. feladat.

Milyen tipusa a kovetkezs grammatika?

G =< {S,A,B},{a}, S, H >, ahol H szabélyai a kovetkezsk:
S — ABa , AB — AaBB,

B —aaa, S — AS,

AAS — ABS.

Megoldas:

S — ABa kettes tipusu szabaly,

AB — AaBB egyes tipusi szabély,

B — aaa harmas tipusa szabély,

S — AS kettes tipust szabély,

AAS — ABS egyes tipusu szabaly, ezért a grammatikank 1-es tipusu lesz.

2. 4. feladat.

Hényas tipust a kovetkezd grammatika?

G =< {S,A,B},{a,b,c}, S, H >, ahol H szabélyai a kovetkezsk:
S — ABc, A — aB,

A — Be, B — dAc,

B — be.
Adjuk meg az Osszes hatbetiis szot a grammatika altal generéalt nyelvben!
Megoldas:

Az Gsszes szabaly kettes tipust, ezért a grammatika is az.

Most hatarozzuk meg a hatbetiis szavakat!

El6szor is azt kell megallapitsuk, hogy a grammatika szabalyai koziil a
baloldal mindenhol révidebb, mint a jobblodal, vagyis egy szdbdl sehol
sem kapunk révidebbet, tehat a levezetéseket elég hatbetiis szavakig nézni,
és azok koziil azok lesznek a grammatika altal generdlt nyelvben, melyek
csak terminalist tartalmaznak. A levezetés els§ lépése mindenképpen az
S — ABc lesz. Az A helyére vagy Bc vagy aB keriilhet csak. Mindkét
esetben lesz egy négybetiis szavunk, melyben lesz két terminalis és két B
nemterminélis. B helyére csak bc keriilhet, mert kiilénben ugy kapunk
hatbetts szot, hogy még marad benne nemterminélis. Ezért a levezetéseink
a kovetkezsk lesznek:

S = ABc = aBBc = abcBc = abcbee

S = ABc = BcBce = beeBe = becbee

Természetesen van még ezen kiviil tobb levezetés is, de az csak a
nemterminéalisok helyettesitésének sorrendjében tér el.
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2. 5. feladat.

Héanyas tipust a kovetkezs grammatika?

G =< {S},{a,b,+,%,),(},S, H >, ahol H szabalyai a kovetkezsk:
S—=S5+8588—-8%x5 5—=(5),S5 —a,S—b

Adjunk meg az y x (x + y) sz6 egy levezetését!

Megoldas:

S—8548;5—5%85;85 — (5) kettes tipusu szabalyok.

S — z; § — y pedig harmas tipust szabalyok, vagyis a grammatika kettes
tipusi lesz.Az y * (x 4 y) sz6 egyik levezetése a kovetkezs:
S=S5xS=yxS=yx(S)=yx(S+S)=yx(@+S)=yx(x+y)

2. 6. feladat.

Adott a G1 = ({S,A,B,C},{a,b},S,{S — aS,5 — baA,A — aAA —
baaB,B — aB,B — b,B — baaaC,C — aC,C — a}) nyelvtan. Milyen
tipusu? Mely nyelvet generdlja? Adjuk meg a aabaabaaabaaaa sz6 levezetési
fajat!

Megoldas. A nyelvtan szabalyait megnézve, lathatjuk, hogy a B — b és
C — a szabalyok nem-terminélis — terminéalis alakiak. Az Gsszes tobbi
szabaly pedig nem-terminalis — terminélis(ok) — nem terminalis alaka.
Tehét a nyelvtan 3. tipusa.

A generalas az els6 két szabaly valamelyikével kezd&dhet. Ahhoz, hogy az
S szimbo6lum eltiinjon a mondatformabol a masodik szabaly hasznalatéra
van sziikség. Tehat az elsd szabaly n-szeri (n tetsz6leges nem-nagativ egész)
alaklmazasaval a”S-et kapunk, majd a masodik szaéllyal: a"baA-t. Ezutan
a harmadik szabaly m-szeri alaklmazasaval a"baa™-et kapunk, majd a
negyedik szaallyal: a"baa™baaB-t. Ezutan a harom alkalmazhaté szabaly
van. Az 6todik k-szori alkalmazasa az a™baa™baaa” B alakhoz vezet. Ekkor
a levezetés befejezhets a B — b szabéllyal: a™baa™baaa’b. Alternativaként
a B — baaaC szaballyal folytathato a levezetés: a™baa™baaa’baaaC. Ekkor
a C — aC j-szeri alkalmazasa a a"baa™baaa*baaaa’C formahoz vezet,
a levezetés ekkor az utolso szaballyal fejezhets be: abaa™baaa*baaaa’a
eredménnyel. Osszefoglalva és felhasznélva a Kleene-csillag jelolést a nyelv
a kovetkezd reguaris kifejezéssel adhaté meg: a*baa*ba’a*b(\ 4 a*a*).

Az aabaabaaabaaaa sz6 levezetési fajat az dbra mutatja.
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a S
AN
b a A
a/\%
N
b aa B
/\
a B
N
b aa a

2. 7. feladat.

Adott a G2 = ({S, A, B}, {a,b}, S, Hy) nyelvtan, ahol Hy = {S — aA, A —
Sa,A — a,S — bB,B — Sb,B —b,S — a,S — b}. Milyen tipusu? Mely
nyelvet generalja? Adjuk meg a abbabba sz6 levezetési fajat!

Megoldas. Amint latjuk a szabalyok kozt van jobb-, illetve bal-linearis
alaki is, ezért a megadott grammatika nem regularis. Az viszont minden
szabélyra teljesiil, hogy a nyil utan legfeljebb egy nem-terminéalis beti sz-
erepel. Tehat a nyelvtan linearis.

A nyelvtan szabalyait csoportokban vizsgalhatjuk. Az els6 szabaly al-
kalmazasa utdn a masodik vagy harmadik szabalyt is fel kell hasznalnunk
a levezetésben. Az elsé utdn a harmadik szaballyal a levezetés befejezddik,
az S szimbolum helyére aa keriil igy a levezetésben. Az elsé és a masodik
szabalyok az eredeti S-t aSa-val helyettesitik. Hasonl6éan a kovetkezs hdrom
szabaly az S szimbolumot a bSb, illetve a bb szavakkal helyettesitheti. Ezek
alapjan konnyen belathaté, hogy a generélt sz az elejérdl olvasva éppen
ugyanaz, mint a végérsl visszafelé olvasva. Az is latszik, hogy az {a,b}
abécé felett minden ilyen szot eldallit a nyelvtanunk. Az utolso két szabaly
a péaratlan hosszusagu ilyen tulajdonsigu szavak levezetésének befejezesében
jatszik szerepet. Ezt a nyelvet egyébként a kétbetiis abécé feletti palindrom
nyelvnek nevezziik.

Az abra a abbabba szo6 levezetési fajat mutatja.
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2. 8. feladat.
Legyen G3 = ({S, A}, {a,D,—~,\}, S, Hz) ahol H3 = {S — A D A S —
A/ A — a,A — \S\} adott. Milyen tipusi ez a nyelvtan? Mely nyelvet
generalja? Adjuk meg a \a D \\a D a\ D \—a\\\ D \—=\\e D a\ D \—-a\\\
sz0 levezetési fajat!
Megoldas
A nyelvtan szabalyait végignézve lathatjuk, hogy 2-tipust, azaz
kornyezetfliggetlen.

A\ karakterek a zarojeleket, mig a a-k az atomi formulakat jelentik. Igy
a kiils6 zarojelpartol megfosztott, egyébként teljesen zéardjelezett Osszetett
formulakat vezethetjiik le, amelyekben az — és D egy-, illetve kétarguman-
tumi logikai mitveletek szerepelhetnek. Az elsé szabaly segitségével imp-
likacids, a masodik segitségével negéacids formulékat vezethetiink le. Az A
nem-terminélisbél vagy az a itéletvaltozo, vagy egy zardjelben levs Gsszetett
formula vezethet§ le.

A e S \Ma 5 a5 \wa\\\ O \-\\la O

a\ > \—a\\\ sz0 levezetési faja az  Abran  lathato.
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2. 9. feladat.
Legyen adott G4 = ({S,A,B,C},{a,b},S, Hy) generativ nyelvtan, ahol
={S - 85, - AB,S — AC,S — SB,A — a,B — b}. Milyen
tipust ez a nyelvtan? Mely nyelvet generalja? Adjuk meg a abaababbaaabbb
sz0 levezetési fajat!
Megoldas
A nyelvtan kérnyezetfggetlen. Az utolsé két szabaly alapjan a A, illetve a
B szimbolumok az a és b terminélisoknak felelnek meg. A masodik, illetve
a harmadik és negyedik szabalyok hasznélata egy-egy A és B szimbolumot
vezet be, mégpedig gy, hogy az A a B el6tt szerepel. A nyelv minden
szavaban megegyezik tehat a a és b betiik szama. Masrészt az is igaz,
hogy a nyelv egy szavanak minden kezd&szeletében legaldbb annyi a van,
mint ahény b. (Ez a nyelv egyébként a kétbetiis abécé folotti DY CK-nyelv,
vagyis a helyesen zardjelezett kifejezések zardjelei: a a nyitd; b pedig a zaro
zarojeleket jelenti.)
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Az abra mutatja a abaababbaaabbb sz levezetési fajat.
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3. Az tliresszo-lemma

Minden kornyezetfiiggetlen G nyelvtanhoz megadhatd vele ekvivalens
G’ nyelvtan, amelyre teljesiilnek a kovetkezdk:
A ¢ L(G) esetén a G'-beli szabalyok jobb oldalan A nem fordul eld,
A € L(G) esetén az egyetlen G’-beli szabaly S’ — A, ahol A jobb oldalon
megtalalhato, és ekkor S’ egyetlen szabaly jobb oldalan sem fordul eld, ahol
S’ a G’ kezd@szimboluma.
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3. 1. példa.

G = ({S,A,B},{z,y},S, H), ahol H a kovetkezs szabalyokbol all:

S — AB, A— BSB, A— BB, B — xAy,

B—-\B—-x B—y.

ElGszor nézziik meg, hogy az iliressz6 benne van-e a G é&ltal generalt
nyelvben!

Up:={B} - azok a nemtermindlisok, amelyekbdl A kozvetleniil megkaphato.
Uy:={A,B} - azok a nemterminalisok, amelyekb6l Uj-beli szavak
kozvetleniil megkaphatoak!

Us:={S,A,B} - azok a nemterminalisok, amelyekbsl Uj-beli szavak
kozvetleniil megkaphatoak.

Mivel Us a nyelv 6sszes nemterminalisat tartalmazza, ezért U:=Us = Uy =
Us=....

Tehat U-beli nemterminélisokbdl kaphatd meg az iiresszo.

Mivel S € U, ezért az iiresszé benne van a G altal generalt nyelvben.
Keészitsiik el a G'=({S5',S, A, B}, {z,y}, S, H') grammatikat, ahol H a
kovetkezs szabélyokbol all:

-8 — S, 8 — X\ A masodik szabaly azért keriilt be a G’ szabalyai kozé,
mert A € L(G), ezért A € L(G')-nek is teljesiilnie kell!

- Most vegyilik azokat a H-beli szabalyokat, amelyekben nem szerepel !
Ezek a kovetkezok: S — AB, A — BSB, A — BB, B — xzAy, B — «x,
B —y.

- Es vegyiik még azokat a szabalyokat, amelyek H-ban nem szerepeltek,
és amelyeket gy kapunk, hogy H-beli szabalyok jobb oldalarél az Osszes
lehetséges moédon elhagyjuk U halmaz nemterminéalisait, figyelve azonban
arra, hogy a jobb oldalon ne A maradjon:

S—A,S— B,

A— BS, A—-SB, A—- B, A— S,

B — xy.
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3. 2. feladat.

Készitsen a kiovetkezs grammatikéval ekvivalens 1-es tipust grammatikét!
G=({S,A,B,C,D},{a,b}, S, H), ahol H szabalyai:

S—AB, A—-CB,A—- S5 A—a, B—>X,C—D,D— )\ D—b.
Megoldas:

U={S,AB,C D}

S e U, ezért A € L(G), vagyis 1] kezddszimbolumot kell bevezetni.

G = ({Sl’SvAaBach}a {(I, b},SI,H,})

H' szabalyai:

I.§8— SésS — A\ mert A € L(G)
II.S—AB,A—-CB,C - D, A— S5, A — a, D — b lesznek azok a
szabélyok H-boél melyekben nincs .

. s - A, S —- B, A— C, A— B, A — S lesznek az 1j szabéalyok,
amelyeket U-beli nemterminalisok elhagyésaval kapunk.

Ez a grammatika ekvivalens a G grammatikaval, de méar 1-es tipust.

3. 3. feladat.

Hozza a G = ({S, A, B}, {a, b}, S, H)grammatikat 1-es tipustra!

H={S— X\, S— AB, A— SAB, A—a, B— S, B — b}.

Megoldas:

U={S, B}

S e U, ezért A € L(G), vagyis 1j kezdGszimbolumot kell bevezetni.

G = ({9,S,A,B},{a,b},S’, H'}), ahol H' szabalyai:

IS —Sés S — A mert A € L(G).

II. S — AB, A — SAB, A — a, B — S, B — b lesznek azok a szabalyok
H-bol, amelyekben nincs A.

II. S — A, A —» SA, A — AB lesznek az 4j szabélyok, amelyeket U-beli
nemterminélisok elhagyéasaval kapunk. Az A — A alaki szabalyt nyugodtan
elhagyhatjuk, mivel levezetés szempontjabol nincs hatésa.

3. 4. feladat.

Hozza a G = ({S, A, B,C, D, E},{a,d}, S, H) grammatikat 1-es tipusural
H={S —- SA, S —- BS, A —a, B— CDE, C — DddE,
C—d,C—\D—E D—d E— )}

Megoldas:

U={B,C,D,E}

S ¢ U, ezért A ¢ L(G), vagyis nem kell 0j kezdszimbolumot bevezetni.
G'=({S,A,B,C,D,E},{a,d}, S, H'})

H'’ szabalyai:

.S—SA, S—BS A—a, B— CDE,C — DddE,C — d, D — E,
D — d lesznek azok a szabalyok H-bol melyekben nincs A.
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nB—-CD,B—-CE,B—-DE, B—-C,B—-D,B— FE, C — ddE,
C — Ddd, C — dd lesznek az 1j szabalyok, melyeket U-beli nemter-
minalisok elhagyéasaval kapunk. (S — S alaku szabélyt elhagytuk.)

3. 5. feladat.

Hozza a G = ({S, A, B,C},{a,b}, S, H)grammatikat 1-es tipusural

H={S — ASC, S — BA, B— ACB, B — AA, C - bB, A — A\, A — a,
B — ba}

Megoldas:

U={S,A, B}

S e U, ezért A € L(G), vagyis 1) kezd@szimbolumot kell bevezetni.
G'=({5',S,A,B,C},{a,b},S’, H'}), ahol H' szabéalyai:

[.§8— SésS — A\ mert A € L(G).

II.S — ASC, S — BA, B — ACB, B— AA,C - bB, A —a, B— ba
lesznek azok a szabalyok H-bol amelyekben nincs .

1. s - AC, $ - sSC,S— A, §S— B, B—-CB,B— AC,B — C,
B — A, C — b lesznek az 1j szabalyok, amelyeket U-beli nemterminalisok
elhagyasaval kapunk.

4. Chomsky-féle normalforma

Egy G = (Wn, V1, S, H) grammatikat normalis alakinak mondunk, ha
minden terminalist tartalmazo6 szabalya X — x alaku, ahol X € WV, x € V.
(Minden 0, 1, 2 tipust grammatika normaélis alakra hozhato.)

Ehhez tekintsiik azt a G’ grammatikat, amit a kovetkezSképpen konstrual-
hatunk meg!

Vezessiink be az Osszes terminélis helyére -amely nem megfelel§ alaki sz-
abalyban fordul el6- 4j nemterminélisokat, amelyek Vx-ben még nem szere-
peltek! Jeldljiik ezek halmazat A-vall

A G = (W, Vr, S, H') lesz a megfelels alaku 4j grammatika, ahol Vx":=VxU
A és a H'-t pedig tgy hoztuk létre, hogy a H-beli szabalyokban kicseréljiik
azokat a terminalisokat, amelyek nem megfelel§ szabalyokban fordulnak el
A-beli nemterminélisokra. Majd kiegészitjik X — =z tipusu szabalyokkal,
ahol X € A, és x azon terminalis, amely helyére X nemterminalis keriilt.
(Kettes tipustt grammatika esetén elég csak azokban a szabélyokban
elvégezni a helyettesitést, amelyek nem normalis alakiak.)

Minden G A-mentes 2-es tipusi grammatikihoz megadhato vele ekvi-
valens Chomsky-féle normalformaja grammatika, azaz ami csak X — x
és X — Y Z alaku szabalyokat tartalmaz.
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(Ezeknek a grammatikdknak az az el6nye, hogy a levezetésfa binaris fa lesz.
pl. 2.9. feladat.)

A kettes tipusii A-mentes grammatikék esetén hasonlé moédszerrel, mint az
iiresszé-lemma esetén, konnyen elérhetd, hogy ne legyen a grammatikankban
X — X alakd szabély, ezért tegyiik fel, hogy grammatikink mar olyan
alakt, hogy csak X — p alakd szabalyokat tartalmaz, ahol X € Vy és
P e V*/{A}.

Ezutdan grammatikinkat harom 1épésben hozzuk Chomsky-féle nor-
malalakra:

1. lépés: Hozzuk normaélis alakira a grammatikankat!

Ezutan csak X — x

X — X1 X2. .. Xm

X—-YZ

X — Y tipusu szabalyokat tartalmaz, ahol X,Y,Z Xi,..., X, € W,
reVrés2<m, meN.

2. lépés: Kiiszoboljik ki az X — X1 X ... Xy, tipusi szabalyokat.
Vezessiikk be Yi-et Xs... Xy, helyett, Yo-t X3... Xy, helyett, ... Yy _o-t
Xm—1Xpy, helyett!

Majd vegyiik fel az X — X1 X5 ... X, tipusa szabaly helyett az X — XY,
Y1 — XoYs, ...; Y9 — X1 Xy szabalyokat.

Példaul: A — BCDEFE helyett A— BX, X - CY,Y — DE.

Ezzel mér csak X — Y Z és X — x és X — Y alaki szabalyaink lesznek.
3. lépés: Az X — Y alaki szabalyok kikiiszobolése.

Készitsiik el az 0sszes X — Y alakid szabaly alapjan az Osszes Ax és Bx
halmazt, gy, hogy Ax tartalmazza azokat a nemterminéalisokat, melyekbdl
X-hez juthatunk, még Bx tartalmazza azokat a nemterminalisokat, melyeket
X-bél kaphatunk.

Ekkor az 6sszes X — x tipusa szabalyban X-et helyettesitsiik az Osszes
Ax-beli elemmel, az X — Y Z tipusu szabalyban X helyére Ax-beli,
Y helyére By-beli, Z helyére Bz-beli nemterminélisokat frunk az Gsszes
lehetséges moédon, majd az X — Y alakt szabalyokat elhagyjuk.

Igy méar minden szabaly Chomsky-féle normalformaju, és az igy kapott
grammatika ekvivalens az el6z&vel.

4. 1. példa.

Normalizaljuk a kovetkezs grammatikat!

G =({A,B S} {ab}.S.H)

H={S— A S— Aa, A— b, A— B, B— Bb, B— a}.
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A nem megfelel§ szabélyok: S — Aa és B — Bb, vagyis a és b helyett
vezessiik be X és Y nemterminalisokat.

Cseréljiik ki a-t és b-t az Osszes szabalyban, ahol szerepelnek!

S— A S—AX, A—-Y A— B, B—BY,B— X.

Majd vegyiik hozza az X — a és Y — b szabalyokat!

Ezzel készen vagyunk H'-vel.

Tehat a G’ grammatikank, amely G-vel ekvivalens:

G'=({S,A,B, X, Y}, {a,b}, S, H).

Mivel a G grammatika 2-es tipusi, ezért A — b és B — a maradhatott
volna valtozatlanul is, ekkor a H’ szabalyai: S — A, S — AX, A — b,
A— B B—BY,B—a, X —aésY — blennének.

4. 2.példa.

Készitsiink a kévetkezs grammatikéval ekvivalens Chomsky-féle normalfor-
méaju grammatikat!

G=({5,X,Y}, {a,b},S, H)

H={S—- X, S— XY, X =Y, X — ababY, Y — ab}.

1. lépés: Normalizaljuk a szabalyokat.

Két olyan szabaly van, melyben szerepel terminalis, és nem X — x
alaktu. Ezekben a és b a terminalis elemek, melyek helyett vegyiikk A és B
nemterminéalisokat.

Igy a szabalyaink olyanok lesznek, hogy:

S—X;5—-XY

X —Y ;X - ABABY

Y > AB;A—a

B—b

2. lépés: Kiiszoboljiik ki az X — X7 Xs... Xy, alaka szabélyokat!

Ebbdl csak egy van, az X — ABABY .

Ekkor a szabalyok ilyenek lesznek:

S— X, 55— XY,

XY,

X —-AC,C —-BD,D — AE, E — BY,

Y - AB, A—a, B—b.

3. lépés: Kiiszoboljik ki az X — Y alaku szabalyokat!

Ebbél csak az S — X és X — Y van.

Ag = {S}v Bg = {SvXa Y}

Ax = {SvX}a Bx = {X,Y}

Ay = {Svay}a By = {Y}

(Jelolés: Ax — By By azt jeloli, hogy a baloldalon az Ax halmaz egy eleme
allhat, mig a jobboldal els§ bettije By-bol, a masodik pedig Bz halmazbol
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keriil ki az Gsszes lehetséges modon.)

Az 4j szabalyok: S — XY helyett Ag — Bx By alaki szabalyok:
S—- XY és S—YY.

X — AC helyett Ax — AC alakua szabéalyok:

S — AC és X — AC.

C — BD marad,

D — AF marad.

E — BY helyett E — BBy alaku szabaly: £ — BY.
Y — AB helyett Ay — AB alaku szabalyok:

S— AB, X — AB,Y — AB.

A — a és B — b marad.

Ezzel a Chomsky-féle normalformara hozast befejeztiik.

4. 3. feladat.

Készitsiink el a kovetkez grammatikaval ekvivalens Chomsky-féle normal-
forméju grammatikat!

G =< {S,A,B},{a,b,c},S,H >, ahol H szabélyai a kovetkezsk:

S — ABc, B — aAc, A — aB, B — bc, A — Bc

Megoldas:

1. lépés: Normalizaljuk a grammatikankat.

A terminalisokat, amelyek nem X — x alaki szabalyokban szerepelnek,
helyettesitsiik (a, b, c-t X,Y, Z-vel)!
S—ABZ,B— XAZ, A—-XB, B—-YZ, A— BZ,

X —aY —b Z—c

2. lépés: A két betiinél hosszabb jobboldalu szabalyok kikiiszobdlése.

Ilyen szabaly a S — ABZ és a B — X AZ, amelyeket kivalthatunk az
S — AC és C — BZ illetve a B — XD és a D — AZ szabélyokkal.

A szabalyaink:

S—AC,C—-BZ, B—XD,D— AZ,

A—-XB, B—-YZ, A— BZ,

X —aY —b Z—c

Ezek a szabalyok mar Chomsky-féle normalforméban vannak.

4. 4. feladat.

Készitsiink el a kovetkez grammatikaval ekvivalens Chomsky-féle normal-
formaja grammatikat.

G=<{S,A,B,C},{x,y},S, H >, ahol H szabélyai a kovetkezsk:

S—A A—-BC,A—-B, A—C,B—C,
B—-CC,C—zBy, C —zxy, C —x, B—y.

Megoldas:
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1. lépés: Normalizaljuk a grammatikankat:

A terminalisokat, amelyek nem X — x alaka szabélyokban szerepelnek,
helyettesitsiik (z,y-t X, Y-nal)!

S—A A—-BC,A—-B, A—-C,B—-C,B— CC,
C—XBY,C—-XY C—ux, B—y,

X—z Y-y

2. lépés: A két betiinél hosszabb jobboldalu szabalyok kikiiszobdlése.

Ilyen szabaly a C' — X BY , amelyet kivalthatunk az C — XD és D — BY
szabélyokkal.

S—A A—-BC,A—-B, A—-C,B—C,B— CC,

C—XD,D — BY,

C—-XY C—-zx,B—-y X—z,Y -y

3. lépés: Az X — Y tipusu szabalyok kiiktatésa.

Ezek: S —- A, A—- B, A—C, B— C,

As = {S}a Bg = {S,A,B,C},

Ap = {SvA}v By = {AvaC}>

Ap = {S’AaB}a Bp = {B,C},

Ac ={S,A,B,C}, Bc ={C}.

G'=({S,A,B,C,D, X, Y} {x,y},S, H), ahol H' szabélyai:
A—BC,S—BC,A—CC,S— CC,

B—-CC,A— CC,

C— XD, A—- XD, B—XD,S— XD,

D— BY,D—CY,

C—- XY, S—-XY A— XY, B— XY,
C—uz,S—zx, A—>zx, B—uz,

B—y, S—y A—y,

X -z, Y —uy.

4. 5. feladat.

Készitsiink el a kovetkezs grammatikaval ekvivalens Chomsky-féle normal-
forméju grammatikat!

G =<{S,A,B,C},{0,1},S, H >, ahol H szabalyai a kovetkezsk:
S —010,S—-C,S—0Bl,A— B, A— 0, B— A0,
B—SAB,C —-B,S—-0C1,C—1,C—-CC,A—S
Megoldas:

1. lépés: Normalizaljuk a grammatikankat:
S—-XYX,§—-C,§S—-XBY, A—- B, A—0,B— AX,
B—-SAB,C—-B, S—XCY,C—-1,C—-CC,A— S,
X—=0Y—1
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2. lépés: A két betiinél hosszabb jobboldali szabalyok kikiiszobolése:

Ilyen szabélyok az S — XY X, S — XBY, B - SAB, S — XCY,
amelyeket kivalthatunk az S — XD, D - Y X, az S - XE, F — BY, a
B— SF, F— AB és az S — XG, G — CY szabalyokkal.
S—-XD,D—-YX S—C,S—XE, E— BY, A— B,

A—0,B— AX,

B— SF, F— AB, C — B,

S—XG, G—-CY,C—1,

C—-CC,A—- 5 X—-0,Y —1,

3. lépés: Az X — Y tipusu szabalyok kiiktatésa.

Ezek: S—-C, A— B, C — B, A—S.

As = {S’ A}v Bs = {S,B,C},

Ax = {A}> Ba = {S,A,B,C},

Ap = {S,A,B,C}, Bp = {B},

Ac ={S,A,C}, Bc ={B,C}.

G'=({S,A,B,C,D,E,F,G,X,Y},{0,1}, S, H'), ahol H' szabéalyai:
S—XD A—- XD, D—YX,
S—XFE A— XE, F— BY,
A—0,B—>AX, A—-AX,S— AX,(C — AX,
B—-SX, A—-SX,§—-5X C—S5X,
B—-BX,A—-BX,S— BX,(C— BX,
B—-CX A—-CX,5—-CX,C—-CX,
B—-SF,A—SF,C—SF,S— SF,

F— AB, F —- SB, F - BB, FF — CB,

S— XG, A— XG,G—-CY,G— BY,
C—1,A—-1,5—-1,
c—-0cc,c—-BC,C—-(CB,C— BB,
A—CC,A— BC,A—(CB, A— BB,
S—-CC,S—BC,S—CB,S— BB,
X—-0,Y—1.

4. 6. feladat.

Készitsiink el a kovetkezs grammatikaval ekvivalens Chomsky-féle normal-
forméju grammatikat!

G=<{S,A,B},{a,b,c,+,(,)}, S, H >, ahol H szabalyai a kévetkezsk:
S—S+A,5S— A A— AB, A— B,

B—(S),B—a, B—b, B—c.

Megoldas:

1. lépés: Normalizaljuk a grammatikankat.
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A terminalisokat, amelyek nem X — x alaka szabélyokban szerepelnek,
helyettesitsiik(+, (, )-et C, D, E-vel)!

S—SCA, S— A A— AB, A — B,

B—DSE,B—a, B—b B—c,

C—+,D—(, E—).

2. lépés: A két betiinél hosszabb jobboldalu szabalyok kikiiszobdlése.

Ilyen szabalyok az S — SCA , B — DSEFE, melyeket kivalthatunk az
S —SX,X —CAésaB— DY)Y — SE szabalyokkal.

S—-8SX, X—>CA S— A A— AB, A— B,
B—-DYY—-SE, B—a, B—b B—c

C—+;D—(; E—).

3. lépés: Az X — Y tipusu szabalyok kiiktatésa.

Ezek: S — A, A — B.

As = {S}a Bg = {S,A,B},

Ap ={S, A}, Bx = {A, B},

Ap ={S, A, B}, Bg = {B}.

G'=({S,A,B,C,D,E},{a,b,c,+,(,)}, S, H'), ahol H' szabéalyai:
S— 58X, X—>CA X —(CB,

A— AB, S — AB, A— BB, S — BB,
B—-DY, S— DY, A— DY,

Y - SE,Y - AF,Y — BE,

B —a, B—b, B—c,

S—a, S—b S —c

A—a, A—b A—c,

C—+,D—(, E—).

5. Kuroda-féle normalforma

Egy G grammatika Kuroda-féle normélformaban van, ha szabalyai:
X -z, X —-Y, X —-YZ XY — ZV alaktak, ahol X,Y, Z,V € Wy,
x € V.
Minden G A-mentes kornyezetfiiggé grammatikdhoz megadhato egy vele
ekvivalens Kuroda-féle normélforméban levé grammatika.
1. lépés: Normalizaljuk a grammatikét!
A szabalyok ezutan a kovetkezs forméjuak lehetnek:
X — x alaku, ahol X € Wy, x € Vi,
X — Y alaka, ahol X, Y € Wy,
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X — Y Z alaki, ahol XY, Z € Wy,

X — Xi...Xy, alakd, ahol X, Xq,..., X, ésm >3

XY — ZV alaki, ahol X, Y, Z )V € Wy,

X1 ... Xm — Y1... Y, abol Xy, ... X )Yq, Y0 € W (m > 2, n > 3,
n>m).

2. lépés: Valtsuk ki az X — X1 X, ... Xy, tipust szabalyokat!

Ez a 1épés ugyanugy torténik, mint a Chomsky-féle normélalak esetében.
3. lépés: Kiszoboljik ki az X7 ... X, — Yi...Y, szabalyokat,

ahol X1, ..., Xp, Y1, ... Yo e Vs (m>2,n>3,n>m)!

Vezessiik be az 4j Z;...Z, valtozokat és vegyiik a kovetkezs szabalyokat:
X1Xo — Y125,

7o X3 — YoZs3,

Zm—le — Ym—IZn'u
Zm - YmZm+17
Zm+1 - Ym+1Zm+27

Zn—l - Yn—lyn-

Az Osszes ilyen szabalyra végrehajtva ezt a helyettesitést, a grammatikénk
mar Kuroda-féle normalalakban lesz.

A harmadik 1épés szemléltetése: X1 X9 X3X4 — Y1YoY3Y,Y5 kivéltasaval.
Nézziik, mi torténik, ha egy széban szerepel az X1 X9 X3X, szelet!

e X1X2X3X4 ceey és X1X2 — leg

e Y1Z2X3X4 ceey és ZQXg — }/223

e Y1Y223X4 ceey és ZgX4 — }/3Z4

e Y1Y2Y3Z4 ey és Z4 — }/4Y5

Lo NYoY3Y,Ys

Lathato, hogy az 1j szabalyokat irva az X1 XoX3X4 — Y1YaY3Y Y5 helyére,
ugyanarra az eredményre jutunk.

5. 1. példa.

Alakitsuk Kuroda-féle normalforméjava a G grammatikat!
G=<{S,A,B},{a},S,H >, ahol H szabéalyai a kovetkezsk:

S — ABa, AB — AaBB, B — aaa, S — AS, AAS — ABS.

1. lépés: Normalizaljuk a grammatikankat!

Hy szabalyai: S — ABC, AB — ACBB, B — CCC, S — AS,
AAS — ABS, C — a.

G1 =< {S,A,B,C},{a},S,H; >

2. lépés: Valtsuk ki az X — X1 X5 ... Xy, tipusa szabalyokat!
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Hy szabalyai: S — AD és D — BC keriil az S — ABC helyére,

illetve B — CE és E — CC a B — CCC helyére, valamint a korabbi
AB — ACBB, S — AS, AAS — ABS és C — a szabalyok.

Go =< {S, A,B,C,D,E}, {a},S, Hy >.

3. lépés: Kiiszoboljik ki az X7 ... Xy — Yi...Y, szabalyokat,

ahol Xq, ..., X Y1, ... Yo eVam>2,n>3n>m!

Hj szabalyai: S — AD, D — BC, B— CFE, E — CC, C — a valamint
AB — AF, F —- CG, G — BB az AB — ACBB helyett és

AA — AH, HS — BS az AAS — ABS helyett,

Gs =< {S, A B,C,D,E,F,G, H},{a},S, Hs >

5. 2. feladat.

Készitsiik el a kdvetkez6 grammatikaval ekvivalens Kuroda-féle normalfor-
méaju grammatikat!

G =< {S,A,B},{a,b,d},S,H >, ahol H szabélyai a kovetkezsk:

S — AB, AB — ABa, ABa — Abbba, A — ddaa, Abbba — Bbbba, B — a.
Megoldas:

1. lépés: Normalizaljuk a grammatikat!

A terminalisokat, amelyek nem X — x alaki szabalyokban szerepelnek,
helyettesitsiik (a,b,d-t X, Y, Z-vel)!

Legyen Hi={S — AB, AB — ABX, ABX — AYYYX, A - ZZXX,
AYYYX - BYYYX,B—a, X —a,Y — b, Z — d}!

2. lépés: Valtsuk ki az X — X1 Xo... Xy, tipusa szabalyokat, ahol

X, X,Xs9,...,.XneWeésm> 2!

llyen az A — ZZX X, amit cseréljink ki A - ZC,C — ZD és D — XX
szabalyokral

Hy={S —- AB,B—a, X —a,Y —b, Z—d,
A—7ZC,C—ZD, D— XX,

AB — ABX, ABX — AYYY X, AYYYX — BYYY X},

3. lépés: Kiuszoboljik ki az X7 ... X, — Yi...Y, szabalyokat,

ahol X1, ..., X, Y1, ....Yan €Vam>2,n>3n>m!

Cseréljiik ki az AB — ABX szabalyt AB — AFE és E — BX szabalyokra,
az ABX — AYYY X-et AB— AF, FX - YG, G—YH és H— Y X-re,
AYYYX — BYYYX-et pedig AY — BI, IY — YJ, JY — YK és
KX — Y X-re!

Igy kapjuk a kovetkezd grammatikat, amely ekvivalens G-vel:

G = ({S,ABCDEFGHIJ KXY Z} {a,b,d},S, Hs, ahol
H3 ={S - AB,B—a, X - a,Y b Z —d A— ZC,C — ZD,
D— XX AB— AE,F— BX,AB— AF, FX -YG, G—YH,
H—-YX AY - BI,IY -YJ,JY - YK, KX - YX}.
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5. 3. feladat.

Készitsiik el a kovetkezd grammatikaval ekvivalens Kuroda-féle normaélfor-
méju grammatikat!

G =< {S,A,B},{a,b},S,H >, ahol H szabalyai a kovetkezsk:

S — SASA, SAS — SBBS, SBBSA — SBabaSA, S — aa, B — bab,
A — SB,

Megoldas:

1. lépés: Normalizaljuk a grammatikét!

Hy ={S — SASA, SAS — SBBS, SBBSA — SBXYXSA, S — XX,
B—-YXY A— SB, X —a,Y — b}.

2. lépés: Valtsuk ki az X — X1 Xo... Xy, tipusa szabalyokat, ahol

X, X1, X0,...,Xm €V ésm > 2!

Hy={S—SC,C — AD, D — SA -az S — SASA helyett,

B—YE E— XY -aB — YXY helyett,

S - XX, A - SB, X — a Y — b SAS — SBBS,
SBBSA — SBXY XSA}.

3. lépés: Sziintessiilk meg az X1 ... Xy, — Y1...Y], szabalyokat,

ahol X1, ... . Xn,Y1,....Yo e Vi m>2n > 3n >m!

Hy ={S —-SC,C - AD, D - SA, B —-YE, E - XY, S - XX,
A—SB, X —a,Y — b,

SA— SF, FS — BG, G — BS -az SAS — SBBS helyett,

SB — SH, HB — BI, IS — XJ, JA - YK, K — XL, L — SA
szabalyok az SBBSA — SBXY X SA helyett}.

A G-vel ekvivalens G’ grammatika tehat:

G =({S,A,B,C,D,E,F,G,H,1,J,K,L,X,Y},{a,b}, S, H3).

5. 4. feladat.

Adjunk a G grammatikaval ekvivalens Kuroda-normélformaji grammatikat!
G =<{S,A,B,C},{a,b}, S, H >, ahol H szabalyai a kévetkezsk:

S — AB, A— ABCA, SBCAb — BCaab, B — b, A — b, C — aaba.
Megoldas:

1. lépés: Normalizaljuk a grammatikét!

Hy ={S — AB, A — ABCA, SBCAY — BCXXY,B—-Y, A—>Y,
C—-XXYX, X —aY — b}

2. lépés: Valtsuk ki az X — X1 Xo... Xy, tipusa szabalyokat, ahol

X, X1, X0,...,Xm € Vnésm>2!

Hy ={A — AD,D - BE, F —- CA, C - XF, F - XG, G - YX,
S—AB,B—-Y, A—-Y, X —a,Y —b SBCAY - BCXXY}.

3. lépés: Sziintessiik meg az X1 ... Xy — Y7... Y, szabalyokat,

ahol X1, ... . Xn,Y1,...Yo e Vi m>2n > 3n>m!
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Hy ={A — AD,D - BE,EF —- CA,C —- XF, F - XG,G - YX,
S—AB, B—-Y A—-Y X —a, Y —b,

SB — BH, HC — CI, IA — X.J, JY — XY).

A G-vel ekvivalens G’ = ({S,A,B,C,D,E, F,G,H,I,J,X,Y},{a,b},S, Hs).

5. 5. feladat.

Adjunk a G grammatikaval ekvivalens Kuroda-norméalforméaju grammatikat!
G =<{S,A,B,C},{a,b,c}, S, H >, ahol H szabalyai a kiovetkezdk:

S —aBC,S— aSBC,CB — BC,aB — ab, bB — bb, bC' — bc, cC — cc.
Megoldas:

1. lépés: Normalizaljuk a grammatikat!

Hy ={S - XBC, S - XSBC,CB — BC, XB — XY, YB — YY,
YC—-YZ ZC—-ZZ, X —-a,Y —b, Z — c}.

2. lépés: Valtsuk ki az X — X1 X9 ... X, tipusa szabalyokat, ahol

X, X1,X0,...,Xm € Vi ésm > 2!
Hy={S—-XD,D—-BC,S— XE,E— SD,CB— BC, XB — XY,
YB—YY,YC—-YZ ZC—ZZ, X —-a,Y —b, Z — c}.

Ezzel a grammatikank méar Kuroda-féle normalformaban van, nincs sziikség
a korabbi feladatok megoldasaban szereplé harmadik lépésre, tehat a
keresett grammatika: G' = ({S, A, B,C,D,E, X,Y, Z},{a,b,c}, S, Hy).

6. Bar-Hillel lemma

Barmely L kornyezetfiiggetlen nyelvhez megadhatd két természetes
szam, p és ¢ ugy, hogy minden P € L sz6 esetén, amelyre |P| > p teljesiil,
felirhato P = UXWY Z alakban oly modon, hogy | XWY| < ¢, XY # A,
és minden i > 0 egész szamra UX'WY1Z € L teljesiil.

Ez a lemma roviden azt mondja ki, hogy egy kornyezetfiiggetlen nyelvben
minden elég hosszu szohoz végtelen sok rokonszerkezeti tovabbi sz6 talal-
hato.

6. 1. példa.

L = {a'bicd|n = 1,2, ...}nyelv nem kdrnyezetfiiggetlen.

Tegyiik fel, hogy megadhat6 olyan p és ¢, amely a Bar-Hillel lemma szerint
minden kornyezetfiiggetlen nyelv esetében létezik!

Legyen m olyan, hogy a™b™c™ sz6 hosszabb p-nél!

Ekkor tekintsiik azt, hogy P, = a™b™c™ = UXWY Z € L, ahol XY # A,
és azt, hogy Po = UX?WY?Z € L.
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X ¢és Y koziil tartalmaznia kell valamelyiknek a-t, hiszen az a-k szdma
P>-ben nagyobb, mint P;-ben.

Hasonléan X és Y valamelyikének tartalmaznia kell b és c-t is, vagyis X és
Y valamelyike a harom féle betd koziil legaldbb kettst tartalmaz.

Ha pedig X és Y valamelyike kétféle bettit is tartalmaz, akkor a masodik
hatvanya méar nem lehet egy a'b'c! alaki sz6 részszava, ami ellentmond a
Bar-Hillel lemmaéanak, vagyis L nem kornyezetfiiggetlen.

(X = a...ab..b akkor X? = a...ab...ba...ab...b, ami nyilvanvaléan nem lehet
egy az L-be tartozo szo részszava.)

6. 2. feladat.

L={a"|n=1,2,3...}

Bizonyitsa be, hogy az L nyelv nem kornyezetfiiggetlen!

Megoldas:

Tegyiik fel, hogy L kornyezetfiiggetlen, ekkor létezik ilyen p szam, és
UXWY Z = a™ hosszabb p-nél.

Legyen | XY| = z!

A lemma miatt UXXWYYZ, UXXXWYYYZ. is L-beli, ezért
m? + x;m? + 2x,m? + 3z... is négyzetszam. Kérdés tehat, hogy van-e
olyan szigortian monoton névekvé szamtani sorozat, melynek minden eleme
négyzetszam?

Mivel két szomszédos négyzetszam kiilonbsége minden hataron til nd, ezért
egyszer meghaladja z-et is, tehat nincs.Vagyis ellentmondésra jutottunk.

6. 3. feladat.

Kornyezetfiiggetlen-e az L = {01%%|n = 1,2, ...} nyelv?

Ha igen, adjon meg hozza kornyezetfiiggetlen grammatikat, ha nem,
bizonyitsa be!

Megoldas:

Mivel itt csak egyszerre két helyen “pumpaljuk” a szoét, ezért ez nem mond
ellent a Bar- Hillel lemmanak:

U=\
X:=0
W= X\
Y =11
Z =\

Ekkor p=2, q=3.
A grammatika pedig: G =< {S}, {0,1}, S, {S — 0511, S — 011} >.
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6. 4. feladat.

Kornyezetfiiggetlen-e az L = {0%1220™|n = 1,2, ...,m = 1,2, ...} nyelv?

Ha igen, adjon meg hozza kornyezetfiiggetlen grammatikat, ha nem,
bizonyitsa be!

Megoldas:

Mivel egyszerre(!!!) itt is csak két helyen “pumpaljuk” a szot, ezért ez nem
mond ellent a Bar-Hillel lemmaéanak:

U:=\
X:=0
W .=\
Y =11
Z = 0™,

Ekkor p=m+2, q=3.
G =< {S,A,B}, {0,1}, S, {S — AB,A — 0A11,A — 011, B — 0,B —
0B} > pedig egy grammatika, amely a keresett nyelvet allitja el.

6. 5. feladat.

Kornyezetfiiggetlen-e az L = {0°1m0%%|n = 1,2,...,m = 1,2, ...} nyelv?
Megoldas:

Mivel egyszerre itt is csak két helyen “pumpéaljuk” a szét, ezért ez nem
mond ellent a Bar- Hillel lemmanak.

A nehézséget az jelentheti, hogy a két rész, amely ugyanattol az értéktsl
fligg, nincs egymas mellett.

Ekkor a W-nek nem kell iires szénak lennie, hanem egy fiiggetleniil pumpé-
landé résznek.

U=\
X:=0
W .=1m
Y :=00
Z =)\

p=m+2, qg=m-+3.

Vagyis a Bar-Hillel lemmaval nem keriiltiink ellentmondasba.

A G =<{S}, {0,1}, S, {S— 0500,5 — 0A00,A — 1A, A — 1} >
Tudtunk 2-es tipusii grammatikat konstrualni, mely pontosan ezt a nyelvet
generalja.

El6szor a két szélét “pumpéltuk”, majd a kozepét toltottiik fel 1-esekkel.

6. 6. feladat.
L = {aP|p; az i-edik prim i =1,2...}
Bizonyitsa be, hogy az L nyelv nem kornyezetfiiggetlen!
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Megoldas:

Tegyiik fel, hogy L kornyezetfiiggetlen! Ekkor alkalmazhato ra a Bar-Hillel
lemma, vagyis, ha x olyan prim, hogy nagyobb a lemma altal 1étez6 p-nél,
és az XY hossza m, akkor  +m, x 4+ 2m, ... ,  + zm is prim. Méarpedig
x 4+ xm = (1 + m) nem lehet prim. Vagyis ellentmondasra jutottunk.

6. 7. feladat.

L= {pp~tp~! a p tiikorképe}

Kornyezetfiiggetlen-e az L nyelv?

Megoldas:

A grammatikianak csak S — aSa és S — a tipusu szabalyokat kell
tartalmaznia, tehat az.

6. 8. feladat.

L={a*|lz=n*>+3n+1,n=1,23...}

Bizonyitsa be, hogy az L nyelv nem kornyezetfiiggetlen!

Megoldas:

A bizonyitas azon mulik, hogy két szomszédos ilyen alaku szam téavolsaga is
minden hataron til n6het. AzUXWY Z, UXXWYYZ UXXXWYYYZ...
hosszai pedig szamtani sorozatot alkotnak.

7. Cook-Younger-Kasumi algoritmus

Ez az algoritmus annak eldontésére szolgal, hogy egy Chomsky-féle nor-
mélformaban 1év6 G grammatika altal generalt nyelvben benne van-e egy
adott ajas. ..a, szo.

Az n betls ajas...ay sz0 esetén egy n X n-es matrix {Gatlo feletti részére
lesz sziikségiink az algoritmushoz.
Példaul ez a méatrix egy hatbetiis sz6 esetén igy néz ki:
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A maétrix kitoltése azzal kezdddik, hogy a f6atlo i-edik cellajaba irjuk
be azokat a nemtermindlisokat, amelyekbdl a; (i = 1,...,n) kozvetleniil
levezethetd!

Ezek utan elGszor azokat a cellakat toltjiik ki, amelyeknél az els§ indexnél
eggyel nagyobb a méasodik, balrél jobbra haladva.

Majd melyeknél az els6 indexnél kett&vel nagyobb a masodik stb.

Az (i,7) cella kitoltése:

1. k:=1l

2. (1,7) cellaba bekeriil az X nemterminalis, ha Y szerepel az (i, k) cellaban,
Z szerepel a (k+1,7) cellaban, és X - YZ € H.

3. k:=k+1!

4. Ha k < j, akkor vissza a 2. pontra!

Ha a matrix kitoltése utan az (1,n) cellaban szerepel S, akkor az
aias. ..anszo6 benne van a G grammatika altal generalt nyelvben, kiilonben
ninces.

A konnyebb érthetéség kedvéért nézziik, hogy toltiink ki egy olyan cellat,
ahol az els6 index 3-mal kisebb a mésodiknal!
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X bekeriil az tires celldba, ha X — Y Z szerepel a grammatika szabéalyai
kozt, és Y szerepel az 1A celliban és Z 1B-ben, vagy Y szerepel a 2A
cellaban és Z a 2B-ben, vagy Y szerepel a 3A cellaban és Z a 3B-ben.

7. 1. példa.

Tekintsiik a kévetkez6 grammatikat:

G=({S,A,B,X,Y, Z} {a,b},S, H), ahol H szabalyai:

S—AY, Y - XB, X —>BA X —>Z7ZA,Z—BX,A—a, B—b.

Benne van-e a G altal generalt nyelvben az abbaab sz6?

Megoldas:

Készitsiink egy hatbetiis szo6hoz matrixot!

Ezt egy 6 x 6-os matrix f6atlo alatti részeinek elhagyéasaval kapjuk. Irjuk
a nagyatlo elsé cellajaba azokat a nemterminéalisokat, amelybdl a sz6 elsd
betije kozvetleniil levezethetd!

Irjuk a nagyatlo masodik cellajaba azokat a nemterminalisokat, melybsl a
sz6 masodik betije kozvetleniil levezethets! stb.
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Ezutan azokat a celldkat toltjiik ki, melyeknek masodik koordinataja eggyel
— Az els6 cellaba azokat a mnemtermindlisokat irjuk, melyekbél AB
kozvetleniil levezethetd. Ez {iresen marad.

— A masodikba azokat, melyekbsl BB kozvetleniil levezethets. Ez is iiresen
marad.

— A harmadikba azokat, melyekbsl BA kozvetlenil levezethets. Ide
X — BA miatt X keriil.

— A negyedikbe azokat, melyekbdl AA kozvetleniil levezethets. Ez is iiresen
marad.

— Az 6todikbe azokat, melyekb6l AB kozvetleniil levezethets. Ez is iiresen
marad.

Most a harmadik sor kitoltése kovetkezik:

— Az els6 cellaba olyan nemterminéalisok keriilhetnek, melyek olyan szaba-
lyok baloldalan &llnak, ahol a jobboldal els6 betije az (1, 1), masodik bettje
a (2,3) cellabol, vagy els6 betiije az (1,2), masodik bettje a (3, 3) cellabol
keriil ki.

Mivel a 2,3 cella és az 1,2 cella iires, ezért ez a cella is liresen marad.

— A masodik cellaba olyan nemterminalisok keriilhetnek, melyek elsé betije
a (2,2), masodik betiije a (3,4) cellabol, vagy elsé bettje a (2, 3), masodik
bettje a (4,4) cellabol keriil ki.

Ebbe a cellaba a Z — BX szabaly miatt Z kertil.

— A harmadik cellaba olyan nemterminélisok Kkeriilhetnek, melyek olyan
szabalyok bal oldalan &allnak, ahol a jobb oldal elss bettje a (3, 3), masodik
bettje a (4,5) cellabol, vagy els6 bettje a (3,4), masodik betije az (5,5)
cellabol keriil ki.
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Mivel a (4,5) cella tires, és nincs olyan szabéalyunk, amelynek jobb oldalan
X A all, ezért ez a cella is iiresen marad.

— A negyedik cellaba olyan nemterminalisok keriilhetnek, amelyek olyan
szabélyok bal oldalan allnak, ahol a jobb oldal els6 bettje a (4, 4), masodik
bettje az (5,6) cellabol, vagy els6 betiije a (4,5), masodik betiije a (6,6)
cellabol keriil ki.

Mivel a (4,5) cella és az (5,6) cella tires, ezért ez a cella is tiresen marad.

Most a negyedik sor kitoltése kovetkezik:

— Az els§ cella esetében az (1,1) cella a (2,4) cellaval van parban, de olyan
szabaly, melynek jobb oldalan AZ van nincs. Az (1,2) és (3,4) parban az
(1,2), az (1,3) és (4,4) parban az (1,3) cella iires cella, ezért ez a cellank
iiresen marad.

— A masodik cella esetében a (2,2) cella parja a (3,5) cella iires cella, a
(2,3) cella és parja a (4,5) cella is tires. A (2,4) cella tartalmazza a Z-t, az
(5,5) cella pedig az A-t, és a grammatika X — Z A szabélya miatt cellank
tartalmazza X-et. — A harmadik cella esetén nincs olyan cella, melynek a
parja ne lenne {ires, ezért ez is tires lesz.
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Az 6t6dik sor:

— Az elsé cellanél az (1,1) cella parja a (2, 5) cella, és AX jobboldala szabalyt
kell keresni, ami nincs, az (1,2) az (1, 3) és az (1,4) cellak pedig tiresek, ezért
ez a cella iiresen marad.

— A maésodik cella esetében a (2,2) cella parja az tires (3,6) cella, a (2,3)
cella tires, a (2,4) cella parja az iires (5,6) cella, még a (2,5) cella X és
a (6,6) cella B bettije az Y — X B szabaly jobb oldala, ezért a cellaba Y

S
SEHS

a b b a a b

X

Az utolso cella:

Az (1,1) cellaban A szerepel, a (2,6)-ban Y, és van S — AY szabaly, az
(1,2), az (1,3), az (1,5) és az (1,5) cellak pedig iiresek, ezért csak S keriil
a cellaba.

Mivel a legfelss (1,6) cellaban szerepel S, ezért az abbaab sz6 benne van a
grammatika altal generalt nyelvben.
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A véglegesen kitoltott métrixbol leolvashatoak azok a levezetések, melyeken
keresztiil eljuthatunk az S kezd@szimbolumbol az abbaab szbig.

0
SRS
SEees

a b b a

Az S kezd@szimbolum az S — AY miatt keriilt be.

S =AY

A bal oldalon az A taladlhat6é, mely az A — a szabaly miatt keriilt be.
S =AY = aY

Az Y az Y — X B szabaly miatt keriilt be.

S =AY = aY = aXB

A bal oldalon az X talalhato, mely az X — Z A szabaly miatt keriilt be.
S=AY = aY = aXB = aZAB

A bal oldalon a Z taldlhatd, mely az Z — BX szabaly miatt keriilt be.
S=AY = aY = aXB = aZAB = aBXAB

A bal oldalon a B talalhat6, mely az B — b szabaly miatt kerilt be.
S=AY =aY = aXB = aZAB = aBXAB = abXAB

A bal oldalon a X talalhato, mely az X — BA szabaly miatt keriilt be.
S=AY =aY = aXB = aZAB = aBXAB = abXAB = abBAAB

A bal oldalon a B talalhato, mely a B — b szabaly miatt keriilt be.

S =AY = aY = aXB = aZAB = aBXAB = abXAB = abBAAB =
abbAAB

A bal oldalon az A taladlhato, mely a A — a szabaly miatt keriilt be.

S =AY = aY = aXB = aZAB = aBXAB = abXAB = abBAAB =
abbAAB = abba AB

A bal oldalon az A taladlhato, mely a A — a szabaly miatt keriilt be.

S =AY = aY = aXB = aZAB = aBXAB = abXAB = abBAAB =
abbAAB = abbaAB = abbaaB

Majd a B maradt, mely a B — b szabaly miatt keriilt be.

S =AY = aY = aXB = aZAB = aBXAB = abXAB = abBAAB =
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abbAAB = abba AB = abbaaB = abbaab

Ha egy levezetésben mindig el6szor a legbaloldalibb nemterminalist
helyettesitjiik, akkor egy legbaloldalibb levezetéshez jutunk, melynek a
késébbiekben fontos szerepe lesz.

7. 2. feladat.

Tekintsiik a kovetkezs grammatikat!

G = ({S,A,B},{0,1}, S, H),ahol H szabalyai:

S—SA, S—AB,A—BS,B—-SA,A—-1,5—1, B—0.
Bizonyitsuk be, hogy az 10011 sz6 benne van a grammatika altal generalt
nyelvben, majd adjuk meg az Osszes legbaloldalibb levezetéset!

00
0T

1 0 0 1 1

1. levezetésbsl: S = SA = SAA = ABAA = 1BAA = 10AA =
10BSA = 100SA = 10014 = 10011

Nézziik, hogyan keriilnek a levezetésbe az 0j nemterminalisok!

S — SA:S (1,4)-bsl és A (5,5)-bdl;

S— SA:S (1,2)-bsl és A (3,4)-bdl;

S — AB: A (1,1)-bsl és B (2,2)-bsl;

A — BS: B (3,3)-bol és S (4,4)-bdl;

2. levezetésbdl: S = SA = ABA = 1BA = 10A = 10BS = 100S =
100SA = 1001A = 10011

S — SA: S (1,2)-bsl és A (3,5)-bdl;
S — AB: A (1,1)-bél és B (2,2)-bdl;
A — BS: B (3,3)-bol és S (4,5)-bdl;
S — SA:S (4,4)-bol és A (5,5)-bédl.



7. COOK-YOUNGER-KASUMI ALGORITMUS 45

7. 3. feladat.

Tekintsiik a kévetkez grammatikat:

G=({S,A,B,C,D},{a,b,c}, S, H), ahol H szabalyai:

S—AB, A—-CA A—- 5SS B—-CD,A—bD —a, C—c C—b.
Dontsiik el, benne van-e a grammatika altal generalt nyelvben az abcach és
a bbcbba sz6, majd ha lehet adjuk meg az Osszes legbaloldalibb levezetését!
Megoldas:

a b C a c b

Tehat mivel a legfelsé cellaban nem szerepel S, ezért az abcacb szd nincs
benne az adott grammatika altal generalt nyelvben.

Mivel a legfels6 cellaban szerepel S, ezért az bbcbba szd6 benne van az adott
grammatika altal generalt nyelvben.

Az egyetlen legbaloldalibb levezetés pedig:

S = AB = CAB = bAB = bCAB = bbAB = bbCAB = bbcAB =
bbcbB = bbcbC' D = bbebbD = bbcbba
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7. 4. feladat.

Tekintsiik a kovetkezs grammatikét!

G = ({S,A,B},{0,1}, S, H),ahol H szabalyai:

S— AS, S — SB, S — AB, A— BB, B— SB; A— SB, B — AS,
A—0,B—1.

Dontsiik el CYK-algoritmus segitségével, hogy levezethetG-e a nyelvtanban
a 001111 szo!

Megoldas:

Tehat mivel a legfels6 cellaban szerepel S, ezért a 001111 sz6 benne van
az adott grammatika altal generalt nyelvben.

8. Early-algoritmus

Ez az algoritmus is annak az eldontésére szolgal, hogy egy sz6 benne
van-e egy 2-es tipust grammatika altal generélt nyelvben, vagy nem. Ennek
az eldontése is egy felismerési matrix segitségével torténik, de az algoritmus
Osszetettebb, mint a CYK- algoritmus, viszont nem koveteli meg, hogy a
grammatikdnk Chomsky- féle normalforméra legyen hozva, s6t az algoritmus
egy kis modositassal nem csak A-mentes esetben hasznalhato. A méatrixunk
cellaiban ugynevezett "pontos" szabalyok lesznek, és egy sz6 akkor lesz a
grammatika altal generalt nyelv része, ha egy kitilintetett cellaban lesz olyan
szabaly, aminek bal oldaldn S all, még a jobb oldala .-ra végzd&dik.

A matrixunk a kévetkezdképpen néz majd ki példaul egy 4-betiis sz6 esetén:
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a a a a

1 2 3 4

00| 061102 03|04

L1121 13)14

2212324
33| 3.4
4,4

A kitoltés utdn az Moy cellat kell figyelni, hogy szerepel-e benne S — U.
alaku szabaly, ahol S — U € H. A kitoltést a 0,0 cellabol kell elkezdeni,
és haladunk balrél jobbra, illetve alulrol felfelé, de a f6atlot akkor toltjik
csak ki, ha az oszlop Gsszes tobbi cellajat méar kitoltottiikk. A sorrend tehat
Moo, Mo, My, Mio, Moo, Moo Mag, Mygs, Moz, M3z, M3za, Moy,
My 4, Moa, Mys. Lathato, hogy az My cella kitoltése mar sziikségtelen,
mert el6tte mar tudjuk, hogy mi szerepel a My 4 cellaban, vagyis el tudjuk
donteni, hogy a sz6 benne van-e a grammatika altal generalt nyelvben, vagy
nincs. A kitoltéshez a kovetkezd algoritmust hasznéljuk:

1. Minden S — W € H szabalyra legyen S — .W € My és j := 0.

( Vagyis az S-bél kiindulé szabélyokat irjuk a Mo cellaba, tgy, hogy a nyil
utan egy pontot tesziink.)

2. Ha valamely j > k-ra A — X.BY € My; valamely X,Y € V*-ra,
A B € Vyte, és B — U € H, valamely U € V't-ra, akkor legyen
B— .U € ]WJ',J'!

(Ha az adott oszlopban van olyan nemterminalis, amit pont el6z meg, és
szerepel H-beli szabaly bal oldalan, akkor ezen H-beli szabalyokat vegyiik
fel a diagonalisban 1évé cellankba, tgy, hogy a nyil utan pontot rakunk.)

3. Ha j < n, akkor j := j+1, ési:= j—1. Ha j = n, akkor készen vagyunk,
és az aias...a, szO benne van a grammatika altal generalt nyelvben, ha
van a jobbfelss cellaban S-bél induld pontra végzsds szabaly.

(Lépjiink egy cellaval jobbra, ha tudunk!)

4. Ha A — X.a;Y € M;;_1 ahol X,Y € V* A € VN és aj a 526 j. betiije,
akkor legyen A — X A;.Y € M;;!
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(Ha van a cellank bal szomszédjaban olyan szabéaly, ahol a pont az oszlopunk
felé irt betiit el6zi meg, "ugorjuk at" a ponttal az adott bettinket!)

5. Ha van olyan ¢« < k < j, hogy A — X.BY € My és B — U. € My, ahol
U e VT, akkor legyen A — XB.Y € M;}!

(Ennek a lépésnek a szemléltetéséhez tekintsiik a kovetkezd abrat!

3B | 2B | 1B | 3A

2A

1A

Ez az abra a 3A cella kitoltéséhez késziilt. Vegyiik azokat a cellakat, melyek
a kitoltend6tél balra, illetve lefele vannak! Megnézziik, hogy az 1A cellaban
van-e pontra végz3dd szabaly, és annak milyen nemterminélis szerepel a bal
oldalan. Ha az 1B-ben ezt a nemterminéalist pont el6zi meg egy szabélyban,
akkor ezt a szabalyt irjuk be a kitoltendd cellankba, de dgy, hogy a .-al
"atugorjuk" a nemterminalist. A kitoltés utdna a 2A és 2B, majd a 3A és
3B cella Gsszevetésével folytatodik.)

6. Ha ¢ > 0, akkor ¢ := ¢ — 1 és térjiink a 4. lépésre.

(Ha nem vagyunk az oszlop tetején, akkor lépjunk eggyel feljebb, és térjiink
vissza az algoritmus 4. lépéséhez!)

7. Ha i=0, akkor térjiink a 2. lépésre!
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8. 1. példa.

Tekintsiik a kévetkez grammatikat:

G =({S,A,B} {0,1},S{S — 140, S— AS, A— B0, B— S0,
S—0Bl,A—1, B—0})!

Dontsiik el Early-algoritmus segitségével, hogy levezethet-e a nyelvtanban
a 011001 szo!

My-ba az S — 140 , S — .AS és S — 0B1 szabalyokat irjuk az az 1.
lépés alapjan. A — .B0 és A — .1 szabalyokat is irjuk az My o-ba a 2. lépés
alapjan, mivel az oszlopban van olyan szabaly, ahol az A-betiit kozvetleniil
a pont el6zi meg.Végiil a B — .50 és B — .0 szabélyokat is irjuk az My o-ba
a 2. lépés alapjan, mivel az oszlopban van olyan szabaly, ahol a B-betiit
kozvetleniil a pont el6zi meg.

Lépjiink egyet jobbra az algoritmus 3. 1épése szerint!

My, 1-be S — 0.B1 és B — 0. szabalyok keriilnek a 4. 1épés miatt,
mert Mg o-ban a keresett sz6 els6 bettijét a pont el6zi meg az S — .0B1
és B — .0 szabélyokban. A — B.0-t szintén irjuk az My -be az 5. lépés
alapjan, mivel My 1-ben van pontra végz6dé szabaly, melynek bal oldalan B
all, még az My o-ban az A — .B0 szabalyban a B-t a pont el6zi meg.

Mivel az oszlop legfelsé celldjat kitoltottiik, ezért ajra a 2. 1épés kovetkezik.

M 1 cellaba beirjuk a B — .50 és B — .0 szabalyokat, mert az oszlop-
ban van olyan szabaly, ahol a pont el6zi meg a B-t. Ide keriilnek az S-bdl
indul6 szabalyok is, mert mar olyan szabaly is van, ahol az S-t el6zi meg a
pont. Ezek lesznek az S — .140, S — .AS , S — .0B1 szabalyok. Illetve
ugyanigy keriil be az M ; cellaba az A — .B0 és az A — .1 szabély is, mivel
az oszlopban van olyan szabaly, ahol az A-t el6zi meg a pont.

Az elsé két oszlop kitoltése utani abrat mutatja a kovetkezs abra.

S — .1A0

S — .AS

S — .0B1 — 0.B1

A —- BO B — o0

A — 1 A — B.O

B — .80

B — .0
B — .S0
B — .0
S —  .1A0
S — .AS
S — .0B1
A — .BO
A — 1

Ezutan kovetkezik az algoritmus 3. 1épése, vagyis egyet jobbra lépiink.
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M; 5 cellaba keriilnek a 4. 1épés alapjén az § — 1.A0 és A — 1.
szabélyok, mert az M 1-ben az A — .1 és S — .1A0 szabalyokban el6zi
meg pont a keresett sz6 méasodik bettjét, az 1-et. Az 5. 1épés alapjan kertil
be az S — A.S szabély, mert M o-ben pontra végz6ds szabély bal oldalan
A bett all, és az M 1-ben az § — .AS szabalyban koveti a pontot A betd.
Az algoritmus 6. 1épése kovetkezik: mivel nem vagyunk az oszlop tetején,
lépjink eggyel feljebb, és kivetkezzen tjra a 4. 1épés!

My,2 tires marad, mert az Moy 1-ben nincs olyan szabaly, ahol az 1-est
pont el6zné meg, és az 5. lépés alapjan sem keriil be semmi ide, mert
Az M »-ben pontra végz6ds szabaly bal oldalan csak A beti &all, de az
Moy 1-ben nincs olyan szabaly, ahol pont elézi meg az A bettit. Mivel
az oszlop tetején vagyunk, ezért kovetkezzen az oszlop diagonéalisba esd
cellajanak kitoltése, az algoritmus 2. lépése utéan!

My 9-be a 2. 1épés alapjan keriilnek az A — .B0, A — .1, S — .1A0,
S — .AS, S — .0B1 szabalyok, mivel az oszlopban A-t és S-et el6z meg
pont, majd ezutan lesz olyan szabaly is, hogy B-t el6z meg pont, ezért ide
irjuk a B — .50 és B — .0 szabélyokat is.

Az els6 harom oszlop utan ilyen lesz a méatrixunk.

0 1

S — .1A0

S — .AS

S — .0B1| S — 0.B1

A — BO B — o0 =

A — 1 A — B.O

B — .S0

B — 0
B — .50
B — .0
S — .1A00 S — 1.A0
S — AS| A — 1
S — .0B1] S — A.S
A — B0
A — 1

WwWwnn >
A A A A
>
&)

Ezutan kovetkezik az algoritmus 3. 1épése, vagyis egyet jobbra lépiink.
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Ms 3 cellaba keriilnek a 4. 1épés alapjan az A — 1. és S — 1.A40 sz-
abalyok, mert az Mpo-ben az A — .1 és S — .1A0 szabélyokban el6zi meg
pont a keresett sz6 harmadik betdjét, az 1-et. Az 5. 1épés alapjan keriil be
az S — A.S szabaly, mert M> 3-ben pontra végzdds szabaly bal oldaldn A
betii all, és az M o-ben az § — .AS szabélyban. kdveti a pontot A beti.
A 6. 1épés alapjan lépjiink eggyel feljebb, majd az algoritmus 4. 1épésére!

M; 3-ba a 4. lépés miatt nem keriil be szabély, hiszen a mellette levé
celldban nincs olyan szabaly, ahol az 1-est pont el6zné meg, viszont bekertil
az S — 1A.0 az 5. 1épés miatt, mivel az My 3 celliban van az A — 1. sz-
abély, még M »-ben az S — 1.A0 szabalyban pont el6zi meg az A-betfit.
A 6. 1épés szerint 1épjiink feljebb, és térjiink a 4. lépésre!

My 3-ba sem a 4. 1épés miatt nem keriil be semmi, hiszen a szomszédos
cellaban nem el6zi meg pont az l-est, sem a 5. 1épés miatt nem keriil be
semmilyen szabaly.

M3 3-ba a 2. 1épés miatt bekeriilnek a H-bol az S-sel és A-val, majd
miutan ezeket beirtuk, a B-bdl induld szabalyok is.

Az elsé négy oszlop kitoltése utani abra igy néz ki.

0 1 1

S —  .1A0
S — .AS
S —  .0B1| S —  0.B1
A — B0O |B — 0. = =
A — 1 A — B.O
B — .S0
B — .0
B — .50
B — .0
S — .1A0 S — 1.AQ
S — AS| A — 1. S —1A.0
S —  .0B1] S — A.S
A — .BO
A — 1
A — B0
A — 1
S — .1AQA — 1.
S — .AS|S — 1.A0
S — .0B1 S — A.S
B — .S0
B — .0
A — .BO
A — 1
S —  .1A0
S — .AS
S — .0B1
B — .80
B — .0

Ezutan kovetkezik az algoritmus 3. 1épése, vagyis egyet jobbra lépiink.
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M3 4-be ugyanaz keriil mint az My 1-be, hiszen a helyzetiik egyforma.
A 6. lépés alapjan 1épjiink feljebb, és kovetkezzen a 4. 1épés!

My 4 cella iires, mert M 3-ban nincs pontot kovets 0, még bar Ms 4-ben
van pontra végz6ds, B-bdl induléd szabaly, de Ms 4-ben nincs pont utédn B.
A 6. 1épés alapjan lépjiink feljebb, és kovetkezzen a 4. lépés!

M; 4 cellaba kertil a 4. 1épés miatt az S — 1A0. szabély, mert S —
1A.0 € My 3. Az 5. 1épés szerint B — S.0 € My 4, mert S — 1A40. € M4 és
B — .50 € M. A 6. lépés alapjan lépjiink feljebb, és téjiink a 4. lépésre!

My 4 cellaba a 4. 1épés szerint nem keriil semmi, mert Mo 3 iires. Es az
5. lépés szerint is iires marad, mert B — 0. € M3y, de My 3 lires, és bar
S — 1A0. € My 4, de My 1-ben nincs S-sel kezd6dé szabaly.

My 4-be irjuk a B-vel, majd az S-sel, végiil az A-val kezd6d& szabalyokat!

0 1 1 0

S —  .1A0
S — .AS
S —  .0B1|S — 0.B1
A —- BO |B — o0 - = -
A — 1 A — B.O
B — .S0
B — 0
B — .S0
B — .0
S — 1A0 S — 1.A0
S — AS|A — 1. S = 14.0 S _ é‘%o'
S — .0B1] S — A.S :
A — B0
A — 1
A — B0
A — 1
S — .1A0A — 1.
S — AS|S — 1.A0 -
S — .0B1 S — A.S
B — .S0
B — .0
A — .BO
A — 1
S — .1A0|S — 0.B1
s —- AS |B — O
S — OB1]lA — B.
B — .S0
B — .0
B — .S0
B — 0
S — .1A0
S — .AS
S — .0B1
A — .BO
A — 1

Ezutan kovetkezik az algoritmus 3. 1épése, vagyis egyet jobbra lépiink.
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B —0.€ Mysés A— .BO € My, miatt A — B.0 keriil .
A 6. lépés alapjan 1épjilink feljebb, és térjiink a 4. 1épésre!

M3 5-be a 4. 1épés miatt A — B0.-t, még az 5. alapjan B — 0. € My
és § — 0.B1 € M3, miatt S — 0B.1-et illetve A — B0. € M35 valamint

S — .AS € M3 3 miatt S — A.S-t irunk.
A 6. lépés alapjan lépjiink feljebb, és térjiink a 4. lépésre!
Mss-be A — B € M35 és S — 1.A0 € M3 miatt S — 1A.0-t irunk.

0

0

S — .1A0
S — .AS
S — .0B1|S —  0.B1
A —- B0 |B — o0 - - - S — 0B.1
A — 1 A — B.O
B — .50
B — .0
B — .90
B — .0
S — .1A0 S — 1.AQ
s I R A
S — 0B S — AS ’ ’
A — B0
A — .1
A — B0
A — 1
S — .1A0A — 1.
S — .AS|S — 1.A0 - S — 1A.0
S — .0B1 S — A.S
B — .S0
B — .0
A — .BO
A — 1
s — .1A0|S — 0B1l]A — BO.
S —- AS |B — O S — 0B.1
S — OB1|/A — B.O|S — A.S
B — .50
B — 0
B — .50
B — .0
s — .1A00B — o0
s —- AS|S — 0.B1
S — .OB1lA — B.O
A — .BO
A — 1
S —  .1A0
S — .AS
S —  .0B1
B — .S0
B — 0
A — B0
A — 1
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A 6. 1épés alapjan 1épjilink feljebb, és térjiink a 4. 1épésre!
M s5-be a B — S.0 € M4 miatt B — S0.-t irjuk. Az 5.

I. FORMALIS NYELVEK

B — S50. € M5 é A— .BO € M miatt A — B.0 keriil.
Ujra a 6. lépés alapjan lépjiink feljebb, és térjiink a 4. lépésre!

My s-be B — S0. € M5 ¢és S — 0.B1 € My miatt az 5. 1épés alapjan

lépésben

S — 0B.1-et irjuk. Ezzel az oszlop also6 cellajara, és a 2. 1épésre térhetiink.
Ms5 5-be irjuk az S-sel és a B-vel, majd az A-val kezdddé szabalyokat.

Ezzel az oszlop végére értiink, és a 3. 1épés szerint 1épjiink egyet jobbra.

0

0

0

S —  .1A0
S — .AS
S — .0B1|S —  0.B1
A — B0 |B — o - - - s — oB1|y T B
A — 1 A — B.O .
B — .S0
B — 0
B — .50
B — .0
S — 1408 - LAQ S — 1A0. B — S0.|S — AS.
S - ASIA - L S—1A0 1g ., S0 |A — BO|B — S0
S — 0Bl S — AS : : :
A — B0
A — 1
A — .BO
A — 1
S — 1AQA — 1.
S — L.AS|S — 1.A0 - S — 1A0]| S — AS.
S — .0B1 S — A.S
B — .80
B — .0
A — .BO
A — 1
s — .1A0|S — 0B1llA — BO.
S — AS|B — 0 |s — oB15 — B
s —- OB1|]A — BO|S — AS :
B — .80
B — .0
B — .S0
B — .0
s — .1A00B — O
s —- AS|S — 0.B1 =
S — .0B1/A — B.0
A — .BO
A — 1
S — .1A0
S — .AS
S — .0B1|S — 1.A0
B —- S0 A — 1.
B — .0 S — AS
A — B0
A — 1
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Msg-ba és Myo-be a 4. és 5. 1épés alapjan ugyanazt irjuk, mivel
helyzetiik azonos, majd a 6. lépés alapjan feljebb lépiink, és jon a 4. 1épés.

My g-ba a 4. lépéssel nem keriil semmi, még az 5. miatt azért nem,
mert M;g-ban van egy A — 1. szabély, de My 5-ben nincs A el6tt pont.

M3e-ba a 4. lépéssel beirjuk a § — 0Bl.-et, még az 5. lépéssel
S — 0Bl. € M3’6 és B — .50 ¢ M3’3 miatt B — S.0-t.

M ¢-ba az 5. lépéssel az S — 0B1. € M3zg és S — A.S € My 3 miatt
keriil S — AS. szabaly.

M, g-ba két szabaly: S — AS. € Mg és S — A.S € Mo miatt
S — AS. még S — AS. € My és B — .S0 € My miatt B — 5.0 keriil be
az 5. lépés utdn, majd a 6. utan feljebb lépilink, és jon a 4. 1épés.

Mye-ba a 4. 1épés utan keriil S — 0B1. még az 5. alapjan B — 5.0 az
S — 0B1. € Myg és B — .50 € Mo miatt.
Ezzel eljutottunk az algoritmus befejezéséhez, és mivel az My g-ban van
S-sel kezd6d6 pontra végz&ds szabaly, ezért azt mondhatjuk, hogy a 011001
sz0 benne van a fenti grammatika altal generélt nyelvben.

8. 2. feladat.

Tekintsiik a G =< {S,A, B},{a,b,c,),)}, S, H > grammatikat, ahol H
szabalyai: S - S+ A, S— A, A— AB, A — B,

B—(S), B—a, B—b B—c

Déntsiik el Early-féle elemzé algoritmus segitségével, benne van-e gram-
matika altal generalt nyelvben az a(b+ ¢) sz6?

Megoldas:

A kovetkezs abra mutatja, hogy az adott grammatika esetén az a(b + ¢)
szohoz tartoz6 matrix Mpe celldjdban van olyan szabaly, melynek bal
oldalan S &ll és pontra végzddik, ezért a sz6 benne van a G grammatika
altal generalt nyelvben.
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I1. fejezet
Automatak

1. Mealy automatak minimalizalasa

1.1. feladat. Készitsiik el az Aufenkamp-Hohn-féle minimalizacios algorit-
mus segitségével az

A= ({a17 a2, as, a4, as, aﬁ}a {.T, y}7 {’LL, v, ’LU}, 67 )‘)

Al as as a4 as ag
T (ag,u) (ar,w) (a1,u) (as,w) (aq,u) (ag,u)
y | (a3,v) (az,v) (as,v) (as4,v) (a3,v) (az,v)

Mealy automatahoz tartozé Ag minimalis allapotszamu automatéat!

Megoldas: A feladat megoldasahoz elsG 1épésben osztéilyozzuk az allapo-
tokat. Két allapot akkor és csak akkor esik egy osztalyba, ha ugyanarra a
bemend jelre ugyanazzal a kimend jellel reagalnak:

Ci1 = {{a1,as3,as,a6}, {az, as}}.

Ezek utan a Cj41-edik osztalyozés esetén két allapot akkor esik egy osztaly-
ba, ha egyrészt a Cj-edik osztalyozas esetén is azonos osztélyba tartoztak,
mésrészt pedig minden bemend jel hatésara azonos C;-beli osztalyban talél-
hato éllapotokba mennek 4t. Az osztalyozas véget ér, amennyiben C; = Cjyq
valamely ¢ > 1 esetén.

Cy = {{a1, a5}, {as, ag}, {az, as}}.

C3 = {{a1,as}, {as}, {as}, {az, as}}.
Cy = {{a1,as}, {as}, {ac}, {az, as}}.

Mivel C3 = C4, ezért az osztalyozas véget ért. A Cs osztalyait jeloljiik
valamely 1j bettivel, példaul b-vel:
by = {a1,a5}, ba = {as}, b3 = {as}, bs = {az, as}.

Végiil készitsiik el az A automatéval ekvivalens, minimalis allapotszamu Ag
automatat, mely allapothalmaza az osztilyozas és az 4j jelolés bevezetése
utan {b1,ba,bs,bs}, a bemens- és kimend jeleinek a halmazai megegyeznek

57
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az A automata megfelel§ halmazaival, az atmenetfiiggvényt megkapjuk
gy, hogy megnézziik az adott b; osztéalybeli allapotok az adott bemend jel
hatasara mely b; osztalybeli dllapotokba mentek at az A automata esetén
és végil az aktualis b; osztalyhoz tartozé kimendGjelet megkapjuk, ha meg-
nézziik, hogy az adott b; osztalybeli dllapotok az adott bemeng jel hataséara
mely kimendgjelet szolgaltattak az A automata esetén. Jelen esetben:

‘AO - ({b17 b?a b37 b4}7 {l’, y}7 {u7 v, 'lU}, 6/7 )‘/)7
.A() ‘ b1 b2 b3 b4
x (bg,w) (b1,u) (ba,u) (b1, w)
Y (bgﬂ)) (b4,’U) (b47v) (b47v)
1.2. feladat. Készitsiik el az Aufenkamp-Hohn-féle minimalizacios algorit-
mus segitségével az

A = ({CLl, az, as, a4, a'5}’ {x7 Y, Z}? {u7 'U}, 67 )\)

.A | al a9 as a4 as

x (ag,u) (a2,v) (az,u) (as,v) (a4,v)
Yy
z

(a47 u) ((13, u) ((11, u) (a37 u) (a37 u)

(a57 U) (a5’ u) (al’ U) (a57 u) (a27 u)
Mealy automatahoz tartozo Ag minimalis allapotszamu automatéat!
Megoldas: A feladat megoldasahoz elsé 1épésben osztalyozzuk az allapo-
tokat. Két allapot akkor és csak akkor esik egy osztalyba, ha ugyanarra a
bemend jelre ugyanazzal a kimend jellel reagéalnak:

Cl = {{ab a3}7 {(12, Gy, (15}}-

Ezek utan a Cj41-edik osztalyozés esetén két allapot akkor esik egy osztaly-
ba, ha egyrészt a Cj-edik osztalyozas esetén is azonos osztalyba tartoztak,
mésrészt pedig minden bemend jel hatésara azonos C;-beli osztalyban talél-
hato &llapotokba mennek 4t. Az osztalyozas véget ér, amennyiben C; = Cjyq
valamely ¢ > 1 esetén.

Ca = {{a1},{as},{a2, a4, as}}.
Cs = {{a1},{as},{a2, a4, as}}.
Mivel Cy = Cjs, ezért az osztalyozas véget ért. A Cy osztalyait jeloljiik
valamely aj betivel, példaul b-vel:
by = {al}, by = {ag}, b3 = {ag,a4,a5}.

Végiil készitsiik el az A automatéval ekvivalens, minimalis allapotszamu Ag
automatat, mely allapothalmaza az osztilyozas és az 4j jelolés bevezetése
utan {b1, b2, b3}, a bemend- és kimend jeleinek a halmazai megegyeznek az A
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automata megfelel§ halmazaival, az atmenetfiiggvényt megkapjuk tgy, hogy
megnézziik az adott b; osztalybeli allapotok az adott bemend jel hatésara
mely b; osztalybeli allapotokba mentek at az 4 automata esetén és végiil
az aktualis b; osztélyhoz tartozé kimendjelet megkapjuk, ha megnézziik,
hogy az adott b; osztalybeli allapotok az adott bemend jel hatasara mely
kimengjelet szolgaltattak az A automata esetén. Jelen esetben:

-AO = ({bla b2a b3}7 {.’L’, Y, Z}? {U, U}, 5/7 )‘,)7
Ao ‘ by ba bs
T (bs,u) (bs,u) (bs,v)
Y (b37 U) (blv u) (b% u)
z (bs,v) (b1,v) (bs,u)

1.3. feladat. Készitsiik el az Aufenkamp-Hohn-féle minimalizacios algorit-
mus segitségével az

A - ({a17 az, as, a4, as, ag, ay, a8}a {.I, y}v {uv /U}7 57 >\)

A | al as as a4 as Qg a7 as
Z (aSv u) (ag, U) (a87 u) (ala U) (a’87 u) (CL4, u) (a3> U) ((15, U)
Yy (a2a U) (ala u) (CL7, u) (aQa U) (a7a U) (a’27 U) (a67 u) (a3a U)

Mealy automatahoz tartozoé Ag minimalis allapotszamu automatéat!

Megoldas: A feladat megoldasahoz elsé 1épésben osztalyozzuk az allapo-
tokat. Két allapot akkor és csak akkor esik egy osztalyba, ha ugyanarra a
bemend jelre ugyanazzal a kimendg jellel reagalnak:

Cr = {{ala as, aﬁ}v {a27 CL7}, {a’3}7 {a4’ GS}}'

Ezek utén a C;y1-edik osztalyozés esetén két dllapot akkor esik egy osztély-
ba, ha egyrészt a Cj-edik osztalyozas esetén is azonos osztalyba tartoztak,
mésrészt pedig minden bemend jel hatésara azonos Cj-beli osztalyban talél-
hato6 allapotokba mennek at. Az osztalyozas véget ér, amennyiben C; = Cj4 1
valamely 7 > 1 esetén.

Cy = {{a1, a5, a6}, {az, ar}, {as}, {as}, {as}}
C3 ={{a1,as}, {ae}, {az, ar}, {as}, {as}, {as}}
Cy = {{a1, a5}, {ae}, {a2}, {ar}, {as}, {aa}, {as}}.
Cs = {{a1},{as}, {ac}, {az}, {ar}, {as}, {as}, {as}}.

Ebben az esetben, mivel a Cs osztalyozas esetén minden a; allapot kiilon
osztalyba esik, ezért az A automata méar minimélis, igy tovibb nem mini-
malizalhato, azaz Ay = A.
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2. Moore automatak minimalizalasa

2.1. feladat. Készitsiik el az Aufenkamp-Hohn-féle minimalizécids algorit-
mus segitségével az

A = ({a1,a2,a3,a4,as5,a6},{z,y},{u,v,w},d, pn)
U v U U W w
A ‘ a1 as a3 a4 G5 ag
x as a3 a4 a1 ai ag
) ay a3 ag a4 ag as
Moore automatahoz tartozo Ag minimélis allapotszamu automatéat!

Megoldas: A feladat megoldésanak elsd 1épése eltér a Mealy automaték ese-
tén targyalt elss lépéstsl. Jelen esetben a kezdeti osztalyozéskor két allapot
akkor és csak akkor esik egy osztalyba, ha ugyanaz az allapotjeliik:

C1 = {{a1, a3, a4}, {az}, {as, ag}}-
Ezek utan a Cj41-edik osztalyozés esetén két allapot akkor esik egy osztaly-
ba, ha egyrészt a Cj-edik osztalyozas esetén is azonos osztalyba tartoztak,
mésrészt pedig minden bemend jel hatésara azonos C;-beli osztalyban talél-
hato allapotokba mennek &t. Tehat ez a 1épés megegyezik a Mealy automata
esetén targyalt 1épéssel. Az osztalyozas itt is véget ér, amennyiben C; = Cjy
valamely ¢ > 1 esetén.

Cy = {{a1, a4}, {az},{as}, {as,a6}}.
C’3 = {{ala CL4}, {a2}a {a3}7 {aS}a {GG}}'
Cy = {{a1, a4}, {az}, {as},{as}, {as}}.

Mivel C3 = Cy, ezért az osztalyozas véget ért. A C3 osztalyait jeloljiik
valamely aj betivel, példaul b-vel:

b1 ={ay, a4}, ba = {az}, by ={as}, bs ={as}, bs = {ac}.

Végiil készitsiik el az A automatéval ekvivalens, minimélis allapotszamu Ag
automatat, mely allapothalmaza az osztalyozas és az 1j jel6lés bevezetése
utan {by, ba, b3, by, b5 }, a bemends- és kimend jeleinek a halmazai megegyeznek
az A automata megfelel§ halmazaival, az atmenetfliggvényt megkapjuk
gy, hogy megnézziik az adott b; osztalybeli allapotok az adott bemend jel
hatasara mely b; osztalybeli dllapotokba mentek at az A automata esetén
és végiil az aktualis b; osztalyhoz tartozé allapotjelet megkapjuk, ha meg-
nézzik, hogy az adott b; osztalybeli allapotokhoz mely allapotjel tartozott
az A automata esetén. Jelen esetben:

"40 = ({b17 b27 b37 b47 b5}7 {.ZE, y}a {U, v, ’UJ}, 6,7 ,ul)v
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u v ou w w
Ao ‘ bo by by bs bs
X ‘ bl b1 bl b1 b3
y by b3 bs bs by

2.2. feladat. Készitsiik el az Aufenkamp-Hohn-féle minimalizacios algorit-
mus segitségével az
A= ({ah az,as, a4, as, ag, (L7}, {J), y}7 {u7 U}v 6) M)
w U v ou u v v
A a1 as a3 a4 as ag ar
x as a4 a3 az a1 a3z dag
Y ai az az a2 as a4 as

Moore automatahoz tartozé Ay minimalis allapotszamu automatéat!

Megoldas: A kezdeti osztalyozaskor két allapot akkor és csak akkor esik
egy osztalyba, ha ugyanaz az allapotjeliik:

C1 = {{a1,a2,a4,as5},{as,as,ar}}.

Ezek utan a Cj41-edik osztalyozés esetén két allapot akkor esik egy osztaly-
ba, ha egyrészt a Cj-edik osztalyozas esetén is azonos osztalyba tartoztak,
mésrészt pedig minden bemend jel hatésara azonos C;-beli osztalyban talél-
hato &llapotokba mennek &t. Az osztalyozas véget ér, amennyiben C; = Cjy
valamely ¢ > 1 esetén.

Cy = {{a1},{az, a4, as}, {as, ag, ar}}.
Cs = {{a1},{az, asa}, {as},{as, a6, a7}}.
Cy = {{ar},{az, a4}, {as}, {as, as}, {ar}}.
Cs = {{a1},{a2, a4}, {as}, {as, as}, {a7}}.

Mivel Cy = Cj5, ezért az osztalyozas véget ért. A Cy osztalyait jeloljiik
valamely aj betivel, példaul b-vel:

br ={a1}, by = {az,as}, by = {as}, by = {as, a6}, b5 = {ar}.

Végiil készitsiik el az A automatéval ekvivalens, minimalis allapotszamu Ag
automatat, mely allapothalmaza az osztilyozas és az 4j jelolés bevezetése
utén {by, ba, b3, by, b5 }, a bemens- és kimend jeleinek a halmazai megegyeznek
az A automata megfelel§ halmazaival, az atmenetfiiggvényt megkapjuk
agy, hogy megnézziik az adott b; osztilybeli allapotok az adott bemend jel
hatéséra mely b; osztalybeli allapotokba mentek at az A automata esetén
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és véglil az aktudlis b; osztalyhoz tartozd allapotjelet megkapjuk, ha meg-
nézziik, hogy az adott b; osztalybeli allapotokhoz mely allapotjel tartozott
az A automata esetén. Jelen esetben:

AO = ({b17 b2’ b3) b4a b5}a {':Ca y}v {uv /U}v 5/5 M,)a
u u u v v
Ao bo by bg by b5
X b4 bg bl b4 b4
Y b1 by b3 b2 b3

2.3. feladat. Készitsiik el az Aufenkamp-Hohn-féle minimalizécids algorit-
mus segitségével az

A= ({aly az,as, a4, as, }’ {$a Y, Z}’ {’LL, v, U}}, 5’ :U’)

u v v w w

A a1 az a3z a4 a5
T as a4 a4 a2 as
Yy as a4 as a3z as
z ay a3 a2 a; a4

Moore automatéahoz tartozo Ag minimaélis allapotszami automatat!

Megoldas: A kezdeti osztalyozaskor két allapot akkor és csak akkor esik
egy osztalyba, ha ugyanaz az allapotjelik:

C1 = {{a1},{az, a3}, {as, a5} }.

Ezek utén a C;y1-edik osztalyozés esetén két allapot akkor esik egy osztély-
ba, ha egyrészt a Cj-edik osztalyozas esetén is azonos osztalyba tartoztak,
mésrészt pedig minden bemend jel hatésara azonos Cj-beli osztalyban talél-
hato6 allapotokba mennek at. Az osztalyozas véget ér, amennyiben C; = Cj4 1
valamely ¢ > 1 esetén.

Cy = {{a1}, {az, a3}, {as, as}}.

Jelen esetben mar Co = C1, ezért az osztalyozas véget is ért. Az osztalyokat
jeloljiik valamely 4j bettivel, példaul b-vel:

b1 ={a1}, b2 = {a2,a3}, bz = {as,as}.

Végiil készitsiik el az A automatéval ekvivalens, minimalis allapotszamu Ag
automatat, mely allapothalmaza az osztilyozas és az 4j jelolés bevezetése
utén {by, ba, b3}, a bemend- és kimend jeleinek a halmazai megegyeznek az A
automata megfelel¢ halmazaival, az atmenetfiiggvényt megkapjuk ugy, hogy
megnézzik az adott b; osztalybeli allapotok az adott bemend jel hatésara
mely b; osztalybeli dllapotokba mentek at az A automata esetén és végiil az
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aktualis b; osztalyhoz tartozé allapotjelet megkapjuk, ha megnézziik, hogy
az adott b; osztalybeli allapotokhoz mely allapotjel tartozott az A automata
esetén. Jelen esetben:

‘AO - ({b17 b27 b3}7 {I‘, Y, Z}u {’U,, v, U)}, 5/7/J'/)7

U oUW

Ao | bo b2 b3
T bg b3 b2
y by b3 bo
z bl bg bg

3. Kimen6 jel nélkiili, inicialis, végallapotokkal
bévitett automatak minimalizalasa

3.1. feladat. Készitsiik el az Aufenkamp-Hohn-féle minimalizécids algorit-
mus segitségével az

A= ({a’O? ai, a2,as, a4, CL5}, {CU, y}7 57 ag, {a27a47 CL5}),

A | ap a1 a2 a3 a4 as

T as a5 a3 a; az ai

Y aip ap a3z a4 as as
kimend jel nélkiili, inicidlis, végallapotokkal b&vitett automatahoz tartozo,
Ap minimaélis allapotszami automatat!

Megoldas: A feladat megoldasanak elsé 1épése eltér mind a Mealy, mind
pedig a Moore automatak esetén targyalt elsé 1épést6l. Itt a kezdeti oszta-
lyozaskor mindig két osztalyba keriilnek az allapotok, attol fliggéen, hogy
végallapotok, vagy pedig nem végallapotok.

C1 = {{ao, a1,a3}, {az,a4,a5}}.

Ezek utén a C;1-edik osztalyozés esetén két allapot akkor esik egy osztély-
ba, ha egyrészt a Cj-edik osztalyozas esetén is azonos osztalyba tartoztak,
mésrészt pedig minden bemen§ jel hatésara azonos Cj-beli osztalyban talél-
hat6 allapotokba mennek at. Tehat ez a lépés megegyezik a Mealy és a
Moore automata esetén targyalt lépéssel. Az osztalyozéas itt is véget ér,
amennyiben C; = ;41 valamely ¢ > 1 esetén.

Cy = {{CLU, al}v {a3}’ {a’Qv a’5}7 {CL4}}.
Cs = {{ao, a1}, {as}, {az, a5}, {as}}.
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Mivel Cy = Cj, ezért az osztalyozas mar véget is ért. A Cy osztélyait jeloljik
valamely 0j bettivel, példaul b-vel:

bo = {ao, a1}, b1 = {as}, b2 = {az,as}, bz = {as}.

Végiil készitsiik el az A automatéval ekvivalens, minimélis allapotszamu Ag
automatat, mely allapothalmaza az osztéilyozas és az 4j jelolés bevezetése
utan {bo, b1, b2, b3}, a bemend jeleinek a halmaza megegyezik az A automata
bemend jeleinek a halmazéval, az dtmenetfiiggvényt megkapjuk dgy, hogy
megnézzik az adott b; osztalybeli allapotok az adott bemend jel hatésara
mely b; osztalybeli allapotokba mentek at az A automata esetén, az 4j
kezdgallapotunk az a b; lesz, melynek eleme ag, és végil az Ay automata
végallapotait azon by, . . ., by, osztalyok alkotjak, mely osztalyok elemei tar-
talmaznak legalabb egy elemet az A automata végéllapotai koziil. Jelen
esetben:

AO = ({bO? bl? b27 b3}a {l’, y}v 5,7 bOa {b27 b3})7
Ao | bo b1 by b3

X ‘ b2 bo bo bg

Yy bo by b1 be

3.2. feladat. Készitsiik el az Aufenkamp-Hohn-féle minimalizécids algorit-
mus segitségével az

A = ({ag,a1,a2,a3,a4},{x,y},9, ao,{ag, a1, as,as}),
A|aga1a2a3a4
x ay G4 G4 G4 Q3
Y aq a3z aop az ai
kimend jel nélkiili, inicialis, végallapotokkal b&vitett automatahoz tartozo,
Ap minimaélis allapotszamu automatét!

Megoldas: A feladat megoldasanak elsé 1épéseként, a kezdeti osztaly-
ozaskor két osztalyba keriilnek az allapotok, attol fiiggGen, hogy végallapo-
tok, vagy pedig nem végéllapotok.

C1 = {{ao,a1,a2,a3},{as}}.

Ezek utan a Cj41-edik osztalyozés esetén két allapot akkor esik egy osztaly-
ba, ha egyrészt a Cj-edik osztalyozas esetén is azonos osztalyba tartoztak,
mésrészt pedig minden bemend jel hatésara azonos C;-beli osztalyban talél-
hato &llapotokba mennek &t. Az osztalyozas véget ér, amennyiben C; = Cjyg
valamely ¢ > 1 esetén.

Cy = {{a0}7 {ah az, a3}7 {CL4}}.
C3 = {{ao}, {a1, a3}, {az}, {as}}.
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Cy = {{ao},{a1,as},{az}, {as}}.

Mivel C3 = (Y, ezért az osztalyozas véget ért. A (5 osztalyait jeloljik
valamely 0j bettivel, példaul b-vel:

b[) = {ao}, bl = {al,ag}, b2 = {ag}, bg = {a4}.

Végiil készitsiik el az A automatéval ekvivalens, minimélis allapotszamu Ag
automatat, mely allapothalmaza az osztéilyozas és az 4j jelolés bevezetése
utan {bg, b1, b2, b3}, a bemend jeleinek a halmaza megegyezik az A automata
bemend jeleinek a halmazéval, az dtmenetfiiggvényt megkapjuk dgy, hogy
megnézzik az adott b; osztalybeli allapotok az adott bemend jel hatésara
mely b; osztalybeli allapotokba mentek at az A automata esetén, az 4j
kezdgsallapotunk az a b; lesz, melynek eleme ag, és végil az Ay automata
végallapotait azon by, . . ., by, osztalyok alkotjak, mely osztalyok elemei tar-
talmaznak legalabb egy elemet az A automata végéllapotai koziil. Jelen
esetben:

‘AO = ({boab1>b27b3}a {w,y},5’,bo, {b07b17b2})7
Ay | by by by by
€T b3 b3 b3 bg
Yy by b1 bo b1

3.3. feladat. Készitsiik el az Aufenkamp-Hohn-féle minimalizécids algorit-
mus segitségével az

A= ({a07a17 a2, a3, a4, 0as, Ae, CL7}, {IL’,y, 2}7 57 ap, {a27 a4, as, a7})7

.A | ap a1 a2 a3 a4 a5 ag ag
X ag a3 aip a7y ayp ayp a4 ai
Yy a4 ar ap az az a1 as as
z as, a ag a1 a3z ag ag as

kimeng jel nélkiili, inicialis, végallapotokkal b&vitett automatahoz tartozo,
Ap minimalis allapotszami automatat!

Megoldas: A feladat megoldasanak elsd lépéseként, a kezdeti osztaly-
ozaskor két osztalyba keriilnek az allapotok, attol fiiggGen, hogy végallapo-
tok, vagy pedig nem végéllapotok.

Cl = {{a07 ai,as, aﬁ}a {a27 G4, a5, a7}}'

Ezek utan a Cj41-edik osztalyozés esetén két allapot akkor esik egy osztaly-
ba, ha egyrészt a Cj-edik osztalyozas esetén is azonos osztélyba tartoztak,
masrészt pedig minden bemend jel hatasara azonos Cj-beli osztalyban talal-
hato éllapotokba mennek 4t. Az osztalyozas véget ér, amennyiben C; = Cjyq
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valamely ¢ > 1 esetén.
Cy = {{ao, a1}, {as, as}, {az, a4, a5, a7} }.
C3 = {{ao, a1}, {a3, a6}, {az, a5}, {a4, ar}}.

Cy = {{ao, a1}, {as, ag}, {az, a5}, {as, ar}}.
Mivel C3 = Cy, ezért az osztalyozas véget ért. A C3 osztalyait jeloljiik
valamely aj betiivel, példaul b-vel:

bo = {ao, a1}, b1 ={as,as}, b2 = {az,as}, bz = {as,ar}.

Végiil készitsiik el az A automatéval ekvivalens, minimélis allapotszamu Ag
automatat, mely allapothalmaza az osztéilyozas és az 14j jelolés bevezetése
utan {bg, b1, b2, b3}, a bemend jeleinek a halmaza megegyezik az A automata
bemend jeleinek a halmazéval, az dtmenetfiiggvényt megkapjuk tgy, hogy
megnézzik az adott b; osztalybeli allapotok az adott bemend jel hatéséira
mely b; osztalybeli allapotokba mentek at az A automata esetén, az 1j
kezdgsallapotunk az a b; lesz, melynek eleme ag, és végil az Ay automata
végallapotait azon by, . .., by, osztalyok alkotjak, mely osztalyok elemei tar-
talmaznak legalabb egy elemet az A automata végéllapotai koziil. Jelen
esetben:

AO = ({b07b17b27b3}7 {xayaz}vé/abm {b27b3})7
Ao | bo by by b
T b1 b3 by by
(0 by by by by
z b2 b() bl b1

4. Nemdeterminisztikus és determinisztikus véges
automatak ekvivalenciaja

4.1. feladat. Adjunk meg az
A= ({aOa al}? {LE’, y}7 5a {a0}7 {al})’

A | ap al

x {a1} {ag,a1}

y | {a} -
nemdeterminisztikus, parcialisan definialt, kimeng jel nélkiili, inicialis, végal-
lapotokkal bévitett véges automatéaval ekvivalens Ay determinisztikus, tel-
jesen definialt automatat!
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Megoldas: Az Ay automata allapothalmaza az A &allapothalmazanak a
részhalmazai altal alkotott halmaz lesz. Jeloljiikk egy 1j bettivel, példaul
b-vel az {ag, a1} halmaz részhalmazait:

bo = {@}, bl = {a()}, bQ = {al}, bg = {ao,al}.

Az A; automata bemend jeleinek halmaza megegyezik az A automata
bemend jeleinek a halmazéaval. Az A; automata atmenetfiiggvényét a
kovetkezGképpen kapjuk meg:

(1) Ha az automata by = {0} allapotban van, akkor barmely bemend
jel hatasara by allapotban marad.

(2) Ha az automata egy b; # by allapotban van, akkor meg kell vizs-
gélni, hogy a b; halmazban 1év6 a;,, ..., q;, allapotok az adott be-
mend jel hatasara mely ag,,...,ax, allapotokba mennek at. Az

Ay automata a b; allapotbol az adott bemend jel hatasara az
Ak s - - -, Ak, halmazhoz tartozo b; allapotba megy at.

Az A, automata kezd&allapota az A automata kezdéallapotainak a hal-
mazéhoz tartozé b; lesz. Az Ay automata végéallapotainak a halmaza pedig
tartalmazni fog minden olyan b;-t, melynek mint halmaznak eleme az A
automata barmely végéllapota. Jelen esetben:

Ad = ({b(), bl? b27 b3}7 {fl?, y}v 6/7 bla {627 b3})7

Ad | bo b1 by b3
T bo by bg b3
Yy bop b1 by by

4.2. feladat. Adjunk meg az
A = ({CLO, a1}7 {CC, Y, Z}a 67 {QO) al}a {CLO})a

A | ao ay
z {a1} -
Y - {a07 al}

z {ao, a1} {ao}
nemdeterminisztikus, parcialisan definialt, kimeng jel nélkiili, inicialis, végal-
lapotokkal bévitett véges automatéaval ekvivalens Ay determinisztikus, tel-
jesen definidlt automatat!

Megoldas: Az Ay automata allapothalmaza az A &allapothalmazanak a
részhalmazai altal alkotott halmaz lesz. Jeldljik egy j bettivel, példaul
b-vel az {ap, a1} halmaz részhalmazait:

b() = {@}, bl = {ag}, bg = {al}, b3 = {ao,al}.
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Az Ay automata bemend jeleinek halmaza megegyezik az A automata
bemend jeleinek a halmazéaval. Az A, automata atmenetfiiggvényét a
kovetkezSképpen kapjuk meg:

(1) Ha az automata by = {0} allapotban van, akkor barmely bemend
jel hatasara by allapotban marad.

(2) Ha az automata egy b; # by allapotban van, akkor meg kell vizs-
gélni, hogy a b; halmazban 1év6 a;,, ..., q;, allapotok az adott be-
mend jel hatasara mely ag,,...,a, allapotokba mennek at. Az
Ay automata a b; allapotbol az adott bemend jel hatasara az
Ak, - - -, Ak, halmazhoz tartozo b; allapotba megy at.

Az A, automata kezdGallapota az A automata kezd@allapotainak a hal-
mazahoz tartozo b; lesz. Az A, automata végallapotainak a halmaza pedig
tartalmazni fog minden olyan b;-t, melynek mint halmaznak eleme az A
automata barmely végallapota. Jelen esetben:

Ad = ({bo, blv b27 bd}’ {:E, Y, Z}7 5/7 b37 {bla bg}),

Ag | by b by by
€T bo bg b() bQ
Yy bo bo b3 b3
z b() b3 bl b3

4.3. feladat. Adjunk meg az
A= {CL(), ai, a2}7 {x7 y}7 57 {a0}7 {ala a2})7

—~

ao ai az
{az}  {ao {a1, a2}

y | {a1} {ao,a1,a2} -
nemdeterminisztikus, parcidlisan definialt, kimeng jel nélkiili, inicialis, végal-
lapotokkal bévitett véges automataval ekvivalens Ay determinisztikus, tel-
jesen definialt automatéat!

SRS

Megoldas: Az Ay automata allapothalmaza az A &allapothalmazéanak a
részhalmazai altal alkotott halmaz lesz. Jeldljiikk egy 4j bettivel, példaul
b-vel az {ap, a1} halmaz részhalmazait:

bo = {0}, b1 = {ao}, b2 = {a1}, b3 = {az},

by = {ao, a1}, bs = {a1,a2}, bg = {ao, a2}, by = {ao, a1, az}.
Az A; automata bemend jeleinek halmaza megegyezik az A automata

bemend jeleinek a halmazaval. Az A; automata &tmenetfiiggvényét a
kovetkezSképpen kapjuk meg:



5. REGULARIS NYELVTANOK MEGADASA REGULARIS KIFEJEZESEKHEZ 69

(1) Ha az automata by = {(} allapotban van, akkor barmely bemend
jel hatasara by allapotban marad.

(2) Ha az automata egy b; # by allapotban van, akkor meg kell vizs-
gélni, hogy a b; halmazban 1év6 a;,, ..., q;, allapotok az adott be-
mend jel hatésara mely ay,,...,ag, allapotokba mennek at. Az
Ay automata a b; allapotbol az adott bemend jel hatasara az
Ay - - - Ak, halmazhoz tartozé b; allapotba megy at.

Az A, automata kezdGallapota az A automata kezdGallapotainak a hal-
mazahoz tartozo b; lesz. Az A, automata végallapotainak a halmaza pedig
tartalmazni fog minden olyan b;-t, melynek mint halmaznak eleme az A
automata barmely végallapota. Jelen esetben:

Ad = ({b07 bla b27 b3> b4a b57 bﬁa b7}7 {.T, y}7 5/7 bla {an b3> b47 b57 bﬁv b7})7
Ag | bo by by by by by bg b7
i bo b3 bl b5 bﬁ b7 b5 b7
Yy bo b2 by bg by by by by

5. Ekvivalens regularis nyelvtanok megadasa
regularis kifejezésekhez

5.1. feladat. Adjunk meg az
L={a"buba}
reguléris kifejezéssel megadott L nyelvet generédld regularis nyelvtant!

Megoldas: A feladat megoldasahoz els6 1épésben vezessiink be minden ter-
minélis betthoz egy regularis nyelvtant, mely kizarolag az adott terminalist
generdlja. Jelen esetben legyenek a kiindulé nyelvtanok a kdvetkezdk:
Go = ({A} {a}, A, {A — a}), Gy = ({B},{b},B,{B — b}). Ezek utan
a kifejezésben beliilrdl kifelé haladva épitsiik fel a nyelvtant a kévetkez&kép-
pen:

(1) Adott G = (Vn, Vr, S, H) nyelvtan esetén az L(G)* nyelvet gene-
ralo nyelvtant megkaphatjuk, ha az Gsszes A — p alaku szabaly
mellé — ahol A € Vi, p € Vi, — bevezetjiik az A — pS alaki sza-
balyt is, valamint bevezetjiik az S’ ) mondatszimboélumot és az
S’ — A\, 8" — S szabalyokat. Jelen esetben:

Go- = ({A, S}, {a}, S, {A —a, A—aA, S— A\ S— A}),
Gy = ({B,S},{b},S,{B—b, B—bB, S— )\ S— B}).

(2) Adott G1 = (Vn,Vp,S,H) és Gy = (V{, V7], S, H') nyelvtanok

esetén — ahol Vy N'VY, =0 — az L(G) = L(G1) - L(G2) konkatenalt
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nyelvet generalé nyelvtan elgallitdsdhoz els6 1épésben az Gsszes H-
beli A — p szabalyt — ahol A € Vi, p € Vi — az A — pS’ szabalyra
cseréljiik. Az igy kapott szabalyhalmazt jeloljiik H”-vel. Ezek utan
G=VNnUV, VpUV],S,H"UH'). Jelen esetben:

Gov = ({4, S,B},{a,b},5,{A —-aB, A—aA, S— B, S—
A, B—b}),

Gyq = ({B, S, A},{b,a},S,{B —bA, B—bB, S— A, S—
B, A—a}).

(3) Adott Gy = (Vn, Vr, S, H) és Go = (Vy, Vi},, S, H') nyelvtanok ese-
tén — ahol VNNV, = 0 — az L(G) = L(G1)UL(G2) nyelvet generalo
nyelvtan elallitasahoz a G = (Vy UV, U{S"}, VU V], 8" HU
H U{S" — S, " — §'}) nyelvtan megfelels lesz, ahol S” nem
eleme a Vi, Vi, V, V] hamazok egyikének sem. Jelen esetben a 2.
pontban megadott G« és G+, nyelvtanok esetén nem teljesiil az
a feltétel, miszerint a nemterminalisok hamazai diszjunktak, ezért
az egyik nyelvtanban elGszor at kell jelolni a nemterminalisokat.
Legyen példaul

G., = ({C,5 D} {a,b},5 {C — aD, C — aC, S’ —
D, 8" — C, D— b}).

Természetesen a neterminalisok atjelolése nem befolyasolja a
generalt nyelvet, azaz L(G!.,) = L(Gap) = {a*b}. Ezek utan mar
meg tudjuk adni a

Gavuora = ({C,8,D,B, S, A, 5"}, {a,b},5",{C — aD, C —
aC, 8- D, S —-C,D—b B—bA B—bB, S— A S—
B, A—a, S" =5, 5" — 85}

regularis nyelvtant, mely pontosan az L nyelvet generalja.

5.2. feladat. Adjunk meg az
L ={(abUc)*(ba)*}

reguléris kifejezéssel megadott L nyelvet generald regularis nyelvtant!

Megoldas: A feladat megoldasahoz els6 1épésben vezessiink be minden ter-
minalis betthoz egy regularis nyelvtant, mely kizarélag az adott terminélist
generdlja. Jelen esetben legyenek a kiindulé nyelvtanok a kdvetkezdsk:
Go = ({Ah{a}, A {4 — a}), Gv = ({B},{b},B,{B — b}), Gc =
({C},{c},C,{C — «¢}). Ezek utan a kifejezésben beliilrsl kifelé haladva
épitsiik fel a nyelvtant a kévetkezSképpen:

(1) Gop = ({A, B}, {a,b}, A, {A — aB, B — b}),
(2) Gpo = ({B, A}, {b,a},B,{B — bA, A— a}),



5. REGULARIS NYELVTANOK MEGADASA REGULARIS KIFEJEZESEKHEZ 71

(3) Gavue = {A,B,C, S}, {a,b,c},S,{A —aB, B—b, C —¢, S—
A, S —CY),

(4) G(abUc)* = ({AaBaCa 575/}7{a7bac}75,7{A —aB, B —b, B—
bS, C —¢, C—ecS, S—A S—C, =\ 5 —85}),

(5) Gpay» = ({B,A,S},{b,a},S,{B — bA, A —a, A— aB, S —

A, S — B}),

(6) G/(ba)* = {D,C,z},{b,a},Z,{D — bC, C — a, C — aD, Z —
A, Z — D}),

(7) Gapueya)» = {A,B,C,S,8,D,C,Z},{a,b,c}, S {A —

aB, B—bZ, B—bS, C—cZ, C—¢cS, S—A S—C, S —
Z, 8= S, D—=bC, C—a, C—aD, Z— )\ Z— D}).

5.3. feladat. Adjunk meg az
L ={(a"ba* Uaa)*}

regularis kifejezéssel megadott L nyelvet generald regularis nyelvtant!

Megoldas: A feladat megoldasahoz els6 1épésben vezessiink be minden ter-
minélis betthoz egy regularis nyelvtant, mely kizarolag az adott terminalist
generdlja. Jelen esetben legyenek a kiindulé nyelvtanok a kdvetkezdsk:
Go = ({A}, {a}, A, {A — a}), Gy = ({B},{b},B,{B — b}). Ezek utan
a kifejezésben beliilrdl kifelé haladva épitsiik fel a nyelvtant a kévetkez&kép-
pen:

(1) Gor = ({A7 S},{CL},S, {A —a A— CLA, S—=A S— A})>

(2) Go+p = ({4, S,B},{a,b},S,{A — aB, A — aA, S — B, S —
A, B—b}),

3) Gl.=({C,Z},{a},Z,{C —a, C —aC, Z -\ Z— C}),

(4) Gopar = ({A,S,B,C, Z},{a,b},S,{A — aB, A — aA, S —
B, S— A B—bZ, C—a, C—aC, Z—\ Z— C}),

(5) Go = ({E}, {a}, E.{E — a}),

(6) Gao = ({4, E}, {a}, A, {A — aE, E — a}),

(1) G, = {F,E},{a}, F,{F — aE, E — a}),

(8) Garbaruaa = ({A,S,B,C,Z,F,E, S}, {a,b},S",{A — aB, A —

aA, S—> B, S— A B—-bZ, C—a, C—aC, Z > N\ Z —
C, F—aE, E—a, S— S, S — F}),

(9) Gurbarvaay = (AS.B,C.Z F B8 8" {ab},8" {4 —
aB, A - aA, S - B, S — A, B - bz, C — a5, C —
aC, Z—S",272—-C, F—aE, E—aS, S —S, S8 —F, S —
A, 8" — 5.
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6. Ekvivalens véges automatak megadasa regularis
nyelvtanokhoz

6.1. feladat. Adjunk meg a G = ({5, A}, {a,b},5,{S — abaS, S —
A, A— bA, A— aaa, A — A}) nyelvtannal ekvivalens, kimend jel nélkiili,
inicialis, végallapotokkal bévitett, véges, felismers automatéat!

Megoldas: A feladat megoldésahoz elsé 1épésben megadunk az eredeti G
nyelvtannal ekvivalens olyan G’ nyelvtant, amelyben az 6sszes szabily A —
aA, A — B vagy A — X alakd, ahol A, B € Vi és a € V. Ehhez el6szor
vezessiink be egy 1j V nemtermindlist, és a G’ szabalyai kozé vegyiik fel a
V' — X szabalyt, valamint vegyiik at a G nyelvtan szabalyai koziil azokat,
amelyek megfelelnek a megadott alakok valamelyikének. Ezek utan:

(1) A G nyelvtanbeli A — aqas...an, A € Vi, a; € Vp, 2 < n alaka
szabalyok helyett 4j nemterminalisok bevezetésével hasznaljuk az
A— alZl, Zl — (IQZQ, ceey Zn,Q — an,lZn,l, Zn,1 — anV alakn
szabalyokat a G’ nyelvtanban, ahol a Z;-k az 0] nemterminélisok.

(2) A G nyelvtan A — ajas...a,B, A,B € Vy, a; € Vp, 2 < n alaka
szabélyai helyett Gj nemterminalisok bevezetésével hasznéljuk az
A— alZl, Z1 — CLQZQ, PN Zn,Q — an,lZn,l, Zn,1 — anB alaku
szabalyokat G'-ben, ahol a Z;-k az j nemterminalisok.

Jelen esetben G/ = ({S, A, 71, 2y, Z3, Zy, V}, {a, b}, S, {S — aly, L1 —
bZy, Zo — aS, S — A, A — bA, A — aZs, Zs — aZy, Zy — aV, A —
A, V= A}

Ezek utdn méasodik 1épésben mar meg tudjuk konstrualni az automatat. Az
A automata allapothalmaza megegyezik a G’ nyelvtan nemterminalisainak
halmazaval. Az A automata bemend jeleinek a halmaza megegyezik a G’
nyelvtan terminalisainak a halmazaval. Az 1j kezddéallapot a G’ nyelvtan
mondatszimboéluma lesz, az 4j végallapot pedig azon nemterminalisok hal-
maza, melyekbdl (akar tobb lépésben) levezethets az iires szo. Jelen esetben

A= ({Sv A’ Zlv Z27 Z3a Z4a V}7 {a7 b}v 67 Sa {S7Aa V})

A 0 atmenetfiiggvényt a kovetkezGképpen kapjuk meg:

(1) 6(A,a) = B, ha létezik A — aB szabaly G'-ben,
(2) 6(A,a) = B, halétezik C' € Viy tgy, hogy A C és létezik C — aB
szabaly G'-ben.

Mindezek alapjan
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A | S A Zy  Zy Zs Zy V
a | {Z, 23y {23} 0 {S} {Zs {V} 0
b {Ab {4} {Z} 0 0 00

6.2. feladat. Adjunk meg a G = ({5,4,B},{a,b},5,{S — A, S —
B, S— X\ A— aB, A — aabb, B — bA, B — S}) nyelvtannal ekvi-
valens, kimend jel nélkiili, inicidlis, végallapotokkal bévitett, véges, felismers
automatat!

Megoldas: A feladat megoldésahoz elsé 1épésben megadunk az eredeti G
nyelvtannal ekvivalens olyan G’ nyelvtant, amelyben az 6sszes szabaly A —
aA, A — B vagy A — X alaku, ahol A,B € Vi és a € Vp. Jelen eset-
ben G' = ({S,A,B,X,Y,Z,V}, {a,b},5,{S — A, S — B, S —>\ A—
aB, A—aX, X —-aY, Y - bZ, Z —-0bV, B—bA, B— S, V= A}).
Ezek utdn masodik 1épésben mar meg tudjuk konstrualni az automatat:

A=({S,A B, XY, Z V} {a,b},0,5{S B, V})

{B, X} {B,X} {B,X} {Y} {0} {0} {0}
{Ar {0y {4y {0y {z} {v} {0}

6.3. feladat. Adjunk meg a G = ({S, A4, B},{a,b},S,{S — aaS, S —
bS, S — bA, A — B, A — aaa, B — abaB, B — \}) nyelvtannal ekvi-
valens, kimend jel nélkiili, iniciélis, végallapotokkal bévitett, véges, felismerd
automatat!

Al s A B X Y Z V
a
b

Megoldas: A feladat megoldésahoz elsé 1épésben megadunk az eredeti G
nyelvtannal ekvivalens olyan G’ nyelvtant, amelyben az 6sszes szabaly A —
aA, A — B vagy A — X alaku, ahol A, B € Vi és a € Vp. Jelen eset-
ben G' = ({S,A,B,X,Y.Z,P,Q,V},{a,b},5,{S — aX, X — aS, S —
bS, S - bA, A - B, A - aY, Y - aZ, Z — aV, B — aP, P —
bQ, Q — aB, B— X\, V — A}).

Ezek utdn méasodik 1épésben mar meg tudjuk konstrualni az automatat:

'A: ({S7A7B7X7KZ7P7Q7V}’{a’b}75’57{A7B7V})

(X} {yv.pp (P} {0} {B} {S} {Z} {V} {0}

Al S A B P Q X Y Z V
o | {SAr {0y {0y (@ {0y {0} {0} {0} {0}
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7. Ekvivalens regularis kifejezések megadasa véges
automatakhoz

7.1. feladat. Adjunk meg az
A = ({a’17 G,Q}, {.’L’, y}7 57 ag, {CLZ})

determinisztikus, kimend jel nélkiili, inicidlis, végéllapotokkal bé&vitett,
véges, felismer§ automataval ekvivalens regularis kifejezést!

Megoldas: Jeloljik n-el az automata &allapotainak szdmat. Jelen eseben
n = 2. A feladat megoldasidhoz elgallitjuk az rfj reguléris kifejezéseket, a
kovetkez6 rekurziv definicid segitségével:

(1) rzoj ={z | 0(ai,r) = a;}, ha i # j,
(2) 7“% ={z | d(a;,x) = a;} U{A}, hai=j,
(3) i = rfk_l(r’,:;l)*rl,jj_l U rfj_l, hal<k<n.

Jelen esetben

| k=0 k=1 k=2
ol yuA oy
12 z Yy yrex
i 0 0 0

&, rUX zUX 27
Peldaul r; =79, (r)*rf; Urd) = (U A (y U N (yU AN U (y UN) = o,
Ty = T1o(r3a) 19 Uy = y*x(z UN)*(z UN) Uy*a = y*za™.
Ezek utan L(A) = |Jr},, ahol a; a kezddallapot, az a,, pedig befutja
a végallapotok halmazat. Jelen esetben egyetlen végallapotunk van, igy
L(A) = r%, = y*za*. Megfigyelhets, hogy k = n esetén elegendd azokat az
rfj elemeket kiszamolni, ahol ¢ kezdGéallapot, és j végallapot. A tovabbiakban
ezek szerint fogunk eljarni.

7.2. feladat. Adjunk meg az
A= ({a17 CLQ}, {.’L‘, Y, Z}a 67 ai, {ab a2})
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determinisztikus, kimend jel nélkiili,

75

inicialis, végallapotokkal bé&vitett,

véges, felismers automataval ekvivalens regularis kifejezést!

Megoldas: A feladat megoldésahoz elGszor elGallitjuk az rfj reguléris kife-

jezéseket:
| k=0 k=1
i yUA y*
r’fQ x y*x
7“’2“1 z zy*
7“]2“2 yUXN zyfzUyUA

Ezek utdn meghatarozzuk az 72, és ri, regularis kifejezéseket:

1

T3 = o (rae) i Url = yra(2y s UyUN) 2y* Uy* = yra(zy*zUy) zy* Uy*,
iy = riy(rdy) riaUrly = y*z(zy* 2 UyUN)* (zy* 2 Uy UN) Uy* e = y*a(zy*zU

*

y)*.

Veégiil L(A) =13, Ur?y, = (y*z(zy*z Uy)*2y* Uy*) U (y z(zy*z Uy)*) =

yra(zytr Uy) (2" UA) Uy
7.3. feladat. Adjunk meg az

A = ({a17 az, CL3}, {%y}, 57 ay, {CLQ, a3})

./4 | a]p ag as
X az as aj
y | a3 az 0

determinisztikus, kimend jel nélkiili,

inicialis, végallapotokkal bd&vitett,

véges, felismers automatéaval ekvivalens regularis kifejezést!

Megoldas: A feladat megoldaséhoz elGallitjuk az rfj reguléris kifejezéseket:

k=0 k=1 k=2
™ A A A
r’f2 x x xy*
s |y y yUzy e
r 0 0 0
mhy | yUX yUA y*
A x x Yz
& x x x
8y 0 T rzy*
T’?fg A AUzy AUzyUzxxy*x

Ezek utdn r3, = (y U zy*z)(A U zy U zay*z) zoy* U oy =

(y Uzy*x)(zy U zzy*x) zoy* U zy*,

r3y = (yUzy*r) (AU xy Uzzy*z)* (AU zy Uzzy*s) U (y U zy*s) =

(y Uy z)(zy Uzay*z)”,
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L(A) =13, Urdy = ((yUzy*z)(zy U zzy*z)*zoy* U zy*)U
((y Uzy*x)(xy U zzy*z)*) = (y Uzy*x)(xy U zey*z)* (zoy™ U X)) U zy*.

8. Veremautomatiak

A verem egy olyan adatszerkezet, amelybdl az utoljara beirt elemet lehet
elGszor kivenni.

A veremautomata az egy végtelen veremmel bévitett véges automata.
A2, Z,Q, qo, F, ¢, 2p) hetes veremautomata, ahol

Y a szalag dbécé,(véges nemiires)

Z a verem abécé, (véges nemiires)

@ a belssallapotok halmaza, (véges nemiires)

go C @ a kezddallapot,

F C Q a zaréhelyettesitések halmaza,

VU x Q x Z — 29%7" az atmenetfiiggvény,

zp € Z a verem alja jel.

Az automata ha a szalagrol olvas egy jelet, akkor a kévetkezd jelre 1ép az
olvaso fejjel.

Az automata ha a verembdl olvas egy jelet, akkor az torlodik a verem
tetejérsl.

Az automata miikddése:

A szalagrol olvas egy jelet, vagy nem, a verem tetejérsl olvas egy jelet,
van valamilyen bels§ allapotban, majd ezektsl fliggGen atmehet 1Gj bels6
allapotokba, és irhat egy szoét a verem tetejére.

Az automata akkor ismer fel a szalagrol egy szot, ha vagy végallapotba
keriil, vagy kitriil a verem a sz6 olvasasa utan.

Tetsz6leges kettes tipusit grammatikihoz megadhaté olyan veremautomata,
mely ugyanazt a nyelvet ismeri fel.

8.1. feladat. Adjunk meg a G 2-es tipusit grammatikdhoz egy olyan
veremautomatéat, amely a G grammatika altal generalt nyelvet ismeri fel,
majd mutassuk meg, hogy az 10011 sz6t felismeri az automatal

G =({S,A,B},{0,1},5,H),ahol H szabalyai:

S —SA S — AB,

A— BS,B— SA,

A—-1,5—1, B—0.
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Megoldas:

A szalagébécé alljon a grammatika terminalisaibél, a veremabécé pedig tar-
talmazza a terminélisokat, a nemterminalisokat és a veremalja jelet!
Harom bels6allapot elég lesz, melybdl egy kezdallapot, egy végallapot.

Az dtmenetfiiggvény definialésa:

Kell egy olyan szabaly, hogy a veremalja jel folé irja az S kezdszimbolumot,
és atviszi az automatat altalanos allapotbal

Kellenek olyan szabalyok, hogy az automata a szalagrol nem olvas, a verem
tetejérsl olvassa a H-beli szabalyok bal oldalat, majd visszairja forditott
sorrendben a jobb oldalat!

Kellenek olyan szabélyok, hogy a szalagrél és a veremtetejérdl ugyanazt
olvassuk, majd nem irunk semmit a verem tetejére!

Es kell egy olyan szabély, hogy ha altalanos allapotban olvassa az automata
a vermalja jelet, akkor menjen at végallapotbal

A({O’ 1}7 {Sv A, B,0,1, ZO}7 {q07 a1, q2}v qo0, {q2}7 b, ZO)'

o(X; q0, 20) = (q1, 209),

¢(A7Q1)S) = (Q17AS)7
o\, q1,S) = (q1, BA),
o\, q1, A) = (q1,SB),
o\, q1, B) = (q1, AS),
o\, q1, A) = (q1,1),
o\, q1,8) = (q1, 1),
¢\, q1, B) = (¢1,0),
¢(1,q1,1) = (q1, M),
#(0,41,0) = (q1, M),

(A, q1,20) = (g2, M)

Az els6 fejezet 7.2. feladata alapjan CYK algoritmus segitségével talaltunk
a kovetkez6 legbaloldalibb levezetésére az 10011 szénak:

S = SA = SAA = ABAA = 1BAA = 10AA = 10BSA = 10054 =
1001A = 10011

Az automata miikodése el6tt a szalag és a verem:

10,0 1)1

i) 2

Egy legbaloldalibb levezetést hasznélva az automata a kovetkezd lépéseken
at ismeri fel az 10011 szot:
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1. lépés: Irjuk a veremalja jel felé S-t! ¢(\, qo, 20) = (q1, 205).

10,0 1)1

i) 2

2. lépés: Alkalmazzuk az S — SA szabalyt! ¢(\, q1,5) = (q1, AS).

S

1100 1|1
A

i 2

3. lépés: Alkalmazzuk az S — SA szabalyt! ¢(\, q1,S5) = (q1, AS).

S

A
110 0] 1] 1

A
ﬁ Zo

4. lépés: Alkalmazzuk az S — AB szabalyt! ¢(\, ¢q1,5) = (q1, BA).

A

B

A

1100 1|1
A

i) 2

5. lépés: Alkalmazzuk az A — 1 szabalyt! ¢(\,q1,A) = (¢1,1).

> | > | w |~
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6. lépés: A szalagrol olvasunk, a veremrdl torliink. ¢(1,q1,1) = (g1, A).

B

A

10,0 1)1 N

i) 2

7. lépés: Alkalmazzuk a B — 0 szabalyt! ¢(\, ¢1, B) = (q1,0).

0

A

1100 1|1
A

i 2

8. lépés: A szalagrol olvasunk, a veremrdl torliink. ¢(0,q1,0) = (g1, A).

A

170,011
A

iy 2

9. lépés: Alkalmazzuk az A — BS szabalyt! ¢(\,q1, A) = (q1, SB).

1100 1|1

iy 2

10. lépés: Alkalmazzuk a B — 0 szabalyt! ¢(\, q1, B) = (q1,0).

79
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11.

12.

13.

14.

15.

lépés

1épés

lépés

lépés

lépés

II. AUTOMATAK

: A szalagrol olvasunk, a veremrdl torliink. ¢(0,q1,0) = (g1, A).

10,0 1)1

i

: Alkalmazzuk az S — 1 szabalyt! ¢(\, q1,S5) = (q1,1).

1100 1|1

&

. A szalagrol olvasunk, a veremrdl torlink. ¢(1,q1,1) = (g1, A).

170,011

i

: Alkalmazzuk az A — 1 szabalyt! ¢(X,q1, 4) = (¢1,1).

1100 1|1

i

. A szalagrol olvasunk, a veremrdl torlink. ¢(1,q1,1) = (q1, A).

S

A

Zo

1

A

Zo

A

Zo

Zo

Zo
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16. lépés: o(N, q1,20) = (g2, A), vagyis végallapotba keriilt az automata, és
igy felismerte az 10011 szot.

8.2. feladat. Adjunk meg olyan veremautomatat, amely a kiévetkezd
grammatika altal generalt nyelvet ismeri fel, és mutassuk meg, hogy a
bbcbba szot is elfogadja!

=({S,A,B,C,D},{a,b,c},S,H),ahol H szabéalyai:
S—AB, A—-CA, A—SS, B—-CD,A—bD —a, C—c C—b
Megoldas:
A({a,b,c},{S, A, B,C,D,a,b,c,20},{q0, 01,92}, 90, {q2}, b, 20)-

?(A, g0, 20) = (g1, 205),
(b()‘ a1, ) (qlﬁBA)
¢()‘ a1, ) (Q17AC)
(A q1, A) = (q1,59),
(b()‘ a1, ) (Q17DC>
¢()‘ q1, ) (q )7
¢()‘ q1, ) (q17a)7
d)()\ q1, ) (CIh )7
d)()\ q1, ) (Q17 )7
(Z)(Cl,(h,a) = (qla )‘)7
¢(b7 QI7b) = (qla )‘)7
¢(C7 QI>C) = (QL)\)’

(A, q1,20) = (g2, M)

Az egyetlen legbaloldalibb levezetés az els§ fejezet 7.3. feladata alapjan:

S = AB = CAB = bAB = bCAB = bbAB = bbCAB = bbcAB =
bbcbB = bbcbC' D = bbebbD = bbcbba

A sz706 felismerésének 1épései:

#(X, qo, 20) = (q1,2095),
(A, q1,5) = (q1, BA),
oA, q1, A) = (q1, AC),
o(X q1,C) = (q1,0),
¢(b, q1,b) = (g1, N),
oA, q1, A) = (q1, AC),
(A, q1,C) = (q1,b),
¢(b, q1,b) = (g1, N),
oA, q1, A) = (q1, AC),
(N, q1,C) = (a1, 0),
o(c,q1,¢) = (q1, ),
¢(A,q1,A) = (q1,b),
o(b, q1,b) = (q1, A),
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d)()\ q1, ) (thC)v
(Z)()\ q1, ) ((h, b)7
¢(b q1, ) (Qh )‘)7
¢()\ q1, ) (q17a)a
¢(a q1,a ) (q1a )‘))
P(A, q1, 20) = (g2, A).

8.3. feladat. Adjunk meg olyan veremautomatat, mely a G grammatika
altal generalt nyelvet ismeri fel!

G = ({S,A,B},{z,y},S, H), ahol H a kovetkezs szabalyokbol all:

S— AB, A— BSB,A— BB, B—xAy, B— )\, B—uz, B—y.
Megoldas:

A({xv y}7 {S7 A7 Bz, Y, 20}7 {q07 a1, q2}7 q0, {Q2}7 ¢7 ZO)-

(A, qo, ZO) = (QI7 ZOS)7

)\an7 ) (QhBA)

Y,q1,9) = (q1, A),

Qb()\, q1, ZO) = (qQ, )\)7

( Ha egy sz0 levezetését szeretnénk megkeresni, ahhoz meg kell talalni egy
legbaloldalibb levezetését a szénak, melyben segithet nekiink az iiresszo
lemma és a Chomsky-féle normalforméra hozéas alkalmazéisa utdn a CYK
algoritmus. )

Elsfordul olyan targyalasa a veremautomataknak, hogy a veremmel csak
harom mtveletet lehet végezni:

— legfelsd bett torlése,

— legfelsd bett cseréje egy maésikra,

— legfelss betd felé egyet rakunk,

ekkor példaul a ¢(\, g1, A) = (g1, BSB) helyett a ¢(\, g1, A) = (g3, B),
d(X, g3, B) = (q4, BS) és ¢(\, qq,S) = (q1, SB) szabalyokat hasznéljuk.
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9. Turing-gépek

A Turing-gép az egy olyan automata, amely el van latva mindkét irany-
ban végtelen szalagokkal, ahany szalagot hasznal annyi ir6-olvaséd fejjel.
Turing-gép megadasa az A(K, X, Q, qo, Qv, M, ¢) hetessel torténénik.

K a szalagok szama,

Y. a szalagabécé,

Q@ a belsg allapotok halmaza,

qo € @ a kezdgallapot,

Qv C @ a végallapotok halmaza,

M = L,R,H a szalag mozgasainak lehetséges iranya (Left, Right, Halt
(balra, jobbra, helyben)),

b:Qx XK - QOXEI XM 5 leképezés fiiggvénye.

Haa ¢: Q x 5 — Q x K x MK alaku, akkor determinisztikus Turing-
géprdl beszéliink. A kiinduld helyzet az az lesz a feladatok soran, hogy az
ir6-olvasod fej a "#" karakteren van, de az eggyel mellette levé betd mar
"értékes", még a feldolgozando jelek utan szintén "#" jel all, mely nem esik
egybe az iires jellel.

9.1. feladat. Készitsiink egyszalagos Turing-gépet, amely a bemend binéaris
sz0t negaljal

?(q0, #) = (q1, #, L)

<Z>(Q1a 1) = (Qh 0, L)

<Z>(Q1, 0) = (Q17 L, L)

o1, #) = (qv, #, H)

El6szor kezdGallapotban van a gép, és a szd elstt all.

1.Menjen altalanos allapotba, majd alljon a sz6 els6 bettijére!

2.Ha az olvasott betd 1-es, akkor irja at O-ra, majd lépjen a kévetkezdre!
3.Ha az olvasott betd 0, akkor irja at 1-re, majd 1épjen a kovetkezsre!
4.Ha az olvasott betd #, akkor irja vissza, majd lépjen végallapotba, kiilon-
ben wjra 1épjiink a 2. pontral

Nézziik, hogyan miikodik a gép az 10011 szoral

El6szor qg allapotban van a gép és #-t olvas.

#1100 1] 1) +#

{}

Qo
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Determinisztikus a Turing-gép, tehat egy lehetséges el6iras van erre a parra.
L. lépéS gb(qu #) = (qla #7L)

#1100 1] 1=

{}

ad,

2. lépéb ¢(Q1a ]-) = (qlaOaL)'

#0100 1 1] #

3. lépés ¢(q1,0) = (q1,1, L).

# 0] 11011 1] #

4. lépés ¢(q1,0) = (q1,1,L).

9. lépéb ¢(Q1, ]-) = (qlaOaL)'

# 10 ] 110 1 #

6. lépés ¢(qr,1) = (q1,0, L).
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#1071, 1,0]0] =

7. lépéS ¢(q1a #) = (q\M #7H)

#1011 1]0]0) =

{}

Ay

Es a Turing-gép végallapotba keriilt.
A gép teljes megadasa: A(1,{1,0,#},{q0,q1, ¢}, q0,{av}, M, ¢), ahol
?(qo, #) = (q1,#, L),
(@1,1) = (q1,0, L),
(01,0) = (q1,1, L),
(91, #) = (qv, #, H).

9.2. feladat. Adjunk meg olyan Turing-gépet, amely egy bemend binaris
szamhoz hozzéad egyet, majd a fejet a szdm uténra viszi!

Megoldas:

¢(QO7 #) = (Cha # L)>

¢(QI7 1) = (qlv 1, L)a
¢(q170) = (q170> L)a
¢(q17 #) = (q27 #7 R))
¢(q270) = (q3v 1’L)a
¢(q27 #) = (q37 17 L))
¢(q27 1) = (q2v07 R)a
¢(q37 1) = (q37 1, L)a
¢(q370) = (q3707 L)a
¢(a3, #) = (qv, #, H).

1. 1épés: Egyet 1ép, és atmegy g1 allapotba.

2. lépés: Ellép az utolsd szdmjegyig, és atmegy go allapotba.

3. 1épés: Az utolsd szamjegytdl visszafele az 1-eseket atirja O-ra.

4. lépés: Ha O-ra, vagy #-ra talal atirja 1-esre, majd felveszi a g3 allapotot.
5. lépés: Végigmegy a szén, majd atmegy végallapotba.

A(1,{1,0,#},{q0, 91,92, 93,6} 90, {a }, M, ¢),ahol ¢ a fenti médon adott.
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9.3. feladat. Adjunk meg olyan kétszalagos Turing-gépet, amely az els§
szalagon levd szordl eldonti, hogy tiikorszo-e!

Megoldas:

(e (2)(5)
¢(ar, ))m,(}),(é),
¢(q1, ))m,(g),(é),
¢(ar, >)—Q2,(§),(f{>,
sy e 4 ) (8 )
s 8 P 2)( 1),
ol 3o £)(2).

FHR e ddFodk~rFHFHFHoI k- FHIFk

)
V)
NS N N N N N N N N N N

1 L
ool (1))

0 L
¢(Q3> >)_Q37<0>7<L>a

1 L
¢(q37 ))qn7<0>7<L>7

0 L
s D (02

H

oo E )l ()
1. lépés Az elsé szalag tartalmat forditott irdnyban haladva &tmaésolja a
masikra.

2. lépés Az els6 szalag elejére lépked a gép.
3. 1épés Osszehasonlitja megegyezik-e a két szalag tartalma, majd megall ¢;
elfogadd vagy q, elutasitéd allapottal.

9.4. feladat. Adott a kovetkezs grammatika:

G =< {S,A,B,C}{a,b,c},S,{S — ABC,S — ABCS,AB —
BA,BA — AB,AC — CA,CA — AC,BC — CB,CB — BC,A —
a,B—b,C — c} >.

Mely nyelvet generélja ez a nyelvtan?
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A nyelvtan alapjan adjunk meg egy Turing gépet amely az adott nyelvet
ismeri fel.

Megoldés:

A generélt nyelv:

L ={w € {a,b,c}T|W-ben az a, a b és a c betiik szdma azonos}

Az L nyelv nem kornyezetfiiggetlen, kornyezetfiiggs, tehat nincs sem
olyan véges automata, sem olyan veremautomata amely képes azt felismerni.

A nyelvtan normélformaban van, vagyis terminalis beti csak N — t
alaku szabalyban fordul el6.

Tehat vegyiik a kovetkezs A(1, X, Q, qo, {qv}, {L, R, N}, ) Turing-gépet,
ahol

Y ={#,a,b,¢,A, B,C,S} (anyelvtan termindlis és nem-terminalis jelei
kiegészitve a # szimbolummal)

A ¢ atmenetfiiggvény pedig legyen a szabalyok alapjan a kévetkezd:

&(qo, #) = (q1, #, L) (inicialis lépés)

o(qr,a) = (q1,A,L) (a terminalisokat bevezetd szabalyoknak
megfeleGen)

¢(QI7 b) = (QIv Bv L)

d)(QI? C) = (qlv Ca L)

¢(QI7 #) = (qQ7 it R)

Eddig tehat a normalformaban levé grammatika alapjan a szalagon levd
terminélis szot visszairtuk nem-terminélis forméra.

Most kovetkezik a tobbi szabaly feldolgozasa:

¢(qQ7 C) = (q37 C, R)

¢(Q37 B) - (Q47 B, R)

?(qa, A) = (g5, A, R) (a sz0 végén az S — ABC szabéaly alapjan)
¢(Q57 A) = (q57 Aa L)

¢(Q57 B) = (q57 37 L)

¢(Q57 C) = (Q6, #7 R)

d)(qG’ B) = (Q67 #’ R)

(Z)(Q6’ A) = (q307 S’ R)

¢(a30,C) = (¢31,C, R)

¢(Q317 B) = <q327 B, R)

d(g32, A) = (g33, A, R) (a 526 végén az S — ABCS szabaly alapjan)
P(q33, A) = (33, A, L)

?(q33, B) = (¢33, B, L)

#(q33,C) = (¢33, C, L)

?(q33,5) = (q34, #, R)
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?(q34,C) = (g34, #,
?(q34, B) = (q34, #,

II. AUTOMATAK

R)
R)

¢(Q347 A) = (q307 Sa R)

¢(Q307 #) = (Q’Ua #7 H

szot)

) (a szalagon egyetlen S van, elfogadjuk az eredeti

ahhoz, hogy ne csak a sz6 végén alkalmazhassunk atir6 lépéseket a szalag
mozgatasit a kovetkezd lépések teszik lehetévé:

?(q2,C) = (92,C, R)

¢(q2, B) = (2, B, R)
#(q2, A) = (q2, A, R)
?(q2, #) = (gs0, #, L)
#(gs50, A) = (g50, 4, L)
¢(Q507 ) (Q507 37 L)
¢(Q507 ) (Q507 Cu L)
?(qs0, #) = (a2, #, R)
és, ha mar S van a szalag végén:
925((130,0) (g35,C, R)
¢(gs0, B) = (g35, B, R)
#(g30, A) = (g35, A, R)
#(g35,C) = (g35,C, R)
¢(g35, B) = (q35, B, R)
#(g35, A) = (g35, A, R)
(35, #) = (36, #. L)
?(q36, A) = (q36, A, L)
¢(qs6, B) = (q36, B, L)
?(g36, C) = (g36,C, L)
?(g36,5) = (g30, S, R)

kénnyen belathato, hogy a tovabbi hat szabalynak megfelel§ 1épések

lehetnek a kovetkezsk:

¢(q2, B) = (q10, 4, R)

¢(q10,4) = (g2, B, R)
¢(Q357 B) = (q40> A7 R)
¢(q10, A) = (¢35, B, R)
¢(qQ7A) = ((hl,B,R)
d)((hla B) = (qQa A7 R)
¢(Q35a A) = (q417 B, R)

#(qa1,B) = (¢35, A, R) (ezek voltak az AB — BA és a BA — AB
szabéalyoknak megfelels lépések)
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¢(QZ7B) = (q12707 R)
d)(QIQvC) = (q27BvR)
¢(g35, B) = (qa2,C, R)
¢(qa2, C) = (g35, B, R)
#(q2,C) = (q13, B, R)
#(q13, B) = (¢2,C, R)
¢(Q35a0) = (Q43,B,R)
¢(Q43,B) = (g35.C, R)

<
D
og]
=

b(q2, A) (q14,C, R)
¢(Q14a C) (qQa Av R)
?(g35, A) = (qua, C, R)
¢(Q44a ) (Q357 Av R)
d)(q ) (Ql5a A7 R)
¢(Q157 ) (qQ) C? R)
?(g35,C) = (@5, A, R)
P(qa5, A) = (¢35, C, R)

Megjegyzés: altalanos esetben sziikség lehet arra, hogy a Turing-gép
"hely-csinalo", illetve "hely-torlg" lépéseket is végezzen (,amikor is a fej
egyesével jobbra, illetve balra masolja a szalagon jevs jeleket).



