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Bevezetés

Az algoritmikus szemlélet kialakuldsara nagy hatassal volt az 1900-ban Parizsban
rendezett els6 matematikai vilagkongresszus, aholis tobbek kozott elhangzott David
Hilbert hires el6adasa, melynek hatdsara tag teret kapott az absztrakt gondolkodés-
mod széleskorli alkalmazédsa. Hilbert még tgy vélte, hogy létezik olyan univerzalis
modszer, melynek segitségével minden matematikai kérdés igaz vagy hamis volta
eldonthetd.

A modern elméleti szamitastudomany egyik fontos fogalma a formalis rendszer,
melynek bevezetése Axel Thue (ejtsd: tyué) nevéhez fiizédik, aki az 1910-es évek elején
kezdte tanulményozni az adatsorozatokkal megadott utasitasok tulajdonsagainak vizs-
galatat. A fejlodésnek e téren is tjabb 1okést adtak a fiatal Kurt Godel felfedezései,
aki a 20-as, illetve 30-as években kimutatta, hogy létezik olyan precizen megfogal-
mazhaté matematikai allitas, melynek sem igaz, sem hamis volta nem bizonyithaté. Ez
a korszakalkoto felfedezés alapjaiban rengette meg a matematikat. Ezutdn mér senki
sem lehetett biztos abban, hogy egy tetszolegesen kivélasztott matematikai allitas
igaz vagy hamis voltanak eldontése lehetséges. Erre csattands példa volt az ugyan-
csak ifju Jurij V. Matijaszevics esete, aki a 70-es évek elején kimutatta Hilbert méar
emlitett hires el6adasaban szerepld egyik kérdésrél, hogy eldonthetetlen. (Hilbert 10.
problémaéja.) A 30-as évek masodik felében egy madsik fiatal érids, Alan Turing (ejtsd:
tyuring) vizsgédlataival parhuzamosan, Alonzo Church (ejtsd: csores) kapott hasonld
modon meglepé eredményt. Nevezetesen, hogy nem 1étezik univerzélis feladatmegoldo
modszer.

A gépies bizonyitasok vizsgalata elvezetett az automatdk matematikai elméletének
50-es évekre kialakult megalapozasahoz, az idegen szovegek gépi forditasanak vizsgala-
ta pedig ugyancsak az 50-es években a formalis rendszerek egy fontos tipusa, a formélis
nyelvek matematikai elméletének kezdeteihez. Ezen a teriileten Noam Chomsky (ejtsd:
csomszki) alapvetd felfedezései jelentettek nagy lépéseket. Végiil, de nem utolsésorban
meg kell emlitentink, hogy az automatak matematikai elméletének megalapozasaban
nagy szerepet jatszott a palyafutdasanak nagy részét az Egyestilt Allamokban t51t8
magyar szarmazast nagy tudos, Neumann Janos, aki John von Neumann néven szerte
a vilagon mint a szamitastudomany atyja, ismeretes. 1960-ban bekovetkezett korai
haldla sajnos megakadalyozta abban, hogy az e téren (is) végzett uttord kutatdsait
teljeskortien megalapozza.

Mar Neumann Janos is latta, hogy a bonyolultsag és az azzal kapcsolatos kérdések
nagy szerepet fognak jatszani a szamitastudoményban. Valéban, a szamitogépek 60-
as évektol bekovetkezett széleskori elterjedésével mind az elméleti, mind pedig a
gyakorlati szakemberek azt tapasztaltak, hogy bizonyos kérdéseket még a legmo-
dernebb szamitastechnikai eszkozok felhasznaldsaval sem képesek kezelni. Ezek a
problémék nemcsak elméleti, hanem nagyon fontos gyakorlati feladatokkal kapcso-
latban is felléptek. Hamarosan kiderilt, hogy ez a gond nem fog megoldédni a sza-
mitégépek rohamos fejlodésével sem, mivel valdszintileg elvi akadalyokrdl van széo. A
kérdéses feladatok tul bonyolultnak latszanak ahhoz hogy kezelni tudjuk oket. A 70-
es évek elején ezen kérdések kezelésére S. A. Cook (ejtsd: kuk), R. M. Karp és L. A.
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Levin egy 1j elmélet megalapozasat kezdeményezték. Megsziiletett az algoritmusok
bonyolultsagelmélete. Az eltelt tobb mint 30 év alatt azonban sajnos ez az elmélet
nem adott valaszt a feltett legégetobb kérdésekre. Fzek koziil is a legfontosabb, az
ugynevezett P = NP7 probléma, melynek megoldasa vélaszt adna arra a nagyon fontos
kérdésre, hogy egyes, a gyakorlatban is 1épten-nyomon felmeriil6 feladatokhoz létezik-
e hatékony megoldé algoritmus. Ez a tobb mint 30 éves nagy kérdés valdszintileg még
sokaig megoldatlan marad.

A bonyolultsagelmélet altal felvetett problémak a 80-as évek kozepére-végére
elvezettek egy 1j teriilet, az igynevezett kooperativ rendszerek megsziiletéséhez. Kez-
detben csak arrol volt szd, hogy olyan szamitastechnikai eszkozok sziilettek, melyek
egyes feladatok egyidejii, parhuzamos végrehajtasara voltak képesek. Ma mar a ko-
operativ rendszerek széleskoriien elterjedtek és mind elméleti, mind pedig gyakorlati
szempontbdl egyre nagyobb teret kapnak olyan berendezések és médszerek, amik eddig
nem, vagy csak csekély mértékben voltak hasznélatosak. Talan ezen az uton halad-
va fogunk eredményt elérni a még mindig megkozelithetetlennek latszé problémak
kezelésében.

A formalis nyelvek és automatak elmélete kivalo eszkoznek bizonyult ezen kérdések
absztrakt szintii vizsgalataban. Jelen jegyzet célja ezen elmélet legalapvetobb kérdése-
inek megismertetése. Az ismertetett modszerek ma mar lépten-nyomon hasznélatosak
nemcsak elméleti problémak vizsgdlataban, hanem egyes gyakorlati szamitastechnikai
feladatok megoldasaban is. Helyenként nagy figyelmet forditunk annak igazolasara
is, hogy bizonyos strukturak és mdédszerek nem léteznek, illetve nem lehetségesek. Ez
a faradtsag a gyakorlati szamitastechnikai szakember szamara feleslegesnek tiinik.
Jelen jegyzet szerzoi, akik egyike tobb mint masfél évtizedig gyakorlati szamitas-
technikai szakemberként dolgozott, masképp gondoljak. Ha ismerjiik a leggyakoribb
szamitastechnikai zsakutcakat, akkor konnyebben ki tudjuk keriilni azokat. Ha nem,
akkor tgy jarhatunk mint ahogy a jegyzet nevezett szerzoje is jart nem egy esetben:
esetleg olyat prébalunk keresni, amirél mar kideriilt, hogy nincs.
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1. A formalis rendszer fogalma és fobb tipusai

1.1 Formalis nyelv, szabad monoid, szabad félcsoport

Legyen V nem tires és véges halmaz, amelyet gyakran dbécének fogunk hivni, e-
lemeit pedig betdknek is fogjuk mondani. Jelolje VT (ejtsd: véplusz) az V -beli
betiikbél felirhaté p = xyxq... 2 (21,...,2, € V) alakid véges hosszisagu soroza-
tok, az ugynevezett V' feletti nem dres szavak halmazat. Egy p sz6 hosszdt | p | -al
(ejtsd p hossza) jeldljiik és rajta a p -beli betiik szdmat értjik (esetleges tobbszori
eléforduldssal egyiitt). Igy ha p = a1 ... 2% (21,..., 25 € V) akkor | p |= k.

Példa 1.1 Legyen az V dbécé két betiije a ésb. Ekkor bab € V't és| bab |=3 (és nem
2, mert a b betd kétszer is eldfordul, s a tobbszori eléforduldst figyelembe kell venni.)

Szokas beszélni az ugynevezett ures szorol is , ami egy matematikai absztrakcid,
ugyanis olyan szét jelent, melynek egyetlen betiije sincs. Specidlisan, jelolje A a
tovdbbiakban az {ires szét. Tehat | A |= 0. Az VT U {\} halmazt az V feletti (dsszes)
szavak halmazdnak hivjuk, s V* -al (ejtsd vécsillag) jeloljiik. Specidlisan, ha valamely
x € V-re V = {z}, azaz V egyelemii halmaz, s egyetlen eleme egy bizonyos z betfi,
akkor gyakran frunk {z}* helyett x*-t, illetve {x}T helyett x*-t. Valamely V*-beli
P=X1... Ty éSq=Y1...Yn (T1,. .., T, Y1,--.,Yn € V) szavakat pontosan akkor tek-
intjiik egyenl6knek, ham = nésmindeni(=1,...,m) -re z; = y;. Ezt a tényt ki szokas
ugy is fejezni, hogy V* -ban csak grafikus (betiirél - betiire megegyezd) egyenldségek
léteznek. Az V* halmaz részhalmazait V' feletti formadlis nyelveknek, vagy roviden V
feletti nyelveknek, vagy csak egyszertien nyelveknek hivjuk. Valamely L C V* nyelvet
tresnek, végesnek vagy végtelennek hivunk ha az L (mint halmaz) tires, véges, illetve
végtelen.

A szoban forgd nyelvfogalom természetesen nagyon altalanos. Magaban foglalja
mind a mesterséges mind pedig a természetes (irott) nyelvek Osszeségét. Mi a tovab-
biakban olyan nyelveket fogunk csak vizsgalni, melyek véges sok adat segitségével
specidlis médon, az ugynevezett generativ nyelvtannal (lasd 1.3. fejezet) megad-
haték. Megjegyezziik azt is, hogy az altalunk hasznalt szofogalom nem esik egybe a
természetes nyelvek szofogalmaval, hisz egy természetes nyelvet tigy szokas tekinteni,
mint az adott nyelv 6sszes mondatainak halmazat. De tekinthetiink egy természetes
nyelvet Ugy is mint a nyelv Osszes véges hosszu szovegeinek halmazat. A szokozt és
egyéb irdsjeleket is felvéve az dbécébe, az altalunk definialt széfogalom amellett, hogy
magaban foglalja a szokasos széfogalmat, magaban foglalja mind a mondat fogalmat,
mind pedig a tetszoleges végeshosszisagu szoveg fogalmat is.

Példa 1.2 Legyen V = {1,2,+}. Ekkor (V* - ban !) fenndll, hogy 1 + 1 # 2, mivel
az 1+ 1 szo nem eqyezik meg “betiirdl - betire”, azaz grafikusan a 2 szoval.

Példa 1.3 Legyen V =1{0,...,9}. A (magyar) torténelmi datumok {1514, 1526,
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1606, 1711, 1849} halmaza ekkor eqy V' feletti véges nyelv. A (tizes szamrendszerbeli)
pdros szamok halmaza eqy V' feletti végtelen nyelv. Temészetesen az tres halmaz is
(jele a tovabbiakban: O ) is eqy V' feletti (iires) nyelv. Ugyancsak V' feletti (véges)
nyelv az eqy elemi {\} halmaz is, amit (helyteleniil) gyakran dssze szoktak téveszteni
0-el (az iires nyelvvel.)

Az V* halmazon (és az V1 halmazon is) szokds bevezetni egy (nagyon egyszerii
tulajdonsdgi) miiveletet, melyet szorzdsnak nevezink. Ap=a1...2, ésq=y1...yn
(T1y oy Ty Yty -+ - Y € V) szavak szorzatdn a pg = 1 ... x,Y1 - . . yp Sz0t értjik. Két
V* -beli (vagy két VT -beli) sz6t tehét agy szorzunk Ossze, hogy e szavakat (megfeleld
sorrendben) egymés mellé irjuk. E miiveletet konkatendcionak vagy dsszefiizésnek
is szokas hivni. Természetesen ez a szorzasfajta altalaban mem kommutativ, azaz
altalaban nem teljesiil minden p,q € V* parra a pg = qp egyenléség. Amennyiben
p=mp1...pe(€ V' k =1,2,..), tovdbbd p; = ... = pp = q(€ V*), gy alkalmazni
fogjuk a p = ¢~ jelolést, s ezesetben p-t a q sz6 k-adik hatvdnydnak is nevezziik.
Tovébba megéllapodunk abban, hogy minden sz6 nulladik hatvdnya az iires sz6 (jelek-
ben: Vg € V* : ¢° = \.) Roviden tgy is mondhatjuk, hogy egy sz6 k-adik hatvdnya
nem méas mint k-szoros ismétlddése (beleértve a nullaszoros ismétlodést is).

Példa 1.4 Legyen ismétV = {a,b}. Ekkor az abba V*-beli sz6 baba V*-beli széval vald
szorzata abbababa lesz (ami persze nem egyezik meg a babaabba szdval. A szorzds tehdt

valdban, dltaldban nem kommutativ). Igaz tovabbd (definicid szerint), hogy baba =
(ba)?.

Feladat 1.5 Legyen most V. = {a}, azaz dlljon dbécénk egyetlen betibdl. Mutassuk
meg hogy ebben a kivételes esetben a szorzds kommutativ.

Az V* -ban ezen szorzas miiveletre nézve a A iires sz6 egységelem lesz, hisz minden
p € V* -ra pA = Ap = p (annak megfelelGen, hogy ha egy sz6 - beleértve az tires sz6t is
- elé vagy mogé nem irunk egyetlen betiit sem, azaz az iires szét ”irjuk”, akkor marad
az eredeti sz6). Nyilvanval6 tovdbbda, hogy minden p,q € V* parra | pq |=|p | +
| ¢ |- Az el6bbiekben definidlt szorzas miiveletével ellatott V* halmazt az V' dltal
generalt egységelemes szabad félcsoportnak, méas néven V feletti eqységelemes szabad
félesoportnak’, vagy roviden, V' feletti monoidnak hivjuk, s rd ugyancsak az V* jelolést
hasznaljuk. Hasonldan, a szorzds miiveletével elldtott V™ halmazt az V' dltal generdlt
szabad félcsoportnak, mas néven V feletti szabad félcsoportnak hivjuk, s ra ugyancsak
az VT jelolést haszndljuk. (V* tehat egyidejiileg jeloli az Osszes V feletti szavak hal-
mazat és az V feletti szabad monoidot, mig V't az Osszes V feletti nem iires szavak
halmazat és az V feletti szabad félcsoportot.) Ha mast nem mondunk, a tovabbiakban
V* illetve VT a széban forgd (V feletti) szabad monoidot, illetve szabad félcsoportot
jeloli. Ha tehat nem ezen miiveletekkel ellatott halmazokrol, azaz struktirdkrol, hanem
csak a hozzajuk tartoz6 halmazokrdl (vagyis az Osszes, avagy Osszes nem iires V feletti
szavak halmazarol) lesz szd, azt a félreértések elkeriilése végett kiilon hangsilyozni
fogjuk. (Nyilvanval6, hogy V' zart marad a szorzds, azaz az Osszeflizes miiveletére,
hisz két nem iires szét egymds utdn irva, azaz Osszeflizve, nem kaphatunk iires szét.)

Legyen p és q tetszoleges két sz6 V*-ban. Azt mondjuk, hogy p kezdd szelete g-nak,
ha van olyan r € V*, hogy ¢ = pr. Pontosabban, ha ¢ = pr mellett | p |= k, akkor a p
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szot a q sz0 k hosszisagu kezdo szeletének nevezziik. Hasonléan, ha van olyan s € V*
sz0, hogy ¢ = sp, akkor azt mondjuk hogy p a g-nak végzddése és ha | p |= m akkor
m hossztsagu végzodésrol beszéliink. Végiil, a p € V* sz6t a ¢ € V* sz6 rész-szavanak
mondjuk, ha van olyan r,;s € V*, hogy ¢ = rps. Amennyiben p # q, valodi rész-szorol
beszéliink. Hasonléan, egy sz6 onmagatol kiillonbozo kezdoszeleteit, illetve végzddéseit
valodi kezdo szeletnek, illetve valodi végzddésnek hivjuk.

Egy p € VT 826 utolsé bettijére hasznalni fogjuk a % jelolést.

Példa 1.6 Legyen V = {a,b},p = abbababa. Ekkor p-nek 4 hosszisdgi kezdd szelete
abba, 4 hossziusdgu végzodése pedig baba lesz. Ugyanekkor p-nek példdul a bab szo

L
(valédi) rész-szava. Végiil, abbababa = a (abbababa utolsd betije).

1.2 Formalis rendszer és néhany f6bb tipusa

Formdlis rendszernek (vagy atirdsi rendszernek) neveziink minden olyan W = (V, H)
part, amelyben V egy abécé, H pedig a V* x V* direkt szorzat egy véges részhalmaza.
A H elemeit helyettesitési szabdalyoknak hivjuk és ha (P,Q) € H, akkor a P — @
(ejtsd: P nyil Q) jelolést hasznéljuk.

Példa 1.7 W = ({a,b,d,e,é, f, k,l, 6,s,v, 2}, {aked — le,leves — fézelék}) .

Legyen P, € V*. Akkor mondjuk, hogy P-bdl a Q) kézvetleniil (vagy egy lépésben)
levezethetd W-ben, jelekben: P 7 () , vagy ha nem vezet félreértéshez, W elhagyasaval
P = @, ha léteznek olyan P’, P;, P", )1 € V* szavak, hogy P = PPP,P", QQ = P'Q:P"
és P, — @1 € H. (Természetesen megengedett, hogy akar a P’ akdr a P’  vagy
akar mindkett6 az iires sz6 legyen.) Szemléletesen, P 3 @) azt jelenti, hogy a @) sz6
megkaphaté a P szobdl ugy, hogy P-ben valamely H-beli szabdaly baloldalan all6 P,
rész-sz6 helyébe az e szabély jobboldalan all6 @y szdt irjuk (lasd abra).
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| | | |
P | A I T I N N AN
Al 1 Al

Pl . Pl '. P//

P’ Ql P

Azt mondjuk, hogy P-bdl a Q) levezethetd W-ben, jelekben: P V% @, vagy ha nem
vezet féreértéshez, W elhagydsdval: P = @ ha léteznek olyan Py, Py,...,P, € V*
szavak, hogy Py = P, P, = Q és P, 7 Pir1 (1 =0,...,k—1). Emellett, amint szokasos,

megallapodunk abban, hogy minden P € V* szora P V% P fenndll. Haszndlni fogjuk

Jr
még a Py () jelolést is abban az esetben, ha azt akarjuk hangstlyozni, hogy léteznek
olyan Py, Py, ..., P, € V* szavak, hogy Py = P, P, =Q és P, 7 Piy1 (i =0,...,k—1).
Vildgos, hogy a két jelolés P = () esetén kap eltéro értelmet.

Példa 1.8 Tekintsiik az 1.7. példaban megadott formadlis rendszert és a babakedves
szot. Ekkor a baves = ba = babf d6zelék levezetés alkalmazdsdval latjuk,
hogy példaul a W -beli babakedves sz6bdl a bableves kozvetlentil levezetheto, a

babf 6zelék pedig levezetheto.

Amennyiben olyan formélis rendszereket tekintiink, melyekben a helyettesitési
szabalyok szimmetrikusak, eljutunk az asszociativ kalkulus fogalmahoz. Ha teh&t
valamely asszociativ kalkulus esetén egy P sz6 helyettesitheté (Q-val, akkor a @) szd is
helyettesitheté P-vel. Emiatt nem is helyettesitési szabalyokrdl, hanem megengedett
cserékrol szokas beszélni. Tovabba, ha egy P szobdl egy @) sz levezetheto az asszo-
ciativ kalkulusban, akkor azt mondjuk hogy P ekvivalens Q-val.
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Példa 1.9 Legyen W = ({a,c,k,m,6,u,s,t,y},{acs — 6,ka — kus}). Asszociativ
kalkulus esetén a szabalyok bal és jobboldalat — helyett — -al szokds elvdlasztani,
ezzel is hangsilyozva, hogy a szabdlyok szimmetrikusak. Példinknal maradva, az acs
helyettesithetd az 6-val és az 6 1s helyettesitheto acs-csal. Ugyanigy, a ka helyettesitheto
kus-sal és a kus a ka-val. Tekintsik a mlacska = m = mokus levezetést.

Ekkor a macska ekvivalens W-ben a mokus-al. Ehhez 7, helyett < -t, vagy ha nem
okoz félreértést, akkor egyszerien (az ekvivalencia egyik szokdsos jelét,) ~ -t szokds
haszndlni, azaz macska ~ mokus. Vizsgdljuk meg most ezt az ~ -t mint reldciot. Ez az
~ reldcio reflexiv, azaz minden V*-beli P szora P ~ P. Példdul, macska ~ macska.
Az ~ szimmetrikus, azaz minden V*-beli P, () szopdrra P ~ @Q akkor és csak akkor
ha Q) ~ P. Példdul, macska ~ mokus kovetkezménye mokus ~ macska és viszont.
Ugyanigy, példankban kutya % macska kévetkezménye macska % kutya és viszont.
Az ~ tranzitiv, azaz minden V*-beli P,Q), R szo-hdrmasra P ~ () és () >~ R esetén
P~ R.

Példankban macska ~ mdka és moka ~ modkus miatt macska ~ modkus. (De
ugyanigy igaz, hogy macska ~ moékus és méokus ~ moka miatt macska ~ moka.)
(Megjegyzés: a reflexiv és tranzitiv tulajdonsdg kézvetleniil kovetkezik a levezethetdség
definiciojabol. A szimmetria a szabdlyok szimmetrikus volta miatt, tovabbd a tranziti-
vitds miatt dll fenn, melynek igazoldsdt az olvasdra bizzuk.)

Emlékeztet6 1.10 Egy M halmaz dnmagdval vald Descartes szorzatanak (jelekben:
M x M-nek) részhalmazait M feletti bindris relacionak, vagy réviden, reldcionak
szokas nevezni. Specidlisan, M x M wvéges részhalmazait véges relacioknak is szokds

hivni (M felett).

Felhasznélva az el6z6 példankban targyaltakat, vegyilik észre, hogy ha egy adott
W = (V, H) formélis rendszerbeli kozvetlen levezethetdséget mint a V* halmaz feletti
(véges) bindris reldciét tekintjiik, ugy a bel6le szarmaztathato levezethetdség nem més
mint a kozvetlen levezethetoség reflexiv és tranzitiv lezarasa, vagyis az a legsziikebb
reflexiv és tranzitiv reldcid, melynek a tekintett levezethetOség rész-relacidja. Asszo-
ciativ kalkulus esetén, mint példdnkban mar emlitettiik, ez a levezethetéség (mint
relacid) ekvivalencia reldcid lesz, ugyanis a reflexiv és tranzitiv tulajdonsdg mellett
a szimmetrikus tulajdonsiaggal is rendelkezni fog. Emiatt szokds egy W = (V, H)
asszociativ kalkulusban ekvivalensnek hivni a P,Q € V* szavakat, ha P = @, azaz ha
P~qQ.

Akkor mondjuk, hogy a W = (V| H) asszociativ kalkulusban a széprobléma algo-
ritmikusan megoldhato, ha létezik olyan algoritmus, melynek segitségével tetszoleges
P, Q pérra eldonthetd, hogy P és @) ekvivalens-e (azaz P ~ () fenndll-e) és ha igen,
akkor az algoritmus egy P = P, = P, = ... = P, 1 = Q levezetést is szolgaltat.
Ezen fogalomnak azért van kiilonos jelentésége, mert kimutathatd, hogy nem minden
asszociat{v kalkulusban oldhaté meg a széprobléma algoritmikusan (ami egytttal azt
is igazolja, hogy nincs olyan univerzalis mddszer, ami minden matematikai problémat
képes megoldani). Késébb még vissza fogunk térni erre a dologra.

Egy W = (V. H) formélis rendszert generativ rendszernek neveziink, ha ki van
tintetve V* egy nem tlres és véges részhalmaza, amelyet W axiomarendszerének
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neveziink (és ra tobbnyire az Ax jelolést haszndljuk). Egy ilyen W generativ rend-
szert W = (V, Az, H) alakban szokds megadni (aholis V' az dbécé, Az az axiémék,
H pedig a szabalyok nem iires és véges halmaza). W-hez hozzarendeliink egy Lg,,,

halmazt az Ly, = {P € V*|JAc Az : A %P} definiciéval, s ezt a halmazt a W
generativ rendszer dltal generdlt nyelvnek hivjuk. L, tehat tartalmazza mindazon
V*-beli szavakat, melyek legalabb az egyik axiémabdl levezethetdk.

Egy W = (V, Ax, H) generativ rendszert gy is szokas interpretélni (azaz ér-
telmezni), hogy V' bizonyos fogalmak rendszere, Az az axiémarendszer (vagyis az
alapigazsdgok, vagy igaznak tartott alapvetd éllitasok gytijteménye), V* elemei a V'
fogalomkorben megfogalmazhaté (értelmes vagy értelmetlen) formalis mondatok hal-
maza, H a W-ben megengedett elemi bizonyitasi lépések halmaza, P = P, = ... =
P, = @ a @ formalis mondat P-bdl valé bizonyitasa, Ly, pedig a V' fogalomkorben
megfogalmazhato és az Axr axiomarendszerbol W-ben bebizonyithaté formélis monda-
tok (kijelentések) halmaza.

Analég médon, tekinthetjiik az Osszes olyan szavak halmazat is, melyekbdl az
axiémak koziil legaldbb az egyik levezethetd. Ebben az esetben W-t (a generativ
rendszer elnevezés helyett) analitikus rendszernek, az L.y, = {P € V* | 3A € Az :

P %A} halmazt pedig a W analitikus rendszer dltal acceptdlt, vagy mas szoval, a
W analitikus rendszer dltal elfogadott nyelvnek, vagy még masképp a W analitikus
rendszer dltal felismert nyelvnek hivjuk.

Az analitikus rendszer altal elfogadott nyelvet a késobbiekben fogjuk interpretdlni
(azaz értelmezni).

Példa 1.11 Vegyik o« W = ({1,2,+,=},{1 +1 = 2}, {=— +1 = 1+}) gene-
rativ rendszert. Fogalmaink az 1,2 természetes szamok, tovabba az osszeadds és az
egyenldség (jele). Egyetlen aziomdnk van, 1+1 =2. Az1+1+14+1=1+1+2
kijelentés (vagy “tétel”-nek is lehetne mondani) bebizonyithatd W-ben. Ime a “bi-
zonyitas:” (Egyetlen) axiomdank 1+ 1 = 2. Ebbél indulunk ki :
I1+1=R=>1+1+171l+2=>1+1+1+1=1+1+2.

Példa 1.12 Tekintsik a W = ({<,>,0,1,2,3,4,5,6,7,8,9},{< 0 >,<5 >}, {00 —
0,10 — 0,20 — 0,30 — 0,40 — 0,50 — 0,60 — 0,70 — 0,80 — 0,90 — 0,05 —
5,15 — 5,25 — 5,35 — 5,45 — 5,55 — 5,656 — 5,75 — 5,85 — 5,95 — 5})
analitikus rendszert. Az olvasora bizzuk annak igazoldsdat, hogy L.y, €pp az ottel oszt-
hato, < ay...a, > (ay,...,a, € {0,...,9}) alakban megadott nemnegativ egészek
halmaza. W tehat ”felismeri” az 5-tel oszthato nemnegativ egészeket.

Egy W = (V, Ax, H) generativ rendszert szemi-Thue rendszernek (ejtsd: tyué)
neveziink (az angol semilejtsd:szemi] = félig-, fél sz6 alapjan), ha ki van tiintetve
V* egy olyan F' részhalmaza, melyre Ax C F. Egy ilyen szemi-Thue rendszert W =
(V, Az, H, F) alakban adunk meg, ahol F' a formuldk halmaza, és a WW-nek a generativ
rendszerhez hasonl6 értelmezése esetén mondhatjuk még azt is, hogy F' az igaz (vagy
igaznak tartott) allitasok (kijelentések, mondatok, tételek) halmaza (lasd abra).
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Példa 1.13 Képezziink eqy szemi- Thue rendszert oly mddon, hogy az 1.11. példabeli
generativ rendszert kiegészitjik formuldkkal. Ezzel dsszhangban, legyen
wW=({L2+=}H{1+1=2},{=—+1=14+}{1+1=2,1+14+14+1=2+2,
1+1+1)"=(1+)"+2, n=1,2,...}).

Amint szokdsos, (+1)" itt azt jelenti, hogy +1 n-szer van irva. Példdul: (+1)° =
+1 + 1 + 1. Hasonldan, (14)" jelentése az, hogy 14+ wvan n-szer irva. Példdul:
(14)? = 1 + 1+. A nyilvinvaldan igaz 1 +1+ 1+ 1 = 2 + 2 dsszefiiggés a példabeli
szemi-Thue rendszerben nem bizonyithato. Mint mar a bevezetésben elmondtuk, ezen
a jatékos példan bemutatott probléma a matematika egyes nehezebb fejezeteiben is
fenndll. Nevezetesen, vannak precizen megfogalmazhato, de nem bizonyithato és nem
15 cafolhato matematikai kijelentések.

Legyen W = (V, Az, H, F) tetszéleges szemi-Thue rendszer, s jelolje Az = P
roviden azt a tényt, hogy létezik olyan P, € Az, melyre Py = P. Ezt a jelolést
hasznélva Ly = {P € V* | Ax = P} és W-ben absztrakt médon az F halmaz mint
elmélet (= igaz vagy igaznak tartott allitdsok halmaza, rendszere, vagy gytjteménye)
axiomatizaldsanak tipikus kérdései a kovetkezdképp fogalmazhatok meg:

a.) teljes-e az elmélet, vagyis az Axr axiomarendszerbél minden igaz allitds bebi-
zonyithato-e. Jeloléssel: fennall-e az F' C L, tartalmazas;
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b.) ellentmonddsmentes (, azaz helyes)-e az elmélet, vagyis igaz-e, hogy az axiéma-
rendszerb6l nem vezetheto le egyidejiileg igaz és hamis allitds is. Képletben: igaz-e,
hogy akarhogy is adjuk meg a P € F és Q ¢ F péarokat, Az = P mellett Az =
@ nem &llhat fenn egyidejiileg. (Vegyiik észre, hogy ha Az = Q és Q ¢ F, akkor
felhasznélva Az = Q jelentését, lenne olyan Py € Az, hogy Py = Q, ami Az C F
és Py = P, miatt azt is jelentené, hogy Py € F és Q) ¢ F mellett Az = Py és Ax
= . Az ellentmondasmentesség feltétele tehat tulajdonképp azt jelenti, hogy hamis
kijelentés nem vezethet6 le az axiémarendszerbél.)

c.) kategorikus (= konzekvens)-e az elmélet, vagyis az Az axiémarendszerbél minden
igaz allitas, de csakis az igaz allitasok bebizonyithatok-e. Jeloléssel: F' = L, fenndll-
e; (Vegylik észre, hogy egy elmélet pont akkor konzekvens, ha egyidejiileg teljes és
helyes is.)

d.) minimadlis-e az elmélet, azaz igaz-e, hogy egyik axiéma sem bizonyithaté be a
mésikbél. Képletben: igaz-e, hogy ha P, Q € Az és P = (), akkor sziikségképp P = Q.

Példa 1.14 Az 1.13. példabeli ”elméletinket” vizsgdlva megdllapithatjuk, hogy nem
teljes, mert az F = {141 =2, 1+1+14+1 =242, 14+1(+1)" = (1+)"+2,n = 1,2,...}
elmélet nem minden kijelentése bizonyithaté W-ben (pl. az1+1+1+1=2+2 nem).
Emiatt 7elméletink” nem is kategorikus. Mivel "hamisnak tartott”, azaz F-en kivili
dllitas 1+ 1 = 2 -bél (egyetlen axiomdnkbdl) nem vezethetd le ( ugyanis minden beldle
levezethetd ”dllitds” vagy maga az 1+ 1 =2 lesz, vagy 1 + 1(+1)" = (1+)" + 2 alaki
lesz, ahol n tetszdleges természetes szdm), “elméletink” ellentmonddsmentes. Végiil,
lévén csak egyetlen axiomank, "elméletunk” nyilvanvaloan minimdalis.

Végill megjegyezziik, hogy lehetett volna a formalis rendszer és a beldle szar-
maztatott kiilonféle specidlis formalis rendszer tipusok fogalménak kialakitasakor a
kozvetlen levezethetOséget és a levezethetdséget masképp is definidlni. Erre az egyik
legnevezetesebb példa a Post-féle normal rendszer.

A Post-féle normdl rendszer (hasonléképp a generativ rendszerhez) egy olyan
V' dbécébol, Ax axiémarendszerbol és H helyettesitési szabédlyokbdl felépilé W =
(V, Az, H) harmas ( Az itt is nem {ires és véges részhalmaza V*-nak, tovabba H eze-
setben is nem iires és véges részhalmaza V* x V*-nak), melyben H elemei PX — X @
alakuak, aholis X € V egy olyan bet{i, mely sem P-ben, sem ()-ban nem fordul elé.
Akkor mondjuk, hogy a V*-beli P, sz6bol a V*-beli Q; szd kdzvetleniil levezethetd
(jelekben, mint kordabban : P; 3 @1, vagy ha nem vezet félreértéshez, egyszertien csak
P, = (1), ha taldlhaté olyan V-beli X betii, tovdabba taldlhaték olyan (V' \ {X})*-
beli P,Q, R szavak, hogy P, = PR, ()1 = RQ , és PX — XQ@Q € H. Ezenkiviil, mint
korabban, azt mondjuk, hogy P-bdl a @) levezethetd W-ben, jelekben: P V% @, vagy ha
nem vezet féreértéshez, W elhagydsaval: P = Q ha léteznek olyan Py, Py,..., P, € V*
szavak, hogy Py = P, P, = Q és P, 5 Pii1 (1 =0,...,k—1). Emellett, amint szokasos,

itt is megallapodunk abban, hogy minden P € V* széra P 7 P fennall. (Masként
mondva, a levezethet6ség mint V* feletti relacio, ezesetben is reflexiv és tranzitiv
lezarasa a kozvetlen levezethet6ségnek.) Ugyantgy mint a generativ rendszer esetén,
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a Post-féle normdl rendszerhez is szokas tekinteni az Ly, = {P € V* | 3A € Az :

A 7 P} halmazt, amit a W Post-féle normal rendszer dltal generdlt nyelvnek hivunk.
Természetesen mint a generativ rendszerbol ”képzett” analitikus rendszer esetén, itt

is lehet tekinteni az Loy = {P € V* | 3A € Az : P = A} halmazt mint a W dltal
elfogadott nyelvet. (Emlékeztet6iil: szerkezetileg a generativ rendszer ugyanaz mint az
analitikus rendszer, csak a hozzdjuk rendelt nyelvek szerkezete maés.)

A Post-féle normal rendszer fogalmanak kis modositasaval jutunk el a Post-féle tag
(tag [ejtsd: teg] = toldalék, vmit vmihez hozzafiz6 eszkoz vége) rendszer fogalméhoz.
A Post-féle tag rendszer egy olyan W = (V, S, H) hédrmas, ahol V egy abécé, H
helyettesitési szabalyok egy halmaza (azaz V*xV* egy nem iires és véges részhalmaza),
S pedig egy tetszoleges, rogzitett eleme V*-nak. Erre az S elemre a startszo elnevezés
hasznalatos. Akkor mondjuk, hogy a V*-beli P sz6bdl az ugyancsak V*-beli @) sz6
kézvetlenil (vagy egy lépésben) levezetheté W-ben, jelekben: P 3 @, vagy ha nem
vezet félreértéshez, W elhagyasaval P = @), ha léteznek olyan P, @1, R € V* szavak,
hogy P = PiR, Q = RQ, és (P1,Q1) € H. (Természetesen megengedett, hogy az R az
tires sz6 legyen.) A levezethet6ségre (is) ugyanazt a jelolést hasznéljuk mint korabban,
tovabba a levezethet6ség mint V* feletti relacio, ezesetben is reflexiv és tranzitiv
lezarésa a kozvetlen levezethetoségnek. Ugyancsak osszhangban az el6zoekkel, a W

dltal generdlt nyelv: Ly, = {P € V* | S V%P} Definialhatjuk a W dltal elfogadott
nyelvet is: Loy = {P € V* | PV%S}.

1.3 Algoritmus, nyelvtan

Az algoritmus intiutiv fogalmat koriilbeliil a kovetkezoképp szokas megfogalmazni:
A fegyelmezett, egyértelmiien el6irt elemi 1épésekbol egyértelmiien felépitheté olyan
feladatmegoldéds modellje, melynek eredménye végrehajtéjatol fiiggetleniil ugyanazon
feladatokra akarhényszor is megismételve ugyanazon eredményt szolgaltatja. Segitsé-
gével egy adott feladatosztaly minden feladata véges szamu lépésben megoldhaté. (A
legaltalanosabb értelemben természetesen egy algoritmus barmilyen emberi vagy nem
emberi tevékenységre vonatkozhat, nemcsak matematikai avagy szamitastechnikai fe-
ladatok megoldéséra.)

Fontos tulajdonsagai kozé tartozik tehat a fiuggetlenség, ami azt jelenti, hogy
ugyanazon feladatra ugyanaz az eredménye fliggetleniil attél hogy ki (vagy mi) a
végrehajtdja, az egyértelmiség, ami azt jelenti, hogy ugyanazon feladatra akarhanyszor
is alkalmazzuk az algoritmust, mindig ugyanazt az eredményt szolgaltatja, az elem:
lépésekre bonthatosdg, ahol persze ezen elemi lépések, tovabba ezen 1épések sorrendje is
egyértelmiien meg van hatarozva, valamint a végesség, vagyis az, hogy a feladatosztaly
minden egyes feladatara mindig véges sok 1épésben befejezodik. Amennyiben a véges
lépésben torténd befejezodés kovetelményétol eltekintiink, az eljdrds fogalmahoz ju-
tunk. Ezen és ehhez hasonld intiutiv megfogalmazasok utéan sziilettek meg a 30-as
évek masodik felétol a kiilonféle matematikailag is preciz algoritmusfogalmak, melyek
kozos érdekessége, hogy ekvivalensek. Ez azt jelenti, hogy ha egy algoritmust az egyik
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algoritmusfogalom segitségével megadtuk, akkor ugyanez az algoritmus a masik algo-
ritmusfogalom segitségével is megadhaté. Ezen fogalmak egyike a Markov-féle normal
algoritmus.

Egy W = (V, H) formélis rendszert (Markov-féle) normdl algoritmusnak neveziink,
ha H rendezett halmaz és ki van tiintetve benne egy H; részhalmaz (megengedve, hogy
esetleg H; = (), azaz tires halmaz legyen). A H; elemeit zdrdhelyettesitéseknek hivjuk
és P — () € Hy esetén hasznalni fogjuk a P — .(Q) jelolést is. Egy ilyen normal algo-
ritmust W = (V, H, H,) alakban adunk meg, ahol a H = {P; — Q1,..., P, — Qn}
megadas, azaz H elemeinek felsorolasa feltételezésiink szerint egyben a H-beli ren-
dezést is mutatja. Legyen P € V*. Azt mondjuk, hogy a P széra a W = (V, H, H;)
algoritmus alkalmazhatd, ha van olyan 1 és m kozotti i(= 1,...,m) index és olyan
P, P" € V* sz6pér, hogy P = P'P,P". Legyen i a legkisebb ilyen index és vélasszuk
meg a P sz6 P’ kezd§ szeletét tugy, hogy P; a P’'P; széban rész-szoként csak egyszer
forduljon el6. Rendeljiikk hozzd P-hez a Q = P'Q;P" szét és ezt a hozzarendelést
jeloljiikk a kovetkezOképpen: legyen P3Q ha P, — Q; ¢ Hp és legyen P3.Q0Q ha
P, — @Q; € H,. E hozzarendelést, mely a formalis rendszer fogalmandal bevezetett
kozvetlen levezethetoség fogalmanak a H-beli rendezést is figyelembe vevo médositasa,
elemi helyettesitésnek szokas nevezni. (Az elemi helyettesités nem tévesztendd Gssze
a helyettesitéssel, azaz a helyettesitési szabalyok halmazanak egy elemével.) P3.Q
esetén elemi zardhelyettesitésrol beszéliink.

Ha zarohelyettesitést hajtottunk végre az algoritmus megall, egyébként az algo-
ritmus helyettesitd 1épése Ujra lefut az imént kapott szora. Az algoritmus tehat min-
daddig fut, amig vagy zarohelyettesités be nem kovetkezik, vagy nincs alkalmazhato
helyettesitési szabdlya. Itt jegyezziik meg, hogy a Markov-féle normal algoritmus a
sz0 eredeti értelmében nem algoritmus, hanem eljaras, mivel — ahogy majd példat is
mutatunk rd — nem feltqe tleniil fejezodik be, tehat a végesség feltétele nem teljesiil.

Példa 1.15 Vegyik a W = ({a,b,e,i,k,0,7,s,t,4, 2z}, {szoba — kerti,bab — szob},
{szoba — kerti}) normdl algoritmust és a bababitor szdt. Az i = 2, hiszen a mdsodik
szabdly alkalmazhato ra. Vigydazni kell viszont, hisz a bab szo rész-szoként kétszer

is elbfordul. P’ thehdt nem ba lesz (mert ekkor P'Py = babab, aminek elsé hdrom
és utolsd hdrom betije is a bab szdt alkotja ). lgy P' = X\, azaz az tres szd. En-

nek megfelelden a abdtor W bdtor W .kertibitor levezetéshez jutunk. Itt a
bababiutor 3 szobabitor egy elemi helyettesités, szobabutor 3 .kertibutor pedig egy
elemi zdrohelyettesités. (Igaz, hogy a szobabitor szdban is benne van a bab rész-szd,
de mindig az elsd olyan szabdlyt kell alkalmazni, amit lehet. Emiatt a szobabiutor szo

utdan a kertibutor szo kovetkezik, nem a szoszobitor.

Azt mondjuk, hogy a P € V* sz6bdl kiindulva egy ) € V* sz6 eleme a W algoritmus
levezetési lancanak, ha teljesiilnek az aldbbi feltételek:

Q = P7 vagy
(i) W alkalmazhaté P-re és
(ii) léteznek olyan Ry,..., Ry € V* szavak, hogy Ry = P, R, = Q, R; 3 Rit1(i =
0,...,k—1),ahol az Ry 3 ... T Rk—1 lanc nem tartalmaz zardhelyettesitést.
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Azt mondjuk, hogy a P € V* széra egy (Q € V* sz6 a W algoritmus eredménye

(jelekben: P V% @ ), ha @ eleme a W P-bél induld (P = Ry,..., Ry = Q) levezetési
lancédnak és vagy Ry_1 3 Rk, vagy pedig Ry_1 5 Ri, és W az Ri(= Q) széra mar
nem alkalmazhaté. .
Emellett megallapodas, hogy ha W a P széra nem alkalmazhaté, akkor P 3 P.

Ha P V% @, akkor szokas mondani, hogy @) a P szdval megadott adatsorozaton a W
normdl algoritmussal végrehajtott szamitas eredménye. Eszerint, egy W = (V| H, H;)
normal algoritmus esetén egy P € V* széra a kovetkezo esetek allhatnak fenn:

(I) W a P-re nem alkalmazhat6. Ekkor a W-vel P-n végzett szdmitds eredményének
magat a P adatot tekintik.

(II) P-bél kiindulva létezik zarohelyettesitéssel vegzédd (azaz P TRy, Ry 3 Ra, ...,
Ri—o 3 Rk—1, Ri—1 3.Ry alaki), vagy tovabb nem folytathat6 helyettesitési lanc. (Ez
utébbi azt jelenti tehat, hogy a P TRy, Ry TR, ..., Ry_1 3R, lancban Ry-ra W
mér nem alkalmazhaté.) Ekkor a P adaton a W-vel végzett szamitds eredménye az
Rk = Q sz0.

(III) P-bél olyan helyettesitési lanc indul ki, mely soha nem fejez6dik be. Ilyenkor azt
mondjuk, hogy W a P-re nem all meg, W a P adatbdl eredményt nem szolgaltat.

Példa 1.16 Tekintsik a W = ({1,+},{1+ — +1,++ — +,+ — A}, {+ — A})
normdl algoritmust (ahol X az iires szot jeléli). Ekkor 1+1+1+1 3411 4+141

= 11413 4+ 110 4+1 3 4+ 11411 5 ++1+111 3 +++1111 3 ++1111
= 11111 = 1111,

Vegyik észre, hogy dltalaban is, 1™ + 1" :7 1™ wagyis a példabeli algoritmus az
“eqyes szamrendszerben” valo 7dsszeadds” algoritmusa. Ahdny 1-est "adunk ossze”,
annyi 1-esbol allo sorozatot kapunk a végén zdrohelyettesitéssel. Nincs alkalmaz-
hato szabdlya az algoritmusnak példaul a 11 szora. Ekkor eredménynek a korabbi
definicioval osszhangban magadt a 11-t tekintjuk.

Példa 1.17 Egészitsik ki az elobbi példat az 1 — 11 szabdllyal, méghozzad gy, hogy ez
legyen az elsd szabdlyunk. Az igy kapott ijabb W = ({1,+}, {1 — 11,14+ — +1,++ —
+,4+ — A} {+ — A}) algoritmus mdr nem fog befejezddni az 1+ 141+ 1 szdra (és
sok mds szora sem): 1+1+1+1 7 114+14+14+1 5 111 4+14+1+1 5 111+1+1+1
11111 4+1414+1 .... A mddositott algoritmus tehdat az 1+ 14141 széra nem dll
meg, eredményt nem szolgdltat.

Példa 1.18 Vizsgdljuk meg az 1.15. példabeli algoritmus viselkedését a babbutor szora.
babbutor 3, szobbutor és itt az algoritmus megdll, mert nincs ugyan zdrohelyettesi-
tés, de a lequtolso szora W mdr nem alkalmazhato. A szdmitds eredménye tehdt a
szobbutor szo lesz.

Példa 1.19 Tekintsik a W = ({1, X,a,b},{x11 — a x 1, x1 — a,la — alb,ba —
ab,bl — 1b,al — a,ab — b,b — 1}, (). normdl algoritmust. (Feladatunkban tehdt Hy

tres halmaz.) Igazoljuk, hogy tetszbleges m,n pozitiv egészekre 1™ — 1" = 1M W
tehdt a szorzds egy algoritmusa ("egyes” szamrendszerben).
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Példa 1.20 Legyen W = ({a,b,c,d, e, &}, {ac — ca,a&ka — c&,a&k — &d,d —
a,c — e;e — a,& — A} 0) (azaz Hy ebben a feladatban is iires halmaz) normdl

. . , ” .. sy , . . ! ;X k
algoritmus. Bizonyitsuk be, hogy tetszdleges i,j pozitiv egész szampdrra a*&a’ 3 a”,

ahol k a legnagyobb kozos osztoja i-nek és j-nek.

Egy W = (V, Az, H) genetativ rendszert generativ nyelvtannak (vagy generativ
grammatikdnak) hivunk, ha V' fel van bontva k6zos elemet nem tartalmazé nem
tires (és V végessége miatt véges) Viy és Vi részhalmazokra, az Ax egyetlen Viy-
beli (dltaldban S-el jelolt) elembdl all, s minden H-beli szabaly baloldala legalabb egy
Vn-beli bett tartalmaz. Jelekben:

V=VyUVr,VxNVpr =0, Vy £0,Vp #0,Ax = {S},S € Vy, H C V*VyV* x V*,

Egy ilyen generativ nyelvtant a tovdbbiakban G = (Vy,Vr, S, H) éltal jeloliink.
Benne Vi a wdltozék, vagy mdas néven, a nemtermindlis (szimbdlum)ok halmaza,
Vr a konstansok vagy termindlisok halmaza, S a mondatszimbélum, H pedig (mint
korabban) a (helyettesitési) szabalyok halmaza. Amint szokdsos, hasznalni fogjuk a
V = Vn U Vp jelolést is. V* elemeit mondatformdknak, VN™ elemeit nemtermindlis
szavaknak, Vr* elemeit pedig termindlis szavaknak, vagy a nyelvtani analégia miatt
mondatoknak is hivjuk. Mivel minden generativ nyelvtan egyben formalis rendszer
is, hasznalhatjuk a kozvetlen levezethetéség és a levezethetdség fogalmait. A G gen-
erativ nyelvtan dltal generdlt nyelven a Vr*-beli szavak kovetkezé halmazat értjik:
LG)={peVr|S ::j p}. Ugy is mondhattuk volna, hogy L(G) = Ly NVp*, ahol
Ly, a G mint generativ rendszer, pontosabban a (V,S, H) generativ rendszer altal
generélt nyelvet jeloli. (Tehat vigyazat: Nem tévesztendé Ossze a G generativ nyelv-
tan és a G mint generativ rendszer altal generalt nyelv, hiszen L(G) C Ly, vagyis a
két nyelv &ltaldban nem esik egybe!)

A fogalom megfelel annak, hogy a valtozok a nyelvi fogalmak (ige, f6név, stb.), a
konstansok pedig a szotari szavak elemeinek absztrakcioi.

Példa 1.21 Legyen G = (Vy,Vr, S, H), ahol Viy = {S, < ige >, < foénév >,
< melléknév >}, Vi = {magyar abécé}, H = {S —< ige >, < ige >—< fdénév >
<ige >, < fonév >—< melléknév >< fonév >, < melléknév >—

az < melléknév >, < ige >— tanul,< fonév >— didk, < melléknév >—
engedelmes}.

Tekintsik a kovetkezd levezetést.
S =< ige >=< fonév >< ige >=< melléknév >< fonév >< ige >= az
< melléknév >< finév >< ige >= az engedelmes < fonév >< ige >= az
engedelmes didk < ige >=- az engedelmes diak tanul.
Ugyanigy levezethetd "nyelvtanunkkal” példaul: az az engedelmes diak tanul, stb.

A generativ nyelvtan persze nemcsak nyelvtani elemzésre alkalmas eszkoz. Mint a
kévetkez6 (M. Soittola -tdl | illetve M. Penttonen-tél szarmazd) példak is mutatjék,
segitségével elo tudjuk allitani az Osszes négyzetszamot, illetve a primszamokat.

Példa 1.22 G = ({5, XY, Z, X1, X2, V1, Yo}, {a}, S, {S — a,8 — aXX2Z, X7 —

aa, Xa — aa,Ya — aa, XoZ — ViYXZ, XX, — X,YX, VX, — VIYX, XY, —
X1V, YY) = V1Y, aX; — aXXY Xy, XoV — XYs, VoV — VY, Vo X — Y X,).
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Bizonyithatd (lasd kiegészités a fejezet végén), hogy a generdlt termindlis szavak
hossza eleme lesz az 1,1 +3,1+3+5,...,1+3+ ...+ (2n — 1),... sorozatnak.
Misrészt igazolhatd, hogyn® =1+3+...+(2n—1)(n=1,2,...). Igy L(G) = {a™" |
n=1,2,...}

Példa 1.23 G = ({5, A, B,C, D, E, X1, Xo, X3, Y, Vi, Y1, Ya, Ya, Ya, Y, Y, s, Y,
Yo}, {a},S, {S — a*,S — a3 S — da®>, 5 — a", S — V1 A°X3Y, — VA2 V1A% —
X, A3X,. iAXy,A — DY,Y,E,iDYy — DYyi, XyDYy — X, BYs, Yai — iYs, VsY,E —
YYE, YVaEi — i3E, Y3EXs — YiCXa,iYs — Yai,ViYs — iXs, (i € {A,B)),
X,B — XY, YaB — BYs,YsXoA — YeXoA, BYs — YeA, XYs — X1 A, CXy —
Yo Xy, CYe — Yo A, BAIXoYs — Yy A1 Xy, (j € {0,1,2)), A*XoYs — YeA Xy, AY; —
YA, BYy — Y3A, X1Ys — X1 A, XoX3 — Yoa, AYy — Yoa, X1Yy — aa}). Igazolhato
(ldsd kiegészités a fejezet végén), hogy L(G) = {a? | p primszdm}.

A generativ nyelvtan dudlis fogalma az analitikus nyelvtan, amit a generativ nyelv-
tanhoz hasonléan, G = (Vy, Vr, S, H) alakban adunk meg, benne Vy a vdltozo (szim-
bolumo )k, vagy még més néven, a nemtermindlisok halmaza, Vi a konstansok vagy
termindlisok halmaza, S a mondatszimbdlum, H pedig (mint kordbban) a szabdalyok
halmaza. E fogalomnal is hasznaljuk a V' = Vy U V7 jelolést , aholis V* elemeit mon-
datformaknak, V™ elemeit nemtermindlis szavaknak, Vr* elemeit pedig termindlis
szavaknak, vagy a nyelvtani analégia miatt mondatoknak hivjuk (ugyanigy mint a
generativ nyelvtannal. Szemben a generativ nyelvtannal, itt azt tételezziik fel, hogy
minden H-beli szabaly jobboldala legalabb egy Vi-beli betiit tartalmaz. A G anali-
tikus nyelvtan dltal acceptalt, vagy elfogadott, vagy még mas néven, felismert nyelven

a Vr*-beli szavak kovetkezd halmazat értjik: L(G) = {p € Vr" | p% S}t Itt is
mondhattuk volna, hogy L(G) = L,q N V™, ahol L,; a G mint analitikus rend-
szer, pontosabban a (V) S, H) analitikus rendszer altal felismert nyelvet jeloli. (Tehat
vigyazat: Hasonléan a generativ valtozatokhoz, nem tévesztendd ossze a G analitikus
nyelvtan és a G mint analitikus rendszer altal felismert nyelv, hiszen L(G) C L,q,
vagyis a két nyelv dltaldban nem esik egybe!)

Ervényes a kovetkezo tétel, melynek bizonyitasat az olvasora bizzuk.

Tétel 1.1 Tekintsiink egy tetszéleges G = (Viy, Vir, S, H) tetszéleges generativ (anali-
tikus) nyelvtant. Alkossuk meg hozzd az dsszes olyan Q) — P szabdlyok Hy halmazdt,
melyekre P — Q) € H. Ekkor a Gy = (Vy, Vr, S, Hy) analitikus (generativ) nyelvtanra
L(Gy) = L(G). O

Feladat 1.24 Az 1.1. tétel felhaszndldsaval, tovdbbd az 1.22. és 1.23. példdk segitségével
készitsiink analitikus nyelvtanokat, melyek dltal felismert nyelvek L(G) = {a”2 | n =
1,2,...}, illetve L(G) = {a” | p primszam}.

Az 1.1. tétel alapjan minden (generativ vagy analitikus) nyelvtan befoglalhatd
egy vele ekvivalens dudlis nyelvtannal alkotott parba. (Nevezetesen, minden gene-
rativ nyelvtanhoz tartozik egy vele ekvivalens analitikus nyelvtan, s megforditva,
minden analitikus nyelvtanhoz tartozik egy vele ekvivalens generativ nyelvtan.) A
tovabbiakban a "nyelvtan” elnevezést fenntartjuk a ”generativ nyelvtan” elnevezés
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roviditésére. Nyelvtan alatt tehat mindig generativ nyelvtant fogunk érteni (mig ana-
litikus nyelvtan esetén mindig kitessziik az ”analitikus” jelz6t).

Kiegészités az 1.22. példdhoz. Az 6sszes négyzetszamot a kovetkezoképp allithatjuk
el6: Csoportositsuk a szabalyokat az aldbbi mddon.

(1)S —a,S — aX X7,

(2)X2Z — aa,
(3)Xa — aa,Ya — aa,

(DXoZ — 1Y XZ,

(B)XX; — X,V X, YX, - V,VX,

(6)XY; — XY, VY], — 1Y,

( )CLXl — CLXXYXQ,

(8)XoY — XYa,YVaY — YYs, YoX — Y Xo).

A tovabbiakban (1) — (8) a megfelel6 csoport valamelyik szabdlyat jeloli. (1)
(mely a mondatszimbdélumbdl kiindulé szabélyokat mutatja) az a és a X Xy Z szavak
valamelyikét eredményezi. Tekintsiink a P, = aXQ; X7, Q; € {X,Y}* sz6bdl ter-
mindlis szavakhoz vezet6 levezetéseket. Elészor csak (2) vagy (4) alkalmazhaté. Ha
(2) keriilt alkalmazésra, akkor a folytatds egyediili médja (3) alkalmazdsa egész ad-
dig, mig egy 1+ 3+ | @; | hosszi termindlis szét nem kapunk. (Mivel a termindlis
abécé egy betiibdl all, minden sz6 meg van hatdrozva a hossza éltal.) Ha (4) keriil
alkalmazasra, az a X Q;Y1Y X Z sz6t kapjuk. A folytatas egyediili médja az 71”7 index
balra léptetése (5)-el és (6) egész addig, amig (7) alkalmazhatéva valik. (7) alkal-
mazdsa utdn egy aX XY XoQ,'YY X7 széhoz jutunk, ahol Q;'-t igy kapjuk Q;-bdl,
hogy X minden el6fordulasakor Y-t irunk. A 72" index jobbra léptetésének egyediili
lehetdsége a (8), mely a Py = aXQi1X2Z, Qi1 = XYQ,YY szavakhoz vezet.
(Megjegyezziik, hogy (8) eleget tesz a 72”7 index jobbra léptetési kévetelményének,
hisz XX — X X5 nem sziikséges, mivel nem fordul el§ két egymdst kovets X.) Egy,
a kiindulé P; szavunkkal megegyez6 formaju szohoz jutottunk, s kezdodhet egy 1j
ciklus (2) vagy (4) alkalmazdsdval. Kovetkezésképp, | Qi1 |=| @i | +Q:[X] + 5,
ahol @Q;[X] jeloli az X betl eléforduldsainak szdmat ;-ben. Mivel vildgos, hogy
Qir1[X] = Qi[X] + 2, kapjuk, hogy a generdlt termindlis szavak hosszai elemei az
1,1+3,14+3+5,...,14+3+...4+(2n—1),... sorozatnak. O

Kiegészités az 1.23. példihoz. Az Gsszes prim szamot a kovetkezoképp allithatjuk
el6: Csoportositsuk a szabalyokat a kovetkez6é modon.

(1)S —a?, S —a® S —ad S —d,

(2)S — YiASX3 Y, — Y1 A2 VA3 — X, A3X,,

(3)iAX;A — DY,Y;E,iDY; — DYsi, X1DYs — X BY3, Y3i — Y3, Y3V;E —
Y.Y3E,Y3Ei — iY3E,Y3EX3 — Y,CX3,1Y, — Y0, Y; Y, — i Xs,i € {A, B},

(4)X1B — X Y5, YsB — BY5, YsXo A — YsXoA, BYs — YA, XY — X A,

(5)CX3 — Y7X3,CY7; — Y7 A, BAX,Y; — Yy AT X, A XY, — YAt X, AYy —
YsA, BYs — YA, X Ys — X1A,5 €{0,1,2}

(6) X2 X3 — Yga, AYy — Yoa, X1Yy — aa.
Az (1)-beli szabdalyok generdljak minden 10 alatti prim n-re az o™ alakd terminélis
szavakat. A (2)-beli szabédlyok generdljdk minden 9-nél nem kisebb n-re az
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X1 A3 X, A"0X ;3 alaku szavakat. A (3) — (5) szabdlyok tesztelik, hogy n oszthaté-e
3-al, s ha nem, akkor eljutunk az X;A*X,A"" "X, széhoz. Ezutan kovetkezik a 4-el
oszthatosag tesztje. Negativ eredmény esetén X, egyet 1ép jobbra. A pozitiv valasz
olyan levezetést eredményez, mely nem vezet termindlis szohoz. Ha az oszthatosagi
teszt eredménytelen, eljutunk az X; A" 3X,X3 széhoz, s (6) vdlik alkalmazhatéva,
mely elvezet a™-hez. A részletesebb bizonyitast mell6zziik. a






2. Az automatak elméletének alapjai

2.1 Az automata fogalma és f6bb tipusai

Automatan egy olyan absztrakt rendszert fogunk érteni, mely egy diszkrétnek képzelt
idoskala idopillanataiban érkezett ingerek hatdsara ezen idépillanatokban valasszal
reagal, mikozben belsé allapotat megadott szabdlyok szerint valtoztatja a kiilso in-
gerek hatdsara. Az ingerekre adott vélasz fiigg mind az ingerektol mind pedig a
pillanatnyi belsé allapottél. Ebben az értelemben tehdt nemcsak a gépek, hanem
barmiféle él6 vagy élettelen objektumok tekinthetok automatédnak, ha ezen séma
szerint vizsgaljuk 6ket, azaz ilyenszertt miikodést tulajdonitunk nekik.

Példa 2.1 A legkiilonbozdbb Iétezd vagy nem létezd dolgok tekinthetdk automatdnak.

Automatanak tekinthetd a lakdsunk ajtaja, ablaka. Bizonyos értelemben automatinak

tekintheto a kedvenc macskank, a szamitogépunk, vagy a lakdascsengonk is. Vizsgdlhatjuk
a fonokinket is mint automatdt, hisz minden bizonnyal kilonféleképp reagdl arra,

hogy az elvarasainak megfelelden cseleksziink-e vagy sem. (Es az s valoszini, hogy

ezek a dolgok a fénok dllapotdt is befolydsoljik.) De automatdinak tekinthetd az inkdk

esoistene, aki imddsagra esovel, karomkodasra szdrazsaggal reagdl.

Az absztrakt automatdk egyik nevezetes tipusa a Mealy (ejtsd: mili) automata.
Mealy automatdn fogunk érteni egy A = (A, X,Y,0,7) 6tost, aholis A a (belsd)
allapotok nem iires halmaza, X a bemeno jelek nem tires halmaza, Y a kimeno jelek
nem iires halmaza, 0 : A x X — A az atmeneti fliggvény és v : Ax X — Y a kimeneti
fliggvény.

Ugy képzeljik, hogy a Mealy automata diszkrét idoskala mentén miikodik, s annak
minden egyes idopillanataban egy-egy jol meghatarozott allapotban van. Ha valamely
idopillanatban egy A = (A, X,Y,d,v) Mealy automata egy a € A allapotdban az
x € X bemend jelet kapja, akkor ugyanezen idépillanatban a 7(a,z) kimend jellel
reagdl, majd a kovetkez6 idopillanatra atmegy a d(a, x) allapotba.

A MEALY-AUTOMATA MUKODESI SEMAJA

Amennyiben az A = (A, X, Y, d,7) Mealy-automatéhoz 1étezik olyan p: A — Y
fliggvény, hogy tetszéleges a € A allapota és x € X bemené jele esetén teljestil
a vy(a,z) = p(d(a,z)) egyenldség, akkor Moore-automatdrdl beszélink. A Moore-
automatat A = (A, X,Y, 0, u) alakban szokds megadni, ahol p : A — Y a Moore-
automata jelfiigguénye. Tetsz6leges a € A allapot esetén azt mondjuk, hogy u(a) az
a € A dllapot jele.
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n(é(a, z))
A MOORE-AUTOMATA MUKODESI SEMAJA

A Moore automata a diszkrét idoskala minden egyes idopillanataban egy-egy jol
meghatérozott a € A allapotban van (mikor is az allapotjele u(a)). Ha egy adott
idopillanatban ezen a € A allapotdban az x € X bemend jelet kapja, akkor a
kovetkezd idOpillanatban d(a,x) lesz az allapota, s éllapotjele pedig p(0(a,z)) lesz.
Ily médon a Moore-automata egy adott idopillanatban kapott bemené jel hatasara a
kovetkezo idopillanatra atmegy ezen bemend jel és a belso allapota altal egyértelmiien
meghatarozott allapotba, s ezzel egyidejlileg kiadja az 1j allapot altal egyértelmiien
meghatarozott allapotjelet.

Képletesen szoélva, amig a Mealy-automata az olyan embert is modellezheti, aki
el6szor cselekszik, azutan gondolkodik, addig a Moore-automata az olyan embert mod-
ellezi, el6szor gondolkodik azutan cselekszik.

A Moore-féle automata a Mealy-féle automata specialis eseteként adédik. A Moore-
féle automata tovabbi specializalasaval jutunk el a kimend jel nélkiili automata fo-
galméhoz a kovetkez6 médon. Amennyiben egy A = (A, X, Y, 0, u) Moore-automatara
A=Y és u:A— A egy identikus leképezés (azaz minden a € A-ra p(a) = a), akkor
a kimend jel nélkili automata fogalmahoz jutunk. Figyelembe véve azt a tényt, hogy
a Moore-automatat egy olyan A = (A, X, Y, d,7) Mealy-automatédbdl szarmaztatjuk,
melyhez talalhaté olyan p : A — Y fliggvény, hogy egy tetszoleges a € A,z € X
péar esetén y(a,x) = u(d(a,x)), tovabba figyelembe véve, hogy a kimend jel nélkiili
automata olyan Moore-automata, melynek a jelfiiggvénye identikus leképezés, azt is
mondhatjuk, hogy a kimend jel nélkiili automata egy olyan A = (A, X, Y, d,7) Mealy-
automata, melyre A =Y és 6 = . Ezen okok miatt a kimend jel nélkiili automatat
A = (A, X,0) alakban szokds megadni.

a > b = 6(a,z)(=~(a, 7))

A KIMENO JEL NELKULI AUTOMATA MUKODESI SEMAJA

Egy A = (A, X,6) kimend jel nélkilli automata esetén az X bemend jelhalmaz
miden z € X eleme egy olyan =z : A — A egy véltozds miiveletnek (vagyis A
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onmagaba torténé leképezésének) is tekinthets, mely az édllapothalmaz tetszéleges
a € A eleméhez az x(a) = 0(a,z) elemét rendeli. Univerzélis algebrai kifejezéssel
élve tehat a kimeno jel nélkiili automatak unoidok, vagy mas széval unaris algebrék.
Ez az egyszerii felismerés lehetévé teszi szamunkra a modern algebra mddszereinek
automataelméleti alkalmazasat.

Amint lattuk, a Moore-féle automata specidlis Mealy-automataként definialhato.
Késobb latni fogjuk, hogy ez a specializacio latszdlagos, ugyanis informacié atalakitas
szempontjabdél a két fogalom ekvivalens. (Az informdci6é atalakitdsan azt értjiik,
hogy az automata tetszoleges bemeno informécié hatasara valamilyen ”kimend” in-
forméciéval reagdl.) Nevezetesen, absztrakt szempontb6l a Mealy és a Moore-féle
automatak ekvivalensek egymassal abban az értelemben, hogy mér a specialisabb
Moore-automatakkal eloallithatok azok az informacié atalakitasok, amelyek Mealy
automatakkal megvaldsithatok. Tehat a Moore-automata ebbdl a szempontbdl csak
latszolag specidlisabb a Mealy-automatandl.

Késoébb latni fogjuk azt is, hogy az elmélet kiépitésénél sok esetben elegendé kimeno
jel nélkiili automatékra szoritkozni.

Az emlitett hdrom automata tipus mindegyike esetén szokas véges automatdrdl
beszélni, ha az allapothalmaz, a bemend jelhalmaz, s a kimend jelhalmaz végesek.
Szokéas véges allapoti automatardl vagy A-véges automatardl beszélni, ha az allapot-
halmaz véges. Hasonld értelemben beszéliink véges bemenetli vagy X-véges, illetve
véges kimeneti vagy Y-véges automatardl, valamint (A, X)—, (A, Y)—, illetve (X, Y)—-
véges automatarol.

Amennyiben az emlitett automata-tipusok valamelyikénél kijeloliink egy aq inicialis,
vagy mas néven kezdo allapotot, s feltételezziik, hogy az automata miikodésének van
egy kezdo idopontja, mikor is az automata ebben az allapotban van, akkor inicialis
automatardl beszéliink. Az inicidlis Mealy-féle automatéat A = (A, ag, X, Y, 0,7) alak-
ban, az inicidlis Moore-féle automatiat A = (A, ap, X,Y,d, ) alakban, illetve az
inicidlis kimené jel nélkiili automatét A = (A, ag, X, d) alakban szokds megadni, ahol
mindharom esetben ag az inicialis allapotot jeloli.

Az emlitett automatdknak szokés beszélni az alabbi altalanositdsairdl is.

Ha az atmeneti, illetve kimeneti fiiggvény lehet parcialis is, azaz nem teljesen
definialt, akkor parcidlis automatdrol van szé. Teljesen definidlt fiiggvényértékek esetén
idonként szokas teljesen definidlt automatdrdl is beszélni.

Példa 2.2 Az ajto szigoru értelemben eqy parcialis kimend jel nélkili automatdnak
tekintheto. Bemend jelei a csukds és a nyitas, s ennek megfeleloen két dllapota
van, nevezetesen csukott és nyitott dllapot. Csukott dllapotbol nyitassal lehet nyitott
allapotba hozni, nyitott dllapotbol pedig csukdssal lehet csukott dllapotba hozni. De az
ajto valoban parcidlis automata, hisz nyitott ajtot kinyitni, vagy csukott ajtot becsukni
nem lehetséges.

Amennyiben az dtmeneti és a kimeneti fiiggvények (illetve Moore-automata esetén
az dtmeneti és a jelfiiggvények) nem egyértelmtien definidltak, nemdeterminisztikus
automatdrol van szo. Ekkor valéjaban ezek nem is tekinthetéek fiiggvénynek a ha-
gyoményos értelemben. Ahhoz, hogy matematikai értelemben mégis fiiggvényekkel
dolgozzunk tgy tekintjiikk ¢ket, mintha nem az allapot-, illetve a kimené jelhalmazba
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képeznének, hanem ezen halmazok Osszes részhalmazainak halmazaiba. Egy nemde-
terminisztikus A4 = (A, X,Y, d,v) Mealy-automata esetén tehét az atmeneti fiiggvény
d: Ax X — 24, a kimeneti fiiggvény pedig v : A x X — 2Y alaku, ahol 24, il-
letve 2¥ az 4llapothalmaz, illetve a kimend jelhalmaz részhalmazainak halmazat jeloli.
Ertelemszertien, egy nemdeterminisztikus A = (A, X,Y, 0, u) Moore-automata esetén
az dtmeneti fiiggvény 6 : A x X — 24, a jelfiiggvény A — 2 alaki, mig egy nemde-
terminisztikus kimend jel nélkilli A = (A, X,0) automatdnal az atmeneti fiiggvény
formaja § : A x X — 24,

Példa 2.3 Nemdeterminisztikus kimend jel nélkuli automatdnak tekintheté a dobdkoc-
ka, melynek egyetlen bemend jele a feldobds. Ezen bemend jel, azaz a feldobds hatdsdra
a dobokocka a hat lehetséges dllapotabol dtmehet a hat lehetséges dallapot barmelyikébe
annak megfeleloen, hogy a feldobas utdn éppen melyik lapjdra esik.

A nemdeterminisztikus automata ellentéteként beszéliink determinisztikus au-
tomatardl is. Determinisztikus automata esetén tehat a széban forgé fliggvényertékek
mindig pontosan egy meghatérozott értéket vesznek fel. (A nemdeterminisztikus ter-
minologiaval pedig a fiiggvények értékkészlete csak egyelemii részhalmazokat tartal-
maz. )

Példa 2.4 Ha példdul eqy nemdeterminisztikus A = (A, X,Y,d,v) Mealy-automata
esetén a §(a,x) figguényérték az A-nak egy hat elemi részhalmaza, y(a, x) pedig az’Y
eqy két elemi részhalmaza, akkor az A Mealy-automata az a dllapotibol az x bemend
jel hatasara ezen hat elemi részhalmaz barmelyik elemébe datmehet, s kimend jelként
pedig az emlitett két elemi halmaz baremlyik elemét kiadhatja. S tekintettel arra, hogy
eqy halmaznak az tres halmaz is részhalmaza, az is eléfordulhat, hogy valamely a € A
dllapotra és x € X bemend jelre 6(a,x), vagy éppen ~y(a,z) értéke az iires halmaz.
Ha 6(a,x) az dires halmaz, ez annak felel meg, hogy erre az dllapota és bemend jelre
nincs értelmezve egyetlen dllapot sem amibe dtmenet térténhet, ha pedig vy(a, x) az tres
halmaz, akkor ez azt jelenti, hogy erre az dllapota és bemend jelre nincs értelmezve
egyetlen kimeno jel sem.

Ezek szerint a parcialis automata olyan nemdeterminisztikus automatanak tekint-
heto, ahol a megfelel6 fliggvényértékek vagy egy elemli halmazokat, vagy pedig az
tires halmazt szolgaltatjak, a teljesen definidlt determinisztikus automata pedig egy
olyan nemdeterminisztikus automata, ahol ezek a fiiggvényértékek mindig egy elemi
halmazok.

Fontos altalanositas a wvaldsziniiségi vagy sztochasztikus automata, mikoris egy
P((b,y) | (a,z)) feltételes valdszinliség adja meg, hogy mi a valészinilisége annak,
hogy az automata a b allapotba megy at és az y kimené jelet adja ki azon feltétel
mellett, hogy mikozben az a allapotban volt, az x bemend jelet kapta. Tehat egy
valészintiségi automata A = (A, XY, P) alakban adhaté meg, ahol A az allapotok
nem iires halmata, X a bemend jelek nem tires halmaza, Y a kimenoé jelek nem {ires
halmaza, P pedig az emlitett feltételes valosziniiség.

Az automatak egy fontos osztalyat képezik a Rabin-Scott féle automatdk (ejtsd
rabinszkott), melyeket felismerd vagy elfogadd automatdknak is hivnak. A Rabin-Scott
féle automata egy A = (A, ag, X, 0, Ar) 6t6s, ahol A a nem iires allapothalmaz, ay € A
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a kezdo éllapot, X a nem tires bemend jelhalmaz, § : A x X — A az atmeneti
figgvény, Ar C A pedig a végédllapotok nem iires halmaza. (ag € Ar megengedett,
azaz el6fordulhat, hogy a kezd6 éllapot egyuttal végéllapot is.)

A bemené jelekbdl felépiilo véges hosszisagu lancokat bemend szavaknak hivjuk.
Bemend szénak tekintjiik az A iires szot is, mely nem tartalmaz egyetlen betiit sem.
Egy Rabin-Scott automata az \ iires szot definicio szerint akkor ismeri fel, ha ag € Ap.
Egy nem iires, 1,...,x, (nem feltétlenil kiilonboz6) bemend jelekbél allé xq - - - x,,
(nem iires) bemend sz6 esetén akkor mondjuk, hogy a tekintett A = (A, ag, X, 9, Ar)
Rabin-Scott féle automata felismeri, ha alkalmas a4, . .., a, allapotaira a; = d(ag, x1),.

ooy p = 0(ap_1, T,) teljesiilése mellett a,, € Ap.

“ ] G ) 0 ] §
I I I

0(a,x1) 0(a1, z2) 0(an-1,Zn)

A RABIN-SCOTT AUTOMATA MUKODESI VAZLATA

Az A Rabin-Scott automata dltal felismert L4 nyelvnek hivjuk mindazon bemeno
szavak halmazat, melyeket az automata felismer.

Ertelmezhetjﬁk a nemdeterminisztikus felismerd automatat is. Ekkor az automata
altal elfogadott nyelv alatt azon w szavak halmazat értjiik, amelyekre az automatanak
van olyan lehetséges allapot-lanca, amely a kezddallapotbdl indul és végallapottal
végzodik, valamint az dtmenetek bemeno jeleit Osszeolvasva éppen a w szét kapjuk.

2.2 Az automatak megadasa

Egy automatat akkor tekintiink adottnak, ha a hozza tartozé halmazok és fliggvények
adottak. Egy automatat tehdt gy lehet megadni, hogy megadjuk a hozza tartozé
halmazokat és fiiggvényeket. Ezen halmazok és fiiggvények minden olyan tipusi
megadésa lehetséges, ami a halmazok és fiiggvények megadasanal szokésos.

2.2.1 Véges automatak megadasa Cayley tablazattal

Véges halmazok és fliggvények megaddsandl szokasos a mivelettablaval torténo
megadds. Automatdk miivelettdblas megadasat automatak Cayley tablazatanak (ejtsd:
kéjli) is hivjuk Cayley francia matematikus emlékére és tiszteletére, aki véges csopor-
tok mivelettablainak leirdsara vezette be ezt a tablazatos modszert.

2.2.1.1 Véges Mealy-automata Cayley-tablaja

A tablazat bal fels6 sarkaba irjuk az automata nevét, els6 soraban felsoroljuk az
allapotait, elsé oszlopdban pedig a bemend jeleit. A téblazat (i + 1)-edik sordban és
(7 + 1)-edik oszlopdban szerepel egy két dimenzids vektor, melynek elsé tagja azt
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mondja meg hogy az automata a j-edik allapotbdl az i-edik bemené jel hatasara
melyik allapotaba megy at, a masik tagja pedig azt mutatja, hogy a j-edik allapot az
i-edik bemenoé jel hatasara milyen kimend jelet ad ki.

T cor (0(a,z),y(a,x))

VEGES MEALY-AUTOMATA MUVELET TABLAZATA

2.2.1.2 Véges Moore-automata Cayley-tablaja

A tablazat bal fels6 sarkdba irjuk az automata nevét, elsé soraban felsoroljuk
az allapotait, els6 oszlopaban pedig a bemené jeleit. Minden &llapot folé beirjuk az
allapot jelét. Igy az elsé sor két rész-sorra oszlik. A tdblazat (i 4+ 1)-edik sordban és
(7 + 1)-edik oszlopaban szerepel az az éllapot, amibe az automata a j-edik allapotbol
az 1-edik bemeno jel hatasara atmegy.

p(a)
A a
T d(a,x)

VEGES MOORE-AUTOMATA MUVELET TABLAZATA

2.2.1.3 Véges kimeno jel nélkiili automata Cayley-tablaja

A tablazat bal felsé sarkaba irjuk az automata nevét, els6é soraban felsoroljuk az
allapotait, els6 oszlopaban pedig a bemend jeleit. (Ezesetben az allapotjel maga az
allapot, igy nem kell az els6 sorban levé allapotok folé irni az éllapotjelet mint az el6z6
esetben.) Itt is a tabldzat (i + 1)-edik sordban és (j+ 1)-edik oszlopaban szerepel az az
allapot, amibe az automata a j-edik allapotbdl az i-edik bemené jel hatasara atmegy.
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VEGES KIMENO JEL NELKULI AUTOMATA MUVELET TABLAZATA

Példa 2.5 Vegyiink egy villamos csengot. x1 €s xo jeloljék azon helyzeteket, mikoris
nyomjuk vagy mem nyomjuk a csengdt. A csengd kezdetben az ag kezdd dllapotban
van, ami annak felel meg, hogy nem cseng. Az x1 jel hatdsdra, vagyis a csengd meg-
nyomdsdra dtmegy a csengo az ag dllapotbol az ay dllapotba. Megszakitva a csengd
nyomasdt, vagyis az xrs jel hatdsara a csengd dtmegy nem csengo, azaz az ag dllapotba.
Leirasunkat tabldzatba foglalva jutunk el a csengd kovetkezd absztrakt modelljéhez:

(A Jlao | a1

Ty || a1 | a1

T2 || Qo | Qo

A tdblazat mutatja, hogy mely jel hatdasdra mely dllapotbol mely dllapotba megy dt
az automata. Példdul a 2. sor 2. oszlopaban levo ay azt jelenti, hogy xo hatdsdra az
ay dllapotbol az agy allapotba megy dt az automata. Tdbldzatos megaddsnal inicidlis au-
tomata esetén rendszerint az elsé oszlop jelzi a kezdo dllapot oszlopadt
(azaz annak megaddsat, hogy kiilonféle bemend jelek hatdsdra a kezdd dllapotbdl mely
dllapotokba megy dat az automata).

2.2.2 Véges automatak megadasa grafokkal

Véges automatak megadasanak egy masik szokasos médja a cimkézett iranyitott
graffal torténo megadés.

Itt jegyezziik meg, hogy nem-determinisztikus automatak esetén a tablazat cellai
az allapotok-, illetve a kimendjelek halmazanak részhalmazait tatralmazzak.

2.2.2.1 Véges Mealy-automata megadasa graffal

A graf minden egyes cstiicsa meg van cimkézve egy allapottal, a cstcsokbdl kivezetd
minden irdnyitott él (mely hurokél is lehet) pedig meg van cimkézve egy két dimenzids
vektorral. Ezen vektor elsé komponense egy bemeno jel, a masodik pedig egy kimeno
jel. Determinisztikus esetben minden csticsbdl pont annyi él vezet ki, ahany bemeno
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jel van és az élek, valamint azok cimkéi adjak meg, hogy egy adott allapotbdl egy adott
bemend jel hatasara az automata milyen kimend jellel reagal és melyik allapotba megy
at. Nevezetesen, a bemeno jeleket az élek cimkéinek els6 komponense, a kimend jeleket
az élek cimkéinek masodik komponense, az allapot atmeneteket pedig az élek kezdo-
és végesucsainak cimkéi adjak meg. Nevezetesen egy él kezdo csiicsdban 1évo allapot
az él cimke els (bemend jel) komponense hatdsira épp abba az allapotba megy at,
mellyel az él vég csticsa van megcimkézve.
(y,w)

EGY MEALY-AUTOMATA GRAFJA

2.2.2.2 Véges Moore-automata megadasa graffal

A graf minden egyes csucsa meg van cimkézve egy két dimenzids vektorral, melynek
els6 komponense egy éllapot, a masodik komponense pedig ezen allapot jele. A
csicesokbol kivezetd minden irdnyitott él (mely hurokél is lehet) meg van cimkézve
egy bemend jellel. (Determinisztikus esetben itt is) minden csicsbdél pont annyi él
vezet ki, ahany bemend jel van és az élek, valamint azok cimkéi adjak meg, hogy
egy adott allapotbdl egy adott bemeno jel hatasara az automata melyik allapotba
megy at. Nevezetesen, a bemeno jeleket az élek cimkéi, az allapot atmeneteket és az
allapot jeleket pedig az élek kezdo- és végesicsainak cimkéi adjak meg. Nevezetesen
egy él kezd6 csicsdban 1év6 cimke elsé (dllapot) komponense az él cimke (bemend
jel) hatésara épp abba az dllapotba megy at, ami az él vég csicsédban levé cimke elsé
(&llapot) komponense. Az atmenet utani allapotjel pedig az él vég csticsdban levd
cimke masodik (kimené jel) komponense.

EGY MOORE-AUTOMATA GRAFJA
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2.2.2.3 Véges kimeno jel nélkiili automata megadasa graffal

Csaknem olyan szerkezetli graffal torténik a megadds mint a Moore-automata
esetén. Az egyediili lényeges kiilonbség, hogy a csicsok itt az allapotokkal vannak
megcimkézve (és nem két dimenziés vektorokkal mint a Moore-automata esetén).
Tehat a graf minden egyes csicsa meg van cimkézve egy allapottal, a csticsokbdl
kivezeté minden irdnyitott él (mely hurokél is lehet) pedig meg van cimkézve egy be-
meno jellel. Most is igaz a determinisztikus esetre, hogy minden csicsbdl pont annyi
él vezet ki, ahany bemeno jel van és az élek, valamint azok cimkéi adjdk meg, hogy egy
adott allapotbdl egy adott bemené jel hatasara az automata melyik allapotba megy
at. Nevezetesen, a bemend jeleket az élek cimkéi, az allapot dtmeneteket pedig az élek
kezdo- és végesucsainak cimkéi adjak meg. Nevezetesen egy él kezdd csicsaban 1évé
allapot cimke az él cimke (bemend jel) hatasara épp abba az dllapotba megy &t, ami
az él vég csucsaban levo dllapot cimke értéke.

EGY KIMENO JEL NELKULI AUTOMATA GRAFJA

Itt jegyezziik meg, hogy elfogad6 automata esetén szokés a végallapotokat pl. dup-
la korrel rajzolni, mig a kezddallapot jelolésére szokas az adott allapotba egy plusz
bemené nyilat rajzolni.

EGY KEZDO ES VEGALLAPOTOKKAL RENDELKEZO NEM-DETERMINISZTIKUS AUTOMATA GRAFJA

2.3 Az automata mint algebrai struktira: részautomata,
homomorfizmus, izomorfizmus, kompatibilis osztalyozas

Az absztrakt automatakat vizsgalhatjuk algebrai strukturaként is. Mint ahogy beszélni
szoktunk algebrai strukturak rész-struktirairél, homomorfizmusairdl, izomorfizmu-

25
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sairdl, ugyanigy szokas beszélni ezekrdl automatdk esetén is. Eloszor Mealy-féle au-
tomatdkra fogjuk megadni a megfelel6 részautomata-, homomorfizmus- és izomorfiz-
mus-fogalmakat.

Egy A = (4, X,Y,0,7) Mealy-automata részautomatdja alatt értjiikk azt az A" =
(A", X' Y' 0, 4') Mealy-automatat, melyre A’ C A,/ X' C XY CY és ¢ =0 |axxs
illetve v = v |arxx: - (Szavakban, §' a § restrikcidja, azaz megszoritdsa A’ x X'-re, v/
pedig a ~ restrikcidja, azaz megszoritdasa A’ x X’'-re.) Masként mondva, §' és 7/ gy
van definialva, hogy alakjuk ¢’ : A’ x X' — A’ illetve ' : A" x X' — Y’ s teljesiil
minden o' € A’;2" € X' par esetén a §'(a,z) = 0(a,x), illetve a v'(a,z) = v(a,x)
egyenléség. Amint latjuk, a § és a v nem minden A’ x X'-re vett restrikcidja alkalmas a
részautomata atmeneti, illetve kimeneti fliggvényének. Kell még az is, hogy a tekintett
0’ restrikcié az A’-be, illetve hogy a tekintett ~' restrikcié az Y'-be képezzen. Azt a
tényt, hogy az A’ automata részautomatdja az A automatanak, idénként A" C A-val
jeloljik.

Amennyiben az A’ C A, X’ C X, Y’ C Y tartalmazdsok valamelyike valodi tartal-
mazés, azaz A’ C A, X' C XY’ C Y legalabb egyike fenndll, ugy azt is mondjuk,
hogy A’ valédi részautomatdja A-nak, s ezt A" C A-val is jeloljiik.

Ha A" C A és X = X' Y = Y/ akkor az A-t az A (valédi vagy nem
valédi) allapot-, vagy A-részautomatdjanak hivjuk (jelekben: A'SA). Ha X' C X
és A = AY' =Y, akkor A’ bemend jel részautomatdja vagy X-részautomatdja
(jelekben: A’ £A), ha pedig Y’ C Y, tovabba A’ = A, X' = X, akkor az A’ kimend jel
részautomatdja, vagy Y-részautomatdja A-nak (jelekben: A’ $.A). Hasonlé értelemben
beszéliink (A, X)—, (A,Y)—, (X,Y)—részautomatakrol.

Tovabbi specidlis automata-tipus az inicialis részautomata, mely ugyancsak defi-
nialhaté az emlitett részautomata-tipusok barmelyikére. Akkor mondjuk, hogy egy
A inicidlis automatdnak egy A’ inicidlis automata inicidlis részautomatédja, ha min-
damellett, hogy A’ az A-nak részautomatéaja, az is teljesiil, hogy az A’ kezdé éllapota
épp az A kezdd allapota lesz. Hasonlé értelemben mint a korabbiakban, beszélink
inicidlis A-részautomatarol, inicidlis X-részautomatardl, inicialis Y -részautomatarol,
illetve inicidlis (A4, X)—, (A,Y)—, (X,Y)—részautomatarél. Minden esetben tehét a
megfelel6 részautomata-tulajdonsag mellett még azt is elvarjuk, hogy a megfeleld
részautomata-tipus kezd6 allapota épp az Ot tartalmazé automata kezdo allapota
legyen.

Azt mondjuk, hogy az A" = (A, X' Y’ §,+') Mealy-automata homomorf képe
az A = (A, X,Y,,7) Mealy-automatanak (jelekben A ~ A’), ha megadhaté olyan
sziirjektiv (azaz "ra” tipusi, vagy mas néven raképezd) vy : A — A’ by 0 X — X' )3 :
Y — Y’ leképezésekbdl all6 ¢ = (11, 19, 103) leképezés-harmas, hogy teljesiilnek ra az
ugynevezett mivelettarté tulajdonsagok. Mas szoval, képletben kifejeve, tetszoleges
a € A, x € X par esetén

U(6(a, x)) = &' (¢1(a), Pa(x)),

illetve

Us(v(a, 2)) =+ (Yhi(a), a(x)).
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Vildgos, hogy a homomorfia mint reldcié reflexiv (A ~ A) és tranzitiv
(A~A A ~ A = A~ A"). Mint ahogy beszéliink specidlis részautomatdkrol,
ugyanugy beszéliink specidlis homomorfizmusokrél. Azt mondjuk, hogy az A" =
(A, X" Y0, 4) Mealy-automata allapothomomorf képe vagy A-homomorf képe az
A = (A X,Y,d,7) Mealy-automatanak (jelekben A7.A"), ha az el6bb definialt
W, Y9, 13 leképezés-harmasban a 1), és a 13 valaszthato identikus leképezésnek. Ezen
feltétel mellett tehat az el6bbi egyenléségeink tetszéleges a € A, x € X par esetén a
kovetkezo alakiak lesznek:

(0 (5(@, JJ)) = 5/(¢1 (a)a J}),

illetve
7(a7 ]J) = ’Y'(% (a)a JJ)

Ebben az értelemben beszéliink tehét egy ¢, : A — A’ A-homomorfizmusrél. Ilyenkor
nem egy leképezes-harmas, hanem egyetlen v, leképezés képviseli az allapothomo-
morfizmust (mert eltekintiink az identikus 1y : X — X' és 93 : Y — Y’ leképezések
szerepeltetésétol). Hasonld értelemben beszéliink egy 1o : X — X' bemendjel-, vagy
X-homomorfizmusrol, egy 3 : Y — Y’ kimendjel-, vagy Y-homomorfizmusrdl, illetve
egy ' = {11,1} (A, X)—homomorfizmusrdl (ahol ¢p; : A — A’ 1)y : X — X'), egy
" = {1,193} (A,Y)—homomorfizmusrdl (ahol ¢y : A — A’ 43 : Y — Y’), valamint
egy V" = {1, 13} (X,Y)—homomorfizmusrdl (ahol ¢ : X — X' ¢)3: Y — Y7).

Tovabbi specidlis homomorfizmus tipus az inicidlis homomorfizmus, mely ugyan-
csak definidlhaté az emlitett specialis homomorfizmus-tipusok (inicidlis A-homomor-
fizmus, inicidlis X-homomorfizmus, stb.) barmelyikére is. Akkor mondjuk, hogy egy A
inicidlis automatanak egy A’ inicidlis automata inicialis homomorf képe (inicidlis A-
homomorf képe, inicidlis X-homomorf képe, stb.), ha mindamellett, hogy A" az A-nak
homomorf képe, az is teljesiil, hogy az A’ kezdé allapota épp az A kezd6 allapotanak
homomorf képe (A-homomorf képe, X-homomorf képe, stb.) lesz. Hasonlé értelemben
beszéliink tehat inicidlis A-homomorfizmusrdél, inicialis X-homomorfizmusrol, inicidlis
Y-homomorfizmusrdl, illetve inicidlis (A4, X)—, (A,Y)—, (X,Y)—homomorfizmusrdl.
(Minden esetben a megfelelé homomorfia-tulajdonsdg mellett még azt is elvarjuk,
hogy a homomorf kép kezd6 allapota épp a raképezd automata kezdo &llapota
legyen.)

Amennyiben a homomorfizmus olyan, hogy az Osszes szereplé raképezések bi-
jekcidk (azaz kolesonosen egyértelmii raképezések), akkor izomorfizmusrdl beszéliink.
fgy minden egyes specidlis homomorfizmus-tipusnak van egy megfelel6 izomorfizmus-
tipusa (A-izomorfizmus, inicidlis A-izomorfizmus, stb.). Nyilvdnvals, hogy ha egy
A Mealy-automatanak egy A" Mealy-automata izomorf képe (képletben A ~ A’),
sa @ = (p1,p,p3) leképezés-harmas az A izomorfizmusa A'-re, akkor a ¢! =
(o1t 05t ¢3!) leképezés-harmas az A’ izomorfizmusa lesz A-ra. Az izomorfizmus
tehat mint relacid, szimmetrikus. Mindamellett mint a homomorfizmus altalaban
(és az izomorfizmus a homomorfizmusnak specidlis fajtdja), az izomorfizmus mint
relacié reflexiv és tranzitiv. Az izomorfizmus mint relacié tehat ekvivalencia relacio,
hisz reflexiv, szimmetrikus és tranzitiv. (Ugyanez természetesen vonatkozik az Gsszes
specidlis izomorfizmus-tipusokra is.)
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Az absztrakt algebrai vizsgdlatokndl az egymassal izomorf strukturakat azonosnak
szoktdk tekinteni. Ez az tgynevezett izomorfia elv. Fzt az elvet automataelméleti
vizsgalatokndl sok esetben csak részlegesen szokasos elfogadni a vizsgalatok sajatos-
sdgai miatt.

Most részletesebben foglalkozunk még az A-homomorfizmusokkal és a veliik kap-
csolatban allé kompatibilis osztalyozasokkal. Legyen A = (A, X,Y,d,v) tetszbleges
Mealy-automata és legyen p tetszoleges ekvivalencia relacié az A allapothalmazon.
[smeretes, hogy minden ekvivalencia relacié egyértelmiien indukal egy osztalyozast
azon a halmazon, amin a relacié értelmezve van. Nevezetesen, pontosan az egymassal
relaciéban 1év6 elemek fognak egy osztalyba sorolodni. fgy a o relacio is indukalja az
A halmaz egy C, osztélyozasat: az a és b allapotokat akkor és csak akkor soroljuk
egy osztalyba, ha egymdssal relacioban vannak, azaz aob fennall. Az a elem altal
reprezentalt (vagyis az a elemet tartalmazd) osztalyt C,la]-val jeldljiik. Jelolje A az
osztélyok halmazit, azaz legyen A = {C,[a] | a € A}. Egy ilyen C, osztalyozast kom-
patibilis osztalyozasnak neveziink, ha a hozzd tartozo o relaciéo kongruencia reldcio,
vagyis ha p-ra teljesiil az a kovetelmény, hogy minden a,b € A parra aob-nek
tetszOleges © € X esetén kovetkezménye lesz 6(a, x)0d (b, x) és v(a, x) = v(b, x).

Tegyiik fel most, hogy az A halmaz C, osztalyozdsa pont egy kompatibilis osz-
talyozas. Ekkor tehat minden a,b € A parra aopb-nek tetszéleges © € X esetén
kovetkezménye lesz d(a, z)od(b, x) és y(a,x) = ~(b,x). Méasként fogalmazva, felté-
telezziik, hogy ha valamely a,b € A par a C, osztalyozas szerint egy és ugyanazon
C, osztalyba esik, akkor tetszoleges x € X bemend jel esetén d(a,z) és 0(b, x) is egy
osztalyba fognak esni, tovdabba 7(a,z) = (b, z) is fenndll. Illy médon definidlhaté a
kovetkezo automata:

A/CQ = (AvXa Y, 577)7

ahol minden a € A,z € X parra
0(Cy(la], x) = C,lo(a, )], 7(C,(la], ) = y(a, ).

Beldthaté, hogy ez az automata jol definialt és érvényes a kovetkezo:
A :A/Cga

aholis a megfelel6 A-homomorfizmushoz tgy jutunk, hogy minden &llapot allapot-
homomorf képeként az 6t tartalmazé osztaly adddik. Mas széval, egy automata
faktorautomatai az automatanak mindig A-homomorf képei. A kovetkezd tétel azt
mondja ki, hogy megforditva, az A-homomorf képek mindig megszerkeszthetoek fak-
torautomataként. Ez a tétel az algebraban jél ismert Altalanos Homomorfia Tétel
Mealy-automatakra vonatkozo specidlis esete.

Tétel 2.1 (Altalinos Homomorfia Tétel Mealy-Automatikra Vonatkozd
Specidlis Esete) Tegyiik fel, hogy az A = (A, X,Y,0,v) Mealy-automata az A’ =
(A", XY, +) Mealy-automatdra valamely dllapothomomorfizmussal leképezhetd, s
tekinsik az A dllapothalmaznak azt a C osztdlyozdsdat, amelynél barmely két a,b € A
allapot akkor és csak akkor van eqy osztdlyban, ha a tekintett dllapothomomorfizmus
szerinti képik ugyanaz. Ekkor az A dllapothalmaz ezen C' osztdlyozdsa kompatibilis, s
a hozzd tartozé AJC faktorautomata A-izomorf lesz az A" automatdval. Képletben,
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A A(p) = A/C A (Clal — ¢(a)).

O

Most Moore-féle automatdkra fogjuk megadni a megfelel6 részautomata-, ho-
momorfizmus-, és izomorfizmus-fogalmakat. Ekkor egy A = (A, XY, 4, 1) Moore-
automata valamely részautomatdja alatt értiink egy olyan A" = (A, X' Y’ ¢, i)
Moore-automatét, melyre A’ C A, X' C XY’ C Y mellett ¢’ = daxxs és p/ = p |y
teljesiil. Mdas széval tetszéleges a € A,z € X par esetén ¢'(a,z) = d(a,x) és
p'(a) = p(a). Felmeril a kérdés, hogy ha egy Moore-automatét Mealy-féle au-
tomatdnak tekintiink, s vessziik ezen Mealy-automata egy (Mealy-automatdaknal
targyalt értelemben tekintett) részautomatdjat, vajon ez a részautomata tekinthetd
lesz-e ugyancsak Moore-féle automatanak, illetve részautomata lesz-e abban az érte-
lemben is, ahogy azt a Moore-automatédk esetén definialtuk. A valaszunk az, hogy a
két értelemben vett részautomata fogalom (Moore automataknal) egybeesik. Legyen
ugyanis v : A x X — Y az a leképezés, melyre a tekintett Moore-automata,
tetszOnleges a € A’,x € X' par esetén eleget tesz a y(a, x) = p(d(a, x)) sszefliggésnek.
Tegyiik fel, hogy az ezen 7 fiiggvénnyel definidlt, A4-bdl nyert B = (A, X,Y,d,7)
Mealy-automatanak a B’ = (A, X', Y’ §’,v') Mealy-automata részautomatéja. Ekkor
0 =08 |axx és vy =7 |axx .- Ily médon tetszbleges a € A’z € X' pérra §'(a,x) =
d(a,x) és v (a,z) = v(a,z). Viszont v(a,z) = u(d(a,x)), v (a,z) = v(a,x), valamint
d(a,z) = d6(a, ) miatt ekkor +'(a,z) = p(d'(a,z)). Vagyis definidlhatjuk az A" =
(A", X' Y, ¥, u) Moore-automatat, mely nyilvanvaléan (A, X )-részautomatdja lesz A-
nak abban az értelemben, ahogy azt a Moore-automataknal definialtuk. Természetesen
az is igaz, hogy Y tetszéleges olyan Y C Y részhalmazara, melyre {y/(a) |a € A’} C
Y" a p” = p|yr feltételnek eleget tevé A" = (A, X' Y" §' n”) Moore-automata
a A automatanak Moore-féle részautomatija lesz a Moore-automataknal tekintett
értelemben. fgy valéban, ez a két részautomata-fogalom Moore-automataknal egy-
beesik.

A Mealy-automatakra definialt specialis részautomata-fogalmak természetes moédon
definialhatok Moore-féle automatdkra, s az altalanos Moore-féle részautomata fo-
galomnal targyaltakhoz hasonlé észrevételeket nyeriink, ha a Moore-automatakat
specialis Mealy-automataknak tekintve vessziik ezen Mealy-automatdk megfeleld spe-
cidlis (A—, X—,Y—, (A, X)—, (A, Y)—, (X, Y)—) részautomatdit. Ugyanez érvényben
marad az inicidlis Moore-automatak inicidlis részautomataira is és azok tovabbi
specidlis (inicidlis A-részautomata, inicidlis X-részautomata, stb.) eseteire is.

Egy A = (A, X,Y, 0, u) Moore-automata valamely A" = (A, X' Y’ §,+") Moore-
automatara torténd (altaldnos) Moore-homomorfizmusa alatt egy olyan ¢ =
(11, 19, 13) sziirjektiv leképezésekbdl &ll6 leképezés-harmast értiink, melynek tagjai
P10 A — Alpy 0 X — X' hs 0 Y — Y formdjiak, s teljesiilnek rajuk minden
a € A,x € X par esetén a

U(6(a, x)) = &' (¢1(a), Pa(x)),

illetve a

Us(p(a)) = p'(Yr(a))
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osszefiiggés. Igazolhatd, hogy a Moore-féle homomorfizmus specidlis esete a Mealy-féle
automatakra értelmezett homomorfizmusnak abban az értelemben, hogy ha szereplo
Moore-automatékat specialis Mealy-automataknak tekintjiik, akkor az elobb definialt
Moore-féle homomorfizmus egy Mealy-féle automatékra definialt homomorfizmust fog
szolgaltatni. De az is igaz, hogy lehetséges példat adni olyan Moore-automatara,
melyet ha Mealy-automatanak tekintiink, a Mealy-automatakndl vett értelemben ho-
momorfan leképezhetd lesz egy olyan Mealy-automatara, mely nem tekintheté Moore-
automatanak (lasd 2.6. Példa).

Példa 2.6 Legyen adva egy A = ({a, b}, {z,y}, 0, u) Moore-automata, melyre 6(a, x) =
d(b,z) = a,d6(a,y) = d(b,y) = b és ula) = w,u(b) = z. Ezt a Moore-automatdt
Mealy-automatdnak tekintve nyerjik a B = ({a,b},{z,y},d,v) Mealy-automatdt,
melyre y(a,x) = vy(b,z) = w,v(a,y) = v(b,y) = z. Nyilvinvaldan fenndll minden
a € {a,b}, 2’ € {x,y} pdrra a v(a,z) = p(d(a’,z")) dsszefiggés. Most vegyik a
B = ({c},{x,y},0,v") mealy-automatdat, melyre §'(c,z) = §'(c,y) = c fenndlldsa
mellett ~'(c,z) = w,v(c,y) = z. Azonnal ldtszik, hogy a (a) = () = ¢
dsszefiiggéssel definidlt 1 : {a,b} — {c} leképezés a B eqy A-homomorfizmusa lesz
B'-re. De §'(c,x) = §'(c,y) = ¢ és v (c,x) # ' (c,y) mellett az is ldtszik, hogy nincs
olyan u' : {c} — {w,z} leképezés, melyre v'(c,z') = /(8 (¢, 2")) fenndllna minden
x' € {x,y} mellett. B' tehdt nem Moore-automata.

Ugyantgy mint a Mealy-automataknal, itt is tekinthetiink kiilonféle specialis
Moore-féle (A—, X— Y —, (A, X)—, (A4,Y)—, (X,Y)—homomorfizmus tipusokat, to-
vabba tekinthetjiikk mind az altalanos Moore-féle homomorfizmus-fogalom, mind pedig
a specialis Moore-féle homomorfizmus-tipusok inicidlis valtozatait inicidlis Moore-
automatakra. Ugyanugy, mint az altalanos esetben, ezekben az esetekben is lehet
példéat adni arra, hogy (Moore-automatak esetén) a Moore-féle specidlis homomorfiz-
mus-fogalmak (Moore-féle A— X— Y — (A, X)—,(A,Y)—, (X,Y)—homomorfizmus
és ezek inicidlis valtozatai) is valodi specidlis esetei a Mealy-féle valtozatoknak. Végiil
megjegyezziik, hogy ha a szerepld leképezések bijektivek (vagy ha egy ilyen leképezés
van akkor ha a szerepl6 leképezés bijektiv), akkor Moore-féle izomorfizmusrol, illetve
annak megfelelo specidlis tipusairdl beszéliink. Izomorfizmusok esetén viszont a két
féle (Mealy-féle, illetve Moore-féle) izomorfizmus-fogalmak egybeesnek.

Hasonléan mint Mealy-automatak esetén, kimondhaté az algebraban jol ismert
Altaldnos Homomorfia Tétel Moore-automatdkra vonatkozé specialis esete.

Tétel 2.2 (Altalinos Homomorfia Tétel Moore-Automatékra Vonatkozd
Specidlis Esete) Tegyiik fel, hogy az A = (A, X,Y, 0, u) Moore-automata az A" =
(A, XY 8, 1) Moore-automatdra valamely Moore-féle allapothomomorfizmussal le-
képezhetd, s tekinsik az A dllapothalmaznak azt a C' osztdlyozdsdt, amelynél barmely
két a,b € A dllapot akkor és csak akkor van eqy osztdlyban, ha a tekintett Moore-
féle dallapothomomorfizmus szerinti képtk ugyanaz. Ekkor az A dllapothalmaz ezen C
osztalyozdsa kompatibilis, s a hozzd tartozé AJ/C faktorautomata A-izomorf lesz az A’
automatdaval. Képletben,

A7 Alp) = A/CZA(Cla] — ¢(a)).
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Hatramaradt még a megfelel6 részautomata-, homomorfizmus-, és izomorfizmus-
fogalmak kimeno jel nélkiili automatakra torténé definidlasa. Természetesen az is
igaz, hogy némi megszoritassal (a kimend jelhalmazokra vonatkoz6 Osszefliggések fi-
gyelmen kiviil hagydsdval) a homomorfizmus, izomorfizmus és annak egyes speciélis
tipusai definidlhaték kimené jel nélkili automatdkra is. fgy példdul az A = (A, X, 6)
kimend jel nélkiili automatdnak részautomatdja az A’ = (A’, X', ') kimend jel nélkiili
automata, ha A" C A,/ X’ C X, valamint 0’ = d4x/. Tovdbba az A = (A, X,J)
kimené jel nélkilli automatdnak homomorf képe az A = (A’ X’,¢’) kimend jel
nélkiili automata, ha alkalmas ©; : A — A,y : X — X' alaki, szirjektiv
leképezésekbdl all6 1 = (i1,1) leképezés-parra minden a € A,x € X esetén
U1 (0(a, ) = & (1h1(a), o (x)) fenndll. Az algebrédban jol ismert Altaldnos Homomor-
fia Tétel kimeno jel nélkiili automatakra vonatkozo specidlis esete formailag csaknem
egybeesik a Mealy-féle automatdkra vonatkozd specialis esettel.

Tétel 2.3 (Altalénos Homomorfia Tétel Kimend Jel Nélkiili Automatakra
Vonatkoz6 Specidlis Esete) Tegyiik fel, hogy az A = (A, X, ) kimend jel nélkiili
automata az A" = (A, X', ") kimend jel nélkili automatdra valamely dllapothomo-
morfizmussal leképezheto, s tekinsik az A dllapothalmaznak azt a C osztdlyozdsdt,
amelynél barmely két a,b € A dllapot akkor és csak akkor van eqy osztalyban, ha
a tekintett dllapothomomorfizmus szerinti képik ugyanaz. Ekkor az A dllapothalmaz
ezen C' osztalyozdsa kompatibilis, s a hozzd tartozé A/C faktorautomata A-izomorf
lesz az A" automatdval. Képletben,

A A(p) = A/C 5 A(Cla] — ¢(a)).

O

Az elmélet tovabbi kiépitésénél elsésorban Mealy-automatakra szoritkozunk. fgy
ha mast nem mondunk, automata alatt mindig Mealy-féle automatat fogunk érteni,
azaz a Mealy-automatdk esetén a ”Mealy” jelz6t sok esetben elhagyjuk.

2.4 Az automatak altal indukalt leképezések

A korabban nem tires és véges halmazokra definidlt néhany fogalmat a tovabbiakban
tetszoleges halmazokra is értelmezni fogjuk. fgy valamely (véges vagy végtelen) Z hal-
maz elemeibdl alkotott véges lancot Z-beli szonak, Z elemeit pedig idénként betiiknek
hivjuk. Ha Z az tires halmaz, technikai okokbdl Z* egy olyan egy elemii halmazt jelol,
melynek egyetlen eleme az iires sz6. (Itt jegyezziik meg hogy szemben a formélis
nyelveknél altalanosan elfogadott A\ jeloléssel, az automataelméleti konyvekben az
iires szot e-vel vagy e-nal is szokas jelolni. Ezen jegyzetben viszont az egységességre
torekvés miatt mi maradunk az eddigi A jelnél.) Tehdt 0* = {A}. Amennyiben Z nem
lires, Z*-al az dsszes Z feletti szavak halmazdt fogjuk jeldlni. Ezen kiviil (akar iires a
Z akar nem) Z7 fogja jelolni az dsszes nem tres Z feletti szavak halmazdt. Nemcsak
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véges, hanem végtelen Z halmazokra is (és az iires halmazra is) érvényes lesz, hogy a
Z*-beli Osszes szavak a konkatendcidra (egymas mellé {résra) nézve - mint miiveletre -
monoidot, azaz eqységelemes szabad félcsoportot fognak alkotni. Ugyancsak igaz, nem-
csak véges hanem végtelen nem iires Z halmazokra is, hogy a Z*-beli Osszes szavak
a konkatendciora (egymds mellé irasra) nézve - mint miiveletre - szabad félcsoportot
fognak alkotni. (Ha Z az iires halmaz, akkor a Z feletti Osszes nem fiires szavak Z+
halmaza is nyilvan tires halmaz. Marpedig egy félcsoportrdl fel szokas tételezni, hogy
legalabb egy eleme van, azaz az iires halmazt nem szokés félcsoportnak tekinteni. fgy
Z7-t nem tekintjiik félcsoportnak ha Z {ires halmaz.) Egy p € Z* sz6 hosszdt - akkor
is ha Z nem véges - |p|-el jeloljiik, s mint kordbban, a szt alkoté betiik szamét értjiik
alatta (multiplicitdsokkal egyiitt). A Z halmaz szdmossagat is (akar véges, akar nem,

akar iires akar nem) |Z|-el jeloljitk. Végiil, ha p nem iires, mint kordbban, I]_DI jeloli a p
utolso bettjét.

Legyen A = (A, X,Y,6,7) tetsz6leges Mealy-automata. A § : A x X — A és
ay: AxX — Y fiiggvények értelmezését kiterjesztjik A x X*-ra a kovetkezo
definicioval:

Legyenek 6 : A x X* — At v : A x X* — Y* gy definidlva, hogy tetszdleges
a € Aésxy,...,r, € X esetén alljanak fenn a

a,zy+ xp) =ay - ay

és a

(@, 21 Tp) = Y1 Yn
osszefliggések, ahol a; = 0(a, z1),...,a, = 0(an_1,x,), illetve y; = y(a,z1),...,yn =
Y(an_1, ;). Emellett legyen d(a, \) = A\, v(a, A) = \. Ez a formdlis definicié annak az
interpretdacionak felel meg, hogy barmely a € A allapotbdl indulva az A automata egy
bemend jelsorozatnak egy kimend jelsorozatot feleltet meg (az automata ”szekvencialis
2ép”). Nevezetesen, az automata az iires bemend széra iires kimend széval reagdl.

T T2 T3 Tn
Y1 Y2 Ys Yn
[ [ [ | [ | [ [ [
v(a, 1) y(a, z2) v(az,x3) Y(an-1,2n)
6(a,x1) d(a1, z2) 0(an—1,Tn)

MEALY-AUTOMATA MINT ALTALANOSITOTT SZEKVENCIALIS GEP MUKODESI VAZLATA

Valamely X halmaz feletti X* szabad monoidot egy Y halmaz feletti Y* szabad
monoidba leképezd o : X* — Y™ leképezést alfabetikus leképezésnek hivunk. A be-
meno szavak a bemend informacié, a kimené szavak pedig a kimend informacié hor-
dozo6i. Az automata az informacié atalakitast alfabetikus leképezések segitségével re-
alizalja. fgy a fenti x1x9---x, széhoz az automata a fenti yyys-- -y, szét rendeli
hozza. Specialisan, az iires szonak minden allapot az tires szot felelteti meg, hisz
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definicidink értelmében tetszéleges a € A allapotra vy(a, A) = A. A tovabbiakban egy
A= (A, X,Y,,v) Mealy-automata minden egyes a € A allapotahoz hozzarendeljiik a
Vaa(p) =v(a,p),p € X* Osszefiiggéssel definidlt ¢, 4 : X* — Y leképezést, melyet az
a € A dllapot dltal indukalt leképezésnek is fogunk hivni. Ha nem &ll fenn a félreértés
veszélye, @, 4 helyett a legtobbszor csak ¢,-t frunk. Inicidlis A = (A, ap, X,Y,4,7)
Mealy-automata esetén az ay kezdd allapottal indukdlt ¢,, leképezést az A inicidlis
automata dltal indukdlt leképezésnek, vagy roviden az A automata leképezésének is
mondjuk és idonként ¢ 4-val jeloljiik. A kovetkezd tétel George N. Raneytdl szarmazik.

Tétel 2.4 (Raney tétele) Egy ¢ : X* — Y™ alfabetikus leképezés akkor és csak
akkor automata leképezés, ha eleget tesz a kovetkezo két feltételnek:

(i) hossztartd, azaz tetszéleges p € X*-ra |p| = |¢(p)|,

(i1) kezddszelet tarto (kezddszeletet kezddszeletbe visz dt), azaz minden p,q € X*-
hoz létezik olyan r € Y™, hogy v(pq) = ¢(p)r.

Bizonyitds: A sziikségesség nyilvanvald a kiterjesztett atmeneti és kimeneti fiiggvények
tulajdonsdgai miatt. Valoban, legyen A = (A, XY, 6, 7) tetszbleges Mealy-automata,
s legyen a € A tetszbleges allapota. Legyen p € X* tetszoleges. Ha p = )\, azaz
p az lres sz6, akkor y(a,\) = X\ a definiciénk szerint, azaz a ¢,(\) = v(a, \) és
a y(a,\) = X\ Osszefliggések miatt ekkor ¢,(A) = A, amibdl |, ()| = |A| nyilvén-
valéan kovetkezik. ¢, tehat az tires szora teljesiti a hossztarté tulajdonsagot. Most
legyen p € X* nem iires sz0, azaz legyen valamely xy,...,x, € X bemend jelekre
p = x1...x, Ekkor, amint a § és v fliggvények kiterjesztésénél lattuk, alkalmas
ai,...,a, € A allapotokra a; = d§(a,x1),as = (a1, x2),...,a, = 0(an_1,x,) tel-
jestilése mellett ~y(a,zy---x,) = Y(a,z1)y(ar,z2) - y(an—1,2,). Vagyis, bevezetve
az Y1 = 7(@7 33'1)7 Yo = 7(a17 x2): cesYn = 7(@7171: xn) jelb'léseket, @a(xl te xn) =
v(a,z1 - xp) = Y1 -+ - yp. EbbOL nyilvanvals, hogy |z -« z,| = |y1 -+ - yn| = n, vagyis
Ip| = |@a(p)|, azaz ¢, minden X*-beli (iires vagy nem iires) széra hossztarto.

Az iires sz6 X *-nak és Y*-nak egységeleme, azaz tetszoleges ¢ € X*, w € Y* esetén
Aq = g\ = q, illetve Aw = w\ = w. Legyen most g € X* tetszoleges sz6. Ekkor azt
kapjuk, hogy ©v.(Aq) = va(q) = Apa(q). Vagyis a kezdbszelet tarté tulajdonsag tel-
jesiilni fog ha az iires sz6 a kezdoszelet, a végszelet pedig maga a tekintett szo. (frjunk
-t a ©.(q) helyébe a ¢,(Aq) = Apa(q) egyenléség jobboldalan.) Hasonléan kapjuk
tetszOleges p € X*-ra a 0, (pA) = pa(p) = wa(p) A levezetést. Tehat a kezddszelet tarté
tulajdonsag akkor is teljesiilni fog, ha a szd kezddszeletének magat a szét tekintjiik,
végszeletének pedig az iires sz6t. (Irjunk r-t az A helyébe a @, (pA) = o (p)A egyenléség
jobboldaldn.) Most vélasszuk meg a p,q € X* part gy, hogy egyikiik se legyen
tires. Ekkor valamely x1,..., 2k, Tri1,..., 2, € X bemend jelekre p = xy - -xp,q =
Ty - Ty Vezessiik be rendre az a1 = 0(a,x1),a2 = d(ay, 22),...,a, = 6(apn_1,2y)
és az y1 = y(a,1),y2 = Y(a1,22), ..., Yo = Y(an_1,x,) jeloléseket. Ekkor p,(pq) =
Y(a,pq) = v(a,z1- -~ zn) = y(a,x1)v(ar, @2) - - - Y(@h-1, Tk) YV (Ah41, Tht1) -+ V(An-1, Tp)
= Y1 YrYks1 " Yn €S (pa(p> = V(Gap> = 7((17 Ly--- xk) = 7(@7 .1'1)”)/(@1, x2)
oy(ag—1, k) = y1 - - - yx fennéllnak. Ebbol viszont ¢, (pq) = ©o(P)Yk+1 - - - Yn, vagyis
az T = Ypi1 -+ - Yn valasztassal kapjuk, hogy alkalmas r € Y*-ra p,(pq) = @a(p)r ebben
az esetben is fenndll. ¢, tehat valéban kezdoszelet tarto.
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Az elegendéséghez legyen ¢ @ X* — Y™ tetszOleges hossz és kezdOszelet tarto
alfabetikus leképezés. Ekkor minden p, ¢ € X* parhoz lesz olyan r € Y*, hogy ¢(pq) =
e(p)r.

Rogzitett p € X* esetén jelolje ¢, azt a ¢, : X* — Y* alfabetikus leképezést,
melyre tetszOleges ¢ € X* esetén a p(pq) = ©(p)ep(q) egyenléség fog teljesiilni. E16sz0r
mutassuk meg, hogy a tetszllegesen valasztott p € X*-hoz tekintett ¢, alfabetikus
leképezés is automata leképezés. Valéban, ¢ hossztarté volta miatt [pg| = |¢(pq)| és

| = le(p)|- Mésrészt o(pq) = ¢(p)ey(q) miatt |o(p)ey(a)| = [v(pg)], azaz |p| + |q| =
(Ipal = 1e(p)ep(@)] =)lo(p) | +Ip(a)]. EDbS p| = [io(p)] éxtelmeben |g| = |io,(q)], azaz
g4 hossztart6. Mutassuk meg, hogy kezddszelet tarto is. Legyen ¢, z € X™ tetszdleges.
Ekkor ¢(pgz) = ¢(p)pp(q2) és p(pgz) = @(pa)epe(2) = @(p)p(q)ppq(2) is teljesiilni
fognak a ¢ kezdészelet tarté volta miatt. Igy o(p)e,(q2) = ©(0)ep(q)pe(2) is tel-
jesiil. Am szabad monoidban a szavak egyenlosége betiirol-betiire valé egyenléséget
jelent, azaz a legutébb kapott egyenléségiinkb6l ¢,(qz) = ¢,(q)ppe(2) is kivetkezik.
Més szdval, tetszéleges ¢, z € X*-hoz létezik olyan (= p,,(2)) € Y*, hogy ¢,(qz) =
©p(q)r teljestl. Tehdt ¢, is kezddszelet tarté. Azt kaptuk tehdt, hogy tetszéleges
p € X* esetén ¢, is automata leképezés. Tetszlleges p € X* esetén a ¢, au-
tomata leképezést a tovabbiakban a ¢ leképezés dllapotanak fogjuk hivni. Legyen
A, = {pp | p € X*} és definidljuk az A, = (A, @, X, Y, 0,,7,) Mealy-automatat
ugy, hogy minden ¢, € A,, v € X esetén 0,(¢p, &) = Cpz, Vo(Pp, ) = pp(z). A
tételhez azt kell még megmutatni, hogy A, automata a ¢ leképezést indukalja.
Mivel az iires sz6 az egyetlen olyan sz, melynek hossza nulla, a ¢ hossztarto
volta miatt @(A) = A fgy tekintettel arra, hogy az iires sz6 mint bemend szd
hatasara egy Mealy-automata kimen6 széként definicié szerint az iires szét adja
ki, v,(pr,A) = @A) (= ) teljesiilni fog. Most legyen p = z1---x, egy nem
tres bemend sz6, ahol zy,...,z, € X tetszéleges bemend jelek. Az A, automata
definicidja értelmében, valamint amiatt, hogy tetszoleges r € X* széra A\r = r fennéll,

0(asp) = 0(x, T1+Tn) = PreyParzras = Praroan = Pa1Paras *** Payoay - EKKOT azon-
ban, ugyancsak az A, automata definiciéja alapjan

0a, = Volor,0) = YolOn, 71 20) = Y@, 1)V (a1, T2) - Vo (Parwnrn) =

OA(T1) 0, (T2) * + + Py 1 (Tn) = Ao (T1) P2y (T2) -+ Py (Tn) =
PN PA(T1) Py (T2) *+ + Py (Tn) = O(AT1) e, (72) - - 9%1 2n 1 (Tn) =
PAT122) P15 (T3) Py 1 (Tn) = -+ = p(AT1 -+ 20) = @(21 -+ T0) = p(p).

Viszont épp ezt kellett bizonyitani. O

Nyilvanval6, hogy ha egy automata leképezés egy véges inicidlis automataval in-
dukalhaté, akkor ennek az automata leképezésnek legfeljebb annyi allapota lehet mint
az Ot indukalé véges automatanak. Masrészt az is vilagos, hogy a Raney tételének
bizonyitasaban szereplé A, automata véges, ha a bemend és kimend jelhalmazok
végessége mellett a tekintett ¢ automata leképezés véges allapotu. fgy a kovetkezo
allitashoz jutunk.

Kovetkezmény 2.7 Eqy véges halmaz feletti monoidot eqy véges halmaz feletti mo-
noidba képezd automata leképezés akkor és csakis akkor indukdlhato véges automataban,
ha dllapotainak szama véges. O
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Megjegyzés 2.8 Eqgy ¢ : X* — Y* automata leképezés indukdalhato a kovetkezo

Mealy-automatdval is: A? = (X*, A\, X,Y,0%,~%), ahol tetszbleges p € X*,x € X
! | | |

pdrra 6%(p,x) = px,v¥(p,x) = @(px) (ahol p(px) a ¢(px) utolsé betijét jeldli).

Az A, automatat a ¢ automata leképezéshez tartozo alsé automatdnak, az A%
automatat pedig a ¢ automata leképezéshez tartozo felsd automatanak hivjuk. Vilagos,
hogy a fels6 automata mindig végtelen allapotii.

Egy inicidlis automatat inicialisan osszefiiggonek hivunk, ha a kezdo allapotabdl
minden &dllapotba visz 4t bemend sz6. Képletben, az A = (A, ap, X,Y,d,7) inicidlis
Mealy automata inicidlisan oOsszefiiggd, ha minden a € A allapothoz 1étezik olyan
p € X* bemend sz6, hogy d(ag,p) = a. (Megjegyezziik, hogy d0(ag, \) = ap miatt
ez a kezd6 allapotra mindig fenndll.) Nyilvanval6, hogy egy automata leképezéshez
tartozo also és felsé automatdak inicidlisan 6sszefiiggdek. Bizonyitas nélkiil megemlitjiik
a kovetkezo tételt.

Tétel 2.5 Ha A tetszbleges olyan inicidlisan dsszefiiggd automata, amely a ¢ leképe-
zést indukdlja, akkor az A automata a A% felsé automatanak dllapothomomorf képe,
s ugyanekkor az A, also automata pedig A-nak dllapothomomorf képe. O

Megjegyzés 2.9 Eqy ¢ automata leképezés elddllitasandl felhasznalt automatdk kozil
a hozzd tartozo also automata a lehetd leggazdasdgosabb, a hozzd tartozo felsé au-
tomata pedig a leheto leggazdasagtalanabb. fgy az optimalis elodllitisndl a ¢ automata
leképezéshez tartozo also automatdt kell eloallitani. Ez igy azonban csupdn elméleti
eredmény, mivel adott p,q € X* pdrra dltalaban nehéz ellendrizni, hogy fenndll-e a

©p = Qg egyenldséy.

Tétel 2.6 Tetszoleges X halmazra X* dsszes onmagdba torténd automata leképezései-
nek Kx halmaza a leképezések szokdsos szorzasara nézve monoidot, azaz eqységelemes

félcsoportot alkot. O
Megjegyzés 2.10 Egy A = (A, a9, X,Y,0,7) dltal indukdlt leképezésnek a
B = (A a,, X', Y' §,v) automata dltal indukdlt leképezéssel vald szorzdsa értel-

mezhetd, ha Y C X'. Ezt a szorzat-leképezést a B automata indukdlja, ha B =
(A x A (ag,ap), X, Y',0",4") alaki, ahol tetszdleges (a,a’) € A x A',x € X pdrra
" ((a,d'),x) = (0(a,x),d'(a',v(a,z)) ésv"((a,a'),x) =+ (d,v(a,x)). A B automatdt
az A automata B automatdval térténd soros kapcsoldsdnak vagy szuperpozicicjinak
hivjuk.

Tétel 2.7 Egy X halmaz feletti X* monoid dsszes onmagdba torténd, véges au-
tomatdk dltal indukalhato leképezéseinek Lx halmaza a leképezések szokdsos szorzdsdra
nézve részfélcsoportot alkot a Kx félcsoportban. O

Tétel 2.8 Tetszoleges X halmazra az X* dsszes onmagdba torténd bijektiv automata
leképezéseinek Ax halmaza a leképezések szokdsos szorzasdra nézve részesoportot alkot
a Kx félecsoportban. O
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Tétel 2.9 Egy X halmaz feletti X* monoid dsszes onmagaba torténd, véges au-
tomatdk dltal indukdlhato bijektiv leképezéseinek Gx halmaza a leképezések szokdsos
szorzasdra nézve részcsoportot alkot a Kx félecsoportban és az Ax csoportban. O

Egy S félcsoport generdtorrendszerén értjiikk S-beli elemek egy H részhalmazat, ha
S minden eleme el6all H-beli elemek szorzataként. H minimadlis generdtorrendszere,
vagy mas néven bdzisa S-nek, ha amellett hogy S-nek generatorrendszere, tetszoleges
h € H mellett H \ {h} mir nem generatorrendszere S-nek. Hasonléan, egy G
csoport generdtorrendszerén értjiik G-beli elemek egy H részhalmazat, ha G min-
den eleme eloall olyan szorzatként, melynek minden tényezdje vagy egy H-beli
elem, vagy pedig egy H-beli elem inverze. Ugyanigy mint félcsoportok esetén, H
manimdlis generdatorrendszere, vagy mas néven bazisa G-nek, ha amellett hogy G-nek
generatorrendszere, tetszéleges h € H mellett H\ {h} mér nem generatorrendszere G-
nek. (Az itt szerepl6 S és G betiik az angol group (=csoport), illetve semi-group szavak
kezdébetii, a generativ nyelvtanoknal szereplo S, illetve G-vel val6 azonossaguk csak
a véletlen miive!)

Nem nehéz belatni, hogy ha X egy egyelemit halmaz vagy X az iires halmaz, akkor
Kx, Lx,Ax,Gx mindegyike egy elemii. fgy ebben az esetben mindegyiknek énmaga
a béazisa. Ha X legalabb két elemii, akkor érvényes a kovetkezo allitas.

Tétel 2.10 Eqy legaldbb két elemi X halmaz esetén K x-nek és Lx-nek nincs bdzisa.
(I

Nyitott kérdés, hogy van-e béazisa Ax-nek, illetve Gx-nek egy legaldbb két elemii
X halmaz esetén.

Végill megjegyezziik, hogy Moore-automata esetén az atmeneti és jelfiiggvények
kiterjesztése hasonléképp torténik mint Mealy-automata esetén. Legyen A = (A, XY,
d, 1) tetszéleges Moore-automata. A § : A x X — Aésap: A — Y fiiggvények
értelmezését kiterjesztjilk A x X*-ra, illetve A*-ra a kovetkez6 definiciéval:

Legyenek ¢ : A x X* — AT, u: A* — Y* gy definidlva, hogy tetszdleges a € A és
x1,...,T, € X esetén alljanak fenn a

a,zy - xp) =ay - ay

és a
plar---an) =y yn

osszefiiggések, ahol a; = d(a,x1),...,a, = d(an_1,2,), illetve y3 = play),...,y, =
p(ay). Emellett legyen §(a, \) = a, u(A) = \. Ekkor az a allapot altal indukalt ¢,
leképezésre o, (A) = p(A) = A, illetve tetszéleges xq,...,x, € X-re pu(x1---x,) =
play - - - ay,), aholis a1 = d(a,x1),as = d(ay,z2),...,a, = 0(ap_1,x,). Késébb létni
fogjuk, hogy minden inicialis Mealy-automataval indukalhaté automata leképezés
indukalhaté inicidlis Moore-automataval is. S0t az is igaz, hogy ha egy automata
leképezés véges inicialis Mealy automataval indukalhatd, akkor indukalhaté véges
inicidlis Moore-automataval is. Igy a fejezetben targyaltak Moore-automatakra ugyan-
igy érvényben maradnak. Az atmeneti fuggvény természetesen kiterjesztheté kimend
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jel nélkiili automata esetén is. Nevezetesen, ugyanigy mint Moore-automata esetén,
egy A = (A, X,0) tetszéleges kimend jel nélkiili automatdra a § : A x X — A és a
i A — Y fuggvény értelmezését ugy terjesztjik ki Ax X*-ra, hogy § : Ax X* — A'-t
a kovetkezdképp definidljuk: Legyen § : A x X* — AT gy definidlva, hogy tetszdleges
a € Aésxy,...,r, € X esetén alljanak fenn a

5(a’x1...xn>:&1...&n

osszefiiggések, ahol a1 = d(a,x1),...,a, = 0(ap_1,x,). Emellett legyen 6(a,\) =
a. Ekkor az a éllapot altal indukdlt ¢, leképezésre @,(A) = A, illetve tetszéleges
Tl Ty € X-re @o(xy -+ x,) = ay - - - ay, aholis ay = 0(a, x1), a2 = d(ay, x2),...,a,
=(ap_1,%n).

Mint korabban megjegyeztiik, egy A = (A, X,0) kimend jel nélkiili automatat
szokas olyan A = (A, XY, J, v)Mealy-automatanak tekinteni, ahol Y = A és v = 4.
Ez a kiterjesztett atmeneti és kimeneti fiiggvényekre csak korlatozottan érvényes.
Nevezetesen, ha p € X* nem iires, akkor a kiterjesztett kimeneti fiiggvényt is ugy
értelmezziik, hogy v(a,p) = d(a,p),a € A. Az tires sz6 esetén viszont a kiterjesztett
atmeneti és kimeneti fiiggvényeket ebben az esetben (tehdt egy A = (A, X, A, 0,7)
Mealy automaténak tekintett A = (A, X, d) kimend jel nélkiili automatak esetén) tigy
definidljuk, hogy d(a, A) = a és y(a, \) = A minden a € A-ra. Ekkor egy A = (A, X, 0)
kimeno jel nélkiili automata esetén egy a € A allapot altal indukalt ¢, leképezés alatt
értjiik azt a @, : A* — A* leképezést, melyre tetszoleges p € X™ esetén

_ Jd(a,p), hap#A,
#alp) = { A, ha p = A,

A kimend jel nélkiili automatak altal indukalt automata leképezések specidlis au-
tomata leképezések, s nem minden (Mealy- vagy Moore-féle automataval indukalhato)
automata leképezés indukalhato véges automatéaval.

Példa 2.11 Legyen A = ({ag,a}, ao, {x,y},{z,y},d,7) egy inicidlis Mealy-automata,
ahol §(ag,x) = d(a,x) = ag,d(ag,y) = 0(a,y) = a,v(ag,x) = y(a,z) = vy(ag,y) =
z,v(a,y) = y. Ekkor pu(zryryy) = xrxxzy, amihez akdrhogy is szerkesztink meg
eqy inicidlis kimend jel nélkili B = (B, by, ") automatdt, oy, (rryryy) # xrrzrry
fog teljesiilni. Tehdt valoban, nem minden automata leképezés indukdlhato kimend jel
nélkilt automatdval.

2.5 Redukalt automata. Véges automatak minimalizalasa

Az el6z6 fejezetben lattuk, hogy tetszoleges automata alfabetikus leképezések egy
sokasdgat indukélja. (Minden &llapot indukdl egy alfabetikus leképezést, melyek
koziil egyesek egybeeshetnek.) Jeldlje Fq = {p, | a € A} egy A = (A, X,Y,6,7)
altal indukalt leképezések sokasdgat. Egy ilyen sokasdgot az A automata dltal in-
dukalt leképezések csalddjanak is fogunk hivni. Eléfordulhat, hogy a,b € A,a # b
és mégis v, = . Most azzal a kérdéssel foglalkozunk, hogy ha egy F leképezés
csaladhoz sikeriill mar olyan A automatat talalnunk, melyre F 4 = F teljesiil, hogyan
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tudjuk helyettesiteni A-t egy ugyanilyen tulajdonsagi, de minimalis allapotszamu
Ay automataval. (Természetesen ennek a dolognak akkor van igazdn értelme, ha
az allapothalmaz véges.) Definidljunk egy A = (A, X,Y,d,v) Mealy-automata &l-
lapothalmazan egy o relacidt: aosb < ¢, = ¢y (azaz aosb < v(a,p) = (b, p)
minden p bemend széra). Kénnyen belathatd, hogy az igy definidlt g4 reldcié kong-
ruencia, s rdadasul a p4-hoz tartozéo C4 kompatibilis osztalyozas maximalis abban
az értelemben, hogy minden mé&s kompatibilis osztalyozas C4-nak finomitasa. Eze-
setben C4-t az A automatdhoz tartozé maximélis kompatibilis osztdlyozasnak is
hivjuk, az A/ o4 faktorautomatét pedig az A-hoz tartozo redukdlt automatdnak mond-
juk. Altaldban, egy A = (A, X,Y,0,v) Mealy-automatét redukéltnak neveziink, ha
tetszoleges a,b € A par esetén
aosb < a=0>.

Megjegyzés 2.12 FEhhez két fontos megjeqyzésiink van:

1. Egy automatdhoz tartozo redukdlt automata a legkisebb dllapotszammal (illetve
végtelen automatak esetén a legkisebb szamossdagi dllapothalmazzal) bird olyan au-
tomata, amely ugyanazt a leképezés csalddot dallitja eld, mint az illeté automata.

2. Egy automata akkor és csak akkor redukdlt, ha A-izomorf sajat magdval.

Egy A automata minimalizaldsan az A-hoz tartozé Ay redukélt automata meg-
szerkeszthetOségét értjitkk. Ebben a vonatkozasban az Ay redukalt automatat mini-
madlisnak hivjuk. A kovetkez6, véges automatdk minimalizalasara szolgald algoritmus
D.D. Aufenkamp és F. E. Hohn nevéhez fuizodik.

2.5.1 Aufenkamp-Hohn-féle Minimalizacios Algoritmus

Egy véges A = (A, X,Y,0,7) automata esetén az Ay redukédlt automatdhoz tigy
jutunk el, hogy a

Va,b e A: (apab < Vp € X* : v(a,p) = ~(b,p))

(azaz minden a,b € A par esetén apsb akkor és csak akkor, ha y(a,p) = v(b,p)
barmely p € X* esetén fenndll) reldcidhoz tartozé C4 osztélyozast osztélyozasok egy
C1, Cs, . . . sorozatan keresztiil szerkesztiink meg, melyeket a kovetkezoképp definidlunk:

(1) Ya,b € A: (Cyla] = C1[b] & Vz € X : v(a,z) = (b, x))

(azaz minden a,b € A parra a C) osztalyozds szerint a és b akkor és csak akkor
esnek egy osztalyba, ha ugyanazon bemend jelre ugyanazon kimend jellel reagélnak);
(17) ha i > 1 akkor Cjy1]a] = Ci1[b] & Cila] = Cy[b] és Vo € X : Cy[d(a, x)] =

Ci[o(b, x)].

(Azaz ha i > 1, Ggy a Cj; osztélyozas szerint a és b akkor és csak akkor esnek egy
osztalyba, ha egyrészt mar C; szerint is egy osztalyba esnek, mésrészt pedig minden
bemend jel hatdsara egy és ugyanazon C; szerinti osztdlyba mennek at.)

El6szor megszerkesztjiikk az A allapothalmaz C szerinti osztalyait, mikoris pon-
tosan akkor tartozik két éallapot egy osztdlyba, amikor minden egyes bemend jel
hatdséra ugyanazzal a kimen6 jelet adjak ki. (Lésd (i).) Ezutdn minden egyes m > 1-
re megszerkesztjiik a C, szerinti osztdlyokat egészen addig, mig C,, = C,,11 tel-
jesiil. Latni fogjuk, hogy ilyen m létezik, s nagysaga legfeljebb |A| — 1. Igazolni
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fogjuk, hogy ez a C,, osztilyozds épp az A maximalis kompatibilis osztalyozésa.
Ezutan a redukalt automata megszerkesztése van csak hatra, melynek szerkezete
A/C = (Cn, X, Y, d¢,,,7c,,), aholis minden C,[a] € C,,,x € X-re d¢,, (Cplal, x) =
Cnld(a,x)], illetve ¢, (Cnlal,z) = ~(a,z). Specidlisan, ha az eredeti automata
inicialis volt, és a kezdo allapota ag volt, akkor a redukalt automata is valaszthato
inicidlisnak, éspedig gy, hogy a kezd6 allapotat C,,[ag]-nak vélasztjuk.

2.5.2 Kiegészités az Aufenkamp-Hohn Minimalizaciés Algoritmushoz

Ha a célunk nem az automatéhoz tartozé (redukélt) minimélis allapotszamu au-
tomata, hanem csupan a ¢,,-t indukalé minimalis inicialis automata meghatarozasa,
akkor ehhez az A = (A, ap, X,Y,d,7) minimalizdlandé automata helyett annak a
kezd6 allapotbdl elérhetd &dllapotok &ltal meghatérozott, azaz az A’ = {d(ag,p) |
p € X*} édllapothalmazzal rendelkezd A" = (A’ ap, X,Y,d’,~') inicidlisan &sszefliggd
allapot-részautomatajat minimalizaljuk. Az ag-bol el nem érheté allapotok ugyanis
nem jatszanak szerepet a ¢, leképezés indukéldsiban (az Gsszes ag-bdl elérhetd
allapot viszont igen). Mivel A végessége miatt ekkor a kezdd allapotbdl csak azok
az allapotok érhetdk el, melyek legfeljebb |A| — 1 hosszisagu szavakkal elérheték, az
A éallapothalmaz A’ részhalmaza algoritmikusan meghatdrozhat6. Erre a kovetkezé
modszer kindlkozik: Legyen eldszor Ay = {ao}. Ezutdn minden ¢ > 1-re legyen
Aiji = {a | I € A,z € X : §(d,x) = a}. Ha valamely i > 1-re elérjiik, hogy
A; = Aiq1, akkor A" = A;. Nyilvan az ilyen i-re i < |A| — 1 teljesiil.

Most meg fogjuk mutatni, hogy az algoritmus és a kiegészité megjegyzésiink kor-
rekt. Ervényesek a kovetkezo megallapitasok:

Megallapitas 2.13 Tetszdleges a,b € A parra ési > 1 természetes szamra Cjla] =
Ci[b] akkor és csak akkor dall fenn, ha minden i-nél nem hosszabb p € X* bemend szdra

v(a,p) = (b, p).

Bizonyitds: Elészor azt igazoljuk, hogy tetszoleges a,b € A parra és i > 1 természetes
szamra C;la] = C;[b]-nek kovetkezménye, hogy minden i-nél nem hosszabb p € X*
bemend széra v(a, p) = (b, p). Allitdsunkat teljes indukciéval fogjuk igazolni.

Ha ¢ = 1, akkor egy i-nél nem hosszabb szé vagy az iires sz0, vagy a bemeno
jelhalmaz egy eleme. Az iires széra y(a) = A minden a € A pér esetén fennéll, tehat
v(a, \) = v(b,\)(= A) akkor is igaz, ha specidlisan C}[a] = C;[b] valamely a,b € A-ra.
Amennyiben viszont z € X és Cyla] = C1[b], akkor y(a,z) = (b, ) is teljesiilni fog
osszhangban a C) osztalyozas definicijaval.

Tegyiik fel most, hogy valamely ¢ > 1-re igaz az allitas. Mutassuk meg, hogy
ekkor 7 + 1-re is igaz. El6szor észrevessziik, hogy minden olyan a,b € A péarra, melyre
Citi1la] = Ciq1]b] fenndll, definiciénk értelmében Cjla] = Ci[b] is igaz. Ekkor viszont
az indukcids feltevésiink miatt minden olyan p € X*-ra, melyre p nem hosszabb i-nél,
v(a,p) = (b, p). Azt kell tehat csak belatnunk, hogy amennyiben egy p sz6 hossza i+1,
akkor minden olyan a,b € A parra, melyre C;;1[a] = Cj41[b], fennall a §(a, p) = 0(b, p)
egyenloség. Igen am, de ekkor p eloall p = xq alakban, ahol x € X, s ugyanekkor
g € X* pedig i hosszisdgu. Ekkor tehat v(a,p) = ~v(a,2q) = v(a,x)y(d(a, x),q),
illetve v(b,p) = v(b,xq) = ~v(b,x)y(6(b,x),q). Cisi1la] = Ciy1]b] fenndlldsa mel-
lett Cyla] = C1[b] is igaz, amib6l vy(a,z) = (b, x) kovetkezik (ldsd i = 1 eset).
Maésrészt Ciiq[a] = Ciy1[b] definicié szerint azt is jelenti, hogy minden x € X esetén
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Cildo(a,z)] = C;[0(b,x)]. Viszont az indukciés feltevésiink értelmében ekkor minden
i hosszisagu ¢ € X* széra v(d(a,x),q) = v(6(b,x),q). Ehhez figyelembe véve az
el6bb megéllapitott y(a,z) = (b, z) egyenléséget, fenndll a y(a,z)y(d(a,z),q) =
(b, 2)v(d(b, ), q) egyenlbség is, ami épp azt jelenti, hogy ~y(a,zq) = (b, zq). Ez
viszont p = xq értelmében a vy(a,p) = v(b, p) egyenléséghez vezet.

Most azt tegyiik fel, hogy adott a,b € A és i > 1 mellett v(a,p) = v(b,p) tel-
jesiil minden p € X*,|p| < i feltételnek eleget tevé bemend széra. Igazoljuk teljes
indukcidéval, hogy ekkor C;la] = C;[b].

Ha ¢ = 1 és minden = € X-re (azaz minden p € X*, [p| = 1-re) y(a,x) = v(b, x),
akkor C1[a] = C1[b] definicié szerint teljesiil. Tegyiik fel ezutdn indukcids feltevésként,
hogy valamely rogzitett ¢ > 1-re valahdnyszor egy a,b € A parra vy(a,p) = (b, p)
minden |p| < i-nek eleget tevé p € X* bemend sz6 esetén fenndll, mindannyiszor
Cila] = C;[b]. Legyen ezutédn minden i+ 1-nél nem hosszabb nem iires p € X* bemend
sz6 esetén y(a,p) = v(b,p). Ekkor p = xq, ahol x € X és ¢ € X*, ahol |¢| < i.
Ez tobbek kozott azt jelenti, hogy minden x € X-re és i-nél nem hosszabb ¢ €
X*-ra y(0(a,z),q) = v(5(b,x),q). Indukcids feltevésiink értelmében igy C;[d(a,x)] =
Ci[6(b, z)] tetszbleges © € X esetén teljesiil. Masrészt ha y(a,p) = (b, p) minden
© + 1-nél nem hosszabb p,q € X* bemené széra teljesiil, gy teljesiil minden i-nél
nem hosszabb bemend széra is. Ez viszont indukciés feltevésiink miatt C;la] = C;[b]-
t eredményezi. Ezt Osszevetve azzal, hogy C;[0(a,z)] = C;[6(b, z)] tetszbleges x €

X esetén teljesiil, definicié szerint kapjuk, hogy Ciy1]a] = Ci1[b]. Ezzel az Allitast
igazoltuk. a
Megallapitas 2.14 Ha valamely m > 1 természetes szamra C,, = Cy,4q, akkor min-

den u,v > m természetes szampdrra C, = C,,.

Bizonyitds: Allitdsunkhoz nyilvan elég igazolni, hogy ha C,, = C,,11 akkor C,, 11 =
Cao. Legyen tehat valamely m > 1 természetes szamra C),, = C),11, s legyen
valamely a,b € A éllapotparra Cy,y1]la] = Cpy1]b]. Ekkor viszont definicié szerint
tetszbleges x € X-re teljesiilni fog a C,,[0(a,x)] = C,[0(b,z)] egyenléség. Viszont
Crm = Cpyr miatt igy Cpp1[d(a,z)] = Chpa[d(b, )] is fenn fog &llni. Ez viszont
a feltételezett Cy,i1[a] = Ci1[b] egyenldséggel egyiitt azt fogja definicié szerint
eredményezni, hogy C,.2[a] = C,,12[b]. Vagyis azt kaptuk, hogy ha C,,, = C,11, akor
minden olyan a,b € A pérra, melyre C,11[a] = Cp41[0], fenndll C,1o[a] = Cypa[b]
is. Ez pedig pontosan azt jelenti, hogy C,11 = C, 9. O

Most igazoljuk, hogy az Aufenkamp-Hohn féle algoritmus valoban korrekt. Ha C
szerint minden &llapot egy osztalyba esik, akkor minden allapot egy és ugyanazon
kimeno jellel reagal egy és ugyanazon bemeno jelre. Ekkor C; = C5 nyilvanvalé. Eze-
setben tehat a 2.14. Megallapitas értelmében a minimalis automata egyetlen allapottal
fog rendelkezni, s egy-egy bemeno jelre ez a redukalt automata egy és ugynazon Kki-
meno jelet adja ki, mint az eredeti automata barmelyik allapota.

Tegyiik fel most, hogy |Cy| > 1. Ha C; = Cy, akkor m = 1 és ismét a C; a
kivant maximalis kongruencia osztalyozas. Ellenkez6 esetben Cy-nek legaldbb eggyel
tobb osztalyt kell tartalmaznia mint C'-nek, vagyis legalabb harom osztalyt. Ezt foly-
tatva lesz egy egyre finomodd osztalyozas rendszeriink, ahol minden egyes osztalyozas
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legalabb eggyel tobb osztalyt fog tartalmazni mint az el6zo. Tekintettel arra, hogy
feltételeztiik |Cy| > 1-t, tovabbéa figyelembe véve, hogy legfeljebb |A| szdmu osztalya
lehet egy-egy osztalyozdsnak (hisz egy adott osztdlyozdsnal minden osztalynak kell
legaldbb egy A-beli elemet tartalmaznia), azt kapjuk, hogy lesz olyan m < |A| — 1,
melyre C,, = (), 1. Valéban, ha vesziink valamely m > 1-re egy egyre finomodé olyan
osztalyozas rendszert, melyre C; D Cy D .-+ D C,,, akkor ha Cj-nek legaldbb két,
Cy-ek legaldbb hiarom,. .., C),-nek legalabb m + 1 eleme van és Osszesen |A| szdmu
allapotunk van (vagyis legfeljebb |A| szdmu osztélya lehet egy-egy osztélyozasnak),
akkor m + 1 < | A| fennélldsa azt is jelenti, hogy m < |A| — 1. Igy viszont valéban lesz
olyan m < |A| — 1, mikoris C,, = C,,11, ami a 2.14. Megéllapitas értelmében azt is
jelenti, hogy teszoleges ¢ > m-re C; = C,,. Ez azonban a 2.13. Megéllapitds miatt azt
is eredményezi, hogy teszéleges olyan a,b € A éllapotparra, melyre C,,[a] = C,,[b],
teljesiilni fog a y(a,p) = v(b, p) egyenléség, akdrmilyen hosszi is a tekintett p € X*
bemené sz6. Ezzel belattuk, hogy C,, egy kongruencia osztalyozas, aholis m < |A|—1.

Be kell még latnunk, hogy ), valéban maximalis kongruencia osztalyozas, vagyis
ha két allapot nem tartozik C,, szerint egy osztalyba, akkor az altaluk indukalt
leképezések kiillonbozoek. Legyen a,b € A két allapot, mely C,, szerint nem tar-
tozik egy osztalyba. Ha mar () szerint sem tartoznak egy osztalyba, akkor valamely
z € X-re y(a,x) # v(b,x) és akkor valéban igaz, hogy ¢, # ¢p. Ellenkez6 esetben
van egy maximélis k& < m, hogy Ci[a] = Cx[b], dm Cii1[a] # Cr11[b]. Ekkor viszont a
2.13. Megallapitas alapjan van legaldbb egy olyan k£ + 1 hosszusagu p € X* sz6, hogy
d(a,p) # 0(b,p). (Nevezetesen, minden k + 1-nél rovidebb p € X* széra Cila] = Ci[b]
miatt y(a,p) = (b, p), mésrészrél pedig Cyyila] # Criq[b] miatt van legaldbb egy
olyan k + 1-nél nem hosszabb p € X* sz6, melyre v(a,p) # v(b,p). A két &llitas
egylittes fennalldsa azt jelenti, hogy v(a,p) # v(b, p) legalabb egy k + 1 hosszui széra
teljesiil.) Be kell még latnunk azt is hogy a kiegészité megjegyzésiink is korrekt.

A fentiek alapjan az is igaz, hogy ha az A automata inicidlis és kezdd allapota
ag, akkor a redukalt automatat is valaszthatjuk inicidlisnak oly moédon, hogy kezdd
allapotéanak a C\,[ag] osztélyt vélasztjuk. Ez az osztély is a p,, leképezést fogja a re-
dukdlt automataban indukalni ugyantgy, mint ahogy az ag a ¢,, leképezést indukdlja
A-ban.

Ha egy inicidlis A = (A, ag, X, Y, 0, ) véges automatdhoz keressiik azt a minimélis
automatat, mely @,,-t indukélja, el6szor célszeri az A allapothalmaz A" = {d' €
A d = ~v(ap,p),p € X*} részhalmazét meghatarozni, s azutan az A’ allapothalmaz
altal meghatarozott A’ inicidlis allapot-részautomatat minimalizalni. Vildgos ugyanis,
hogy ez az A’ inicidlis allapot-részautomata ugyancsak a ¢, -t indukalja, azaz A-ban
a A\ A-beli, azaz az ap-bdl el nem érhetd allapotok ugyanis ¢,, indukéldsdban nem
jatszanak szerepet. Jelolje B a A-hoz tartozé inicialis redukalt automatat, B’ pedig
a A’-hoz tartozd inicidlis redukalt automatat. Vilagos, hogy B’ ugyanigy a ¢g,-t
fogja indukalni, mint B. Mivel A’ részhalmaza az A-nak, az is vilagos, hogy a B’
gllapothalmaza részhalmaza a B dllapothalmazanak. gy ha B’ jeléli a B, tovabba B
jeloli a B allapothalmazat, |B’| < |B|.

Esetleg lehet olyan a € A\ A’ allapotunk, melyre ¢, ¢ {¢w | a € A'}. Ekkor
azonban |B’| < |B|, vagyis ilyen esetben B nem egy minimalis, ¢,, leképezést in-
dukdlé automata. Tehdt valéban, egy ¢,, leképezést indukalé minimdlis automata



42 2. Az automatdk elméletének alapjai

keresésénel célszerii el6szor a vizsgélt A inicidlisan Osszefliggo dllapot részautomatajat
meghatarozni, majd az Aufenkamp-Hohn féle algoritmust erre az inicialis allapot rész-
automatara alkalmazni.

Kérdés még, hogy az A’ meghatarozasahoz javasolt algoritmusunk esetén korrekt-e.
Az vildgos, hogy minden ¢ > 1-re az A; halmaz definici6 szerint az ag-bdl legfeljebb 7
hosszisagu szavakkal elérheto allapotok halmaza. fgy azt kell csak kimutatnunk, hogy
ha egy éllapot ap-bdl elérhetd, akkor elérhet6 |A| — 1-nél nem hosszabb bemend széval
is.

Tetszbleges p,q,r € X* esetén d(ag,pq) = 0(ag,p) mellett d(ag, pgr) = d(ag, pr)
nyilvan fennall. fgy ha valamely a € A éllapothoz van olyan p’ sz6, hogy d(ag, p') = a,
akkor p’ megvalaszhat6 tgy, hogy barmely két kulonbozd p”, p” € X* kezdOszeletére
d(ag,p") # d(ag,p”) teljesiiljon. Ekkor viszont p’ hossza legfeljebb |A| — 1 lehet,
kiilsnben az ismétlédés elkeriilhetetlen. Igy megvizsgalva azt, hogy melyek azok
az allapotok, melyek elérheték a kezd6 éllapotbdl legfeljebb |A| — 1 hosszi széval,
megkapjuk A’-t. Az is vildgos, hogy ha valamely k < |A| — 1-re az ag-bdl legfeljebb k
hosszu szdval elérheto allapotok Ag halmaza egybeesik az ag-bédl legfeljebb k—+1 hosszu
szoval elérheto allapotok halmazaval, gy az ag-bol elérhet6 osszes allapotok halmaza
Ag-val megegyezik. Valoban, ha a legfeljebb k hosszti bemend szavakkal ugyanazokat
az allapotokat érjiik el mint a legfeljebb k+ 1 hosszt szavakkal, akkor minden ¢ > 0-ra
a legfeljebb k hosszi hosszii bemend szavakkal ugyanazokat az allapotokat érjiik el
mint a legfeljebb k + ¢, azaz barmilyen hosszi szavakkal. Az Aufenkamp-Hohn-féle
minimalizaciés algoritmushoz vett kiegészité megjegyzésiink tehat ugyancsak korrekt.

2.5.3 Aufenkamp-Hohn féle Minimalizaciés Algoritmus Moore-automa-
takhoz Adaptalt Valtozata

Megjegyezzik el6szor, hogy ha egy Moore-automatat Mealy-automatanak te-
kintiink, s minimalizaljuk, az eredmény nem feltétleniil lesz Moore-féle automata
(lasd 2.6. Példa). Ha az A = (A, X,Y0d, ) Moore-automatahoz azt a minimélis
allapotszamu Moore-féle automatat akarjuk meghatarozni, mely ugyanazt a leképezési
csaladot indukélja, mint az eredeti Moore-automata, akkor az Aufenkamp-Hohn féle
algoritmust egy kicsit médositanunk kell.

Egy véges A = (A, X,Y,d,n) Moore-automata esetén az Ay redukalt Moore-
automatahoz 1gy jutunk el, hogy definidlunk egy kongruencia relaciot a kovetkezo-
képpen:

Va,b € A : (aoqb & Vau,...,x, € X @ plar---an) = p(by---by),a1 = d(a, 1),
a9 = 5(@1,]72), e,y = (5(an,1,xn),bl = (S(b, xl),bg = 5(61,]72), .. .,bn = 5(bn,1,$n)

(azaz minden a,b € A par esetén apqb akkor és csak akkor, ha p(a;---a,) =
p(by - -+ b,) fenndll minden olyan ay,...,an,b1,...,b, € A esetén, melyekre a; =
(5((1, l‘l), ag = (5((11,1[’2), A (5((ln_1, l‘n), bl = 5(b, ZEl), bg = (5([)1, l‘g), PN bn =
d(by—1, ) fenndll valamely z1,...,x, € X bemend jelek esetén).

Ekkor a g4 relaciéhoz tartozo C 4 osztalyozast osztalyozasok egy C, Cs, . .. sorozatan
keresztiil szerkesztliink meg, melyeket a kovetkezdképp definidlunk:
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(i) Ya,b € A: (Cy|a] = C1]b] & Vo € X : u(a) = (b))

(azaz minden a,b € A parra a C) osztalyozds szerint a és b akkor és csak akkor
esnek egy osztalyba, ha ugyanaz az allapotjeliik);

(77) ha i > 1 akkor Ciy1]a] = Cip1[b] & Cila] = Ci[b] és Vo € X : Cy[d(a, x)] =

Ci[(b, x)].

(Azaz ha ¢ > 1, akkor amint a Mealy-automatdknal, a C;,; osztalyozds szerint
a és b akkor és csak akkor esnek egy osztdlyba, ha egyrészt mar C; szerint is egy
osztalyba esnek, masrészt pedig minden bemend jel hatasara egy és ugyanazon C;
szerinti osztdlyba mennek at.)

A tovabbiakban formailag a Moore-automatakra adaptalt Aufenkamp-Hohn féle
eljards csaknem teljesen megegyezik a Mealy-automatdknal targyaltakkal. El6szor
megszerkesztjik az A allapothalmaz C szerinti osztalyait, mikoris pontosan akkor
tartozik két allapot egy osztélyba, amikor ugyanaz az allapotjeliik. (Lésd (i) pont,
fentebb.) Ezutdn minden egyes m > 1-re megszerkesztjik a C,, szerinti osztalyokat
egészen addig, mig C,, = ()11 teljesiil. Ugyanigy mint Mealy-automatak esetén,
ilyen m létezik, s nagysaga legfeljebb |A| — 1. Ez a C,, osztalyozés épp az A (Moore-
véaltozati) maximalis kompatibilis osztélyozasa. Ezutdn a Moore-féle redukalt au-
tomata megszerkesztése van csak hétra, melynek szerkezete A/C,, = (Cp,, X, Y, 0¢,,,,
le,,), aholis minden Cy,la] € Cp,xz € X-re ¢, (Cplal,z) = C,ld(a,x)], illetve
pe,, (Cmlal) = p(a). Specidlisan, ha az eredeti automata inicidlis volt, és a kezdd
allapota ag volt, akkor a redukalt automata is valaszthato inicidlisnak, éspedig gy,
hogy a kezd6 allapotéat C,,[ag]-nak valasztjuk.

2.5.4 Kiegészités az Aufenkamp-Hohn-féle Minimalizaciés Algoritmus
Moore-automatakhoz Adaptalt Valtozatahoz

Ha a célunk nem az automatdhoz tartozé (redukélt) minimadlis allapotszamu
Moore-automata, hanem csupan az a @,,-t indukdlé minimadlis inicidlis Moore-au-
tomata meghatdrozasa, akkor ehhez az A = (A, ap, X,Y,d, 1) minimalizalandé au-
tomata helyett annak a kezdo6 allapotbdl elérheto dllapotok dltal meghatarozott, azaz
az A" = {d(ap,p) | p € X*} éllapothalmazzal rendelkezé A" = (A, ap, X, Y, 1)
inicidlisan 6sszefiiggd allapot-részautomatdjat minimalizaljuk. Az ag-bdl el nem érhetd
allapotok ugyanis nem jatszanak szerepet a ¢, leképezés indukalasdban (az 6sszes ag-
bél elérheté dllapot viszont igen). Mivel A végessége miatt ekkor a kezdé allapotbdl
csak azok az édllapotok érhet6k el, melyek legfeljebb |A| — 1 hossziisdgu szavakkal
elérhetok, az A édllapothalmaz A’ részhalmaza algoritmikusan meghatarozhaté. Erre
ugyanaz a modszer kinalkozik mint Mealy-automatdk esetén: Legyen elGszor Ay =
{ap}. Ezutdn minden i > 1-re legyen A1y = {a | 3¢’ € A,z € X : 0(d,z) = a}.
Ha valamely ¢ > 1-re elérjiik, hogy A; = A;i1, akkor A" = A;. Nyilvan az ilyen i-re
i < |A] —1 teljesiil.

2.5.5 Minimalizacios Algoritmus Kimené6 Jel Nélkiili Automatakra

Tetszéleges A = (A, X,d) kimend jel nélkilli automata esetén valamely a € A
allapot és nem tires p bemend sz6 esetén a kimend szét d(a,p)-vel azonositottuk.
Ha a bemend sz6 az tires szd, akkor viszont kimend szonak ugyancsak az iires szot
tekintettiik minden allapotra vonatkozdéan, mint a Mealy-automataknal.
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Ezek szerint egy egymastol kiilonbozo a,b € A allapotpar nem tartozhat egy
osztalyba, ha valamely (nem feltétlen kiilénboz6) ¢,d € A allapotparra és z,y € X
bemené jelekre d(c, z) = a és §(d,y) = b. Masképp mondva, két a,b € A allapot csak
ugy tartozhat egy osztalyba, ha egyrészt minden = € X-re d(a,x) = 0(b, z), masrészt
legalabb egy d € {a, b}-re akarhogy is adjuk meg a ¢ € A, x € X pért, d(c,x) # d.

fgy az Aufenkamp-Hohn féle minimalizaciés algoritmust helyett kimend jel nélkiili
automatakra a kovetkezo algoritmust alkalmazzuk:

Egy véges A = (A, X, J) kimené jel nélkiili automata esetén az Ay redukélt kimen6
jel nélkiili automatahoz is ugy jutunk el, hogy elészor képezziik az A egy olyan By
részhalmazat, mely tartalmaz minden olyan a € A éallapotot, melyhez van olyan b €
A,x € X, hogy (b, x) = a. Vezessiik be tovdbba a Cy = A\ By jelolést. Mindaddig,
mig valamely ¢ > O-ra C; tires nem lesz, hajtsuk végre a kovetkezd algoritmust:

Tegytik fel, hogy valamely ¢« > O-ra B; és C; adottak. Legyen valamely tetszélegesen
rogzitett ¢ € Ci-re B;1; = B;U{c}. Eutan C;; -t C;-bol ugy képezziik, hogy C; elemei
koziil elhagyunk minden olyan ¢ € C; elemet, melyhez van olyan b € B;,1, hogy
tetszOleges € X mellett 0(¢,z) = §(b,x). Ha C;y; = 0, akkor készen vagyunk,
kiilonben noveljiik eggyel ¢ értékét, s ismételjiik meg az el6zo 1épést.

Vildgos, hogy A végessége miatt ez az eljaras véges lépésben valamely ¢ > 0O-ra
véget ér, s az is konnyen igazolhatd, hogy a fenti algoritmus végén minden a € A-hoz
tartozik pontosan egy olyan b € B;, 1, hogy tetszéleges € X mellett 0(a, z) = §(b, ).
Ekkor megkapjuk a B = (B, X,d’) kimen6 jel nélkiili automatat, ahol B = B,y és
0" = 0§ |pxx mellett B olyan (kimend jel nélkiili) allapot részautomatdja lesz A-nak,
hogy minden a € A-hoz taldlhaté olyan b € B, hogy tetszoleges x € X mellett
d(a,z) = 0(b,z). Ez a B kimend jel nélkiili automata lesz az A kimend jel nélkiili
automatahoz tartozo redukalt automata.

2.5.6 Kiegészités a Minimalizacios Algoritmus Kimen6 Jel Nélkiili Au-
tomatakra Ismertetett Valtozatahoz

Ha a célunk nem a kimend jel nélkiili automatdhoz tartozé (redukélt) minimélis
allapotszamu kimend jel nélkili automata, hanem csupén az a ¢,,-t indukalé minimalis
inicidlis kimen6 jel nélkiili automata meghatéarozasa, akkor ehhez az A = (A, ag, X, 0)
minimalizalandé kimend jel nélkiili automata helyett annak a kezd6 allapotbol elérhet6
allapotok &ltal meghatarozott, azaz az A’ = {d(ag,p) | p € X*} éllapothalmazzal
rendelkez6 A" = (A’ a0, X,d’,) inicidlisan Osszefiiggd (kimend jel nélkiili) allapot-
részautomatajat minimalizaljuk. Az ag-bdl el nem érheté allapotok ugyanis most
sem jatszanak szerepet a ¢, leképezés indukaldsdban (az Osszes ag-bdl elérhetd
allapotok viszont igen). Mivel A végessége miatt ekkor a kezdd allapotbdl csak azok
az allapotok érheték el, melyek legfeljebb |A| — 1 hosszusdgu szavakkal elérhetok,
az A allapothalmaz A’ részhalmaza algoritmikusan meghatdrozhaté. Erre itt is a
kévetkezé mddszer kindlkozik: Legyen elGszor Ag = {ao}. Ezutdn minden i > 1-re
legyen A;yq = {a | 3’ € A,z € X : §(d/,x) = a}. Ha valamely i > 1-re elérjik,
hogy A; = A;y1, akkor A’ = A;. Nyilvan az ilyen i-re i < |A]| — 1 teljesiil. Az ap-bdl
elérheté minden a’ € A’ allapot nyilvan rendelkezik azzal a tulajdonsaggal, hogy al-
kalmas b € A’ x € X parra §(b,z) = d'. [gy ha ag is elérhetd Snmagabdl, akkor A’ egy
minimalis, @,,-t indukalé automata lesz. Ugyancsak az lesz, ha minden a € A’ \ {a}
esetén van olyan x € X, melyre d(ag, x) # 0(a, ). Ellenkez esetben valamely a € A’-
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re 6(a,x) = d(ap,x) minden = € X-re fenndll, tovabba tetszéleges (az iires sz6tol
kiilonbo6z6) p € X bemend sz6 esetén d(ag, p) # ap. Ha van olyan p € Xt ({ires sz6tdl
kiilonb6z6) bemend szd, hogy d(a,p) = a, akkor vildgos, hogy A’ ismét redukilt au-
tomata lesz. Ellenkez6 esetben amellett, hogy az a, ag € A péarra §(a,z) = §(ag, ),z €
X fennall, {6(ag,p) | p € XT}N{ag,a} =0és {6(a,p) |p € Xt} N{ag,a} =0 is tel-
jesiil. Vildgos hogy ebben az esetben a §”(b, x) = 0(b,z),b € A'\ {d'}, z € X atmeneti
fiiggvénnyel definidlt B = (A’\{a}, a, X, ") egy olyan minimalis dllapotszam iniciélis
kimend jel nélkiili automata lesz, melynek a € A"\ {ap} kezdd allapota pont @, -t
indukalja.

Csak megemlitjiik itt, hogy hasonlé médszerrel minimalizalhatéak a Rabin-Scott
(felismer6-) automatdk is. Ezesetben az Aufenkamp-Hohn algoritmus elsé osztélyozd
lépésében két csoportot képziink, mégpedig a végallapotok, illetve a tobbi allapot
halmazat.

2.6 Automatak Ekvivalencijja, Gill Tétele

A kozos X,Y halmazokkal biré A = (A, X,Y,0,7) és A = (B, X,Y,d,7) au-
tomatdk a € A és b € B allapotait egymassal ekvivalens allapotoknak mondjuk
(jelekben: a = b), ha a és b az A, illetve B automataban ugyanazt a leképezést in-
dukélja, azaz ¢, 4 = . Magukat az A és B automatdkat ekvivalenseknek nevezziik,
ha barmelyikiik barmely allapotdhoz van a masiknak ezzel az allapottal ekvivalens
allapota, azaz F, = Fp. Specidlisan, két inicidlis automatat akkor mondunk ekvi-
valensnek, ha kezd6 allapotaik ekvivalensek egymassal.

Tétel 2.11 Tetszbleges A automataval ekvivalens automatdak M halmazdban létezik
olyan A-izomorfidatdl eltekintve egyértelmiien meghatarozott A" automata, amely barmely
M -beli automatdnak A-homomorf képe. A’'-ként vdlaszthatd barmely M-beli automa-
tahoz tartozo redukdlt automata.

Mint mar kordbban lattuk, egy Moore-automata tekintheté specialis Mealy-auto-
matanak. Az elmélet kiépitése folyaméan fontos szerepet tolt be Arthur Gill kovetkezd
eredménye, mely azt igazolja, hogy informacié atalakitas szempontjabdl a két au-
tomata fogalom ekvivalens.

Tétel 2.12 (Gill Tétele) Bdrmely Mealy-automatihoz létezik vele ekvivalens Moore-
automata. Emellett, ha a Mealy-automata véges, akkor a hozzd megkonstrudlt, vele
ekvivalens Moore-automata is vilaszthato végesnek.

Bizonyitds: Legyen A = (A, X,Y,,7) tetszbleges Mealy-automata. Egy vele ekvi-
valens Moore-automatat a kovetkezoképp konstrualhatunk meg:

Legyen A" = (A’ X,Y,d',7), ahol A" = AUA x X, tovabb4 tetszbleges o’ € A’ x €
X parra

5(d,z) (d, ) ha o' € A,
1 (0(a,2),x) had = (a,2') € Ax X,
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oy (e, ) ha o' € A,
V(G’@_{”y(é(a,x’),x) ha a = (a,2') € Ax X~

Mutassuk meg, hogy minden a € A,p € X* esetén v(a,p) = 7v'(a,p). Nyilvan
elegendd nem fiires szavakra szoritkoznunk. Legyen tehat xq,...x, € X és tekint-
sik az a,a17 = 0(a,z1),a2 = d(ay,22),...,an1 = 6(ay_2,7,_1) allapotokhoz az
y1 = v(a,z1),y2 = y(a1,22), ...,y = Y(an_1,2,) kimend jeleket. Vildgos, hogy
ekkor definicié szerint ~y(a,z1---x,) = Y1+ Yn. Masrészrol, &' és « definicija
alapjan &' (a,z1) = (a,1),0 ((a,x1),x2) = (0(a,x1),x2) = (a1,x2),8'((a1,22),x3) =
(0(ar, 2),23) = (ag,x3), illetve V'(a,z1) = ~la,z1) = w,7((a,21),22)
= 7(0(a, 21),22) = (a1, ¥2) = y2,7'((a1, 22), ¥3) = Y(6(a1, 22), 23) = Y(a2,23) = ys,

Y ((an—2, 1), 20) = Y(0(an_2,Tpn_1),Zn) = Y(an_1,%,) = yn. Azt kaptuk tehat,
hogy minden a € A-ra és p € X*-ra v(a,p) = 7'(a, p). Igy minden A-beli allapothoz
létezik vele ekvivalens A’-beli allapot. Természetesen az is igaz, hogy A" minden
A-ba es6 allapotdhoz van vele ekvivalens A-beli allapot. A és A’ ekvivalencidjahoz
azt kell még megmutatnunk, hogy az A" minden A x X-beli allapotahoz is van
az A automatdnak vele ekvivalens allapota. Ehhez legyen (a,x) € A x X. Mutas-
suk meg, hogy A’ ezen allapota ekvivalens az A automata d(a,x) allapotaval, azaz
v ((a,z),p) = v(6(a, x),p) minden p € X* mellett fennall. Nyilvdn most is elegend
nem iires szavakra szoritkoznunk. Legyen tehat x1,...z, € X.

Ekkor, az el6bb kapott vy(a,zy---x,) = 7' (a,z1 - x,) egyenl6ség fennallasanak
igazolasdhoz hasonléan blzony1that0 hogy ~(a,zxy---x,) = 7’(a,xx1 Cee ).
Viszont  v(a, zx; - - xn) = A(a,x)y(0(a,x),x1- - x,) és A(a,xxy- 1) =
= v(a,z)y'(d(a,x), 21 - x,) definici6 szerint fenndll. §" definicidja szerint §'(a, z) =
= (a,x), igy 7' (a,zzy - x,) = vy(a,2)y ((a,x), 21 - - x,). Mésrészt 4 definicija ér-
telmében +/(a,z) = ’y(a, x) Mivel két kimené sz6 pontosan akkor egyezik meg, ha
betiirél-betiire megegyezik, v'(a,z) = v(a,x) és y(a,xx1---2,) = ' (a,z21 - T})
teljestilése ekkor v(a,zzy---x,) = v(a,2)y(d(a, ), 21 - x,) és ¥ (a,xxy - 2,) =
v(a,z)y'((a,x),z1---x,) miatt azt jelenti, hogy ~(d(a,z),z1- - x,) =
v ((a,x), x; - - - x,). Ezzel kimutattuk, hogy az A automata d(a, x) allapota ekvivalens
az A" automata (a,z) allapotaval. Tehat, valéban, az A automata ekvivalens az A’
automataval.

A tételhez azt fogjuk még igazolni, hogy A’ tekintheté Moore-automatanak. Legyen
p o AY — Y tetszbleges olyan leképezés, melyre minden (a,z’) € A x X esetén
p((a,2") = v(a,z). (u(a) értéke a € A mellett tehdt lényegtelen azon tilmendéen,
hogy egy rogzitett Y-beli elemnek kell lennie.) Ekkor tetszdleges a € A,x € X
parra v'(a,x) = ~y(a,z), ahol (a,x) = 0'(a,x). Mindemellett ha (a,2’) € A x X,
tgy minden z € X-re 7/((a,2'),z) = v(d(a,2’), x), ahol (0(a,z’),z) = 0'((a,z’), x).
Tehdt p : A — Y specidlis megvélasztasaval kaptuk, hogy minden a € A,z € X
pérra 7/ (a,x) = (&' (a,z)). A’ igy valéban Moore-automata. (Erdekességként meg-
jegyezzilk, hogy pu(a) értékére a € A esetén annyit kellett csak kikotni, hogy egy
tetszélegesen rogzitett Y-beli elem legyen.)

Végiil, ha A véges, akkor A, X,Y rendre véges halmazok. Ekkor viszont A" =
AUA x X is véges, ami (X és Y végessége mellett) azt jelenti, hogy A’ véges. Ezzel
a tételt teljesen bebizonyitottuk. a
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Megjegyzés 2.15 Gill tétele lehetové teszi, hogy bizonyos kérdésekben csupdn Moore-
automatdakra szoritkozzunk, hiszen a tétel azt fejezi ki, hogy mdr Moore-automatdkkal
eloallithatok mindazok a leképezések, amelyek eldallithatok az dltaldinosabb Mealy-
automatakkal. Mdsrészt azt is meq kell jeqyeznunk, hogy a Moore-automatdk osztdlya
szamos fontos konstrukciora nézve nem zdrt (dllapothomomorf kép képzése, redukdlt
automata meghatdrozdsa, stb.). Emiatt mégsem szoritkozhatunk minden vizsgdlatndl
csak a Moore-automatdk osztalyara. Végul megjeqyezzik azt is, hogy hasonlo konst-
rukcioval igazolhato Gill tétele inicidlis automatdkra is.

2.7 Regularis Kifejezések

Legyen X = {x1,...,2,} tetszéleges nem iires és véges halmaz. Ekkor az Lx = {L |
L C X*} halmazt X feletti nyelvek halmazdnak, elemeit X feletti nyelveknek nevezzik.
Specialis X feletti nyelvek:

(a) tres nyelv: () (tires halmaz);

(b) kezdd nyelv: {\};

(c) alapnyelvek: {x1},{xa}, ..., {zn};

(d) univerzalis nyelv: X*.

Az iires nyelvet, a kezdd nyelvet, valamint az alapnyelveket elemi nyelveknek is
hiviuk.

Lx-ben a kovetkez6 alapmiiveleteket (nyelvmiveleteket) definialjuk:

(i) Osszedds: Ly, Ly € Ly dsszegén értjik és Ly + Lo-vel jeloljik az Ly + Ly = {p |
p € Ly vagy p € Lo} nyelvet, mely nem méas mint Ly és Ly halmazelméleti Osszege;

(ii) szorzés: Ly, Ly € Lx szorzatdan értjik és LiLo-vel jeloljik az Ly Ly = {p1ps2 |
p1 € Ly, p2 € Ly} nyelvet;

(iii) iterdcid: L € Ly iterdltjan vagy mas néven lezdrtjan értjiikk és L*-al jeloljitk
az L* = {pipa-pr | 1, ..,k € L,k > 1} U{\} nyelvet. Mésként kifejezve, L € Lx
iterdltja az L* = S.° L', ahol L° = {A},Li = LL*"\. Az Lx = {L | L € X*}
halmazt a rajta értelmezett ezen harom miivelettel (Gsszeadds, szorzas, iteracid) X
feletti nyelvalgebranak hivjuk. A nyelvalgebraban érvényesek az absztrakt algebrabodl
ismert, vagy azokhoz hasonlé miiveleti tulajdonsigok:

Ly + Ly = Ly + Ly (6sszeadas kommutativitdsa);

(L1 + Lo) + Ly = Ly + (Lo + L3) (6sszeadds asszociativitasa);

L+ L = L (6sszeadés idempotencidja);

L+ 0 = L (additiv egységelem létezése);

(L1L9)Lg = Ly(LoL3) (szorzés asszociativitésa);

L{\} = {\}L = L (multiplikativ egységelem létezése);

(Ly + Lo)L3 = Ly L3 + Lo L3 (baloldali disztributivités);

Li(Ly + L3) = L1 Ly + Ly L3 (jobboldali diszributivités);

(A} = {Ak

0 ={\}:
L* = (LM (0 L), k > 1;
LL* = L*L;

L* = {\}+ LL";
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(L + Lo)* = (LiL3)%;

Két kivétellel minden felsorolt azonossag egyszerti szamitassal adddik a definiciok
alapjan. Ezért csak ezt a két Osszefiiggést fogjuk bizonyitani.

Mutassuk meg elészor, hogy L* = (L*)*(32+) L*), k > 1. Ehhez azt kell beldtnunk,
hogy a baloldali halmaznak pontosan azok az elemei mint a jobboldalinak.

A baloldali halmaznak és a jobboldali halmaznak is eleme az tires szé, igy csak az
tires szotol kiilonbozo elemek vizsgalatara kell szoritkoznunk. A baloldal az iires szén
kivil tartalmazza azokat a p szavakat, melyek eloallnak valamely n > 1-re p = p1 -« - pn
alakban, ahol pq,...,p, € L. Ha minden tényezo az iires sz6, akkor p = A, s ezzel az
esettel mar nem kell tovabb foglalkoznunk. Tehat feltehetd, hogy van olyan 1 < i < n,
hogy p; # A, azaz p # A. Legyen valamely u > 0 nemnegativ egészre n = uk + v, ahol
0 <wv < k. Ekkor p = q1¢2, ahol vagy ¢ = A (ekkor u = 0) vagy pedig ¢1 = p1 - * Puks
ahol py,...,pux € L (hau # 0), s ugyanekkor vagy ¢o = A (ekkor v = 0), vagy
G2 = Puk+1" " Puk+vs a0l Puki1, .., Dukto € L (ha v # 0). Mindenképp fenndll, hogy
q1 € (L¥)*,illetve o € LV,0 < v < k, azaz p = q1qo € (L¥)*L®. Tehat p eleme mindkét
oldalnak, amivel a két oldal egyenloségét kimutattuk.

[gazoljuk most az (Ly + Lo)* = (L{L%)* egyenléséget. Itt is igaz, hogy a baloldali
halmaznak és a jobboldali halmaznak is eleme az iires sz6, igy csak az iires szotél
kiilonbozo elemek vizsgalatéara kell szoritkoznunk. Hasonld a helyzet mint az el6z6
esetben. Mindkét oldal az iires szon kiviil pontosan azokat a p szavakat tartalmazza,
melyek el6allnak valamely n > 1-re p = p; - - - p,, alakban, ahol py,...,p, € Li + Ls.
A két halmaz tehat egyenlo.

Regularis nyelvnek hivjuk az tires nyelvet, tovabba mindazon nyelveket, ame-
lyek elemi nyelvekbol az alapmiiveletek véges szamu alkalmazasaval eléallithatok.
(Igy példaul regularis nyelvek: 0, {\}, {z1}, X*, ({z1 {2 })* + {23}.) Kés6bb igazolni
fogjuk, hogy a reguldris nyelv fogalmanak masik jol ismert definicidja ezzel a fo-
galommal ekvivalens. Reqguldris kifejezésnek hivjuk az (-t, tovabb4d mindazon elemi
nyelvekbdl, miiveleti jelekbdl és zardjelekbdl allo véges lancokat, melyek megmutatjak,
hogy a regularis nyelv hogyan all el6 az elemi nyelvek és az alapmiiveletek segitségével.
A reguléris nyelv és a reguléris kifejezés altalaban nem egyértelmiien meghatarozott.
(Példaul L{\} = 0*L = ({\} +{A\})L = ---.) Ezért kiilon érdekes, hogy hogyan lehet
eldonteni az Fx nyelvalgebraban, hogy két kiillonboz6 regularis kifejezés ugyanazt a
regularis nyelvet allitja-e el6. Késobb latni fogjuk, hogy ez a kérdés eldonthetd. Sot,
ha pontosan megmondjuk, hogy mit is értiink egy regularis nyelvet megadd minimaélis
reguldris kifejezésen (példaul lehet ez alatt érteni (a karakterszamra) a legrévidebbet),
akkor annak meghatarozasara is megadhaté algoritmus.

Az alapmiiveletekre fentebb felsorolt miiveleti azonossagok lehetové teszik, hogy
alkalmazasukkal a regularis nyelv reguléris kifejezését viszonylag egyszeriibb, vagy
egyéb szempontbol kedvezébb (példaul révidebb) alakra hozzuk. Megéllapodunk ab-
ban, hogy ha a kijelolt miiveletek sorrendjét miiveleti zardjelek nem irjak eld, akkor
az alapmiveleteket iteracid, szorzas, osszeadas sorrendben végezziik el.

Végiil megjegyezziik, hogy reguléris kifejezés megaddsénal a legtobb esetben az (egy
elemi) elemi nyelveket az elemiikkel jelolik, s a tovabbiakban mi is ezt a konvencidt
fogjuk kovetni. (Példaul az {z}*+ ({z}+{A}){y}" helyett a tovabbiakban egyszeriien
csak o* + (z 4+ A\)y*-t frunk.)
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2.8 Automatak Analizise és Szintézise. Nyelvek Eloallitasa
Automatikban

Az automatédk és az automata leképezések kapcsolatat illetéen két ellentétes kérdés
fogalmazhaté meg:

I. Ha adva van egy inicidlis automata, meghatarozandé az altata indukalt leképezés
(analizis);

II. Ha adva van egy inicidlis automata leképezés, meghatarozandé legaldbb egy
olyan inicialis automata, amely ezt a leképezést indukélja (szintézis).

A szintézis feladata nem egyértelmi ugyan, de egyértelmiivé teheté a minimalizdlas
feladataval. Az analizis és szintézis feladata csak akkor fogalmazhaté meg egzakt
modon, ha megallapodunk abban, hogy mit értiink automata és automata leképezés
megaddsdn. Véges automatdt példaul tabldzattal adunk meg (1dsd 2.2. fejezet). Véges
automata leképezések megadasa altalaban problémat jelent a végtelen értelmezési tar-
tomany miatt. Bizonyos esetekben viszont kozonséges modon is lehetséges. Igy példaul
X ={z},Y = {u,v} mellett az A — \, 2" — wv" !, n > 1 kifejezésekkel nyilvan egy
automata leképezést adtunk meg. Az analizis és szintézis probléma ebben a megfogal-
mazasban tul altalanos. Ezért ezt a két feladatot csak véges automatakra fogalmazzuk
meg pontosabban. Ezzel kapcsolatban egy tovabbi probléma is fellép:

0. Meg kell adnunk a véges automatak altal indukalhaté automata leképezéseknek
az automataktol fliggetlen lefrasat. Mas szoval, keresniink kell olyan irasmodot, amely-
ben el tudjuk donteni, hogy valamely, ebben az irdasmédban megadott automata
leképezés indukalhato-e véges automataval vagy sem. Ezek utan véges automatakra
az analizis és szintézis problémaja igy fogalmazhaté meg:

I’. Barmely adott véges automata esetén meg kell tudnunk adni a széban forgd
irdsmodban azt a leképezést, amelyet az automata indukal,

IT". Ha ebben az frasmédban meg van adva egy véges automata altal indukalhato
leképezés, akkor meg kell tudnunk adni legalabb egy olyan automatat, mely ezt a
leképezést indukalja és allapothalmaza véges.

Egy olyan leképezés megadéasi modszer, mely eleget tesz a 0.,1.I1." feltételeknek,
eloszor S. C. Kleene talalt 1956-ban, bevezetve a regularis kifejezés fogalmat.

A fejezet tovabbi részében kimend jel nélkiili automatakkal foglalkozunk. Az itt
leirt eredmények lehetévé teszik, hogy az analizis és szintézis foglamat modositsuk és
e kettos feladat megoldasat kimeno jel nélkiili automatak vizsgalatara vezessiik vissza.
Amint lattuk, a generativ rendszerek egyik fontos tipusat képezik a generativ nyelv-
tanok, melyek a formalis nyelvek eloallitdsara alkalmas eszkozok. A formaélis nyelvek
felismerésére viszont nem az analitikus nyelvtanokat, hanem kimené jel nélkiili au-
tomatakat szokas alkalmazni.

Tetszéleges A = (A, X, ) kimen6 jel nélkiili automata esetén egy a € A,p € X*
par esetén jelolje ap a d(a,p) allapotszd utolsé betiijét. (fgy a\ = a.) Azt mondjuk,
hogy az A automata az a € A éllapotbdl a p = xy---x, (, ahol z41,...,z, € X)
sz0 hatésara dtmegy a b € B allapotba az aq,...,a,_1 dllapotsorozaton keresztiil,
ha d(a,p) = ay---a, és a, = b. A kozbilsd dllapotok ennél az dtmenetnél az a; =
ary,s = QriTo,...,0y,_1 = a1 - - - T, 1 lesznek.
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kozbiilsé dllapotok

i : - 6 ) @

Azt mondjuk, hogy egy X feletti L nyelv az A = (A, ag, X, 0) kimen jel nélkiili au-
tomataban el6éallithat6 az A allapothalmaz A’ részhalmazéval, vagy az A automata az
L nyelvet felismeri az A" halmazzal - jelekben: L = L A/ - ha L azokbdl és csak azokbol
a bemend szavakbdl all, amelyek hatdséra az ag kezdd allapotbdl A’-beli dllapotba
megy at, vagyis p € L < agp € A’. Specidlisan, Lfl = X* és Lg\ = (). Itt utalunk a
2.1. fejezetre, ahol a Rabin-Scott automatat leirtuk. Most tulajdonképpen ezekrol a
felismerd automatékrol van sz, amelyekre a végéallapotok halmaza éppen pl. az A'.

Tétel 2.13 (Kleene Tétele) Bdrmely adott A véges kimend jel nélkili inicidlis au-
tomatdhoz és dllapotar M részhalmazdihoz meg tudjuk adni annak a nyelvnek eqgy
requldris kifejezését, amely A-ban az M halmazzal elédllithato. Megforditva, minden
requldris kifejezéshez megadhatd eqy A véges kimend jel nélkili inicidlis automata és
dallapotai M részhalmaza igy, hogy a tekintett requldris kifejezés A-ban az M halmaz-
zal eloallithato. a

Kleene tételének konstruktiv bizonyitasat fogjuk adni a 2.9. és 2.10. Fejezetekben.

Azt mondjuk, hogy az X* monoidon (azaz egységelemes félcsoporton) definidlt
valamely o ekvivalencia relacié jobbkongruencia, ha minden p,q,r € X* harmasra
igaz, hogy poq = proqr. Az X* monoid egy C, osztélyozdsat jobbrol stabilnak (vagy
Jobbrdl kompatibilisnek) hivjuk, ha a p relacié jobb kongruencia. Végiil, a ¢ relaciot,
illetve a C, osztédlyozast véges indexdnek mondjuk, ha véges sok osztalybdl &ll. Analég
modon definialhaté a balkongruncia és a balrél kompatibilis osztalyozas. Egy, az X*
monoidon megadott relaciét kongruencidnak hivunk, ha egyidejiileg bal- és jobbkong-
ruencia. Masként kifejezve, az X* monoidon értelmezett o relacié kongruencia, ha
barmely p, q,r, s € X*-ra poqg = rpsprgs. (Megjegyezziik, hogy természetesen p, q,r, s
barmelyike lehet az tires sz6.) Egy o kongruenciahoz tartozé C, osztélyozést kompati-
bilisnek mondunk. Masként kifejezve, kompatibilisnek hivjuk az egyidejiileg balrél és
jobbrol stabil osztalyozast.

A véges automatakban eléallithato nyelvek egy relacidelméleti jellemzését adja My-
hill és Neroda tétele.

Tétel 2.14 (Myhill és Neroda tétele) Egy véges X dbécé feletti L nyelv akkor és
csak akkor dllithato elo eqy véges kimendo jel nélkili inicidlis automatdban az dllapotok
valamely részhalmazdval, ha megadhato X*-nak olyan véges indexd kompatibilis C
osztalyozdsa, hogy L eldall bizonyos C'-beli osztalyok egyesitési halmazaként.
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Bizonyitds: Mindenekelott megjegyezziik, hogy X*-nak az a trividlis osztalyozasa,
amelynél minden elem egymagaban alkot egy osztalyt, nyilvan kompatibilis és egy L
nyelv mindig el6all ennél az osztalyozasnal bizonyos osztalyok egyesitési halmazaként.
Ennél fogva egy tetszoleges L nyelv esetén mindig van olyan kompatibilis osztalyozasa
X*-nak, hogy az L eloall bizonyos osztalyok egyesitési halmazaként.

A tétel sziikségességének bizonyitasahoz tegyiik fel, hogy egy L nyelv eldallithato
az A = (A, ag, X,9) kimend jel nélkiili véges automata allapotainak egy A’ részhal-
mazaban, vagyis az (A, ag, X, 0, A’) Rabin-Scott automata éppen az L nyelvet ismeri
fel. Definialjunk X*-on egy kongruenciat a kévetkezoképp:

Vp,q € X*: (poaq = Va € A:ap = aq).

(Vagyis minden p,q € X* esetén posq akkor és csak akkor teljesiiljon, ha tetszoleges
A-beli allapotra a p szé az a allapotot ugyanabba az édllapotba viszi 4t mint a ¢ sz6.)
Ekkor a p-hoz tartozé C), kompatibilis osztdlyozasndl egy-egy osztalyba pontosan azok
az X*-beli elemek tartoznak, melyek az A inicidlis kimend jel nélkiili automata kezdé
allapotat egy meghatarozott allapotba viszik. Nyilvanvald, hogy az A végessége miatt
az A halmaz véges, azaz a C, kompatibilis osztalyozds véges sok osztdlyt tartalmaz.
Tehét C, valéban véges indexli. Azt kell még kimutatnunk, hogy L el84ll bizonyos C,-
beli osztalyok egyesitési halmazaként. Jelolje most tetsz6leges a € A mellett C(® ezen
C), kompatibilis osztdlyozas azon osztalyédt, melynek elemei az ay kezdd éllapotot az a
allapotba viszik at. Mivel feltettiik, hogy a A az L nyelvet allapotainak A’ halmazaval
ismeri fel, ekkor L = U{C@ | a € A’}. (Természetesen L = {) eléfordulhat. Ilyen
esetben A’ = ().) Ezzel a tétel sziikségességét kimutattuk.

Most igazoljuk az elegenddséget. Tegyiik fel, hogy megadhaté X*-nak olyan véges
index{t kompatibilis C' osztalyozasa, hogy L eldall bizonyos C-beli osztélyok egyesitési
halmazaként. Korabbi konvenciénknak megfelelen tetszéleges p € X* mellett C[pl-
vel fogjuk jelolni azt az osztalyt, melynek egy adott p € X* eleme. Ha L = (), akkor
L barmely véges inicialis kimendjel nélkiili automataban el6allithato az allapotok egy
tires halmazaval. fgy a tovabbiakban feltehetjiik, hogy L nem itires. Mivel C' kom-
patibilis, ez azt jelenti, hogy tetszéleges p,q € X* mellett Cp] = Clq] = Vz €
X : C[px] = Clgx] (vagyis tetszbleges p, ¢* esetén a p és a g egy osztélyba esése azt
eredményezi, hogy minden x € X esetén a pxr és a qr is egy osztdlyba fognak esni.)
Ekkor viszont jol definidlt (azaz az értelmezési tartomany minden elemének valéban
pontosan egy elem felel meg az értékkészletben) az a 0 : C' x X — C leképezés,
melyre minden p € X* & € X péar mellett 6(C[p],z) = C[px]. Tekintsiik most az
ezen ¢ atmeneti fiiggvénnyel rendelkezé A = (C, C[\], X, ) véges inicidlis kimend jel
nélkiili automatat (ahol C'[A] jeloli a C' azon osztalyat, mely az iires szét tartalmazza).
Jelolje C" a C azon részhalmazat, melyre teljesiil, hogy az L el6all a C'-beli osztalyok
egyesitéseként. Az A definicidja értelmében minden p € X*-ra 6(C[A],p) = C|p|.
Vildgos, hogy ekkor minden p € X* esetén C[p] € C’ pontosan akkor &ll fenn, ha
C[A-t a p sz6 az A automataban valamely C’-beli allapotaba viszi at. Vagyis A
allapotainak C’ részhalmazdaval épp az L nyelvet ismeri fel. Ezzel a tétel bionyitasat
befejeztiik. a

Valamely A = (A4, ag, X, d) kimend jel nélkiili (nem feltétleniil véges) automata
esetén a Vp,q € X* : (poaq < Va € A : ap = aq)-val definidlt o kongruenciét az A
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Myhill-Nerode féle kongruencidjanak hivjuk, a hozza tartozé X*/o fakorfélesoportot
pedig az A automata karakterisztikus félcsoportjanak nevezziik.

Az A karakterisztikus félcsoportja nyilvan tgy is megadhatd, mint az A allapothal-
maz feletti teljes transzformacié félcsoport azon részfélcsoportja, amelyet az Osszes, az
d.(a) = 0(a,x),a € A bsszefliggésnek eleget teve 0, : A — A leképezések {0, | x € X}
halmaza generdl. Ilyen interpretaciéban az S(A) elemei azok az n, : A — A,p € X*
alaku leképezések lesznek, melyekre 7n,(a) = ap,a € A.

Példa 2.16 Az L = {z™y™ | m > n > 0} nyelv véges kimend jel nélkiili inicidlis
automatdban nem dllithaté eld. (x™ egy n hosszisdgu, csupa x betdbdl dllé szot
jelol.) Valdban, ha L véges kimend jel nélkili inicidlis automatdban eldallithatd lenne,
akkor a Myhill-Nerode tétel szerint lenne az X*-nak véges indexi olyan C kompa-
tibilis osztdlyozasa, hogy L elddll véges sok osztaly egyesitéseként. Mivel L végtelen
elemi, s véges sok osztdly egyesitéseként elodll, van olyan osztdly, mely valamely
u—v > k—1{0>0 feltételnek eleget tevd u, v, k, { természetes szamokra x'y*-t és xFy*-t
tartalmazza. Viszont xty" (= a%y y*=*) € L, s ugyanekkor x*y*(= z*y'y*=*) ¢ L.
Vagyis van olyan p € X*, hogy x'y’p € L mellett z*y‘p ¢ L. Mivel feltételezésiink
szerint L elédll (véges sok) C-beli osztaly egyesitéseként, L-nek azok és csak azok
az osztalyok lehetnek a részhalmazai, melyek eqgyesitéseként L elddll. Ez viszont azt
is jelenti, hogy x%y’p és x*y‘p nem tartozhatnak a C osztdlyozds eqy és ugyanazon
osztalydba. Tehdt, feltételezésinknek ellentmondva a C' nem kongruencia osztdlyozas.
Ekkor viszont nem lehet az L nyelvet véges kimend jel nélkili inicialis automataban
eloallitana.

2.9 Véges Automatak Analizise

Az automatédk analizisének problémajat véges automatakra igy modositjuk:

A véges automatik analizise jelentse olyan univerzalis algoritmus megadasat, a-
melynek alkalmazasaval barmely adott A = (A, agp, X,0) véges kimend jel nélkiili
inicidlis automatahoz és allapotai M részhalmazdhoz meg tudjuk adni annak a
nyelvnek egy reguldaris kifejezését, amely A-ban az M halmazzal eléallithaté. Ilyen
algoritmus létezését S. C. Kleene bizonyitotta be 1956-ban. Mi a tovabbiakban
McNaughton és Yamada algoritmusat ismertetjiik, amely egyben konstruktiv bi-
zonyitasat is szolgdltatja a kovetkezo tételnek.

Tétel 2.15 Ha a véges X halmaz feletti L nyelv elddllithato véges kimend jel nélkili
wnacialis automata dllapotai valamely M részhalmazaval, akkor az L nyelv requldris.

Bizonyitds: A kivant algoritmus megadasdhoz nyilvan elég olyan eljarast megkonst-
rudlni, amely lehetové teszi az olyan nyelv egy regularis kifejezésének felirasat, amely
A-ban tetszéleges, egyetlen allapottal el6allithatd, hisz ha M = {a4, as, ..., a,}, akkor
LY = LY 4+L%+- -+ L% (= LYULZU- - -UL%). Igy a tovéabbiakban csupdn az olyan
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regularis nyelvek regularis kifejezéssel torténé megadasat vizsgaljuk, melyek minde-
gyike A-ban egy-egy allapottal (azaz az allapotok egy-egy egy elemii részhalmazaval)
el6éllithat6. Legyen A = ({1,...,n},1,X,0) egy véges inicidlis kimend jel nélkiili
automata, melyben az allapothalmaz 1-t6l alkalmas n-ig terjed6 természetes szamok
halmaza, s az 1 természetes szam a kezdo allapot. Az allapothalmaz és a kezdo allapot
ilyen megvalasztasa nem jelent igazi megszoritast, hisz tetszoleges véges inicidlis ki-
mend jel nélkiili automata esetén jelolhetjiik 1-el a kezd6 allapotot, s amennyiben az
allapotok szama n, az {1,2,...,n}-el az allapothalmazt (aszerint hogy az allapotok
egy tetszoleges, kezdo allapottal kezdddé felsorolasandl beszéliink els6, masodik,. . .,
n-edik allapotrdl). Jelolje Lﬁj tetszéleges i,7 € {1,...,n}re és k € {0,1,...,n}-re
azt a nyelvet, mely azokbdl és csak azokbdl a bemen6 szavakbdl all, amelyek hatasara
az A az i € {1,...,n} éllapotbdl atmegy a j € {1,...,n} allapotba ugy, hogy k = 0
esetén nincs kozbiilsé allapot, £ > 0 esetén pedig legfeljebb az 1,... &k allapotok
léphetnek fel kozbiilsé allapotként. Specidlisan, L?’j jeloli azt a nyelvet, amelynek e-
lemei hatdséra A az i € {1,...,n} dllapotbdl kozvetleniil, kozbiils$ allapotok nélkiil
megy at a j € {1,...,n} allapotba. (Itt tehdt k nem kitevét hanem egyszeriien indexet
jelol!)

Elegendé megmutatni, hogy barmely m € {1,...,n} esetén az L}, reguldris,
hiszen L’} = L7,,, s elegendd ezen nyelvek egy reguldris kifejezését megadni. Ennél
valamivel tobbet bizonyitunk: Igazolni fogjuk, hogy minden Lﬁj nyelv regularis és
rekurziv formulat adunk az ilyen nyelvek egy regularis kifejezésének felirdasdhoz. Ez
egyben azt is jelenti, hogy tételiinknek egy teljes indukciés bizonyitasat adjuk. Ujra
megjegyezzik itt, hogy a konvenciéknak megfeleléen egy regularis kifejezésben az (egy
elemt) elemi nyelveket az elemiikkel jeloljiik. (Példaul az {x;} + {z2}* regularis kife-
jezés helyett egyszertien csak x; + 3-t {frunk.)

Legyen k = 0. Mivel az L’“ nyelvek mindegyike vagy az iires nyelv, vagy pedig X bi-
zonyos elemeinek egyesitési halmaza7 ezért minden ilyen nyelv reguléris és az automata
atmeneti tabldzata alapjan felirhaté. Nevezetesen, a tablazat ¢ allapothoz tartozd osz-
lopaban kigytijtjiik azokat az allapotokat, melyek j-vel megegyeznek, s tekintjiik az
Osszes olyan x;,,...x;, € X bemenoé jeleket, melyek az A atmeneti tablazatdban ezen
j-vel megegyezo elemekkel egy sorba esnek. Ezek a bemend jelek lesznek azok, melyek
hatdsara az A dtmegy az i allapotdbdl a j allapotdba. Ha ilyen bemend jel nincs és
1 # j, akkor Lg ;= () lesz a tekintett reguldris kifejezés. Amennyiben van olyan bemend
jel, mely az ¢ allapotot a j allapotba viszi at és ¢ # j, akkor L?’j =T, +Ti+. . .+, lesz
a megfelelo regularis kifejezés. Ha nincs az i-t a j-be atvivo bemend jel, de ¢ = 7, akkor
LY. i; = A, hisz az lres sz6 hatdsara minden dllapot 4t tud menni 6nmagdba kozbiulso
allapot nélkiil, definici6 szerint. Végiil, ha van olyan bemeno jel, mely az i allapotot a j
allapotba viszi at és ¢ = 7, akkor nyilvanvaléan igaz, hogy Lw =z, +zi,+.. 4T,
megfelel6 reguldris kifejezés.

Legyen most k£ > 0, s tegyiik fel, hogy az L”, . Lf] Vi,j € {1,...,n} nyelvek
regularitdsat mar bebizonyitottuk és fel is irtuk ezen nyelvek egy-egy regularis kife-
jezését. Mutassuk meg, hogy érvényes az

LE, = LE 4+ LML L g ke {1, n})
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formula. Az egyenlGség igazoldsahoz el6szor azt gondoljuk végig, hogy milyen médon
tudunk egy p € X* szoval eljutni az ¢ allapotbdl a j allapotba gy, hogy legfeljebb
., k 1éphetnek fel kozbiilsé allapotként.

Ha valamely p € X* széval az ¢ dllapothdl a j allapotba el tudunk jutni ugy, hogy
legfeljebb az 1,2, ...k 1éphetnek fel kozbiils6 allapotokként, akkor vagy el tudunk jutni
ezen p szoval az ¢ allapotbdl a j allapotba tigy, hogy legfeljebb 1,... k — 1 1éphet fel
kozbiilsé allapotként (azaz ha k = 1 akkor ezesetben nem 1ép fel kozbiils6 éllapot)
és ekkor p € Lf ’ ! vagy nem. Utébbi esetben fel kell lépnie a k allapotnak legaldbb
egyszer, de persze véges sokszor kozbiilsé allapotként. Vagyis ekkor eloszor eljutunk
a k allapotba tgy, hogy legfeljebb 1,..., k — 1 léphet fel kozbiilso allapotként, s ha k
csak egyszer lépett fel kozbiilsé allapotként, akkor k-bdl maris tovabb juthatunk j-be
ugy, hogy ismét legfeljebb 1,...,k—11éphet fel kozbiils6 allapotként. Ezesetben tehat
p = p1pa, ahol p; € LF k P2 € Lk . Az az eset van még hétra, mikor k egynél t&bbszor
(de persze véges sokszor) lép fel kozbiilsé allapotként. Ekkor is el6szor eljutunk a
k allapotba tgy, hogy legfeljebb 1,...,k — 1 léphet fel kozbiils6 allapotként, majd
véges sokszor k-bdl elindulva visszatériink k-ba gy, hogy ismét legfeljebb 1,... k—1
léphessenek fel kozbiilsé allapotként, s végiil mint az el6z6 esetben, k-bol tovabb
juthatunk j-be 1gy, hogy ismét legfeljebb 1, ... k— 1 léphet fel kozbiilso allapotként.
[lyenkor p eléall valamely t > 2 természetes szamra p = pips...p;_1p; alakban ugy,
hogy p; € Lﬁ;l,pg, ey Dio1 € L],jjcl, illetve p;, € Llljgl. Minden lehetséges esetben azt
kaptuk, hogy ha p benne van az egyenloségiink baloldalan szereplé nyelvben, akkor
benne van az egyenl6ség jobboldalan all6 nyelvben. Az egyenléség fennéllasdéhoz be
kell még latni az is, hogy ha p € X* benne van az egyenléség jobboldalan 1évé nyelvben
akkor benne van a baloldalan lévében is. Lﬁ;l C Lﬁ ; definicié szerint fennall, igy csak
azzal az esettel kell foglalkoznunk, mikor p € Lﬁ;l(L’;;ﬁl)*L’;fjl. Ekkorp =p;---ps,s >
1, ahol p; az ¢ allapotot a j allapotba, p, a k allapotot a j allapotba, s ha s > 2,
akkor minden egyes p;, ¢ € {2,...,s — 1} tényezd a k &llapotbdl 6nmagédba viszi &t
az A automatat gy, hogy legfeljebb 1,... k — 1 1éphetnek fel kozbiilsé allapotként.
Vilagos, hogy ekkor p hatasara ugy juthatunk el az ¢ allapotbdl a j allapotba, hogy
legfeljebb 1, ...,k léphetnek fel kozbiilso allapotként. Ezzel a tétel teljes bizonyitast
nyert. O
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2.10 Véges Automatak Szintézise

Az automatak szintézisének problémajat véges automatakra a kovetkezdképp méodo-
sitjuk: A véges automatak szintézise jelentse olyan univerzalis algoritmus megadésat,
amelynek alkalmazasdval barmely véges X halmaz feletti, regularis kifejezéssel meg-
adott L reguldris nyelvhez meg tudunk konstrudlni olyan véges kimend jel nélkiili
inicidlis A = (A, ap, X, ) automatdt, amelyben az adott L nyelv az allapothalmaz
valamely M részhalmazaval eldéllithaté (, vagyis legyen az (A, ag, X,0, M) az L
reguldris nyelv felismer6 automatdja). Egy ilyen algoritmus megaddsa egyben a
kovetkezo tétel konstruktiv bizonyitasat szolgaltatja:

Tétel 2.16 Eqy véges X halmaz feletti tetszdleges requldris nyelv elddllithato véges
kimend jel nélkuli inicialis automatdban az dllapothalmaz valamely részhalmazdval.

Bizonyitds: A tétel els6 bizonyitasa ugyancsak S. C. Kleene eredménye 1956-bol. Mi
egy V. M. Gluskovtdl szdrmazd egyszerii eljarast ismertetiink, amely eléggé gaz-
dasagos is abban az értelemben, hogy az esetek tobbségében a minimalishoz kozeli
automatat eredményez. Masrészt lehet6vé teszi, hogy az adott véges sok, regularis kife-
jezéssel megadott reguldris nyelv esetén egyszerre szerkessziink meg egy olyan véges
automatat, amelyben a nyelvek mindegyike eléallithaté (dltaldban az allapothalmaz
més-mas részhalmazaival).

A modszer 1ényege, hogy szambavessziik azoknak a szavaknak a strukturdjat, ame-
lyek az adott nyelvek koziil legalabb egyikben el6fordulnak. Az eljaras ismertetése
soran a konnyebb megértés kedvéért egy példat is kidolgozunk. Legyenek Ly, Lo, ..., Ly
olyan nyelvek az X = {a® 2@ . 201} 4dbécé felett (az 1,2,...,n itt nem kitevét,
hanem indexet jelentenek), amelyek regularis kifejezésekkel vannak megadva. A mod-
szer alkalmazésa elott a nyelvalgebra alapmiiveleteire megismert miiveleti azonossagok
alkalmazéasaval hozzuk a regularis kifejezéseket minél rovidebb alakra. Ezt kovetéen
indexeljiik a reguléris kifejezésekben el6forduld betiiket balrél jobbra haladva tugy,
hogy az azonos betiik kiillonb6z6 el6fordulédsi helyiikon mas-més indexet kapjanak.

Példa 2.17 Legyenek az elddllitando nyelvek
Ly =aa®, Ly = yy*, Ly = (za™y + yy"z)(z +y)".
EkEkor eqy lehetséges indexelés eredménye:
Ly = @125, Ly = y3yy, Ls = (2576y7 + Ysyoxi0) (211 + y12)”

Legyenek u és v indexelt betiik. Azt mondjuk, hogy az u indexelt betii megeldzi
a v indexelt betiit, jelekben: u—< v, ha az u index nélkiili «’ és v index nélkiili v’
forméjahoz létezik olyan p szd, mely benne van legalabb egy adott L;(1 < i < k)
nyelvben és eléall p = wu'v'z alakban valamely w,z € X*-ra. Az u indexelt betiit
kezdd betinek nevezziik, ha index nélkiil formaja elso betiije legalabb egy olyan szénak,
amely legaldbb egy L;(1 < ¢ < k)-ben benne van. Végiil, az u indexelt beziit zdrd
betiinek hivunk, ha index nélkiili forméja utolsé betiije olyan szénak, mely legaldbb
egy L;(1 <i < k)-ben benne van.



56 2. Az automatak elméletének alapjai

Példa 2.18 Példankban a kezdd betik: xv,ys, x5, ys.
Zdro betik: x1, 2, Y3, Ya, Y7, T10, T11, Y12-

Emellett:
T1—<To;  Yr—< T11,Y12;

To—< Tg; Ys—< Y9, Z10;
Y3—< Ya; Yo—< Y9, Z10;
Ys—<Ya; T10~—< T11,Y12;
T5—<Tg, Y7; T11—< T11, Y123
Te—< Te,Y7;  Y12—< T11, Y12;

Ezek utan a keresett véges kimen6 jel nélkiili inicidlis A = (A4, ap, X, J) automatat
a kovetkezo médon definialjuk:
Legyen ag tetszéleges szimbélum. Legyen ezutan d(ag,#®) minden i = 1,...,n-

re az ¥ betii azon indexelt véltozatainak azon ag halmaza, melyek kezd6 betuk
Ily moédon definialjuk el6szor az ag ), a(12), ce, 0 () halmazokat mint A-beli allapotokat.
Megjegyezziik, hogy ha valamelyik X-beli 2 betfi egyik indexelt valtozata sem kezdd
betii, akkor a” az iires halmaz.

A tobbi allapotot rekurzidval definidljuk a kévetkez6 modon: Ha mar egy a allapot
definidlva van, akkor minden i = 1,...,n-re a § (a,z®) 4llapot legyen az z( betii
azon indexelt valtozatainak halmaza, melyeket megeléz legalabb egy a-beli betti. (Ez
az a-beli indexelt betll természetesen nem sziikségképp az ) betii indexelt véltozata.)
Természetesen eléfordulhat az is, hogy az z(® betiinek nincs egyetlen ilyen indexelt
valtozata sem, s ekkor 0 (a, g )) az lres halmaz. Az is el6fordulhat, hogy a maga is
az ures halmaz. Ezesetben (a, x(i)) = a fog fennallni a konstrukciénk értelmében.

Vilagos, hogy az igy definidlt A inicidlis kimen6 jel nélkiili automata inicidlisan
Osszefliggd, azaz a kezdd édllapotdabdl alkalmas bemend szavakkal barmely éllapota
elérhetd. Az is vildgos, hogy véges, hisz allapotainak szama legfeljebb annyi mint a
bemend abécé oOsszes részhalmazainak halmaza, azaz 2" + 1. Végiil, konstrukcionk
alapjan minden p € L;,2 = 1,..., k nem fiires szd esetén a p sz6 az igy megkonstrualt
automatat a kezdo allapotbol egy olyan allapotba viszi at, melynek legalabb egy in-
dexelt bettije az L; nyelv zarobetiije. Ugyancsak konstrukcionk alapjan lathato, hogy
ha ¢ ¢ L; akkor ez nem all fenn. Tehat minden ¢ = 1,... k-ra az L; \ {\} nyelv
eléallithaté az A automatdban azzal az A; halmazzal, amely azokbdl az allapotokbol
all, melyek legaldabb egy L;-beli zaré bettt tartalmaznak. Amennyiben az tires szd
eleme L;-nek, akkor A;-hez még hozza kell venni az ag kezdé allapotot is. Példankban
az A kimen6 jel nélkiili inicidlis automata megszerkesztése igy alakul:

5(@0,1‘) = {ZE1,$5} = daq, (5((14, ) = {ylg} = as,
6(ao,y) = {ys, ys} = a2, d(as,v) = {11} = ar,
d(ar, ) = {22, 76} = as, 5(@5,1/) = {12} = as,
6(ar,y) ={yr} = as, d(ag,z) = {211} = ar,
6(az, x) = {z10} = as, 0(as,y) = {y12} = as,
6(az, y) =A{ys,yo} = ag, (ar,x) = {zu}=ar,
6(as, ) = {w2, w6} = az, d(ar,y) = {y12} = as,
0(as, y) ={yr} = as, d(as,x) = {xn} = ar,
6(as,r) = {1} =az, d(as,y) = {y12} = as.
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A kapott automata atmenet tablazata:

(Ao [ [ [ [ [ [ [ [

X ap |az | as | ag | ay | ay | as | ay | ar
Y j|a2 | a4 |G | Qg | Qg | Qg | A | Qg | A8

Ebben az automatdban el6allithato

az Ly nyelv az A; = {ay, ag} halmazzal,

az Lo nyelv az Ay = {as, ag} halmazzal,

az Lz nyelv az A3 = {ay, a5, a7, ag} halmazzal.

2.11 Véges Automatak Altal Indukalhaté Leképezések

Ervényes a kovetkezo allitas.

Eszrevétel 2.19 Tetszoleges p : X* — Y™ automata leképezés esetén eqy y € Y
akkor és csak akkor lesz valamely p € X*-ra a ¢(p) képszd valamely betije, ha van
olyan q € X*, hogy y a v(q) képszd utolsd betije.

Bizonyitds: Legyen ¢ : X* — Y* tetszbleges automata leképezés, s tételezziik fel,
hogy valamely p € X*-ra az y € Y betii eléfordul a ¢(p) képszéban. Ekkor ¢(p) el6éll
©(p) = wyz alakban, ahol w,z € Y*. Mivel ¢ hossztarté, |p| = |¢(p)|. Igy p eléall
p = uzv alakban, ahol |u| = |w|, z € X és|v| = |z|. Rdaddsul a hossztarté tulajdonsag
miatt p(ux) és wy hossza is sziikkségképp megegyezik. Mésrészt ¢ kezdészelet tarto,
azaz p(uzr) = wy. Ha tehat y € Y el6fordul egy képszéban, akkor eléfordul egy (esetleg
masik) képszé utolso betiijeként is. O

A tovabbiakban olyan ¢ : X* — Y™ automata leképezésekre szoritkozunk, ahol
minden y € Y el6fordul legaldbb egy p € X* sz képszavaban. 2.19. Eszrevételiink
értelmében ekkor minden y € Y el6 fog fordulni legalabb egy p € X* sz6 képszavanak
utolso betiijeként.

Legyenek X és Y véges halmazok és legyen ¢ : X* — Y™ tetszéleges (nem feltétlen
véges allapoti) automata leképezés. Megmutatjuk, hogy ¢ jellemezhetd nyelvek egy

alkalmas rendszerével. Tetszéleges y € Y-ra legyen L, = {p € X* | I@l = y}.
Mas szoval, az L, legyen azoknak az X*-beli p szavaknak a halmaza, amelyek a ¢
leképezésnél az y-ra végzodo szoba esnek at. Tekintsiik az ilyen L, nyelvek halmazat:
H,={L, |y eY}. H, eleget tesz a kovetkez¢ feltételeknek:

a) H, véges sok elembdl all.

b)Vy,y €Y y#y = L,NL,=0.

c¢) Minden nem {iires p € X*-hoz van olyan y € Y, hogy p € L,,.

d) A X {ires sz6 nincs benne egyik L,-ban sem.

Az (a)-(d) feltételek jelentése az, hogy az L,(y € Y') nyelvek az X* \ {\} halmaz

egy véges indexii osztalyozasat alkotjdk. Az (a)-(d) feltételeknek eleget tevd nyelv-
rendszereket automata nyelvrendszereknek nevezzik.

(
(
(
(
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Tétel 2.17 Ha az X és Y wéges halmazok, akkor minden ¢ : X* — Y* automata
leképezéshez hozzdrendelhetd az X feletti nyelvalgebra egy H, automata nyelvrend-
szere. Megforditva, a véges X dbécé feletti nyelvalgebra barmely H automata nyelvrend-
szere a véges Y halmaz elemeinek jelolésétol eltekintve egqyértelmiien meghatdrozza azt
ap: X* =YY" automata leképezést, melyre H, = H.

Bizonyitds: A tétel elso felét mar belattuk. Masodik felének bizonyitasahoz legyen H az
Ly nyelvalgebra egy tetsz6leges automata nyelvrendszere és legyen H = {Hy, ..., H,}.
Legyen tovabbd Y = {1,...,n} és hatarozzuk meg azt a ¢ : X* — Y* automata
leképezést, melyre tetszoleges p = xq---xp € X*, xq,..., 2, € X 526 esetén ¢(p) =
i1+, ahol 1 € H;, 129 € Hyy,..., 212, € H;,. Bz a ¢ leképezés nyilvan
automata leképezés és 14 H, = H teljestl. O

A tétel azt fejezi ki, hogy a véges X és Y halmazokhoz tartozd ¢ : X* — Y* alaku
automata leképezések az Y elemeinek jelolésétol eltekintve egy-egy értelm mdédon
jellemezhetok nyelvek bizonyos rendszerével. fgy valoban eljutottunk az automata
leképezések olyan megaddsi médjahoz, mely a korabban kirott feltételeinket teljesiti.

Egy A automatéhoz tartozé K 4 kanonikus nyelvrendszeren az A automata altal
indukalt leképezéshez tartozé automata nyelvrendszert értjiik. Képletben: K4 = H,, ,.
(Itt feltessziik, hogy A inicidlis automata, melynek bemend és kimené jelhalmaza
véges.) A definiciébdl kézvetlentil adddik:

Tétel 2.18 Egy véges X ésY halmazokkal rendelkezé A = (A, ag, X, Y, 0,7) automata
akkor és csak akkor indukdlja a p : X* — Y™ automata leképezést, ha a @p-hez tartozo
automata nyelvrendszer egybeesik az A-hoz tartozé kanonikus nyelvrendszerrel. O

Ebben a fejezetben eddig végig feltételeztiik, hogy az X és Y halmazok végesek.
Most tovabb sziikitjitk vizsgalataink korét és az allapothalmaz végességét is kikotjiik.
Mas szoval, a tovabbiakban csupan véges automatakkal foglalkozunk. Arra vonatkozo-
an, hogy milyen leképezések indukéalhatdéak véges automatédkkal, érvényes a kévetkezo
tétel.

Tétel 2.19 (Véges Automatik Alaptétele) A véges X ésY halmazok esetén egy
©: X* = Y" automata leképezés akkor és csak akkor indukdlhato véges automatdban,
ha a @-hez tartozé H, automata nyelvrendszer minden eleme reguldris nyelv.

Bizonyitds: A sziikkségesség igazoldsahoz tegylik fel, hogy X és Y véges halmazok,
sap: X" — Y* automata leképezés indukdlhaté a véges A = (A, ap, X,Y,6,7)
automataval. Akkor Gill tétele szerint van olyan véges A" = (A, ag, X, Y, ¢, 1) Moore-
automata is, mely ugyancsak indukalja a ¢ leképezést. Minden y € Y-ra legyen Aj =
{a" € A" | p(d) = y}, azaz legyen A az A" automata y éllapotjelli dllapotainak
halmaza és jelolje L azt a nyelvet, mely az A" = (A’,a, X, d’) kimend jel nélkiili
automataban az A halmazzal eléallithaté, azaz legyen L = Lféﬁ. Mivel az A véges, az
analizisre vonatkozo tétel alkalmazasaval kapjuk, hogy L; minden y € Y-ra regularis
nyelv. Ezért a sziikségességhez azt kell csupan megmutatni, hogy ha H, = {L, |
y € Y}, akkor minden y € Y-ra L, = L. Ez pedig a kovetkezd szdmoldssal adédik:
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L L [ L
pELye v(p) =y & valp) =y & pap) =y < wudlap) =y < d(a,p) € A
& p € L. Ezzel a sziikségesség igazoldsat befejeztiik.

Az elegendoség kimutatasahoz tegyiik fel, hogy a véges X és Y halmazokra
megadott ¢ @ X* — Y* automata leképezés H, = {L,,...,L,, } automata
nyelvrendszeréhez létezik olyan A” = (A, ag, X,d) inicidlis kimend jel nélkiili au-
tomata, amelyben az L, ,..., L, nyelvek rendre eléllithatok az A allapothalmaz
Ay, ..., A, részhalmazaival. Bovitsiik ki az A" = (A, ag, X,d) automatdt az A =
(A, a0, X,Y,6,u) kimend jellel bir6 Moore-automatavd a p jelfiggvény kovetkezd
definici6javal: Legyen u(ag) egy tetszdlegesen rogzitett Y-beli elem, tovabba legyen
minden a € A;,i € {1,...,m} mellett p(a) = y;. Minthogy H, automata nyelvrend-
szer, azért az
Ay, ..., A, paronként idegen halmazok. fgy i definicidja egyértelmii. Megmutatjuk,
hogy az A Moore-automata indukalja a ¢ leképezést. Ehhez az el6z6ek alapjan ele-
gendé kimutatni, hogy a K4 = {R,, | v; € Y} kanonikus nyelvrendszer egybeesik a
H, automata nyelvrendszerrel. Ez pedig a kovetkezd szamolassal addédik: p € R, <

L L L1
oalp) = yi & wu(d(ao,p)) = vi < (ag,p) € Ai & p € L,,. Ezzel az elegenddség
igazolasat is befejeztiik. O

Az analizisre és a szintézisre vonatkozo tétel a most bebizonyitott tétellel egyiitt
- konstruktiv bizonyitasukat konkrét esetre alkalmazva - algoritmust szolgaltat az
analizis és a szintézis eredeti értelemben vett megolddsara.

Példa 2.20 Legyen X = {x,y} és az X*\ {e} félcsoportot bontsuk fel a kovetkezd
modon:

Ly legyen az osszes, csupa x jelbol dallo szavak halmaza,

Ly legyen az osszes, csupa y jelbol allo szavak halmaza,

L3 legyen az osszes tobbi szavak halmaza.

Ez a nyelvrendszer automata nyelvrendszer, mégpedig minden eleme requldris nyelv,
hiszen nyilvan Ly = xx*, Ly = yy*, Ly = (xa*y + yy*x)(z + y)*. Vegyik észre,
hogy a véges automatdak szintézisénél targyalt Gluskov mddszert épp erre a hdrom
nyelvre alkalmaztuk, igy az ott kapott 9 dllapoti A automata jdatszhatja az alaptétel
elegenddsége bizonyitasa soran A”-vel jelolt kimend jel nélkili automata szerepét.
Ha most ezt az automatdat kimeno jellel birée automatava egészitjik ki ugy hogy az
Ly, Lo, Ly nyelvekhez rendre hozzarendeljik az u, v, w szimbolumokat, s a jelfiigguényt
az alaptétel elegenddosége bizonyitdsdndl latott modon definialjuk, akkor az aldabbi
Moore-automatdhoz jutunk, mely az Li, Lo, L3 nyelvrendszerrel megadott leképezést
indukdlja. Az Aufenkamp-Hohn algoritmussal meghatdrozhato az ezen leképezést in-
dukdlé minimadlis (négy dllapoti) automata. Ennek ismertetését melldzzik.

Al tetsz. |u |v |v |w |lw |v |w | w

Qo ay | s | Az | g | Q5 | Qg | Q7 | Qg
X aq as | as | az | a7y | a7y | as | a7 | ay
Yy | a2 Qg | Qg | Qg | Gg | Qg | Qg | A | A8

Eredményeink alapjan algoritmust tudunk konstrualni annak eldontésére is, hogy
két regularis kifejezés ekvivalens-e, azaz egy és ugyanazon regularis nyelv regula-
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ris kifejezéseirdl van-e sz6. Gluskov mddszerével ugyanis mindkettéhoz meg tudunk
szerkeszteni egy-egy inicidlis kimené jel nélkiili automatat, melyek allapotaik alkal-
mas részhalmazaval ezeket a nyelveket felismerik. Mindkét automatéat atalakithatjuk
Moore-automatava ugy, hogy az allapothalmaz elemeihez két fajta allapotjelet ren-
deliink hozza: az egyik fajta allapotjelet azon allapotokhoz, melyek az allapotoknak
a reguldris kifejezést felismero részhalmazahoz tartoznak, a masikat pedig a tobbi,
ezen részhalmazhoz nem tartozoé allapotokhoz. Mindkét automatara hajtsuk végre az
Aufenkamp-Hohn féle minimalizaciés algoritmus Moore-féle automatakra vonatkozé
véltozatat. (Eljarhatunk gy is, hogy mindkét automatat Mealy-automatanak tekint-
jiik és alkalmazzuk mindkettore az Aufenklamp-Hohn algoritmus Mealy-automatakra
vonatkozo valtozatat. A lényeg az, hogy mindkét automatira az algoritmus egy és
ugyanazon automata tipusokra tekintett valtozatat alkalmazzuk.) Ezutdn mar csak
azt kell eldénteniink, hogy a kapott két (Moore-féle, vagy ha az Aufenkamp-Hohn algo-
ritmus Mealy-automatédkra tekintett véltozatat vettiik, akkor a kapott két Mealy-féle)
inicidlis automata allapot-izomorf-e egymassal gy, hogy egy alkalmas izomorfizmus
a kezdo allapotokat egymashoz rendeli. Véges automatékra ez nyilvan eldontheto. Ha
igen a valasz, akkor a két regularis kifejezés ekvivalens, kiillonben nem.

A fentiek alapjan algoritmus adhato egy regularis kifejezéssel megadott regularis
nyelvhez a legrovidebb vele ekvivalens regularis kifejezés meghatarozasahoz is: Végig
kell vizsgalni az Osszes, a mi regularis kifejezésiinknél nem hosszabb olyan regularis
kifejezéseket, melyek Osszes valtozoi legalabb egyszer elofordulnak az adott regularis
kifejezésben. A vizsgalat soran ki kell védlasztani azokat a regularis kifejezéseket,
melyek ekvivalensek az adott reguldris kifejezéssel, s a legrovidebbet (vagy ha tobb
ilyen van akkor az egyik legrovidebbet) meg kell tartanunk.

Cél lehet egy adott regularis kifejezéshez megtaldlni egy vele ekvivalens olyan
regularis kifejezést, melyben valtozdk a leheto legkevesebbszer fordulnak el6. Ny-
ilvan csak azok a reguléris kifejezések johetnek szamitasba, melyekben a valtozdk
el6fordulési szdma nem nagyobb, mint az adott regularis kifejezésben. Ha ez a szam és
a zarojel-parok szama ismert, akkor felsé korlatot tudunk adni a vizsgalandé regularis
kifejezések hosszara. Nevezetesen, legfeljebb annyi iteracios jelet tartalmazhat, mint
a zaréjel-parok szama plusz a valtozok eléforduldsi szama. Az Osszeadasjelek és a
szorzasok szamanak Osszege ennél az értéknél kisebb, mert a legelsé el6fordulas elé
(ami vagy egy kezdd zérdjel, vagy egy valtoz6) nem tesziink miiveleti jelet. Elvi-
leg akarhany zarodjelpar-lehet, de célszerti kizarnunk azokat a lehetOségeket, mikor
felesleges, elhagyhato zardjelparok szerepelnek a reguléris kifejezésben. Belathato,
hogy a nem elhagyhaté zardjelparok széama kisebb mint a valtozok elofordulési
szama. Vagyis ha csupan nem elhagyhaté zardjeleket tételeziink fel, a minimalis
véltozé elbforduldsi szamu reguldris kifejezés (vagy ha tobb van akkor ezek egyike)
meghatarozhaté.
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Ebben a fejezetben Osszefoglaljuk a legfontosabb fogalmakat. A teljesség kedvéért
idonként ismétlésekbe bocsatkozunk.

3.1 Alapfogalmak

Szimbolumok tetszéleges nemiires, véges halmazat dbécének nevezziik, és V-vel jeloljiik.
AV elemeit az abécé betdinek mondjuk.

AV elemeibdl allé véges jelsorozatokat az adott abécébdl alkotott szavaknak
nevezzilkk. A 'V elemeibdl &allé szavak halmazat V*-gal jeloljiikk. Egy P € V* sz0
hosszdn a szét alkotd betilik szamat értjiik, és ezt |P|-vel jeloljiik. Az egyetlen betiit
sem tartalmazo sorozatot tures szonak nevezziik, és A-val jeloljiik. A P és () szavak
konkatendciojan azt a P(Q) szot értjik, amely tgy jon létre, hogy @) szot a P szo
utan irjuk. A P sz6 a @) sz6 részszava, ha léteznek olyan Py, P, szavak, amelyekre
@ = P PP,. Legyen i nemnegativ egész szam. Ekkor a P sz6 i-edik hatvdnyén az
onmagdval vett i-szeres konkatendciéjat értjiik. Megallapodds szerint P° = X minden
P szora. A 'V abécé feletti szavak egy tetszdleges L halmazat a V' abécébdl alkotott
(formdlis) nyelvnek nevezziik.

Egy nyelv véges, ha csak véges sok szot tartalmaz, egyébként végtelen.

Az igy definialt nyelvfogalom tul altaldanos, magaban foglalja mind a mesterséges,
mind a természetes nyelvek halmazat. A kérdés viszont az, hogyan lehet ténylegesen
megadni egy konkrét nyelvet. Az egyszerii tulajdonsagokkal rendelkez6 nyelveket maris
megadhatjuk a halmazok megadasanak kiilonbozé maédjai szerint. Legyen példaul a
véges dbécénk mindossze két elemt: V = {0, 1}. Ekkor az

Ly = {\}, Ly = {1,10,0010, 111}, L3 = {1" | i prim}

halmazok mindegyike egy-egy nyelv a fenti definicié értelmében. Sziikséglink van azon-
ban olyan eszkozokre, amelyekkel a fentieknél 1ényegesen bonyolultabb tulajdonsagi
nyelveket is definialhatunk. Ebbdl a célbdl vezetjiik be a generativ nyelvtan fogalmaét.

A G = (Vn,Vp, S, H) rendezett négyest generativ nyelvtannak nevezziik, ha Vy és
VT diszjunkt Véges ébéCék, S e VN, H Q (VN U VT)*VN(VN U VT)* X (VN U VT)* A VN
elemeit nemtermindalis jeleknek vagy valtozoknak nevezziik, és altalaban nagybetiikkel
jeloljik. A Vr elemeit termindlis jeleknek nevezziik, és altalaban kisbetiikkel jeloljiik.
A H elemeit képez6 (P, Q) rendezett parokat helyettesitési szabdalyoknak nevezziik, és
altalaban P — @ alakban irjuk. Az S egy kitiintetett nemterminalis jel, amely a G
nyelvtanban a generalas kiindulé vagy kezdo eleme, masnéven mondatszimboluma.
Most még definidlnunk kell, hogy allitunk el6 egy nyelvet egy generativ nyelvtan
segitségével.

Egy G generativ nyelvtanban az X sz6bol egy [épésben levezethetd az Y sz6, ha
van olyan P — @ helyettesitési szabdly a H-ban és P, P, € (Vy U Vp)* ugy, hogy
X =P PP,ésY = PQP;. Jelolés: X = Y.

Egy G generativ nyelvtanban az X szdbol levezethetd az Y szd, ha van olyan
Xo, X1, ..., X, véges szosorozat a (Vy U Vp)*-ban, amelyre teljesiil, hogy Xy = X,
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X,=Yé X, = Xy (1 =0,1,...,n—1). Ezt a relaciét X =* Y szimbélummal
jeloljiik. Megegyezés szerint VX € (Vy U Vp)* széra X =* X teljesiil.

A G = (Vn,Vp, S, H) nyelvtan éltal generdlt nyelven az L(G) = {P|S =* P,P €
Vi) halmazt értjik.

Példa 3.1 Legyen a G = (Vy,Vr, S, H) nyelvtanban Vy = {S,C, B}, Vi = {a,b,c},
a H-beli szabdlyok pedig a kovetkezok: S — aBC, S — aSBC, CB — BC, aB — ab,
bB — bb, bC — bc, cC' — cc. Belathato, hogy ez a nyelvtan azt az L nyelvet generdlja,
amely a kovetkezd alakban adhaté meg: L = {a'b'c" |i > 1}.

3.2 A Chomsky-féle nyelvosztalyok

A nyelvtan és az altala generalt nyelv definicidja szerint minden nyelvtanhoz egy
egyértelmiien meghatarozott nyelv tartozik, de megforditva, egy nyelvet nem csak
egy nyelvtannal generalhatunk.

Két nyelvtant (gyengén) ekvivalensnek neveziink, ha ugyanazt a nyelvet generaljak.

Az ekvivalencia fogalmanak ismeretében kézenfekvonek latszik a kiilonb6z6 nyelv-
tanokat bizonyos formai tulajdonsdgok alapjan osztalyokba sorolni. Az osztalyozas
alapjat a helyettesitési szabalyok alakjara vonatkozé kikotések képezik abban a hierar-
chidban, amelyet az elmélet egyik megalapozdja, N. Chomsky vezetett be, és amelyet
alabb ismertetiink.

A G = (Vy,Vr, S, H)-t i-tipusi nyelvtannak nevezzilk, ha az aldbbi megkotések
koziil az i-edik teljesiil:

e ; = (: Nincs semmilyen tovabbi megkotés. (Mondatszerkezeti; nyelvtan)

e ; = 1: Minden H-beli szabdly PiQP, — P, RP, alaku, ahol P, P, € (Vy U Vp)*,
Q€ Vy, Re (VyUVp)*\ {\}; vagy pedig S — A alakd, de ekkor S nem fordulhat
el6 egyetlen H-beli szabdaly jobb oldaldn sem. (Kdrnyezetfiiggd nyelvtan)

e i = 2: Minden H-beli szabdly P — @ alaki, ahol P € Vy, @ € (Vy U Vp)*.
(Kornyezetfiiggetlen nyelvtan)

e i = 3: Minden H-beli szabaly P — a(@) vagy P — a alaku, ahol P,Q € Vy, a € V.
(Reguldris nyelvtan)

Itt jegyezziik meg, hogy a fenti nyelvtanokon kiviil szokas még a
e Minden H-beli szabaly P — aQb vagy P — a alakd, ahol P,Q € Vy, a,b € V.
(Linedris nyelvtan)

A kornyezetfiiggo elnevezés az 1-tipus esetén arra mutat, hogy egy szabaly egyetlen
( nemterminalis helyébe egy nem iires szénak a beirasat jelenti, de csak akkor
ha a nemtermindlis kozvetlen kornyezete egy adott P, Py szépar. (Természetesen
megengedett az is, hogy P;, P, barmelyike, vagy akar mind a kettd iires legyen.) Ures
szavat csakis a mondatszimbdélum helyébe tehetiink, s azt is csak egy levezetés leg-
elso 1épésében teszi lehetové az 1-tipusi nyelvtan. Ezt biztositjuk azon megszoritassal,
hogy ha 1-nyelvtanunkban egy P,QQ P, — P, RP, szabalyban () = X, csak gy lehessen,
ha X = S,P, = P, = X (azaz S — A szabdlyrdl van szd). S hogy egy levezetés
sordn az S helyébe csak az els6 1épésben lehessen iires szot tenni (a tobbi nemter-
mindlisra ez a lehetdség is ki van zdrva), az S — A szabdly el6forduldsa esetén
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kizarjuk annak lehet6ségét, hogy S szabalyok jobboldalan szerepeljen. Utalva arra,
hogy a 2-tipusu nyelvtanok esetén egy szabdly baloldaldn 4ll6 nemterminalis barmilyen
kornyezetben helyettesitheto a szabaly jobboldalan all6 széval, innen az elnevezés. Ha
egy 2-tipust nyelvtan minden szabalya legfeljebb egy nemterminalist tartalmaz a jobb
oldalan, akkor eljutunk a linearis grammatika fogalmdhoz. A linedris nyelvtanok a hi-
erarchidban a 2- és a 3-tipus kozott helyezkednek el. Ha egy linedris nyelvtanban
specidlisan az Osszes P — aQb alaku szabalyban a = A, akkor 3-tipusi nyelvtan-
hoz jutunk, amik a jobb-linedris nyelvtan elnevezést innen kaptak. Hasonlé mddon,
ha az oOsszes P — a@b alaki szabalyban b = A\, akkor bal-linedris nyelvtanokrol
beszéliink. A bal-linearis grammatikaval generalhaté nyelvek generdlhatok jobblinearis
grammatikaval is.

Az i =0,1,2,3 értékek esetén azt mondjuk, hogy egy nyelv i-tipusi, ha van olyan
i-tipust nyelvtan, amely azt generalja. Az i-tipust nyelvek osztélyat L;-vel jeloljiik.
Rogton lathatd, hogy minden 3-tipusu nyelvtan egyben 2-tipusi, és minden 1-tipusu
egyben O-tipusi is. Az is nyilvanval6, hogy minden 2-tipust vagy 3-tipusi nyelvtan
egyben O-tipusu is. Nézziik meg az 1-tipusu és a 2-tipusi nyelvtanok kozotti kapcso-
latot.

Tétel 3.1 (Ures-szé lemma) Minden G = (Vy, Vi, S, H) 2-tipusii nyelvtanhoz létezik
olyan vele ekvivalens 1-tipusi G' = (Vy,Vr, S, H') nyelvtan. (Természetesen igy H'
szabdlyai jobb oldalan nem szerepel X, illetve ha igen, akkor csak S — X\ alaki szabdly
esetén. FEkkor azonban S nem fordul elé egyetlen H'-beli szabdly jobb oldaldn sem.)

Bizonyitds: Legyen G = (Vy, Vr, S, H) kornyezetfiiggetlen nyelvtan. Generéljuk az U;
halmazokat az alabbiak szerint:
Uy={P|P—\XeH}

Uk+1:UkU{P|P—>Q€HéSQEU;}

Ekkor di, amelyre teljesiil, hogy U; = U;y1. Ezt a Viy végessége biztositja. Legyen
P—-QeH haP— ReH,Q#\ ésvagy Q = R, vagy  tugy all el6, hogy R-bél
U;-beli elem(ek)et torliink. Legyen G" = (Vy, Vi, S, H'). Ekkor L(G) \ {\} = L(G).
I[lyenkor

e ha A\ ¢ L(G), akkor L(G) = L(G"), valamint nyelvtanunk 1-tipust.

e ha A\ € L(G), akkor V; = VyU{S"}, 8" ¢ (VyUVy) és H' = H'U{S" — 5,5 — A}
vélasztasokkal megkonstrudlt G” = (V{, Vp,S', H") nyelvtan 1-tipusu, és L(G) =
L(G"). O

A fenti tételiink alapjan konnyen lathaté, hogy L3 C Lo C L4 C Ly. Ez a hierarchia
valéjaban élesebb, de ezt a késébbiekben fogjuk bizonyitani.

3.3 Nyelvekre értelmezett miiveletek
Formalis nyelvekre, mint szohalmazokra kozvetleniil értelmezhetok a halmazelméleti

alapmiiveletek:
L1UL2:{P‘PEL1 VagyPELg}
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leLQZ{P|P€L1éSPEL2}
Li\Ly={P|P€LyésP¢ Ly}
L=V*\L

Ahogy a 2.7. fejezetben mar emlitettiik, a nyelveken az unié miiveletén kiviil a
konkatendciét és az iteraciot alapmiiveleteknek tekintjiik. Emlékeztetoiil, két nyelv
konkatendcidjan a kovetkezd nyelvet értjiikk: Ly - Ly = {PQ|P € Ly és Q € Ly}.
Legyen @ = 1,2, .... Ekkor egy L nyelv i-edik hatvdnyan a nyelv i-szer egymés uténi,
onmagaval valé konkatenécidjat értjiik. Jelolés: L. Megdllapodas szerint L° = {A}.
A konkatendcid lezdrdsdt az L* = |0y L' Osszefiggéssel értelmezzitk. Haszndlatos
még az LT = L* \ {\} jelolés is.

Legyen adva két véges abécé, V; és V. A Vi*-nak a Vi'-ba valé h leképezését ho-
momorfizmusnak nevezzik, ha:

1. injektiv,
2. és mivelettart6, azaz h(PQ) = h(P)h(Q), tetszéleges P, Q € V/*-ra.

A fenti két tulajdonsagbol rogton kovetkezik, hogy az tires szd képe az iires sz6 lesz,
ugyanis h(P) = h(PX) = h(P)h(\) minden P € V}* széra.

Egy homomorf leképezést A-mentesnek neveziink, ha h(P) = X esetén P = \.

Azt mondjuk, hogy egy nyelvtan normdlis alakban van, ha a helyettesitési szaba-
lyokban termindlis jelek csak X — a (X € Vy,a € V) alaki szabalyokban fordulnak
eld.

Tétel 3.2 Minden G = (Vy,Vr, S, H) nyelvtanhoz megadhatd egy vele ekvivalens
G = (VX,Vr, S, H'Y nyelvtan gy, hogy minden H'-beli szabdly, amely termindlis
jelet tartalmaz, X — a alaki, ahol X € Vi, a € Vp. Emellett G' nyelvtan ugyanolyan
tipusu, mint G, kivéve, ha G 3-as tipusu.

Bizonyitds: Minden egyes a; € Vi termindlis jelhez vezessiink be 4j Ay ¢ Vi nemter-
minalist, és legyen

VJ([ — VNU{Al,AQ,...,An}.

A H'-beli szabalyokat adjuk meg tgy, hogy a H szabélyaiban minden a; termindlis
helyére a megfelel6 A; valtozot irjuk. Ezenkiviil a H'-beli szabdlyok kozé még
felvessziik az Ay — a alaku 14j szabalyokat, minden k& = 1,...,n-re. Az igy kapott
H' nyilvan rendelkezik a kivéant tulajdonsaggal.

Az ekvivalencia bizonyitdsahoz elészor megmutatjuk, hogy L(G) C L(G"). Legyen
P = ay ay,...ar, € L(G). Ekkor a G’ nyelvtanban levezetheté a megfeleld Ay, Ay, ...
Ay, 520, és az Ay, — ay, szabélyok segitségével ebbdl a P-t megkaphatjuk. Ha tovabba
A € L(G), akkor a G-ben a megfelel§ szabélyok alkalmazasaval ugyancsak megkapjuk
A-t.

Most lassuk be, hogy L(G") C L(G). Legyen h : (V,UVr)* — (VyUVr)* homomorf
leképezés a kovetkezo modon értelmezve:

® h(Ak) = ag, illetve

° h(l‘) =T, T c (VN U VT)

Ekkor barmely két P,Q € (VX U Vp)* széra a P 3 @ relaciobdl kovetkezik, hogy
vagy h(P) = h(Q), vagy h(P) T h(Q). Ha ugyanis a G nyelvtanban a P-bdl a @
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ugy adddik, hogy valamelyik Ay — a; szabélyt alkalmazzuk, akkor h(P) = h(Q).
Ha pedig H'-nek egy olyan szabalyat alkalmazzuk, amelyet egy H-beli szabalybdl
nyertiink, akkor nyilvan h(P) T h(Q). Tehdt mindkét esetben P 3 @) relaciébdl a

h(P) = h(Q) kovetkezik. Legyen most P € L(G'), akkor S = P, mert S = h(S) =
h(P) = P, amivel a tételt bebizonyitottuk. O

A nyelvekre mint széhalmazokra értelmezett alapmiiveleteket (a halmazelméleti e-
gyesitést, a konkatendcidt, és a konkatendcidé-lezarasat) requldris miveleteknek nevezziik.

Tétel 3.3 Az L; nyelvosztdlyok mindegyike (i = 0,1,2,3) zdrt a requldris miveletekre
nézve.

Bizonyitds: A bizonyitds soran tételezziik fel, hogy L = L(G), L' = L(G'), ahol
G = (Vn,Vp, S, HY, G' = (V{, V], S, H'). Az el6z6 tétel alapjdn feltehetjiik, hogy az
H és H' szabalyokban termindlis jelek nem szerepelnek a bal oldalon. Az altalanossag
megszoritdsa nélkiil feltehetjik, hogy VyNVy, = 0. A bizonyitédst az egyes miiveletekre
kiilon-kiilon végezziik el.

Egyesités. Ha i = 0,2, 3, akkor Sy legyen egy olyan nemtermindlis, amely eddig nem
szerepelt sem Vy-ben, sem Vj-ben. A

Ge = (Vn UV U{So}, Ve UVY, So, HUH U{Sy — S, Sy — S'})

nyelvtan ekkor az L U L’ nyelvet generélja, és egyben i-tipusi, ha mind G, mind G’
i-tipust. Egyrészt ugyanis L U L' C L(G.), mésrészt az L(G.) C LU L' igazolasdhoz
azt kell megjegyezniink, hogy az Sy — S (Sy — S’) szabdly kizdrja az H' (H) hal-
mazban taldlhaté szabédlyok alkalmazédsat. Ha i = 1 és A ¢ L U L', akkor a fenti
konstrukcié ugyantgy megfelel. Ha A € L U L', akkor vegyiik az L1 = L\ {\} és az
Ly = L'\ {A\} nyelveket (, vagyis hagyjuk el az S — A, illetve S’ — X\ szabélyok
koziil el6fordulé(ka)t), és alkalmazzuk a kordbbi konstrukeiét, majd vegyiink fel az 1j
mondatszimbélummal az 4j szabdlyokkal (Sy — S, Sy — S’) az Sy — A szabélyt is.
Konkatendcid. Legyen i = 0,2 és Sy & Vy U VY. Ekkor a

Gr = (VN UV U{So}, Vr UV, So, HU H' U {Sy — SS'})

nyelvtan az LL' nyelvet generalja, és egyben i-tipusd, ha mind G, mind G’ i-tipust.
Az nyilvanvald, hogy LL' C L(G}.). Az L(Gy) C LL' bizonyitaséhoz tegyiik fel, hogy
So =* P. Az adott levezetést az Sy = P, = ... = P, = P lépésekre bontva
beldthatd, hogy minden Pj-hez van olyan @Q); és Q}, amelyekre P; = Q;Q és S =" Q;,
S =*Q} (j =1,2,...,m). Nyilvinvaléan P, = SS’. Ha pedig valamely Pj-re ilyen
alakban irhatd, akkor Pjii-re is teljestil. Eszerint a nyelvtanban levezethetd szavak
mindegyike benne van az LL'-ban. Ha i =1 és A ¢ L U L', akkor a fenti konstrukcié
megfelel a céljainknak. Hai = 1és A € LUL’, akkor a kordbbiakhoz hasonléan vegyiik
elészor az Ly = L\{\} és Ly = L'\ {\} nyelveket. A halmazmiiveletek disztributivitdsa
értelmében az LL' megegyezik az alabbi harom nyelv valamelyikével:

LiL>U Lo LiL,U Ly LiLyU Ly ULy U{\}
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Minthogy az Ly, Ly és {\} nyelvekre mind az egyesités, mind a konkatendci6 zartsdgat
belattuk, ebbdl allitasunk kovetkezik. Konnyti 1atni, hogy ¢ = 3 esetén a kovetkezd
konstrukcié megfelel céljainknak. Helyettesitsilk H-ban minden A — P (A € Vi,
P € V}) alaki szabélyt az A — PS’ szabéllyal. Az igy médositott H szabalyhalmazt
H-gyel jelolve képezziik a

G ={(VyUVy, Vo UV}, S HyUH')

nyelvtant, amely az LL' nyelvet generalja és szintén 3-tipusi.
Konkatendcio lezdardsa. Legyen i = 2 és Sy & V. Ekkor a

G* = <VN U {S()}, VT, S(), HU {S() — )\, S() — S()S}>

nyelvtan az L* nyelvet generalja és ugyancsak 2-tipusu.

Legyen ¢ = 3. Ekkor legyen H, az a szabalyrendszer, amiben helyettesitjik a H
minden A — P (A € Vy, P € V) szabalyat az A — PS szaballyal. Az igy kapott
H, szabélyhalmazzal és Sy € Viy-nel képezett

G* - <VN U {So}, VT, So,H U H2 U {SO — )\, SO — S})

nyelvtan az L* nyelvet generalja és 3-tipust.
Legyen végiil 1 = 0,1 és A ¢ L. Ekkor a
G* = <VN U {S(), Sl}, VT, S(), HU {S() — )\, S() — S, S() — SlS}U
U{Sia — Si1Sa|a € Vr} U{S1a — Sa|a € Vr})
nyelvtan, ahol Sy € Vi, S1 € Vv 1j nemtermindlis jelek, az L* nyelvet generalja és
egyben i-tipust. Nyilvan L* C L(G,). Az ellenkez6 irdnyu tartalmazashoz legyen

So=P=...=P

egy tetszoleges levezetés G,.-ban. Ha P, = A, akkor P; € L*, ha pedig P, = 5, akkor ez
a levezetés csak olyan Vj-beli szohoz vezethet, amely benne van az L-ben. Egyébként
Py csak 515 alaku lehet, és ekkor minden P; vagy

e 5101 ...Q% alakt, ahol k > 1 és a @Qq, ..., Q) szavak mindegyikének az elsé betiije
termindlis, és S =* Q; (I =1,... k) vagy

o (9@ ...Q alaku, ahol k£ > 1 és a Qq,Qo, ..., R szavak mindegyikének az elso
betiije termindlis és S =* Q; (I =0,1,...,k).

Ezt teljes indukcidval bizonyithatjuk. fgy belattuk, hogy L(G,) C L*.

Abban az esetben, ha i = 0,1 és A € L, akkor elsoként egy olyan (G; nyelvtant
konstrudlunk, amelyre L(G1) = L(G)\ {\}. Ezt i = 1 esetben egyszertien gy kapjuk,
hogy az S — X szabdlyt elhagyjuk. Az i = 0 esetben pedig minden P — X alaku
szabalyt helyettesitiink az ©P — x és Px — x alaku szabalyok halmazaval, ahol az x
végigfut az Gsszes terminalis és nemterminalis jelen. Az igy kapott G nyelvtan tipusa
tehat megegyezik a G tipusaval, és nyilvan L} = L*. Elég tehat a konstrukciét a A & L
esetre megadni. Ezt az esetet mar korabban belattuk. O
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Miel6tt a kiilonbozo tipusu nyelvtanokat, illetve nyelveket més szempontok alapjan is
megvizsgalnank, megnézziik kapcsolatukat az automatakkal.

Ebben a részben, hacsak méast nem mondunk, automatan mindig inicialis kimen6
jel nélkiili automatat értiink.

4.1 Regularis Nyelvtanok és Véges Automatak

E fejezetben megmutatjuk, hogy a 3-as tipusi, azaz regularis nyelvtanokkal generalhato
L3 osztédlya megegyezik a véges automatak altal felismerheté nyelvek osztalyaval,
vagyis Kleene tétele értelmében, a regularis nyelvek osztalyaval. Mas szoval, a 3-as
tipusu, azaz regularis nyelvtan, mint generativ eszkoz, azonos értékii a véges au-
tomataval mint felismero eszkozzel.

Amint azt a 2.1. fejezetben mar lattuk, a nemdeterminisztikus véges automata
olyan A = (A, ag, X, §) rendszer, amely hasonléan miikddik mint az inicidlis kimend jel
nélkiili (determinisztikus) automata, azzal a kiilonbséggel, hogy a § dtmeneti fliggvény
az A x X szorzathalmazt az A éllapothalmaz részhalmazainak halmazéba, vagyis
a 24 hatvdnyhalmazba képezi le: § : A x X — 24. Minden a € A,xz € X pérra
d(a,z) € A az dtmeneti lehetdségek halmaza. Feltételezziik viszont, hogy az A egy
a € A allapotbdl az x € X jel hatdsara mindig egy &allapotba megy at (kivéve ha
d(a,z) = (), mikoris dtmenet nincs értelmezve), az dtmenet azonban A dltal nincs
egyértelmiien meghatarozva.

[Alle [0 [c |
Példa 4.1 | z | {a,b} | 0 {b}
y [ {cd b} | {c}
A fenti tdbldzattal definidlt A nemdeterminisztikus véges automata példdul az x

bemend jel hatdsdra az a dllapotbdl atmehet b-be, de maradhat az a dllapotban is. A b
dllapotban az A az x bemend jelet nem képes feldolgozni.

A 6 fiiggvény értelmezését kirerjesztjiik tigy, hogy legyen § : Ax X* — 24, ahol min-
den a € A-ra 6(a, \) = {a} és minden x € X,p € X* pérra §(a, pr) = Upes(ap) (b, 7).
(Természetesen eléfordulhat, hogy d(a, px) = ().) Vegyiik észre, hogy ez a kiterjesztés
lényegesen kiilonbozik az automataelméleti vizsgalatoknal kordbban alkalmazott kiter-
jesztéstol, hisz ott képelemként (24)*-beli elemek léptek fel, mig itt csak 24-beliek.

Azt mondjuk, hogy az L nyelv eléallithaté vagy felismerheté A-ban az A” C A
halmazzal, jelekben: L = Lﬂ/, hape L < d(ag,p) N A £0.

Tétel 4.1 A nemdeterminisztikus véges automatdkban elddllithato nyelvek Lnpa 0Sz-
talya megegyezik a véges automatdikban elodllithato nyelvek L osztdlydval.

Bizonyitds: Lra C Lypa trividlis. A forditott iranyu tartalmazas igazolasahoz legyen
L= Lf{, ahol A = (A4, ag, X, §) most valamilyen nemdeterminisztikus véges automata.
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Alkossuk meg a B = (B, by, X, ') véges automatdt, amelyre B = 24 by = ag 6és
béarmely b € B,z € X parra 8 (b,z) = Usepd(a, ). Konnyti belatni, hogy L = Lg

L
ahol B' = {b = §(bg,p) | bNA" # (0}, amivel az Lypa C L4 tartalmazdst is igazoltuk.
O

Egyszertien bizonyithaték a kévetkezo tételek.

Tétel 4.2 Minden G 3-as tipusi nyelvtanhoz létezik egy vele ekvivalens G’ 3-as tipusi
nyelvtan, amelynek szabdlyai jobb oldalan a mondatszimbolum nem lép fel.

Bizonyitds: Valéban, ha G = (Vy,Vr, S, H) 3-as tipusi nyelvtan, akkor egy ilyen
G’ nyelvtant megadhatunk G’ = (Vy U {5}, Vi, S’ H') alakban, ahol S ¢ Vi és
H =HU{S—-P|S—PecH} O

Tétel 4.3 Ha az L nyelv 3-as tipusi, akkor L U {\} is.

Bizonyitds: Legyen G = (Vy,Vr, S, H) egy 3-as tipusi nyelvtan, melyre L = L(G).
Ha L tartalmazza az tires szét, L U {\} 3-as tipust volta automatikusan teljesiil. Ha
nem tartalmazza, akkor tekintsiink egy G’ nyelvtant, ahol G' = (Vy,Vp, S, H') és
H' = HU{S — A}. Ekkor a G’ 3-as tipust nyelvtan generdlja L U {\}-t. O

Tétel 4.4 A 3-as tipusi nyelvek L3 osztilya egybeesik a véges automatikkal elddllit-
hato nyelvek L4 osztalydval.

Bizonyitds: Legyen L € Ly éslegyen L = L4 , ahol A = (A, ag, X, §) véges automata.
Tekintsiik azt a G = (A, X, ag, H) nyelvtant, amelyre barmely a,b € A ész € X esetén
a—xbe€ HS ja,x) =bésa — x € H <& §a,x) € A Vildgos, hogy G 3-as
tipusu (sét, jobbrdl reguldris) nyelvtan, mely aq ¢ A, azaz A ¢ L esetén az L nyelvet
generalja. Ha pedig ag € A', vagyis A € L, akkor L(G) = L\ {\}, tehat L\ {\} jobbrdl
linedris. Igy az 4.3. Tétel alapjan az L = (L \ {A\}) U {\} is jobbrél lineris. Tehat
mindenképp L € L3, amivel az Lz, C L3 igazolast nyert.

Legyen most L € L3. Ekkor a 4.2. Tétel szerint 1étezik olyan G = (Viv, Vi, S, H)
3-as tipusi nyelvtan, amelyre L = L(G) és amelynek szabdlyai jobboldaldn az S
mondatszimbdélum nem 1ép fel. A 4.1.cTétel alapjan elegend6 azt megmutatnunk, hogy
L el6éallithaté nemdeterminisztikus véges automataban. Egy ilyen nemdeterminiszti-
kus véges automatat A = (Vy U {x},S,Vr,d) alakban adhatunk meg, ahol x ¢ Vy
tetszoleges 1j szimbodlum, a § atmeneti fliggvény pedig tetszéleges x € X bemend jelre
ao(x,x)=10és

5(B,z) = {CeVy|B—zCeH} ha B—x ¢ H,
O {xpu{CeVy|B—2CeH} haB—xeH

osszefiiggésekkel van definidlva. A konstrukeié alapjén lathat6, hogy L = L, ahol

M- {S,*}, haS— e H,
) {x}, haS — \¢ H.

Tehat L € Lpy, amivel az L3 C Ly tartalmazast is igazoltuk. O
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Itt jegyezziik meg, hogy tehat egy regularis nyelvet harom (ekvivalens) médon ad-
hatunk meg: reguldris kifejezéssel, véges (determinisztikus vagy nemdeterminisztikus)
automataval, illetve 3. tipusu nyelvtannal.

4.2 Kornyezetfiuggetlen Nyelvtanok és Veremutomatak

Ha a véges automata definicigjaban az éllapothalmaz végességére vonatkozd kove-
telményt elhagyjuk, akkor (a véges abécéjli) végtelen automata fogalméhoz jutunk.
Ez a fogalom e formdjaban tul altalanosnak bizonyult, ezért bevezették a végtelen
automatdak specialis fajtait.

A veremautomatat eredetileg aritmetikai kifejezések szamitégéppel torténo kiér-
tékelésére talaltak ki, s torténeti érdekessége, hogy egy veremautomatat realizald
szoftver volt az elsé olyan szamitégépes szoftver termék, mely szabadali oltalmat
kapott az USA-ban. Egyben ez volt a vildgon az elsé szoftver szabadalom. (A
szabadalmaztatas a hatvanas években tortént.)

A veremautomata esetén egy potencidlisan végtelen befogaddképességli verem-
meméria Osszes lehetséges tartalma eredményez végtelen sok allapotot. A verem-
memoria pozicidkra felosztott egy iranyban végtelen szalag. Minden poziciéba egy-egy
jel irhaté. A jelek kiolvasasa, illetve torlése a bevitelhez képest forditott sorrendben
torténik. Mas széval, a verem belsejének tartalmahoz kozvetleniil nem fériink hozza,
hanem mindig csak a verem tetején 1évé jelet tudjuk kiolvasni, illetve mddositani
(feliilirni, vagy torolni) és csak a verem tetejére (a benn lévék {61é) helyezhetiink el
ujabb jelet. A verem aljan van egy specialis "verem alja” jel, mely nem tartozik sz-
ervesen a verem abécéhez, s ezt a jelet a veremautomata sem feliilirni, sem torélni
nem tudja.

A veremautomata a véges bemené szot egy input szalagon kapja meg, melyrol
egy olvaséfejjel, iranyban balrol jobbra haladva betlinként tudja leolvasni a tekintett
bemené szot. Az is megengedett, hogy az input szalag iires legyen, azaz az tires szot
tartalmazza.

A veremautomatahoz a potencialisan végtelen veremmemorian és az input sza-
lagon kiviil tartozik még egy véges inicialis nemdeterminisztikus kimendé jel nélkiili
automata, mely az input szalagrol beolvasott betil és a veremautomata tetején levo
veremabécé betil, valamint a bels6 allapota alapjan fog a verem tetején operdlni, bels6
allapotat valtoztatni. Az is megengedett, hogy egy-egy ilyen elemi 1épés soran az in-
put szalagon a soron kovetkezo betlit, vagy a verem tetején levo betiit vagy egyiket
se vegye figyelembe. (Azt az elemi 1épést, mikor a veremautomata az input szalagon
soron kévetkezd betiit nem olvassa be (az olvasé fej helyben marad), A-lépésnek is
szokés hivni.) Ezt a véges inicidlis nemdeterminisztikus kimend jel nélkiili automatat
a fejezet tovabbi részében a rovidség kedvéért a vereamutomata véges automatdjanak
hivjuk.

A veremautomata miikddésének kezdetekor a verem iires (csak a verem alja jel van
a verem aljédn), az input szalag olvaséfeje a szalag elsé betiijére mutat (vagy ha az
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input szalag tartalma az tires sz6, ezt érzékeli), s a veremautomatdahoz tartozd véges
automata pedig a kezdd allapotaban van.

A miikodés veremautomata esetén is diszkrét idoskala mentén haladva torténik. Ha
a veremautomatahoz tartozo véges automata a miitkodés soran eljut egy végallapotba,
akkor veremautomata megdll. A veremautomata megall akkor is, ha a hozza tar-
tozd véges automata egy olyan allapotban van, melyhez nem tartozik egyetlen al-
kalmas dtmenet sem. Az alkalmas dtmenet 1étezése azt jelenti, hogy a verem tetején
1éve jel figyelembe vételével vagy anélkiil és az input szalagon 1évé kovetkezd betii
(ha van olyan) figyelembe vételével vagy anélkiil az adott &llapotbdl van lehetséges
atmenet egy masik allapotba a veremautomata véges automatdjaban. A veremau-
tomatahoz tartozo véges automata belso allapotat a tovabbiakban roviden a veremau-
tomata bels6 allapotanak, vagy a veremautomata allapotanak mondjuk. (Szigorian
véve a veremautomata belsé dllapotat egy par hatarozza meg, melynek els6 eleme a
verem tartalma, a masodik pedig a veremautomatdahoz tartozé véges automata belsé
allapota, s igy tekintve a veremautomata végtelen.)

Ha az input szalagon egy nem iires sz6 van, s a veremautomata gy all meg, hogy
el6zoleg az input szalag utolsé betiijét is beolvasta, akkor azt mondjuk, hogy a vere-
mautomata az input szalagon levé szot elfogadta. Ha a veremautomata ugy all meg,
hogy az input szalag tartalma az tires sz, akkor azt mondjuk, hogy a veremautomata
az tires szot elfogadta. Akkor mondjuk, hogy a (nemdeterminisztikus miikédésii) vere-
mautomata egy bemené szot elfogad, ha van olyan miikodésmodja, hogy a bemend
szot elfogadja. A veremautomata altal elfogadott bemend szavak Osszeségét a vere-
mautomata altal elfogadott nyelvnek hivjuk. Latni fogjuk, hogy a veremautomatak
altal elfogadott nyelvek osztdlya épp a kornyezetfiiggetlen nyelvek osztélya.

Példa 4.2 Az egyetemi menzan az ételeket talcan szokds a kiszolgdlo pultoktol az asz-
talokhoz vinni. A tdlcdk a kiszolgdlo pultokndl eqgymds tetején vannak elhelyezve, s
mindig csak a legfelsd tdlcdt lehet elvenni. Ha a legfelsd tdlca valamiért nem szimpati-
kus (szine vagy mds miatt), ahhoz hogy az alatta levd valamelyik tdlcahoz hozzaférjink,
le kell vennu a legfelsot, s félretenni. Ezt a mozdulatot mindaddig folytatnunk kell, mig
a kivant (valamiért szimpatikus) tdlcdhoz nem jutunk. Ezutan (ha rendeseknek akarunk
latszani) akkor a félretett talcdkat visszapakoljuk (tobbnyire forditott sorrendben mint
ahogy elvettiik) 1igy, hogy minden visszapakolt tdlca folé helyezziik a kévetkezd vissza-
pakolandot.

Formadlisan, egy veremautomata a koévetkezd hetes: A = (Z, A, X, 6, 20, ag, Ar),
ahol Z a veremabécé, A a belsé dllapotok nem fires és véges halmaza, vagy mas néven
llapot dbécé, § : (ZU{A}) x (A\ Ap) x (XU{A\}) — 27" x A a (nemdeterminisztikus)
dtmeneti fiigguény, zo ¢ Z a verem kezddjele ("alja”), ag € A a veremautomata kezdd
dllapota, Ar a veremautomata végdllapotainak halmaza.

Egy veremautomata pillanatnyi konfiguracidjan értjiik azt a Wa szét, ahol W € Z*
a veremmemoria pillanatnyi tartalma (melyhez nem értjiikk hozza a verem aljan 1év6
kezd§ jelet), a € A pedig a veremautomata pillanatnyi bels6 dllapota. Egy veremauto-
mata minden 1épésben a pillanatnyi konfiguraciobdl a é atmeneti fiiggvény definicidja
értelmében egy vagy tobb pillanatnyi konfigurdciéba mehet &t (vagy épp nem mehet
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at egybe sem). Mint mér emlitettiik, az dtmenet torténhet oly médon, hogy kézben
a veremautomata nem kéri a bemené jelsorozat kovetkezd jelét (A-1épés).

Az A veremautomata egy P € (Z U {A})*A(X U{A})* sz6t egy lépésben dtalakit a
Q € (ZU{A})"A(X U{\})* széba (jelekben: P7Q, vagy csak egyszeriien: P = @, ha
van olyan z € ZU{\} és a,b € A, valamint Wy, Wy € Z* r € X* hogy a kovetkezd
osszefiiggések valamelyike fennéll:

(a) alkalmas x € X-re P = Whzaxr,Q = WolW1br mellett (W1,b) € §(z, a, x);

(b) P = Wyzar,Q = WolW1br mellett (W7,b) € §(z,a, \).

Egy veremautomata a P € Z*AX* sz6t (véges lépésben) dtalakit (dtalakithat) a

Q € Z*AX™ szoba - jelekben: P%Q - ha van olyan Pi,..., P, sorozat, hogy P =
P,Q)Q =P, és P,7P1,i=1,...,n—1. A veremautomata altal elfogadott nyelv:

Li={pe X"| /\aop%Wa valamely W € Z* és a € Ap esetén }.

Lathatd, hogy a veremautomatan egy lépésben egy jelparon tud operaciot végre-
hajtani, aholis a jelpar els6 tagja a veremabécé egy jele, vagy pedig az iires szd, a
masodik tagja pedig az input abécé egy betiije, vagy az iires sz6. A veremautomata
alkalmas atalakitasaval elérheto, hogy a veremabécé bizonyos jelei ne keriiljenek a
miikodés sordn tovabbi atalakitasra. Ezen veremjeleket termindlisoknak, a tobbit
pedig a veremautomata belsé dllapotaival egyiitt nemtermindlisnak valasztva igazol-
hat6 a kovetkez6

Tétel 4.5 A kornyezetfiiggetlen nyelvek osztdlya egybeesik a veremautomatdk dltal
elfogadott nyelvek osztdlydval. O

Amennyiben az dtmeneti fiiggvény képhalmaza a Z* x A halmaz (és nem annak
részhalmazai halmaza), determinisztikus veremautomatardl beszéliink. Ervényes a
kovetkezo

Tétel 4.6 A determinisztikus veremautomatak dltal elfogadott nyelvek osztalya valodi
részosztilya a nemdeterminisztikus veremautomatdk dltal elfogadott nyelvek osztdlyd-
nak. O

A determinisztikus veremautomatak altal elfogadott nyelvek osztdlyat determinisz-
tikus kornyezetfiiggetlen nyelveknek hivjuk.

Itt jegyezziik meg, hogy a linedris (nyelvtanok &ltal generdlt) nyelvek éppen az
eqyszerfordulo veremautomatdk altal elfogadott nyelvek osztalya. Az egyszerfordulo
veremautomatak olyan specialis veremautomatdak amelyek miikodésiik kozben elébb
csak "toltik” a vermet, aztan pedig csak "iritik”. (Ha volt mér torlés a verembdl,
akkor mar nem tesznek bele jabb szimbdélumokat.)
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4.3 Mondatszerkezetii Nyelvek s a Turing-gépek

A Turing-gép fogalmat Alan Turing vezette be bizonyos automatikusan végrehajtha-
t6 szamitasok tanulméanyozasara 1936-ban, joval az elsé programvezérlési elektroni-
kus szamitogépek megjelenése elott. Egyszeriisége ellenére a Turing-gép elég jé mo-
dellnek bizonyult bizonyos szamitogépekkel kapcsolatos vizsgédlatokban, igy példaul a
szamitogépek szamitasi kapacitasanak elvi korlatai kutatasaban.

A Turing-gép egy potencialisan végtelen szalagmemoridval és egy iro-olvaso fej-
jel ellatott véges automata. A szalagmemoria pozicidkra van osztva, s minden egyes
pozicié mint memoria-egység az ugynevezett szalagdbécé pontosan egy betlijének ta-
rolaséra képes. Kezdetben a Turing-gép egy specifikélt kezddallapotaban van, s a sza-
lagon egy véges hosszusagu startszo helyezkedik el. Miikodésének kezdetekor a Turing-
gép iré-olvasé feje a startszo els6 betiijén &ll. A startszd elStti és utdni (végtelen sok)
szalagpozicié egy specidlis betlivel, a szokozzel van feltoltve, ami nem tévesztendo
Ossze az ires szoval. Tébbek kozott azért is, hogy a startszé elkiilonitheto lehessen a
szalag tobbi részén tarolt mindkét iranyban végtelen szamu szokoztol, feltételezziik,
hogy a startszé utolsé betiije nem lehet szokoz. A startszé tehat az ird-olvaséd fej
alatti betiitl (jobbra haladva) tart a szalag utolsé nem iires betiijéig. Specidlisan,
tires startszo is elképzelheto. Ezt gy interpretaljuk, hogy ezesetben a szalag minden
egyes pozicidja szokozzel van feltltve, s az ir6-olvasé fej ezek egyikére mutat. (Utolsé
sz0kozt6l kiilonbozo betli pedig ekkor értelemszertien nincs.) A Turing-gép diszkrét
idoskéala mentén, elkiilonitett idopillanatokban hajt végre egy-egy elemi miiveletet ki-
indulva egy kezdeti idopontbdl. A Turing-gép egy ilyen elemi operacidja az iré-olvaso
fej alatti betl olvasdsabdl, ezen betti feliilirasabol, a belso allapot valtoztatasabol, s
az ré-olvasé fej egy poziciéval vald balra avagy jobbra mozgatasabol, vagy éppen a
fej helybenhagyéasabol all. Amennyiben a Turing-gép eljut egy végallapotba, megall.

Formalisan, a Turing-gép egy rendezett M = (A, ap, X,b, Ap, ) hatos,
ahol A a gép belsd dllapotainak (véges) halmaza, ag (€ A) a kezdd dllapot, X a sza-
lagabécé, b (¢ X) a szokéz betd, Arp (C A) a wvégdllapotok halmaza,
po: (AN Ap) x X — 24xXx{BalJobbHelyben} o o4n mozgdsfiigguénye, aholis, mint
szokésos, 24x X x{Bal.Jobb,Helyben} 50151 az A x X x {Bal, Jobb, Helyben} halmaz ésszes
részhalmazai halmazat.

Ha tehdt az M Turing-gép egy a € A\ A éllapotaban van és az iré-olvasé fej
alatt valamely = € X jel all, akkor - ha u(a, ) nem tres - a u(a, ) -beli harmasok
egyike szolgaltatja a gép operacié utani 1j allapotat, a szalagjelet feliiliré szimbolumot
(mely nem feltétlen kiilénbozo a feliilirt szimbdélumtdl), illetve az elmozdulds irdnyét.
Ha u(a, ) = 0, azt Ggy interpretaljuk, hogy ha a gép az a dllapotban az {ré-olvasé fej
alatt az x betiit taldlja, tovabbi miikodését felfiggeszti.

Az egyszertibb irasmod kedvéért a tovabbiakban fel fogjuk tételezni azt az egyéb-
ként megfeleld irasméddal elérhetd, am jelentéktelen megszoritast, hogy AN X = (.
Egy pillanatnyi konfiguracio W = Pa(@) alakd, ahol P,Q)Q € X* és a € A, aholis
P € X7 esetén P nem kezdddhet, Q € X esetén pedig () nem végzédhet székozzel.
(Természetesen P = A\, Q = A\, PQ = X barmelyike eléfordulhat.) Tetsz6leges Z pil-
lanatnyi konfiguraciot ekvivalensnek hivunk egy X*AX*-beli PaQ) széval és viszont,
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és ezt Z = PaQ-val, illetve Pa() = Z-vel jeloljik, ha alkalmas k,/ nemnegativ
egész szamparra b*Zb¢ = Pa(). Tehat egy X*AX*-beli széval ekvivalens pillanat-
nyi konfiguraciét tgy kapunk meg, hogy mind a bal szélétél jobbra haladva, mind
pedig a jobb szélétol balra haladva letordljiik a b betiiket egészen addig mig egy b-t6l
kiilonboz6 betiliig nem jutottunk. Ha a = ag és P = X akkor kezdd konfigurdcioral,
ha pedig a € A, akkor végkonfigurdciordl beszéliink. (Sok esetben nem is szoktdk
elkiiloniteni a Turing-gép végéllapotait a tobbi allapottol. Ilyenkor végkonfiguracid
alatt azokat a W = Paz@,z € X\{b}, illetve Pa konfigurdcidkat szokds érteni, amikor
p(a,z) = 0, illetve p(a,b) = 0.) Amennyiben valamely PaxQ,a € A\ Ap,x € X, il-
letve Pa,a € A\ Ap pillanatnyi konfigurécié esetén {(a, z, Helyben)} = p(a, x), illetve
{(a,b, Helyben)} = u(a,b), akkor azt mondjuk, hogy az M Turing-gép a tekintett pil-
lanatnyi konfigurdciéban egyszert végtelen ciklusba esik.

Minden egyes W = PrayQ,a € A, P,Q € X*,x,y € X U{\} pillanatnyi kon-
figuracidhoz (aholis ha Px # A, akkor Px nem kezdddhet, ha pedig y@Q # A, akkor y@Q
nem végzédhet szokozzel) rendeljiik hozza a kovetkez6képp definidlt (V) kifejezést.

Pray@ ,haz,ye X
) Pxab yhaz e X, yQ =\
(W) = bayQ yhaPr=X\yeX
bab , ha Px = yQ = \.

Vildgos, hogy ez a hozzarendelés kolecsonosen egyértelmii. Mondjuk azt, hogy a
W pillanatnyi konfiguréciébdl a Z pillanatnyi konfigurdcié (M-ben) kézvetlendil (vagy
egy lépésben) levezethetd (jelekben W = Z), ha a (W) = PrayQ, a € A, z,y € X,
P, Q) € X~ eléallitas esetén a kovetkezo feltételek valamelyike teljestil.

(I) Z=PdzyQ és (d,y,Bal) € p(a,y),

(II) Z = Pay'd'Q és (d',y', Jobb) € p(a,y),

(IIT) Z = Pxd'y'Q és (', y', Helyben) € p(a,y).

A P pillanatnyi konfiguraciébdl a @ pillanatnyi konfigurdcié (M-ben) levezethetd

(jelekben W = Z), ha van a pillanatnyi konfiguraciéknak olyan Wy, ..., W, sorozata,

hogy W; & Wiit1,i = 0,...,t — 1 mellett Wy = W, W, = Z. Specidlisan, minden W
pillanatnyi konfiguraciéra feltessziik W T W fennéllasat. Szokéasosan, ha ki akarjuk

* +
hangsilyozni, hogy W = Z és W # Z, hasznéljuk a W7 Z jelolést is. Az M Turing
gép altal elfogadott nyelven értjiik az

Ly ={P € X"|ayP 1\% W, W végkonfiguracié }
nyelvet.

Megjegyzés 4.3 Jelolje Cry az M Turing-gép osszes pillanatnyi konfigurdciot hal-
mazat. Vegyik észre, hogy a fentiekben tekintett M Turing-gép dltal elfogadott nyelv
egybeesik a kévetkezd G nyelvtan dltal elfogadott nyelvvel: G = (A, X, a9, H), ahol
H = H UH,, H = {a — XA | a € Ap}, Hy = {zay — Z | a € A,
r,y e (X\{PHU{NLZ e Cpmyzay 5 Z}.
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Tekintsiink egy M = (A, ag, X,b, Ap, ) és egy M’ = (A a¢, X',b', Ap', 1)
Turing-gépet. Akkor mondjuk, hogy M izomorf M’-vel, ha az allapotok és a sza-
lagabécé bettliinek alkalmas kolcsonosen egyértelmii atjelolésével a két gép meg fog
egyezni. Formalisan, ha létezik olyan ¢ : A — A’ és ¢y 1 X — X’ kolesonosen
egyértelmii leképezés-par, hogy fennallnak a kovetkezok:
(i) ¢1(a0) = ao’,2(b) =b";
(ii) minden a € A-ra a € A akkor és csak akkor ha ¢;(a) € Ap';
(iv) valahanyszor (b, y,Irdny) € p(a, z), mindannyiszor

(p1(b), o(x),Irdny) € 1/ (v1(a), pa(z)) és viszont.

Ervényes a kovetkezon tétel:

Tétel 4.7 A monatszerkezeti nyelvek osztdlya egybeesik a Turing gépek dltal elfo-
gadott nyelvek osztdlydval. O

Amennyiben a mozgésfiiggvény képhalmaza a A x X x {Bal, Jobb, Helyben} hal-
maz (és nem annak részhalmazai halmaza), determinisztikus Turing géprél beszéliink.
Ervényes a kovetkezo

Tétel 4.8 A determinisztikus Turing gépek dltal elfogadott nyelvek osztdlya eqybeesik
a nemdeterminisztikus Turing gépek dltal elfogadott nyelvek osztdlydval. O

4.4 Kornyezetfiiggd Nyelvek s a Linearisan Korlatolt
Automatak

Ha kikotjiik, hogy a nemdeterminisztikus Turing gép miikodése soran legfeljebb egy
konstansszor annyi szalagpoziciét hasznaljon mint a startszo hossza, a linearisan
korlatolt automata fogalmahoz jutunk. Ervényes a kovetkezo

Tétel 4.9 A kornyezetfiiggé nyelvek osztdlya egybeesik a linedrisan korldtolt au-
tomatdk dltal elfogadott nyelvek osztdlydval. a

Megjegyzés 4.4 Mindezideig nevezetes megoldatlan probléma, hogy a determiniszti-
kus linedrisan korldtolt automatdk dltal felismert nyelvek osztlya valodi részosztdlya-e a
nemdeterminisztikus linedrisan korldtolt automatadk dltal felismert nyelvek osztdlyanak.

Igazolhaté az is, hogy a linearisan korlatolt automata alkalmas atdefinidlasaval
elérhetd, hogy miikodése soran legfeljebb annyi szalagpoziciét vegyen igénybe, mint
a startszé hossza, s ugyanakkor az altala elfogadott nyelv egybeessék az eredeti
linedrisan korlatolt automata éltal elfogadott nyelvvel.
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4.5 A Turing-gépek megallasi problémaja és az
algoritmikusan eldonthetetlen feladatosztalyok kapcsolata

A matematikdban és az informatikdban gyakran foglalkozunk igen\nem problémaosz-
talyokkal, vagyis olyan problémak osztalyaval, amelyeknél a megoldas mindig vagy
"igen,” vagy "nem.” Ezeknél azt vizsgaljuk, hogy létezik-e valamilyen algoritmus
(kiszamitasi méd) az illeté osztdly Osszes probléméjanak megoldasara. Church tézise
szerint egy Turing-géppel ekvivalens erejii szamitasi modellel, a parcidlis rekurziv
figguénnyel kiszamithato feladatok tekinthetok effektive kiszamithatonak. Ezek sze-
rint a Turing-gép a leheto legdltaldnosabb szamitdsi eszkoznek tekintheto, azaz minden,
ami effektive kiszamithato, kiszamithato Turing-géppel is. Ez utébbi atfogalmazast
Churh-Turing tézisnek is hivjak a szakirodalomban. A Church tézist, miszerint az
effektive kiszamithato figguények osztdlya megegyezik a parcidlis rekurziv figgvények
osztalydval, Alonzo Church fogalmazta meg 1936-ban. (Még azt is hozzétette, hogy
aki ezzel nem értene egyet, annak ez a tézis legyen kihivas.) Ezt a tézist, illetve an-
nak ekvivalens megfeleldit, igy a Church-Turing tézist is ma a szakemberek tobbsége
elfogadja. Tézisrdl, tehat egy olyan nem bizonyitott allitasrél van szo, melynek iga-
zolasa formédlis matematikai eszkozokkel nem lehetséges. Ervényességét a gyakorlat
verifikdlja.

A Church-Turing tézis értelmében az igen\nem problémaosztélyt megoldhatonak
hivjuk, ha létezik olyan rogzitett algoritmus (Turing-gép), mely az osztaly tetszéleges
probléméja mint bemend adat esetén eredményként megadja a helyes ”igen” vagy
"nem” valaszt. 1936-ban Turing azt az akkor meglep6 eredményt kapta, hogy létezik
ebben az értelemben megoldhatatlan feladatosztaly. Az eredeti bizonyitas helyett mi
Minsky 1961-ben adott bizonyitasat targyaljuk.

Akkor mondjuk, hogy egy Turing-gép valamely startszé hatdsara megdll, ha a
startszo eleme a tekintett Turing-gép altal felismert nyelvnek, azaz a startszohoz
tartozo kezdo konfiguraciobdl kiindulva eljut egy végkonfiguracioba. Mondjuk azt,
hogy a Turing-gépek megalldsi problémdja megoldhatd, ha létezik olyan A Turing-gép,
melynek egy alkalmas kddolési algoritmussal egy tetszoleges M Turing-gép leirdsat és
az M gép egy p input szavanak kédolt alakjat startszéként megadva megéll, s megéllva
az A szalagjan olyan sz6 keletkezik, melyre alkalmas dekddolési eljarast alkalmazva
egyértelmiien megéllapithato, hogy p € Ly, avagy sem. Mas széval, egyértelmiien
megallapithato, hogy a leirt M Turing-gép a kérdéses p szd mint startszo hatasara
el tud-e jutni egy végkonfiguraciéba, avagy sem. Ha ilyen A Turing-gép nem létezik,
akkor mondjuk azt, hogy a Turing-gépek megalldsi problémdja megoldhatatlan.

Tétel 4.10 (Turing tétel) A Turing-gépek megdlldsi problémdja megoldhatatlan.

Bizonyitds: Elészor eltekintiink a bekddolas kérdésének vizsgalatatol, s feltessziik,
hogy létezik olyan altalanos kodolasi algoritmus, mely tetszoleges M Turing-gép és
annak w startszava esetén megad a gép egy ¢(M) leirdsat és a w altal meghatarozott
alkalmas c(¢(M), w) kdédolt alakot mint egy rogzitett dbécé feletti szot.
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A Dbizonyitas indirekt. Tegytlik fel, hogy létezik olyan A Turing-gép, mely a
c(b(M),w) szot startszéként megkapva

(a) megall és ekkor az "IGEN” valasz kdédolt alakja olvashaté a szalagjén, ha M
megall a w inputra,

(b) megall és ekkor a "NEM” vélasz kdédolt alakja olvashaté a szalagjén, ha M
nem all meg a w inputra.

Ha A létezik, megszerkeszthet6 az a B Turing-gép, mely az ¢(M) startsz6 hatasara
eléallitja a c(¢(M), £(M)) startszot, majd ezutdn erre a startszéra az A Turing-gép
mikodését utanozza egyetlen modositassal: valahanyszor az A igen megallast ér el,
a B gép egyszerii végtelen ciklusba esik. Figyelembe véve az A eredeti viselkedését,
kapjuk:

B az ((B) startsz6 hatdsara pontosan akkor all meg, ha B a ¢(B) startszé hatasara
nem all meg. Ez nyilvanval6 ellentmondés, amivel (feltételezve, hogy létezik az uni-
verzalis kodolasi eljards,) a tétel igazolast nyert. a

Tétel 4.11 Létezik univerzalis algoritmus, mely izomorfizmustol eltekintve egyértel-
mien megadja barmely Turing-gép és annak startszava leirdsdt.

Bizonyitds: A bizonyitas sordn alkalmazott meggondoldst Godel-szamozasnak, a kodolt
alakot pedig a Turing-gép Godel szamanak hivjuk. Megjegyezziik, hogy ismeretesek
ezen médszernél joval hatékonyabb univerzalis kodolasi médszerek is. (Az ismertetett
modszert Godel eredetileg axiémarendszerek vizsgdlatdra hasznélta fel.)

Ismeretes, hogy minden természetes szam sorrendtdl eltekintve egyértelmiien fe-
lirhaté primhatvany tényezés alakba (azaz paronként kiilonb6zé primszamok hat-
vényainak szorzataként). Ezt a tényt fogjuk felhaszndlni. Tekintsiink egy M =
(A, ap, X,b, Ap, u) Turing-gépet, s legyen ao, . .., a,—1 az éllapotok egy olyan (kezdd
allapottal kezdédo) felsoroldsa, aholis alkalmas 0 < k < m — 1 mellett {aq, ..., ax} =
A\ Ap. Jelolje tovabbd x,...,x, a szalagdbécé betiiinek egy felsorolasat, s végiil
legyen dy = (ag,21),...,dgy1 = (g, 1), dpy2 = (a0, 22), ..., dogy1) = (ar, 2), ...,
A1) = (Qk, Tn).

(Megtessziik azt a nem tul lényeges megjegyzést, hogy az aq, ..., a; és az xq,...,x,
felsoroldsok mar egyértelmiien meghatarozzdk a dy, ..., d,x+1) felsorolast. Utébbi al-
kalmazdsat csupdn a modszer konnyebb megértése kedvéért vezettiik be.)

Képezziik az M Turing-géphez és ezekhez az elrendezésekhez a

gm = 23BN T 1 3L Pr(kr1)+1 "D P12 Y P )43 Y

(tetszblegesen rogzitett szamrendszerbeli, példaul tizes szamrendszerbeli) természetes
szamot, aholis 2 hatvanya az allapotok szdmat, 3 hatvanya a nem-végéllapotok
szamat, b hatvanya a szalagabécé betiiinek szamat jeloli, s minden tovabbi p; 1%, p; 12",
pirs¥i, i =1,...,n(k+1) primhatvany-harmas esetén, aholis alkalmas a, € {ao, ..., ax}
(= A\ Ap),x; € {x1,...,2,} mellett d; = (as,x;) all fenn, (u;,v;,w;) = (0,0,0) ha
p(as, ;) nincs értelmezve, ha pedig p(as, z¢) értelmezve van, akkor u(as, ;) = (ay, zy,
Merre) esetén u; = s'+1,v; = t/, tovabba, mondjuk, w; = 1 ha Merre=Bal, w; = 2 ha
Merre=Jobb, illetve w; = 3 ha Merre=Helyben. Az igy meghatarozott gy, szamot az
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M Turing-gép Godel-szamdnak fogjuk hivni. Amennyiben a w startszé w = x;, ... z;
alaki, a ¢({(M),w) kdédolt alak legyen (a rogzitett szamrendszerbeli)

d

Im(Pars1)+4)™ - Pty ra)™

természetes szam. Lathat6, hogy a széban forgd kédolas (izomorfizmustdl eltekintve)
egyértelmi, s ha a nyert ¢(¢(M), w) természetes szam példaul tizes szdmrendszerben
van megadva, akkor egy alkalmas tizenegy bemend jeles gépnek inputként megadhato
(tizenegyedik bemend jel a szokoz jel). O

7






5. Kornyezetfiggetlen nyelvek

Ebben a fejezetben a 2-tipusi nyelvek sajatossdgait targyaljuk.

5.1 Chomsky-féle normal alak

Egy nyelvtant A-mentesnek neveziink, ha a szabalyok jobb oldalan egyéltalan nem
fordul el6 a .

Itt jegyezziik meg, hogy minden 2-tipusi A ¢ L nyelv esetén megadhatd olyan
2-tipusi A-mentes grammatika ami L-et generdlja (lasd Uressz6 Lemma). Ha vi-
szont A € L, akkor igaz az, hogy megadhaté olyan 2-tipust A-mentes G grammatika
ami a L\{\} nyelvet generdlja. (Ilyenkor G szabalyrendszerét kiegészitve az S — A
szaballyal kapunk egy L-et generalé nyelvtant.)

Egy kornyezetfiiggetlen nyelvtanrdl azt mondjuk, hogy Chomsky-féle normal alak,
ha minden szabalya X — a vagy X — Y Z alakad, ahol X, Y, Z € Vy és a € Vp.

Tétel 5.1 Minden \-mentes kornyezetfiiggetlen G nyelvtanhoz van olyan vele ekvi-
valens kornyezetfiggetlen G' nyelvtan, amely Chomsky-féle normdl alaki.

Bizonyitds: Hozzuk a nyelvtanunkat normalis alakra, ekkor termindlis jel csak X — a
alaku szabédlyokban fog el6fordulni (X € Vy, a € Vr). Ekkor az &sszes t6bbi
szabalyunk X — P alakd (X € Vy, P € V3 \ {\)}. Tekintsiik ezek koziil azokat
a szabdalyokat, amelyekben |P| > 2. Egy ilyen X — Y1Y,...Y} (k > 2) alaku szabélyt
helyettesithetiink az

X -V

71 — Yy Zy

Zg—2 — Y 1Yy
szabalyok halmazaval, ahol Zy, Zs, . .., Z,_s Gjonnan bevezetett nemterminalisok. Ezt
a helyettesitést minden kettoénél hosszabb jobb oldali szabalyra kiilon-kiilon végre-
hajtva a nyelvtanban csak az aldbbi haromféle szabaly marad:

1. X —a,
2. X —-Y,
3. X —-YZ.

Az igy kapott Gy = (V{, Vr, S, Hy) nyelvtanra L(G) = L(G1). Most ki kell kiisz6bolni
a Hy-b6l az X — Y alaku szabélyokat. Definidljuk minden X € VJ valtozéhoz a
kovetkezé halmazokat:

o Ui(X) = {X}

Ekkor V3, véges volta miatt létezik olyan minimdlis & index, hogy Ui(X) =
U (X), ha I = 1,2,.... Jeloljik minden X € VJ nemtermindlis jelhez tartozo6
Ur(X)-t U(X)-el. Most tetszéleges X,Y € V} viltozékra X =* Y pontosan akkor,
ha Y € U(X). Ezek utdn definidljuk a H’ szabdlyhalmazt a kovetkez6képpen:
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e S —a€ H' havan olyan A € V{,, hogy A —a € Hy és A€ U(9).

e X — YZ € H', ha van olyan A, B,C € VJ;, melyre teljesiilnek a kovetkezok:
A— BC e H,AecUX),Y € U(B), Z € U(C). Tovibba a H; szabélyai koziil
keriiljenek H'-be az A — a alaktak, ahol A € Vy, a € V.

Az igy kapott G' = (V},,Vr, S, H') nyelvtanra L(G) = L(G'), mivel az X — Y
szabalyok alkalmazasat az elébbi két csoportba tartozo szabalyok alkalmazasaval biz-
tositjuk és forditva. a

5.2 Levezetési graf

Kornyezetfiiggetlen nyelvtannal minden levezetés nagyon egyszertien abrazolhaté egy
iranyitott graf segitségével. Tekintsiink egy S =* P levezetést, ahol P € V.
A graf csicsainak nemtermindlis, illetve termindlis szimbodlumokat feleltethetiink
meg: a fa gyokeréhez S-t, leveleihez rendre termindlis szimbdélumokat, a kozbiilso
csucsaihoz pedig nemtermindlis jeleket rendelhetiink. Az egy cstcsbdl kiindul6 élek
annak a helyettesitési szabalynak az alkalmazasat jelolik, amelynek bal oldalan az
¢lek kozos kiinduldsi pontjaban taldlhaté nemterminalis jel all, a jobb oldalan pedig
az élek végpontjaiban taldlhaté nemtermindlis, illetve termindlis jelek sorozata (az
egyes éleket balrdl jobbra véve sorra). Azt, hogy egyes szabdalyokat milyen sorrend-
ben alkalmazunk, nem mindig tudjuk egyértelmiien rekonstrudlni. Egy levezetési
graf mélységén a benne az S gyokértdl induld és levélelemhez tarté iranyitott utak
hosszanak maximumat értjiik.

A levezetési graf fogalma lehetové teszi, hogy valaszt keressiink a formalis nyelvek
elméletének egyik fontos probléméjara, az tgynevezett szoproblémara. Ezt a prob-
léméat a kovetkezoé forméban szokas megfogalmazni: egy adott L nyelv és egy adott
P sz6 esetén milyen feltételek mellett dontheto el algoritmikusan az, hogy P € L
relacio teljestil-e vagy sem. Konnyt észrevenni, hogy végtelen nyelvek esetén végtelen
sok levezetési graf van, s6t azok mélysége sem korlatos. A széprobléma eldontése
ezeknek a grafoknal az egyenkénti megvizsgaldsat jelentené, ami altalaban algorit-
mikusan nem megoldhatd. Azonban specialis esetekben, példaul sz6 hosszat nem
csOkkentd nyelvtanok (lasd 6. fejezet is) esetén a levezetési grafoknak csak egy véges
részhalmazat kell csak a vizsgalatunkba bevonni, ami garantalja a probléma algorit-
mikus eldonthetoségét.

Példa 5.1 Legyen G = ({S, A, B},{a,b,c},S,H), ahol H = {S — ABc,A —
aB,A — Bc,B — aAc, B — bc}. Ebben a nyelvtanban megadhaté a kévetkezd lev-
ezetés: S = ABc = AaAcc = BcaAcc = BcaaBcec = becaaBec = becaabecc.

Igaz a kovetkezd pumpdlds lemma:

Tétel 5.2 (Bar-Hillel lemma) Bdrmely L kérnyezetfiggetlen nyelvhez létezik p, q €
N dgy, hogy VP € L esetén |P| > p széra P = UXWY Z alakban irhatd, ahol
IXWY|<q, XY #X ésUX'WY'Z € L minden i > 0 egész szdmra.
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Bizonyitds: Roviden ez a lemma azt mondja ki, hogy a nyelvben minden elég hosszu
sz6hoz végtelen sok (rokon szerkezetil) tovabbi szé taldlhatd. A bizonyitasnal elég A-
mentes nyelvtanra szoritkoznunk. Feltételezziik tovabba, hogy a nyelvtanunk Chom-
sky-féle normél alakban adott. Ha egy P € L(G) szénak a levezetése olyan faval
abrazolhatd, amelyben a leghosszabb 1t k£ hosszisagu, akkor a Chomsky-féle normal
alak miatt |P| < 2F. Tegyiik fel, hogy a Vy elemeinek szédma n és legyen p = 2", q =
2"l Ha most P € L és |P| > p, akkor az S =* P levezetésfajaban a leghosszabb
utnak n-nél hosszabbnak kell lennie. Vegyiik ennek az utnak az utolsé n+1 hosszusagu
szakaszat. Lesz olyan A € Vy véltozd, amely ezen a szakaszon legalabb kétszer
el6fordul. Vegyiik ennek a véltozénak két ilyen el6forduldsét. Ezek koziil az els6hoz (az
S-hez kozelebb fekvéhoz) tartozé részfa végpontjainak megfeleld szé legyen ), a masik
részfa végpontjainak megfelel6 sz6 legyen W. Ezekre nyilvan A =* Q és A =* W,
tovabba a W részszava ()-nak, tehat ) = XWY valamely X,Y € V} szavakra. Emel-
lett nyilvan P = UQZ is teljesiil valamilyen U, Z € V szavakra. Az A véaltozo széban
forgé eléforduldsainak a megvdlasztdsa miatt |Q < 2" Mésrészt S =* UAZ és
A =* XAY is fenndll, tehdt tetszéleges i > 0 egész szamra S =* UX'WY'Z. Itt
nem lehet X és Y mindketté A\, mert az A =* X AY levezetés legalabb egy 1épést
tartalmaz, tekintve, hogy az A-nak két kiillonb6z6 el6fordulasardl van szo. Akkor pedig
ebben a levezetésben az elso 1épés csak egy A — BC alaki szabaly alkalmazasa lehet,
s ezért | XY| > 1, miutdn a nyelvtanunk A-mentes. Ezzel befejeztiitk a lemma bi-
zonyitasat. a

Kovetkezmény 5.2 Az {a'b'c’ |i > 1} nyelv nem kornyezetfiiggetlen.

Bizonyitds: Ha volna olyan kornyezetfiiggetlen nyelvtan, amely generdlja ezt a nyelvet,
akkor a lemma szerint volna olyan P = UXWY Z sz6, hogy XY # A, és minden ¢ > 0-
ra UX'WY'Z ehhez a nyelvhez tartozik. Az UX'WY'Z = a’b’ ¢/ 6sszefiiggést azonban
az U, X, W.,Y, Z szavak semmilyen konkrét valasztdsa mellett sem lehet végtelen sok
i-re és j-re kielégiteni. Ugyanis X és Y koziil egyik sem tartalmazhat tobbféle betiit.
Ha viszont csak egyfélét tartalmaznak, akkor az a, b, c koziil legalabb az egyiknek a
kitevéje i-tol fiiggetlen lesz. a

5.3 Linearis nyelvtanok

Most a kornyezetfiiggetlen nyelvek (illetve nyelvtanok) specialis részhalmazait vizsgal-
juk. Emlékeztetoiil, egy kornyezetfiiggetlen nyelvtant linedrisnak mondunk, ha min-
den szabdlya P — a, illetve P — aQb alaku, ahol P,Q € Vi, a,b € V. Tovabba
bal-linedrisnak (jobb-linedrisnak) nevezziik, ha minden a (minden b) azonos A-val.

A definicié szerint az, hogy egy nyelvtan jobb-linearis, ugyanazt jelenti, hogy 3-tipusu.

Tétel 5.3 Minden bal-linedris nyelvtan dltal generdlt nyelv 3-tipusi.

Bizonyitds: Legyen G = (Vn, Vi, S, H) bal-linedris nyelvtan, legyen Vy = {5, A, Ay,
..., Ay} Az dltaldnossdg megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy S nem szerepel egyetlen
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szabaly jobb oldalan sem. (Ellenkezd esetben ugyanis egy 1j Sy nemtermindlis és
So — S szabdly bevezetésével ez elérhetd.) Szerkesszitkk meg a G' = (V},, Vi, S’ H')
nyelvtant gy, hogy Vi = {5, By, ..., B,} és a H'-beli szabélyok a kévetkezok:

oS —-PecH haS—-PecHéPeclf

oS - PB,eH haAy, - PecHé&PeV;

.Bl—>CQB]€E]?l,haflk—>14lc2E]?éSC)E‘/:]:k

e B —-QecH haS—AQecHéQeV)

Az igy kapott G’ nyelvtan nyilvan 3-tipust, és belathatd, hogy L(G) = L(G').
Legyen W € L(G). Ha S — W € H, akkor S — W € H. Ha pedig létezik egy

S:>AZ‘1P1:>AZ'2P2P1$...$A Pm_l...P1:>Pum_1...P1

imfl
alaku levezetés G-ben, ahol Py, Ps, ..., P, € V}, akkor G’-ben megadhaté egy
SZ}PmBim—l :Pmpm—lBimfg i...:>Pm...PQBl:>Pmpm_1...P2P1

alaku levezetés, tehdat W € L(G'). Megforditva ugyanigy belathat6, hogy L(G') C

L(@G). 0
A P = aas...a, sz6 tikorképén a P~! = a,...asa; szét értjik. Nyilvan
(P~H=t=P.

Egy L nyelv tikorképén az
L'={P|3QeL,P=Q "}
nyelvet értjik.
Kovetkezmény 5.3 A L3 nyelvosztdly a tikrozésre nézve zdrt.

Bizonyitds: Ha G egy 3-tipusi nyelvtan, és P € L(G), akkor P~ tiikorszo levezethetd
lesz abban a nyelvtanban, amelyet G-bdl tigy nyertink, hogy minden szabaly jobb
oldalat a tiikorképével helyettesitjiik. Az igy nyert nyelvtan bal-linearis lesz. a
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Egy G generativ nyelvtant hossziusdgot nem csokkentonek mondunk, ha minden

P — @ € H szabdlyra igaz, hogy |P| < |Q)|.

Nyilvan minden A-mentes kornyezetfliggé nyelvtan hosszisagot nem csokkent6. Mas-
részt teljesiil a kovetkezo tétel:

Tétel 6.1 Minden hosszusdagot nem csokkentd nyelvtanhoz megadhato eqy vele ekvi-
valens kornyezetfiiggd nyelvtan.

Bizonyitds: Legyen G = (Viy, Vi, S, H) egy hosszisdgot nem csokkenté nyelvtan. Fel-
tehetjik, hogy termindlis jelek csak az A — a alaku szabalyokban fordulnak el6.
Legyen P — @) € H egy tetszéleges szabédlya G-nek. Ha |P| = 1, akkor a szabalyunk
a kivant alakd. Ha |P| > 1, akkor P és @) a kovetkezé alakban irhatdk fel:

P=XXo...Xpm, Q=YiYs...Y,

Ekkor 2 < m < n, és X,,Y; € Vy. Vezessimk be m darab 1j védltozot e szabaly
helyettesitéséhez (Z1,..., Zy, ¢ (VN U Vr)), és vegyiik az alabbi szabélyokat:
XlXQ...Xm — ZlXQXm

ZlXQ .. Xm — leg .. Xm

Z1Z2 N mele — Z1Z2 . meIZmYerl N Yn
Z1Z2 N melszerl N Yn — 1/1Z2 . meIZmYerl . Yn

YWYo. . Yo 1 Zpn Y. Y, =YY Y Y Y Y.

Belathato, hogy P — (@) szabalyt ezekkel az 1j szabalyokkal helyettesitve egy, az
eredetivel ekvivalens nyelvtant kapunk. Ezek az 1j szabdlyok pedig megfelelnek az
1-tipust nyelvtan eloirasainak. FEzt a helyettesitést minden nem-kornyezetfiiggo sza-
balyra kiilon-kiilon elvégezhetjiik. a

Kovetkezmény 6.1 Az {a'b'c'|i =1,2,...} nyelv kornyezetfiiggd, tehdt Ly C L.

Bizonyitds: A nyelvet a 3.1. példdban egy hosszisdgot nem csokkentd nyelvtan
segitségével adtuk meg, igy az kornyezetfiiggd. Masrészt az 5.2. kovetkezmény alapjan
nyilvanvald, hogy a nyelv nem koérnyezetfiiggetlen. a

Egy nyelvtan Kuroda-féle normdl alakban van, ha szabdlyai a kovetkezd alakban
vannak: P —a, P — Q, P — QR, PQQ — RS, ahol a € V1 és P,QQ, R, S € Vy.

Tétel 6.2 Minden hosszisdgot nem csokkentd nyelvtanhoz létezik vele ekvivalens,
Kuroda-féle normadl alakban lévd nyelvtan.

Bizonyitds: Legyen G = (Viy, Vip, S, H) egy hossziisagot nem csokkentd nyelvtan. Fel-
tehetjiik, hogy a nyelvtan normalis alakban van. Legyen P - Q € H P = X;...X,,
Q =Y;...Y,. Vilagos, hogy a nyelvtan tulajdonsagai miatt m < n.
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em =1,n=1,2esetén a szabalyunk megfelel6 alakban van.

e m =2, n =2 esethen ugyszintén.

e m =1, n > 2 esetben jarjunk el gy a P — QR szabaly segitségével, ahogy a
Chomsky-féle normal alaknal tettiik.

e m > 2 n > 2 esethen vezessiink be az adott szabdly helyettesitésére az 1]
Zv, Lo, . .. Ln_1 nemterminalis jeleket és vegyiik a kovetkezo szabalyokat:
XX, - Y12,
72 X5 — Yo,

Zm—le - Ym—IZm

Zm — Y Zmi1
Zm+1 = Y1 Zmy2
Zp1 — Yo 1Y,
Ezekkel a szabalyokkal helyettesitve az eredeti szabdalyokat, a kiindul6 nyelvtanok-
kal ekvivalens nyelvtant kapunk. a

Kovetkezmény 6.2 Minden A\-mentes kornyezetfiggetlen nyelvtanhoz megadhato vele
ekvivalens nyelvtan, amely Kuroda-féle normdal alakban van. O

A kovetkez6 észrevétel Révész Gyorgytol szarmazik:

A Kuroda-féle norméal alakban az AB — CD alaka szabdlyok természetesen
helyettesithetok kornyezetfiiggd szabalyokkal, éspedig a kovetkezékkel: AB — AB’,
AB" — A'B', AB" — A'D AD — CD. Itt A', B’ Gjonnan bevezetett nemter-
minalisok.
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A formalis nyelvek elméletének egyik jellegzetes probléméaja annak eldontése, hogy egy
adott P sz6 beletartozik-e egy adott nyelvbe. Az a megfigyelés, hogy a kornyezetfiiggd
nyelvtanok a sz6 hosszat nem csokkentik, azt eredményezik, hogy elegend6 az adott
nyelvtanhoz tartozo levezetési grafok halmazanak azon véges részhalmazat megvizs-
galni, amely grafokra a levélelemekhez tartozd szavak hossza nem nagyobb, mint
| P|+1. Tlyen fa (effektiven) véges sok van, igy ez a probléma eldonthet6 kornyezetfiiggd
nyelvek esetén. A 0-tipusu nyelvek esetén azonban a P € L relacié altalaban algorit-
mikusan nem eldonthetd. Ez a fejezet ezt a problémakort vizsgdlja meg részletesebben.
(Lasd a 4.5. fejezetet is.)

Egy L nyelvet rekurzivnak neveziink, ha a P € L tartalmazasi probléma algorit-
mikusan eldonthetd.

Egy L nyelvet rekurzive felsorolhatonak neveziink, ha van olyan eljards, amely az
Osszes P € L szot valamilyen sorrendben (esetleg ismétlésekkel) felsorolja.

Megjegyzés 7.1 Minden rekurziv nyelv nyilvin rekurzive felsorolhato. Nem kell
ugyanis mdst tennink, mint rendre eléallitani az 6sszes P € V3 szot, mikozben minden
egyes uj szo elodllitasa utdan alkalmazzuk ra az eldontési algoritmust, és belevessziik a
felsoroldsba, ha igen valaszt kapunk, egyébként elhagyjuk.

Tétel 7.1 Egy L nyelv akkor és csak akkor rekurziv, ha mind az L mind az L rekurzive
felsorolhato.

Bizonyitas: Ha L rekurziv, akkor a P € L probléma algoritmikusan eldontheto, akkor
ugyanez &all az L nyelvre is, hiszen P € L akkor és csak akkor teljesiil, ha P ¢ L.
Eszerint ugyanazt az eldontési algoritmust hasznalhatjuk az L-re, azzal a kiilonbséggel,
hogy amit L esetén elfogadtunk azt most nem, és forditva.

Masik irany. Tegyiik fel, hogy mind az L mind az L rekurzive felsorolhaté. Kom-
bindljuk az L és az L felsorolasat biztositd eljarasokat ugy, hogy valtakozva hol az
egyikkel, hol a masikkal allitunk el6 egy-egy szot, mialtal egy olyan Py, P, ... fel-
sorolast kapunk, ahol Py, € L, Py,1 € L minden i = 0,1,2... értékre. Mivel a
felsorolas teljes, ezért a P keresett szénak valahol el6 kell fordulnia, igy csak azt kell
eldontentink, hogy paros vagy paratlan pozicioban fordul-e el6, igy tulajdonképpen
egy dontési algoritmust adtunk meg az L-re. a

Tétel 7.2 Minden 1-tipusi nyelv rekurziv, és minden 0-tipusi nyelv rekurzive fel-
sorolhato. O

Tétel 7.3 Van olyan rekurziv nyelv, amely nem 1-tipusi.

Bizonyitds: Minden 1-tipusu nyelvtant megadhatunk gy, hogy felsoroljuk a szaba-
lyait. Feltehetjiik, hogy a nyelvtan normalis alaki. A termindlis abécét a szabalyok
implicit médon definidljak. Ezek utan tekintsiik azt az 1-tipusu nyelvtant, amelynek
termindlis abécéje Vy = {0, 1}. Kbédoljuk a nemtermindlis jeleket a 01,011,0111, ...
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jelsorozatokkal, ahol az S kezddszimbélumnak mindig a 01 kéd feleljen meg. Kédoljuk
tovabba a 0 és az 1 termindlis jeleket 00 és 001 szavakkal, a — és a # (elvédlaszto-)
jeleket 0011, illetve 00111 szavakkal. Ezek alapjan minden nyelvtant kifejezhetjiik egy
{0, 1}*-beli széval. Rendezziik az Osszes {0, 1}*-beli sz6t valamilyen médon (ezzel a
nyelvtanokat is sorbarendeztiik).

Legyen W; a {0, 1}* megadott rendezés értelmében az i-edik eleme a {0, 1}*-nak és
definialjuk az L nyelvet ugy, hogy

L= {Wz \ W & L(Gi>}

ahol G; az i-edik nyelvtant jelenti. Az L nyelv rekurziv, mert a P € L véges sok
1épésben eldonthetd. Ugyanis egy adott P-rél eldonthetjiik, hogy hanyadik eleme a
rendezett halmaznak. Legyen ez i, akkor meghatarozzuk a G;-t, ami gy torténik,
hogy rendre eléallitjuk a {0, 1}*-beli szavakat (célszertien ugyanabban a rendezési
sorrendben, mint amit az elébb hasznédltunk), és mindegyikrél egyenként eldontjiik,
hogy ez a kddolas megfelel-e egy 1-tipusii nyelvtannak vagy sem. Ez szintén megteheto
véges lépésben. Miutan meghatéaroztuk a G;-t, eldonthetjiik, hogy P € L(G;) teljesiil-
e, ami szintén véges szamu 1épésben megtehetd.

Most belatjuk, hogy L nem 1-tipusi. Ha ugyanis az volna, akkor volna egy olyan
G, a fenti felsoroldasban, amelyre L = L(G;). Tekintsiik a {0,1}* j-edik elemét, amit
Wj-vel jeloltiink. Ha W; € L(G,), akkor az L definicidja értelmében W; & L = L(G/)
ami ellentmondds. Ha W; ¢ L(G,), akkor W; € L = L(G,) szintén ellentmondas,
tehat L nem 1-tipust. O

Tétel 7.4 A rekurzive felsorolhato nyelvek osztdlya megegyezik a O0-tipusi nyelvek
osztalyaval. O



8. Szintaktikai elemzés

A gyakorlati alkalmazasokndl altalaban nem elég egy formalis nyelv felismerési prob-
léméjat csupan eldontési problémanak tekinteni, hanem egy P € L szordl azt is meg
kell allapitanunk, hogy az hogyan vezethetd le az adott nyelvtanban. A szintaktikai
elemzés tehat az adott nyelv szavainak a nyelvtani szerkezetét van hivatott feltdarni.
Programozasi nyelvek esetén is lényeges szerepe van a szintaktikai elemzésnek, mert
a programok értelmezése a nyelvtani szerkezet ismeretére épiil. A kovetkezdkben a
kornyezetfiiggetlen nyelvek esetén vizsgaljuk meg a szintaktikai elemzés lehetdségét.

Tegyiik fel, hogy az adott kornyezetfiiggetlen nyelvtan Chomsky-féle normal alakra
van hozva. Példaként tekintsiik a kévetkezo nyelvtant:

G = ({S, A, B,C, D}, {a,b}, S, H),

ahol a H-beli szabalyok a kovetkezok: S — AB, S — CD, S — CB, S — S8,
A—-BC,C—-DD,B—SC,C—bA—a D— BA B —b.

A Cocke-Younger-Kasami-féle (, vagy roviden CYK-) felismerd algoritmus ezeknek
a szabalyoknak az alapjan egy tetszoleges bemené széhoz igyekszik megkonstrualni a
megfelelo levezetési grafot. A Chomsky-féle normél alak miatt ez — a végpontokba
befutd élektdl eltekintve — egy binaris fa lesz, amelynek a méretét a bemend szo6
hosszusaga fogja meghatarozni. Ha példaul a bemen6 sz6 minddssze négybetiis, akkor
az Osszes lehetséges levezetési fanak a mélysége maximum 5.

Egy n hosszusagi bemend szd esetében a levezetési fa Osszes lehetséges csicsai
egy olyan haromszog matrixba rendezhetok, amelynek a legalsé sora n-elemi, és a
tobbi sora eggyel kevesebb elemii, mint a kozvetlen alatta levé sor. Egy adott fa
természetesen nem hasznalhatja fel az Gsszes mezojét ennek a matrixnak, csak az
n = 2 esetben.

A felismerési algoritmus ennek a haromszog matrixnak az elemeit hatdrozza meg
ugy, hogy minden szogponthoz beirja azokat a nemtermindlis jeleket, amelyekbdl a
kérdéses szogpont alatti részhdromszog végpontjainak megfelelo bemend szérészlet
levezethetd. Ha a métrix kitoltését befejeztiik, akkor mar csak azt kell megnézniink,
hogy a hiromszog legfels6é cstcsahoz be van-e irva az S. Ha igen, akkor az adott
bemend szé levezethet6 az S-bol, tehat hozzatartozik az adott nyelvtan dltal generalt
nyelvhez. Ellenkez6 esetben viszont biztos, hogy nem tartozik hozza, mert a kitoltés
soran minden lehetoséget kimeritettiink.

A széban forgé haromszog matrixot felismerési matrixnak nevezziik, és minden
elemének tulajdonképpen egy rekeszt feleltetiink meg, ahova a valtozokat beirjuk.
(Egy-egy rekeszbe a nemtermindlisok egy-egy halmaza fog keriilni, mégpedig pontosan
azok, amelyekbdl a mez6 alatti haromszognek megfelelé termindlis sz6 levezethetd.)
Ezeket a rekeszeket az 1. dbran megadott médon indexeljitk. (Az dbran a felismerési
méatrix indexelését n = 5 esetre lathatjuk.) A kitoltést az alsé (= els6) sornél kezdve
soronként balrol-jobbra végezziik, a sorokat pedig alulrdl felfelé torténd sorrendben
toltjik ki.
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Legyen a megvizsgdlandé bemend sz6 w = ajas...a,. Az els6 sor i-edik rekeszébe
beirjuk az X-et, ha szerepel egy X — a; szabdly a nyelvtanban. (Ugyanabba a rekeszbe
altaldban tobb véltozdt is beirhatunk.) A métrix tovabbi sorainak a kitéltésekor, min-
den egyes rekesz tartalmanak a meghatarozasa az adott rekesz alatti részhdromszog
befogdi mentén talalhaté rekeszek tartalménak a felhasznaldsaval torténik. Pontosab-
ban az (i,7) rekesz kitoltéséhez az (1, ;) rekeszben taldlhaté valtozokat egyenként
péarositjuk az (i — 1,7 + 1) rekeszben taldlhatékkal, majd ugyanezt tessziik a (2, j) és
(1—2,742),...,ésvégiill az (i — 1,7) és (1,7 +1i — 1) rekesz-parokkal. Ha egy ilyen
parositas alkalmaval olyan part taldlunk, amely szerepel egy szabdly jobb oldalan (a
megfelel6 sorrendben), akkor a szabdly bal oldaldn &ll6 véltozdt felvesszitk az (i, 7)
rekeszbe. (A feldolgozas menetét a kovetkezd abra szemlélteti.)
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A példankban az aabbaba bemend széhoz ily médon megkonstrudlt felismerési matrixot

S,
R
SOSEESAER
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8.1 Az Early-féle algoritmus

Ennél az algoritmusndl (az el6z6 fejezetben ismertetett algoritmushoz hasonléan) az
adott bemend széhoz egy felismerési matrixot készitiink. Itt azonban a felismerési
matrix elemei nem nemterminalisokat, hanem ugynevezett pontozott szabdlyokat fog-
nak tartalmazni. Legyen mondjuk A — XY ahol X|Y € (Vy U Vr)*, egy tetszéleges
szabalya az adott kornyezetfiiggetlen nyelvtannak. Ekkor az A — X.Y egy, az eredeti
szabalyhoz tartozo pontozott szabdly lesz, ahol a pont 1ényegében azt jelzi, hogy az
adott szabaly tekintetében balrél jobbra haladva meddig jutottunk el az elemzésben.

Eszerint ha az elemzéssel a bemen6 sz6 j-edik betiijéig jutottunk el, mikozben
megallapitottuk, hogy 1éteznek olyan W, Z, X, Y € (Vy U Vy)* szavak, melyekre S =*
WAZ, W =* ay...a;, X =" aj41...a; és A — XY € H. Ezt a kortlményt fejezziik
ki azzal, hogy az A — X.Y pontozott szabalyt beirjuk a felismerési matrix i-edik
sordnak j-edik elemébe. A felismerési matrixot (mely ismét egy hdromszog matrix)
most az dbran megadott moédon indexeljiik.

000,102 0,n

111(1,2 1.n

2,2 2n

n,n

A felismerési matrix most eggyel tobb sort és eggyel tobb oszlopot fog tartalmazni,
mint ahdny betiibol a bemen6 szé all. A bemend sz6 akkor és csak akkor fog a nyelvhez
tartozni, ha a 0-dik sor n-edik elemében allni fog egy S — U. alakt pontozott szabdly
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(U € (Vy UVr)*). Az el6bbiek értelmében ugyanis ez azt jelenti, hogy S — U € H,
és U =" ay...a,.

Lassuk most az algoritmus pontos leirdsat. Az egyszertiség kedvéért szoritkozzunk
el6szor A-mentes kornyezetfiiggetlen nyelvtanokra. Jeloljiik a bemend szé i-edik betijét
a;-vel, tehdt legyen P = ay ...a,. Legyen tovabbd G = (Vy, Vr, S, H) egy A-mentes
kornyezetfiiggetlen nyelvtan, és jeloljiik a 4. dbra szerint indexelt felismerési matrix -
edik sordnak j-edik elemét F; ;-vel. Kezdetben a felismerési marix minden eleme fires,
és az algoritmus mindegyikbe egy vagy tobb pontozott szabdlyt irhat be, vagy tiresen
is hagyhatja. A felismerési matrix kitoltését oszloponként alulrdl folfelé végezziik,
kivéve a fodiagonalisban 1évo elemeket, amelyeket az adott oszlopban utoljara toltiink
ki. Az egyes oszlopokat balrdl jobbra vessziik sorra. (A mondottakbdl kévetkezik,
hogy F,, kitoltésére tulajdonképpen nincs sziikség.) Az Early-féle algoritmus lépései
a kovetkezoek.

1. Minden S — W € H szabalyra legyen S — .W € Fj, és legyen j = 0.

2. Ha B — U € H és van olyan k < j, hogy A — X.BY € Fj; valamely X,Y €
(Vw U Vp)*-ra, akkor legyen B — .U € Fj ;. Ekkor az Gjonnan beirt szabalyokra is
megvizsgalni az adott feltételek fennallasat.

3. Ha j < n, akkor noveljiikk j értékét eggyel, és legyen + = 5 — 1. Ha j = n, akkor
készen vagyunk a matrix kitoltésével.

4. Legyen A — Xa;.Y € F;j,ha A — X.a;Y € F, ;1.

5. Legyen A — X B.Y € Fj;, havan olyan k, melyrei < k < j,és A — X.BY € Fj,
B — U. € Fy,; valamely U € (Viy U Vp)*-ra.

6. Ha 7 > 0, akkor csokkentsiik az ¢ értékét eggyel, és térjink vissza a negyedik
lépésre. Ha © = 0, akkor pedig térjiink vissza a masodik lépésre.

Ezzel az algoritmussal tehat megadtuk a felismerési matrixot, amelybdl a P sz6 lev-
ezetése viszonylag egyszeriien rekonstrudalhat6, amennyiben P € L(G). Az algoritmus
helyességének a bizonyitasahoz be kell latnunk a kovetkezd tételt.

Tétel 8.1 Az Early-féle algoritmussal nyert felismerési matrizban eqy A — X.Y pon-
tozott szabdly (X,Y € (VyUVr)*) pontosan akkor szerepel az F; j-ben, ha A — XY €
H, X =% a;y1...a;, és van olyan Z € (Vy U Vp)* sz0, amelyre S =* a;...a;AZ.

Bizonyitds: Elészor a feltétel szitkségességét latjuk be. A bizonyitast a matrix elemeire
vonatkozo teljes indukciéval végezziik.

Az Fp o esetében az 1. és a 2. 1épések szerint csak olyan pontozott szabalyok johetnek
sz6ba, ahol a jobb oldalon a pont el6tti rész tires. Ha tehat A — .Y, akkor vagy A = S
és S =Y e Hyvagy A—Y € H és S =* AZ valamely Z széra.

Az indukciét ezek utdn az (i, j) indexparoknak egy olyan elrendezésével végezziik,
amely pontosan megfelel a matrix kitoltési sorrendjének. A fédiagonalis elemeit kiilon
kell kezelniink. Tegytiik fel tehét, hogy a bizonyitandé allitds minden F; ,-re teljesiil,
hacsak s < j, vagy s =7 és1 <r < j.

Legyen most A — X.Y € F; ;. Ha i # j, akkor ezt a szabdlyt csak az algoritmus 4.
vagy 5. 1épésében irhattuk be ide. Az elsé esetben X = X'a; és A — X'.a;Y € F} ;1.
De akkor az indukcids feltevésbol S =* a; ... a; AZ kovetkezik, valamilyen Z széra, és
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X' =% ;41 ... aj_1, amibdl az allitasunk kozvetleniil adédik. Ha viszont az 5. 1épésben
irtuk be a szabdlyt, akkor X = X’B valamely X' szora és B valtozora ugy, hogy van
egy olyan k index, melyre A — X'.BY € F,;, és B — U. € F}, ; valamely U széra.
Az indukcids feltevésbol most S =* a; ...a;AZ, valamint X' =* a;,1 ... ay, illetve
S ="a...qpBZ, és U =" apy1...a; adddik. Ezekbdl a B — U € H figyelem-
bevételével nyilvan
X'B =* Ait1 - - - AxQfy1 - - - A5

amivel az allitasunkat bebizonyitottuk.

Hatra van még az i = j eset, vagyis a fodiagonalisban levé elemek esete. Az in-
dukcids feltevés ebben az esetben azokra az F,. ; elemekre vonatkozik, ahol s < j, vagy
s =760 <r<j. A fodiagondlis elemeibe csak az algoritmus 2. lépésében irhattunk
be szabalyokat. De itt is csak olyan B — .U alaku szabdlyok johetnek széba, ame-
lyekre van olyan ¢ < j, hogy A — X.BY € F;,. Itt az i = j eset is el6fordulhat.
Tekintstik azonban azt a szabdlyt, amelyet az algoritmus eldszor helyez el az Fj ;-
ben. Ebben az esetben az ¢ < j kell, hogy fennalljon. Az indukcids feltevésbol tehat
S ="ar...0,AZ és X =" a;41...a; kovetkezik. Ugyanakkor nyilvan A =* XBY
is fennall, amibdl S =* a;...a;BY Z kovetkezik, s ezzel allitdsunkat igazoltuk. Az
indukcids feltevést most mar minden 14j szabaly elhelyezésénél alkalmazhatjuk az Fj ;-
be beirt szabalyokra is. Ha tehat egy B — .U szabdlyt az algoritmus azért vesz fel
az Fj;;-be, mert B — U € H, és A — X.BY € F};, akkor itt nyilvan X = X és
S ="a...a;AZ, és ezért S =" a;...a;BY Z, amivel a bizonyitast befejeztiik.

A feltétel elégségességének bizonyitasat ugyancsak teljes indukcioval végezziik. E-
16szor nézzik az Fpo-t. Tegytk fel, hogy S =* BZ teljestl valamely B valtozéra és
Z szora, és B — U € H. Az S =* BZ levezetés lépésszamara vonatkozoan egy kiilon
teljes indukciot végziink. Ha a lépésszam nulla, akkor B = S és Z = A, és ezért az
algoritmus a B — .U szabalyt mar az elsé lépésben felveszi az [ o-ba. Tegytiik fel,
hogy az allitds k 1épésre igaz, és legyen az S =* BZ levezetés lépésszama k + 1.
Ekkor nyilvan van olyan A nemtermindlis és Z' sz6, hogy S =* AZ', A = BZ",
ahol Z = Z"7' és az S =* AZ' levezetés 1épésszama k. Ezért az indukcids feltevésbol
A — BZ" € Fy, tehat az algoritmus 2. 1épése szerint B — .U € Fy.

Most tegytiik fel, hogy az algoritmus elégséges volta igaz minden olyan F, ,-re, ahol
s < j,vagy s = j és i <r < j. Legyen akkor A — XY € H, X =" a;11...a;, és
S =*a...aq;AZ valamely Z széra. Ha most X = X'a;, akkor az indukcids feltevés
szerint A — X'.a;Y € F, j_1, és az algoritmus 4. lépése alapjan A — X'a,.Y € F} ;.
Egyébként X = X'B, ahol B =* aj41...a; és X' =" a;41 ... a; valamilyen k-ra. Az
indukciés feltevésbdl most A — X'.BY € F,; és B — U. € Fj; adédik valamilyen
U széra, amelyre U =" aj41...a; és B — U € H. De akkor az algoritmus 5. 1épése
szerint A — X'BY € F; ;.

Végiil vegyiik a fédiagondlis elemeit. Az indukcids feltevést most azokra az F, ,
elemekre tessziik, amelyekre s < j és 0 < r < j. Legyen tehat A — Y € H
és S =" a1...a;AZ. Ez a levezetés nyilvan atrendezheté ugy, hogy a valtozok
koztl a legbaloldalibbat helyettesitjiikk be el6szor mindaddig, amig az a;-t meg
nem kapjuk. Eszerint van egy olyan A’ valtozo, hogy S =* ay...a,A'Z =*
ai...axapy1 -..0;AZ"Z' ahol Z"7'" =* Z. Ha itt k < j, akkor az indukciés fel-
tevés szerint A" — aypqq...a;.AZ" € Fy;, és igy az algoritmus 2. 1épése szerint
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A— Y € Fj;. A k=jesetben viszont az indukciés feltevést mar alkalmazhatjuk az
A" — AZ" szabélyra és az S =" a; ...a;A'Z' levezetésre, hiszen ez a levezetés véges
szamu 1épéshdl all, tehat véges szamu 1épésben el kell jutnunk egy olyan esethez, ahol
k<j Az A — AZ" € F};-bol pedig az algoritmus 2. lépése szerint A — .Y € Fj;
kovetkezik, és ezzel a tétel bizonyitdsat befejeztiik. a

Az Farly-féle algoritmus miikodését a kovetkezo egyszerii kis példan szemléltetjiik.
A G generativ nyelvtan legyen a kovetkezd formaban definidlt:

G={{S,A B} {a,+, x,(,)},S H),

ahol H szabédlyhalmaz a kovetkezé: S — S+ A, A — Ax B,B — (5),S - AJA —
B, B —a.

Tekintsiik most az a x a + a bemend sz6 szintaktikai elemzését. Az algoritmus az
els6 lépésben az S — .S+ A, S — . A szabélyokat veszi fel az Fj o-ba. Ezutén a 2. 1épés
alapjan kiegésziti az Fyp-at az A - .Ax B, A — .B, B — .(5), B — a szabdalyokkal.
Utdna j értéke 1 lesz, és az algoritmus a 4. lépésben az [j-be felveszi a B — a.
pontozott szabalyt, mivel a bemend sz6 elsé betilije a. Az 5. 1épésben az Fj; kiegésziil
még az aldbbi szabalyokkal: A - B, A — A xB,S— A., S — S + A.

Ezutan a 2. 1épés kovetkezik, ahol most F j-et kell kitolteni. De az Fj 1-ben szerepld
szabalyokhoz nem talalhat6 egyetlen olyan szabaly sem, amely a feltételeket kielégiti,
hiszen az Fj;-beli szabdlyokban a pont utan kozvetlentil nem is fordul eld valtozo.
Ezért az F} ; iires marad. Az algoritmus ezutan a j = 2 értékre hajtja végre a 4. 1épést,
melynek soran az Fj, nyilvan szintén tres marad, az Fjo-be pedig az A — A x .B
szabdly fog bekeriilni. Az 5. 1épésben mind az F} 5, mind az Fjo valtozatlan marad.
Az F5-be ezutén a 2. 1épés soran bekeriilnek a B — .(S) és B — .a szabélyok, mivel
A— Ax.Be€ Fy,.

A felismerési matrix kitoltésének tovabbi menetét nem részletezziik, de a kovetkezo
abran megadjuk a teljes matrixot. Mivel ebben a matrixban S — S + A. € Fy5, a
kérdéses bemend sz6 benne van az L(G)-ben. A tételiink szerint ugyanis ez pontosan
akkor all fenn, ha S - S+ A€ H és S+ A =" a X a+ a, tovabba van olyan Z sz0,
amelyre S =* 57, mely utébbi osszefliggés mar nem is lényeges.
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S—S+A|B—a. A—=AX B A—=2AXB.|S—S+ A |S—S+A,
S—= A A=—>B. S—A. S =S +A
A— AXB| A—>AXB A—>AXB

A= B S=r A S =S8 +A

B—=.(8) | S—=S5.+A

B—.a

B—=.(S) [B—a.
B—.a

B—=.(5) |A—AXB
B—a

Itt jegyezziik meg, hogy létezik olyan valtozata az Early-algoritmusnak, amely nem
csak A-mentes nyelvtanokra mikodik.
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