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Chomsky hierarchia, tresszo6 lemma (+ bizonyitas)
A G =(Vy,V;, S H)-ti-tipusu nyelvtannak nevezzik, ha az alabbi megkotések kozil az

i-edik teljesdal:
* i =0: Nincs semmilyen tovabbi megkétés
e« i = 1. Minden H-beli szabaly PQP, -~ PRP, alakd, ahol

P,R, OV, OV;)*,Q0V,, ROV, OV) * {A}, vagy pedig S - A alakd, de

ekkor S nem fordulhat el egyetlen H-beli szabaly jobb oldalan sem.
(Kornyezetfiigg6 nyelvtan)

e i = 20 Minden H-beli szabdly P - Q alaki, ahol POV,,QO(V, OV;)*.
(Kornyezetfiiggetlen nyelvtan)
e i = 3: Minden H-beli szabadly P - aQ vagy P - a alaka, ahol

P,QUV,,allV; *. (Reguléris nyelvtan vagy jobb-linearis nyelvtan)
* Minden H-beli szabaly P - aQb vagy P - a alakd, ahol P,QUOV;a,b0OV; *.
(Lineéris nyelvtan)

Ures-sz6 lemma: Minden G =(V,,V;,S,H) 2-tipusi nyelvtanhoz létezik olyan vele
ekvivalens 1-tipust G'= (V,V;,S',H") nyelvtan, melyre teljesuinek a kovetkezok:
e AUOL(G) esetén H'-beli szabalyok jobb oldalan nem szerepel A

e AOL(G) esetén csak S'— A alaku szabaly esetén szerepelhet jobb oldalt a A,
és ekkor S’ egyetlen szabaly jobb oldalan sem fordulhat elé.

Bizonyitas: Legyen G =(V,,V;,S,H) kornyezetfuggetlen nyelvtan. Generaljuk az U,
halmazokat az alabbiak szerint:



U, ={P|P - A0H
U,,=U, O{P|P -~ QOH,QOU *

Ekkor van olyan i, melyre teljesil, hogy U, =U.. Legyen P - QOH', ha
P - ROH,Q#A, és vagy Q=R vagy Q ugy all elé, hogy R-bél U, -beli elem(ek)et
torlunk. Legyen G'=(V,,V;,S,H") . Ekkor L(G){ A }=L(G).

llyenkor:
« ha A0OL(G), akkor L(G)=L(G’), valamint a nyelvtan 1-tipus(,
 ha A0OL(G), akkor V', =V, O{S}, STV, OV;) és

H"=H'{S - S,S' > A} valasztasokkal megkonstrualt G"=(V,V;,S,H")
nyelvtan 1-tipusu, és L(G)=L(G").

Formalis rendszer és néhany f 6bb tipusa

Formalis rendszernek (vagy atirasi rendszernek) nevezink minden olyan W=(V,H) part,
amelyben V egy abécé, H pedig a V * XV * direkt szorzat egy véges részhalmaza. A H
elemeit helyettesitési szabalyoknak hivjuk és ha (P,Q)JH , akkor a P - Q jelolést

hasznaljuk.

Legyen P,QLV *. Akkor mondjuk, hogy P-bél kozvetlenll (egy Iépésben) levezethetd Q
( P=Q), ha léteznek olyan P',P,P",Q, IV * szavak, hogy P=P'RP",Q=P'Q,P"
és P - QUH.

Azt mondjuk, hogy P-bdl Q levezetheté ( P = *Q), ha léteznek olyan P,,R,,....B OV *
szavak, hogy Py =P,B, =Q és P = P_,(i =0,...k-1).

Ha olyan formalis rendszereket tekintiink, melyekben a helyettesitési szabalyok
szimmetrikusak, akkor eljutunk az asszociativ kalkulus fogalmahoz.

Egy W=(V,H) formdlis rendszert generativ rendszernek nevezink, ha ki van tiintetve V*
egy nem Ures és véges részhalmaza, amelyet W axiomarendszerének neveziink (és az
Ax jelolést haszndljuk). Egy ilyen W generativ rendszert W=(V,Ax,H) alakban szokés
megadni.

Egy W=(V,Ax,H) generativ rendszert szemi-Thue rendszernek neveziink, ha ki van
tintetve V* egy olyan F részhalmaza, melyre AX [ F . Egy ilyen szemi-Thue rendszert

W=(V,Ax,H,F) alakban adunk meg, ahol F a formulak halmaza, és a W-nek a generativ
rendszerhez hasonlé értelmezése esetén mondhatjuk még azt is, hogy F az igaz
allitasok halmaza.

A Post-féle normél rendszer egy olyan V &bécébdl, Ax axidbmarendszerbdl és H
helyettesitési szabalyokbdl feléptlé W=(V,Ax,H) harmas, melyben H elemei PX - XQ

alakuak, ahol X JV egy olyan betl, mely sem P-ben, sem Q-ban nem fordul elé.

Automatak fogalma és f 6bb tipusai. Véges automatak abrazolasa tablazattal

és graffal

Automatén egy olyan absztrakt rendszert értiink, mely egy diszkrétnek elképzelt idéskala
idépillanataiban érkezett ingerek hatasara valasszal reagél, mikozben belsé éallapotat



megadott szabalyok szerint valtoztatja. Az ingerekre adott valasz fligg az ingerektél és a
belsé allapottdl.

Mealy-automatan értjuk azt az A = (A, X,Y,9J, y) o6tost, ahol
* A belsé allapotok nem ures, véges halmaza;

» X:abhemend jelek véges halmaza, a bemend abécé;

* Y:akimené jelek véges halmaza, a kimend abécé;

e 0:AxX - A atmenetfiiggvény;

« 1. Ax X - Y kimenetfiggvény.

A Mealy-automata diszkrét idéskalan mikodik, s annak minden egyes iddpillanataban
egy-egy jol meghatarozott Allapotban van. Ha valamely idépontban egy
A =(A X,Y,0,y) Mealy-automata egy allA allapotban az x[J X bemené jelet kapja,

akkor ugyenezen idépillanatban a y(a,x) kimend jellel reagal, majd a kovetkezd
id6pillanatra atmegy a d(a, X) allapotba.

Mdkodése: Legyen adva egy X X,...X, [ X* bemeneti sz6. Az alJ A kezdeti allapotbol
az n kimeneti figgvény megadja az elsé kimeneti jelet.

a, =9(a,%,) y, =n(a,x)
a, =9(ay, X,) Y, =n(a,,X;)
a, =o(a,_,, %) Y =M@ %)

Mlkodése eredményeként az y,y,...yx kimeneti szot kapjuk.

Ha ehhez a Mealy-automatahoz létezik olyan 4:A - Y flggvény, hogy tetszéleges
alJA éllapotban és x[X bemendé jel esetén teliesil a y(a,x) = u(o(a, x))
egyenl6éség, akkor Moore-automatarol beszéliink. A Moore-automatat A = (A, X,Y,0, i)
alakban szokas megadni, ahol 4:A - Y a Moore-automata jelfiggvénye. u(a) az

all A allapot jele.

Tehat Moore-automatanak neveziink egy olyan A = (A, X,Y,J, ) automatat, ahol
* A: belsé &llapotok nem Ures, véges halmaza;

» X:abhemend jelek véges halmaza, a bemend abécé;

* Y:akimend jelek véges halmaza, a kimend abécé;

e 0:AxX - A atmenetfiggvény;

o WA Y jelfiggvény

Haegy A =(A X,Y,0, 1) Moore-automatara A=Y és i : A — A egy identikus leképzés
(azaz minden alJA-ra u(a)=a), akkor a kimené jel nélkili automata fogalmahoz

jutunk. Azt is mondhatjuk, hogy a kimend jel nélkili automata egy olyan
A =(A X,Y,0,y) Mealy-automata, melyre A=Y és o0=). A=(A X,d) formaban
szokas megadni.

A fent emlitett automatak véges automatak, ha az allapothalmaz, a bemené§ jelhalmaz és
a kimené jelhalmaz végesek.

Inicidlis automata: mikor kijelolink az automatanal egy a, kezdéallapotot.



Teljesen definidlt és parcialis automata: Ha az atmenet- és kimenetfiiggvénye minden
(ax) (aOdA xOX) parra értelmezve van, akkor az automatat teljesen definialtnak

mondjuk. Ellenkezé esetben, amikor az atmenet és kimenet fliggvények valamelyike
csupén részlegesen definialt, az automatat parcialis automatédnak nevezzik.

Determinisztikus és nemdeterminisztikus automata: Ha az automatahoz tartozo
atmenetfiiggvények és kimenetfiggvények egyértékiek (d: AxX - A), akkor az automata
determinisztikus, ellenkez6é esetben (J: Ax X - 2*) az automatat nem determinisz-

tikusnak mondjuk. A nemdeterminisztikus automatanal o atmenetfiiggvénnyel meghata-
rozzuk az dsszes lehetséges kovetkezé konfiguraciot, amibe az eredeti atvihetd. Ezutan
az 0sszes Uj konfiguraciora is meghatérozzuk a lehetséges Uj konfiguraciokat stb.

Valészinliségi (szotchasztikus) automata: A = (A, X, Y, P)
P: Barmely all A x[1 X parhoz hozzarendel egy 0 és 1 kdzotti szamot.

P((@,y)(a,x)0[01]
Annak a valészinlisége, hogy az automata az a’ allapotba megy at és az y’ kimend jelet
adja ki, feltéve, hogy az a allapotban volt és az x bemend jelet kapta.

Robin-Scott féle automata:
Felismeré vagy elfogadé automatanak is hivjak. Egy olyan A = (A a,, X,90,A:) 06tos,

ahol A a nemires é&llapothalmaz, a,JA a kezddallapot, X a nemdires bemend

jelnalmaz, o: Ax X - A az atmeneti figgvény, A- U A pedig a végéllapotok nemires
halmaza.

Véges automaték 4brazolasa tablazattal:

A ‘ ..a... H(a) A ‘ ..a...
-
x | (3(a,%),¥(@y) | s x| ¥@x
Mealy Moore kim. jel. nélk.

Véges automatak abrazolasa gréffal:

Mealy: Minden csucs egy allapottal van megcimkézve. Minden iranyitott él meg van
cimkézve egy 2 komponensbél &ll6 vektorral, melynek els6 komponense egy bemené jel,
a masodik pedig egy kimendjel.

Moore: Minden csucs egy 2 komponensbdl allé vektorral van megcimkézve. Elsé
komponense egy allapot, masodik pedig ezen allapot jele. A csucsbol kivezeté minden
iranyitott él meg van cimkézve egy bemené jellel.

Kimend jel nélkdli aut.: Olyan, mint a Moore, csak itt a csucsok csak egy allapottal
vannak cimkézve.

Automata leképzés fogalma. Raney tétel (+ bizony itas)
Legyen A =(A X,Y,d,y) egy Mealy-automata. A 0:AXxX - A és y:AxX =Y

fuggvények értelmezését kiterjesztjik Ax X * -ra a kdvetkezd definicidval:
Legyenek a 0: Ax X* o A y: Ax X* - Y* gy definialva, hogy tetszéleges all A és

X,,..X, X esetén alljanak fenn a
o(a, x..X,) =a..4a,



y@a x..x,) = y;..y,

osszefliggések,ahol a, =9o(a,x),..a, =90(a,4,X,) illetve
Y, = Y@, x),...y, = ¥(@,4,%,). Emellett legyen o(a,A) =A,y(a,A) =A. Ez a formélis

definicié annak az interpretacionak felel meg, hogy barmely all A allapotbdl indulva az
A automata egy bemend jelsorozatnak egy kimend jelsorozatot feleltet meg. (Az
automata Ures bemend szora ures kimend széval reagal.)

Az a: X* - Y* leképzést alfabetikus leképzésnek hivjuk.

Legyen adott egy A =(A X,Y,0,y) Mealy-automata. Ennek az automatanak minden
egyes alA éllapotdhoz a ¢,(p)=y(a, p),pdX* 0Osszefuggéssel definialt
@, X* - Y* leképzést hozzarendelve megkapjuk az alJ A &llapot altal indukalt

leképzést.
Inicidlis A = (A a,,X,Y,0,)) Mealy automata esetén az a, kezdd éallapottal indukalt

¢ao leképzést az A inicidlis automata altal indukalt leképzésnek, vagy roviden az A

automata leképzésének is mondjuk, melyet jelélhetiink ¢, -val is.

Egy alfabetikus leképzést automata leképzésnek nevezink, ha van olyan Mealy-
automata, €s annak olyan allapota, amely éppen ezt a leképzést indukalja.

Raney tétel:
Egy ¢:X* - Y* alfabetikus leképzés akkor és csak akkor automata leképzés, ha

eleget tesz a kovetkezd feltételeknek:
e hossztart6, azaz tetszéleges p X *-ra | p E ¢(p) |

» kezddszelet-tartd (kezddszeletet kezdészeletbe visz at), azaz minden p,qU X * -
hoz létezik olyan r Y * , hogy ¢(pq) = @(p)r.

Bizonyitas (Papp Z. féle, eredeti a jegyzetben, a 33. oldalon):
Legyen A =(A X,Y,0,)) egy tetszéleges Mealy-automata. Annak a bizonyitasat, hogy

tetsz6leges allA esetén ¢, , =@, hossz és kezdészelettartd, a fuggvény

argomentumanak, illetve argomentum végzédésének hosszara vonatkozo teljes
indukciéval végezzik:

P.(A) =y(@l) =4

?.(pPx) = y(a, px) = y(a, p)y(d(a, p),X)

P.(a) = g, ()1

@, (apx) = y(a,gpx) = y(a,ap)y(3(a,gp), x) = y(a,q)r y(3(a, gp), X)

ahol alJ A xUOX; p,qgU X*rggyY*

Ha adott egy tetszéleges, hossz- és kezdbszelet-tarté ¢@: X* - Y* fluggvény, akkor
rogzitett qJ X * sz6 esetén az a ¢, flggvény, amely tetsz6leges pLl X* szohoz azt

az r Y * szot rendeli, amelyre a ¢(gp) = @(q)r teljesul, szintén hossz- és kezdbszelet-
tartd leképzés lesz. Legyen most

A={g, |aU X*}, 0(Py.X) = P V(P X) = P (X) .



Az igy definialt A = (A, X,Y,9,y) Mealy-automatara igaz, hogy ¢, » =¢.

Automatak ekvivalenciaja. Gill tétel (+ bizonyit  as)

A kozos X,Y halmazokkal rendelkez6 A =(A X,Y,0,y) és B=(B,X,Y,o0,)")
automatak alJ A és b[B allapotait egymassal ekvivalens allapotnak mondjuk, ha a és
b az A, illetve B automataban ugyanazt a leképzést indukélja, azaz ¢, , = @, 5 . Magukat

az A és B automatakat ekvivalensnek nevezzik, ha barmelyikik barmely allapotahoz
van a masiknak ezzel az allapottal ekvivalens allapota, azaz F, = F;.

Két inicidlis automata akkor ekvivalens egymassal, ha kezddallapotaik ekvivalensek.

Gill tétel: Barmely Mealy-automatahoz létezik vele ekvivalens Moore-automata. Emellett,
ha a Mealy automata véges, akkor a hozzd megkonstrudlt, ekvivalens Moore automata is
valaszthat6 végesnek.

Bizonyitas:

Legyen A =(A X,Y,d,y)tetsz6leges Mealy-automata. Egy vele ekvivalens Moore-
automatat a kdvetkezdképpen konstrualhatunk meg:

Legyen A'=(A', X,Y,d',)'), ahol A'= A Ax X, tovabba tetszéleges a'l A", x[ X
parra

(@ ha a'll A
5(a,X)—{(5(a,X.)'X) ha a=(a,xX)d0Ax X

L (Max ha a'll A
yiEx _{V(J(a,X'),X) ha &= (a,x) 0 AxX

1. A=A
2. A' egy Moore-automata

Redukalt automatak. Aufenkamp-Hohn féle eljaras (+ bizonyitas)
Definidljunk egy A = (A, X,Y,9,y) Mealy-automata allapothalmazan egy p, relaciot:

ap\b = ¢, = ¢,
a,bdA

Azaz ap,b < y(a, p) = y(b, p) , minden p bemend széra.

Ezek szerint két belsé allapot akkor lesz egy osztalyban, ha egy tetszéleges sz0
beolvasasa utan az automata a két belsé allapotbdl ugyanabba az Uj allapotba megy at.

Az igy definidlt p, kongruencia, és a p,-hoz tartoz6 C, kompatibilis osztalyzas
maximalis. A megfelelé A/ p, faktorformulat pedig az A automatéhoz tartoz6 redukalt

automatanak nevezziik.
Altalaban egy A = (A, X,Y,d,y) Mealy-automatat redukéaltnak neveziink, ha tetszéleges

a,b0 A par esetén: ap,b - a=b

Aufenkamp-Hohn féle eljaras:



Egy véges A =(A X,Y,d,y) automata esetén az A, redukalt automatéhoz gy jutunk
el, hogy a
Ua,b0A:(ap,b = OpUX*: p(a, p) = y(b, p))

relaciohoz tartoz6 C, osztalyzast osztélyzasok egy C;, C,,... sorozatan keresztil
szerkesztiink meg, amelyeket a kdvetkezdképp definialunk:

« [a,bOA:(C[a] =C,b] « OxOX : p(a,x) = y(b,x))
« haixl, akkor C,,[a] =C,,,[b] = C.[a] =C,[b] és
OxO X : C.[d(a, x)] = C,[d(b, X)]

El6szor megszerkesztjlk az A allapothalmaz C, szerinti osztalyait. Pontosan akkor
tartozik két allapot egy osztalyba, amikor minden egyes bemend jel hatasara ugyanazt a
kimenéjelet adjak.

Ezutan minden egyes m>1-re megszerkesztjik a C, szerinti osztalyokat egészen addig,
amig C, = Cp. teljesll. Igazolhatd, hogy ez a C,, osztdlyzas épp az A maximalis
kompatibilis osztalyzasa.

Ezutdn a reduk@lt automata megszerkesztése van csak hétra, amelynek szerkezete
AIC,=(C,, XY, 0 Ve ), ahol minden C.lalUC,,xOX -re

&, (C,lal, X) = C,[8(a )] , letve ye, (C,lal,x) = Uax).

Specialisan, ha az eredeti automata inicialis volt, és a kezd&allapota a, volt, akkor a
redukalt automata is valaszthato inicidlisnak, éspedig ugy, hogy a kezdé allapotat C[ag]-
nak valasztjuk.

Bizonyitas a jegyzetben (38.,39. oldal).

Véges automatak analizise. McNaughton médszer (+  bizonyitas)
A véges automatak analizise jelentse olyan univerzalis algoritmus megadasat, amelynek
alkalmazasaval barmely adott A =(Aa,, X,0) véges, kimend jel nélkuli inicialis

automatahoz és Aallapotai M részhalmazdhoz meg tudjuk adni annak a nyelvnek egy
reguléris kifejezését, amely A-ban az M halmazzal eléallithato.

T(McNaughton-Yamada): Ha a véges X halmaz feletti L nyelv eléallithaté véges kimend
jel nélkdli inicialis automata allapotai valamely M részhalmazéaval, akkor az L nyelv
reguléris.

Bizonyitas: jegyzet, 53. oldal.

Véges automatak szintézise. Gluskov modszer (Bi  zonyitas nem kell!)

A véges automatdk szintézise jelentse olyan univerzalis algoritmus megadasat,
amelynek alkalmazdsaval barmely véges X halmaz feletti, regularis kifejezéssel
megadott L regularis nyelvhez meg tudunk konstrualni olyan véges, kimené jel nélkdli

inicidlis A = (A a,, X,0) automatat, amelyben az adott L nyelv az allapothalmaz
valamely M részhalmazéaval eléallithato.

Gluskov modszer:
Szamba vesszik azoknak a szavaknak a strukturajat, amelyek az adott nyelv kozil
legaldbb egyikben eléfordulnak.



Legyenek Li, L,... L¢ olyan nyelvek az X ={x®,x® .. x™} abécé felett, amelyek

reguléris kifejezéssel vannak megadva.

A nyelvalgebra miveleti azonosségaival hozzuk a reguléris kifejezéseket minél révidebb
alakra. Majd a reguléris kifejezésekben el6forduld betlket balrél-jobbra haladva ugy,
hogy az azonos betik kilonbdzd eléfordulasi helyikdn mas-mas indexet kapjanak.

Automatak és nyelvek kapcsolata
A 3-as tipusu (reguléris) nyelvtanokkal generalhatd L; osztalya megegyezik a véges
automaték altal felismerheté nyelvek osztalyaval (vagyis a reguléris nyelvek osztélyaval).

Mas szoval, a 3-as tipusu (regularis) nyelvtan, mint generativ eszktz, azonos értékl a
véges automataval, mint felismeré eszkézzel.

T: A nemdeterminisztikus véges automatakhoz el6allithatd nyelvek Lyra 0sztélya
megegyezik a véges automatékhoz eléallithatd nyelvek Lgn osztalyaval.

T: Minden G 3-as tipusl nyelvtanhoz létezik egy vele ekvivalens G’ 3-as tipusu nyelvtan,
amelynek szabdlyai jobb oldaldn a mondatszimbd6lum nem lép fel.

T: A 3-as tipusu nyelvek L[; osztdlya egybeesik a véges automatakkal el6allithatd
nyelvek Lgs 0sztalyaval.

Nyelvtanok normalis alakra hozdsa. Chomsky-féle normalalak

Normalis alak: Egy G=(Vn, V1, S, H) nyelvtant normalis alakunak hivunk, ha a
terminalisok csak X — a alaku szabalyok jobboldalan fordulnak elé, ahol X(OVy, allVy.

Tétel: Minden i 1{012} tipusu nyelvtanhoz van vele ekvivalens normalis alaku i-tipusu
nyelvtan.

Bizonyitas: Legyen G=(Vy, V1, S, H) egy i (0{0L2}) tipusu nyelvtan és konstrualjuk
meg hozzé a G'=(V\', V1, S, H') grammatikat ugy, hogy
« UOx0OV; -hez rendeljik hozza A OV -et, és V,'=V,, O{A |OxOV;};
e P - QUOH (P és Q nem tartalmaz terminalist), akkor P - QL H";
e P-QUH P vagy Q tartalmaz termindlist), akkor [Ix[V; helyébe
helyettesitsik A-et és P' - QUIH";
UxOV; i A, - xUOH".

Chomsky-féle normalalak: Egy G=(Vy, V1, S, H) nyelvtant Chomsky-féle normélalakinak
hivunk, ha minden szabalya vagy X - a vagy pedig X - YZ alakd, ahol

X,Y,Z0V,,allV;. Vilagos, hogy minden Chomsky-féle normalalaku nyelvtan lambda-
mentes kornyezetfiiggetlen nyelvtan.

Tétel: Minden lambda-mentes kornyezetfiiggetlen nyelvtanhoz megadhaté vele
ekvivalens Chomsky-féle normalalaku nyelvtan.

Bizonyitas (CNF alakra hozas):

Legyen adott a G=(Vy, V1, S, H) lambda-mentes, normalis alaki nyelvtan, melyek
szabalyainak jobb oldalan az Ures sz6 nem fordul el. Megszerkesztjik elészor a
Gi=(V\, V1, S, Hy), majd a G'=(Vy/, V1, S, H') nyelvtanokat. Legyen H;=H. A G nyelvtan
szabalyaira a kovetkez6 négy alak allhat fenn:



1. X - a,(X0OVy,allV;). Ez megfelel a kdvetelményeknek.
2. X - YZ,(X,Y,Z0V;). Ez szintén megfelel a kdvetelményeknek.
3. X -5VYY,.Y,, (k=3 XY, OV,)
Legyen V'=V, O{Z,..Z,_, OV} . H;-ben a 3-as alaku szabalyokat
helyettesitsiik a kovetkezdkkel:
X -Y,Z,
Z - Y,Z,,
Zk—2 - Yk—lYk'
igy kaptunk egy G,=(Vy', V1, S, H;) grammatikat, melyre L(G;)=L(G).
4. X - Y,(X,YOV,). Kikell kisz6bolni az ilyen alaku szabalyokat. Minden YOV’
betlihdz definidljunk olyan U(Y) halmazokat, melyek azokat a nemterminalisokat
tartalmazza, melyekbdl Y levezethet6, és ha Uj nemtermindlis keril be ebbe a

halmazba, vegyik fel azokat a nemterminalisokat is, melyekbél ez levezetheté.
Ezutdn felijuk a H' szabalyhalmazt ugy, hogy tartalmazzon minden olyan

szabalyt, melyet H; is tartaimaz és nem X - Y,(X,Y0V,) alaku, és vegyuk
hozza a szabalyokhoz azokat a szabalyokat, melyeket ugy kapunk, hogy minden
P - Q (POVy, és QUV;vagy QUV, *) alaki szabaly mellé felvesszik azt a

P' - Q szabalyokat, melyekre P'JU (P).
Az igy kapott G'=(V\/, V1, S, H’) nyelvtanra L(G)=L(G").

10. Bar-Hillel lemma (+ bizonyitas)
Barmely L kornyezetfiiggetlen nyelvhez létezik p,qLN gy, hogy barmely pOL esetén

|P|>p sz6ra P=UXWYZ alakban irhat6, ahol [XWY|<q, XY=\ és UX'WY'ZOL mindeni = 0
egész szamra.

Bizonyitas:
(A nyelvben minden elég hosszl sz6hoz végtelen sok tovabbi sz6 talalhato).
Tegyuk fel, hogy nyelvtanunk CNF-ban adott. Ha egy POL(G) szénak a levezetése

olyan faval abrazolhatd, melyben a leghosszabb Gt k hosszisagu, akkor |p|<2* (CNF
miatt).

Tegyiik fel, hogy Vy elemeinek szama n és legyen p=2" és q=2""*. Ha POL és |P|>p,
akkor az S= *P levezetésfajaban a leghosszabb Gtnak n-nél hosszabbnak kell lennie.
Vegylk ennek az Utnak az utols6 n+1 hosszu szakaszat. Lesz olyan ALV, mely ezen

a szakaszon legalabb kétszer el6fordul. Vegytink két ilyen eléfordulast.

Az S-hez kozelebb fekv6hoz tartozd részfa végpontjainak megfeleld sz6 legyen Q, a
masik részfaé pedig W.

Ezekre teljesil, hogy A=*Q, A= *W, tovabba a W résszava a Q-nak, tehat Q=XWY
(X,Y OV, *) . |Q|s2™, masrészt S=*UAZ és A= *XAY is fennall, tehat tetszéleges
i 2 0 egész szamra S=* UX'WY'Z.

Itt nem lehet X és Y mindkettd Ures sz0, mert az A= *XAY levezetés legalabb egy
|épést tartalmaz.

Ebben a levezetésben az elsé lépés csak egy A — BC alaki szabdly alkalmazésa
lehet, s ezért |XY|>1, miutdn a nyelvtanunk lambda-mentes. Ezzel belattuk a tételt.



11.

12.

Hossz nemcsokkent 6 nyelvtanok és kapcsolatuk az 1-es tipusu

nyelvtanokkal.

Egy G generativ nyelvtant hosszisag nem csokkentének mondunk, ha minden
P ~ QOH szabalyra igaz, hogy |P| <|Q|.

Minden A-mentes kornyezetfliggé nyelvtan hosszusagot nem csokkentd.

T: Minden hosszUsagot nem csokkent§ nyelvtanhoz megadhatd egy vele ekvivalens
kornyezetfliggd nyelvtan.
Biz: Legyen G =(V,,V;,S,H) egy hosszisagot nem csokkentd nyelvtan. Feltehetjik,

hogy termindlis jelek csak az A — a alaki szabdlyokban fordulnak eld. Legyen
P - QUH egy tetszéleges szabdlya G-nek. Ha |P|=1, akkor a szabalyunk a kivant
alaku. Ha |P|>1, akkor P és Q a kovetkez6 alakban irhatoak fel:
P=XX,.X,,Q=Y)Y,..Y,

Ekkor 2<ms<n eés X;,Y; V. Vezessink be m darab Uj valtozét e szabaly
helyettesitéséhez (Z,,..Z,, OV, OV;)), és vegyuk az alabbi szabalyokat:

X X, Xy = Z, X, X,

Z,X,.. X, - Z2,Z,..X,,

22,2, X, - 2,2,..Z, Z.Xo.,..Y,

m m+l***'n
22,.2,.Z.Y .Y, - Y2Z,.Z Z Y .Y

m-1=m "'m+l**""'n m ' m+l**"'n

Y1Y2 . 'Ym—lszm+l' . 'Yn - Y1Y2 . 'Ym—lYmYm+1 - 'Yn

Belathaté, hogy P — Q szabalyt ezekkel az U] szabalyokkal helyettesitve egy, az

eredetivel ekvivalens nyelvtant kapunk. Ezek az Uj szabalyok pedig megfelelnek az 1-
tipusa nyelvtan elérirdsainak.

Kuroda-féle normalalak (+ bizonyitas)

Minden hosszUsagot nem csokkentd nyelvtanhoz létezik vele ekvivalens, Kuroda-féle
normal alakban lévé nyelvtan.

Biz:

Legyen G = (V,V;,S,H) egy hosszisagot nem csokkent6 nyelvtan. Tegyuk fel, hogy a
nyelvtan normalis alakban van, azaz termindlis jel csak X — a alaku szabalyokban
fordul eld, ahol X UV ,allV;.

Legyen P - QUH,P=X,..X,,,Q=Y,..Y,. A nyelvtan tulajdonsagai miatt m<n.

m =1, n = 1,2 esetén a szabalyunk megfelel6 alakban van.

m = 2, n = 2 esetén szintén

m = 1, n>2 esetén el kell tlintetni a hosszUszabalyokat, gy mint CNF-nal.

m >= 2, n >= 2 esetben vezessiink be az adott szabaly helyettesitésére 0j Z,,7,,..Z

nemtermindlis jeleket és vegyik a kdvetkezd szabéalyokat:

X, X, - Y,Z, Z -Y.Z

mT—m+l
szs - Yzzs Zm+l - Ym+1Zm+2
Zm—lxm - Ym—lZm Zn—l - Yn—lYn

10



13.

Ezekkel a szabalyokkal helyettesitve az eredeti szabalyokat, a kiindulé nyelvtanokkal
ekvivalens nyelvtant kapunk.

Minden lambda-mentes, kornyezetfiggé nyelvtanhoz megadhaté vele gyengén
ekvivalens nyelvtan, mely Kuroda-féle normalalakban van.

Révész-féle normalalak (+ bizonyitas)

Tétel (Révész-féle elsé észrevétel): A Kuroda-féle normélalak AB - CD alaku szabdlyai
helyettesithetdk a kdvetkezd kornyezetfiiggd szabalyokkal:

AB - AB’,

AB' S A'B’,

AB - AD,

A'D-CD,

ahol A’, B’ ) nemterminalisok.

Tétel (Révész-féle masodik észrevétel): A Kuroda-féle normélalak AB - CD alaku
szabalyai altalaban nem helyettesithet6k a kdvetkezé harom kornyezetfiiggd szaballyal:
AB - A'B,

A'B-AD,

A'D-CD,

ahol A’ Uj nemterminalis.

Révész-féle normdlalak: Egy G=(Vn, V1, S, H) nyelvtant Révész-féle normalalakinak
nevezink, ha szabdlyai a kovetkez6 alakuak lehetnek:

S-A,

Z-72,

Z-Y,

Z - XY,

XZ - XY,

ZY - XY,

ZY - Y,

ahol X, Y, ZOVy, z[OV; tovAbbd az S mondatszimbélum csak a szabélyok baloldalan
fordulhat elé.

Tétel: Minden mondatszerkezetli nyelvtanhoz létezik vele ekvivalens Révész-féle
normalalakd nyelvtan.

Bizonyitas: Tekintsiink egy G=(Vy, V1, S, H) mondatszerkezeti nyelvtant. Hagyjuk el a H
0sszes P - A alaku szabdlyat, s minden ilyen szabdly esetén vegyik fel H-ba az 6sszes
XP - x és Px-x alaku szabalyt, ahol x befutja a teljes VyOV+ dbécét. Vilagos, hogy az
igy nyert 0j G’ nyelvtan minden egyes ilyen xP - x és Px-x szabalyanak alkalmazasa
helyett ugyanazt érjuk el, ha a G nyelvtanban a P - A szabalyt alkalmazzuk. Ezaltal egy
olyan G’ grammatikat kapun, amelyre L(G)=L(G)-{A}. Ha AOL(G), akkor a G’-be
felvesszik még az S—A szabdlyt, s ezzel L(G')=L(G). Ezutdn hozzuk a nyelvtant
normalis alakra. Az 0sszes P-Q (P, QOV\*, P#A, Q#A) szabalyok kozil azokra,
melyekre |P|<|Q| alkalmazzuk a Kuroda-féle normalalakra hozasnél alkalmazott
helyettesitéseket, illetve a Révész-féle elsd észrevételnél alkalmazott helyettesitéseket.
igy tehat a |P|>|Q| eset vizsgalata maradt hatra. Tekintsiink egy ilyen X;.. Xm— Y1...Yn,
m>n=1 szabalyt. Hagyjuk el ezt a szabalyt, s alkalmas U0 Uy,...,Un, Zpi,..., Zm
nemtermindlisokat és Uj

Xm—lxm—’zmuma ZmUm—’Umn

Xm—ZUm - Zm—1Um—11 Zm—lum—l - Um—11

11



14.

15.

XnUn+2 - Zn+1Un+1a Zn+1Un+1 g UnYna
Xn-1Un - UnaYn,

XUz - UrYy,

U1Y1—>Y1
szabalyokat vezessink be, majd a fellép6 AB-CD alaki szabalyokat ismét
helyettesitsik a Révész-féle els6 észrevételnél alkalmazott médon. [

A fenti bizonyitdsban szerepelt egy nem konstruktiv, csupan egzisztenciélis allitason
alapul6 l1épés. Nem tudjuk ugyanis, hogyan lehet altalaban eldonteni azt a kérdést, hogy
AOL(G) igaz-e vagy sem. Ha a grammatikdban nincsen P - A alaku szabdly, akkor biztos,
hogy AOL(G). De, ha vannak P-A alakia szabalyok, abbdél még nem feltétlendl
kovetkezik, hogy ACL(G). Egy olyan G’ grammatikat mindig tudunk késziteni, amelyre
L(G)=L(G)-{A}, de, hogy az S— A szabalyt felvegyik-e, vagy sem, ahhoz tudnunk Kkell,
hogy AOL(G) igaz-e, vagy sem. Ezért fogalmaztuk Ugy a tételt, hogy ,létezik olyan
grammatika”, és nem mondtuk azt, hogy ,megadhaté”.

Rekurziv-, és rekurzivan felsorolhato nyelvek,  elddnthet 6ség

Def: Egy L nyelvet rekurzivnak nevezink, ha a POL tartalmazasi probléma
algoritmikusan eldénthet®d.

Def: Egy L nyelvet rekurzivan felsorolhatonak neveziink, ha van olyan eljaras, amely az
O0sszes P L sz6t valamilyen sorrendben (esetleg ismétlésekkel) felsorolja.

Minden rekurziv nyelv egyben rekurzivan felsorolhat6 is.

T: Az L nyelv akkor és csakis akkor rekurziv, ha mind L, mind L rekurzivan felsorolhato.
Biz: Ha L rekurziv, akkor a P L probléma algoritmikusan elddnthet6, akkor ugyanez all

az L nyelvre is, hiszen PLOL akkor és csakis akkor teljesil, ha PLL. Eszerint

ugyanazt az eldontési algoritmust hasznalhatjuk az [-re, azzal a kulonbséggel, hogy
amit L esetén elfogadtunk, azt most nem, és forditva.

T: Minden 1-tipusu nyelv rekurziv, és minden O-tipusu nyelv rekurziv felsorolhato.
T: Van olyan rekurziv nyelv, amely nem 1-tipusu.

T: A rekurzivan felsorolhat6 nyelvek osztalya megegyezik a O-tipusu nyelvek osztalyaval.

Univerzalis Turing-gép, Turing-gépek megallasi probléméja (+ bizonyitas)

A Turing gép egy végtelen szalagmemdriaval és egy ir6-olvaso fejjel ellatott véges
automata. A szalagmemoéria pozicibkra van osztva, s minden egyes pozicion a
szalagabécé pontosan egy betljét lehet letarolni. Kezdetben a Turing gép egy
meghatarozott kezddallapotban van és a szalagon egy véges hosszUsagu startszo
helyezkedik el. Kezdetkor az ir6-olvaso fej a startsz6 elsé betljén all. A startszo elétti és
utani szalagmemoria poziciok székozokkel vannak feltdltve. Ures sz6 esetén a szalag
minden pozicidja székdzzel van feltdltve, s az ir6-olvaso fej ezek egyikére mutat.

A Turing gép diszkrét idéskala mentén, elkilonitett id6pillanatokban hajt végre egy-egy
elemi mdiveletet, kiindulva egy kezdeti idépontbdl. A Turing gép egy ilyen elemi
operacioja az ir6-olvaso fej alatti betl olvasdsébol, ezen betl felllirasabdl, a belsé
allapot valtoztatdsabol, s az ir6-olvasé fej egy pozicibval valé balra vagy jobbra
mozgatasabdél, vagy helybenhagyasbdl all. Amennyiben a Turing gép eljut a
végallapotba, megall.
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Formalisan a Turing gép M =(Aag, X, w A, 1) hatos, ahol A a gép belsé allapotinak

(véges) halmaza, %a kezd6allapot, X a szalagdbécé, w a szokdz betl, Ar a
végallapotok halmaza,u: (A\A ) x X — 21 3 Turing gép mozgasfiiggvénye.

Az univerzélis Turing gép olyan Turing gép, amely tetszéleges Turing gépet — dnmagét is
beleértve — képes szimulalni. Létezik univerzalis Turing gép.

A Turing gép mikodése diszkrét idoskala esetén:
* megvizsgélja a szalagon lévd x jelet.
* megvizsgalja a sajat bels6 allapotat
» Avizsgélat eredményeként visszair egy jelet a szalagra
» Avizsgélat eredményeként atmegy egy Uj allapotba
* balra vagy jobbra megy, esetleg helyben marad
» végallapotban megall

Kezd6 konfiguracio:
» A szalagon van egy véges sztring, a startszo
» aziré-olvaso fej a sztring elsd betljére mutat
» az (inicialis) automata a kezddallapotban van

A Turing gép vagy megall, és ekkor elfogadija (felismeri) a bemeneti sz6t, vagy soha nem
all meg és ekkor a startsz6 nem eleme a Turing gép altal felismert nyelvnek.

Church tézis: Minden, ami algoritmikusan kiszamithato, az kiszamithatd Turing géppel is.

T: A Turing gépek megallasi problémaja nem megoldhatd.
(Adott egy Turing gép és egy input sz6. Meg all e a Turing gép erre a széra? Ez a
problémaosztaly nem megoldhato, de parcialisan megoldhato.)
Biz: Feltesszuk, hogy létezik olyan altalanos kédolasi algoritmus, mely tetszéleges M
Turing gép és annak w startszava esetén megad a gép egy I(M) leirast és a w altal
meghatarozott alkalmas c(I(M),w) kédolt alakot mint egy rogzitett abécé feletti szot.
Indirekt bizonyitas: Tegyuk fel, hogy létezik olyan A Turing gép, mely a c(I(M),w) sz6t
startszoként megkapva:
a) megall és ekkor az ,IGEN” valasz kédolt alakja olvashaté a szalagjan, ha M megéll
a w inputra,
b) megéll és ekkor a ,NEM” valasz kédolt alakja olvashat6 a szalagjan, ha M nem all
meg a w inputra.

Ha A létezik, megszerkeszthet6 az a B Turing gép, mely az I(M) startsz6 hataséara
elédllitia a c(I(M), I(M)) startszét, majd ezutdn erre a startszéra az A Turing gép
mikodését utdnozza egyetlen modositassal: valahanyszor az A igen megallast ér el, a B
végtelen ciklusba kerdl.

A B az I(B) startsz6 hataséra pontosan akkor all meg, ha B az I(B) startszé hatdsara nem
all meg. Ez ellentmondas, ezért a tétel igazolast nyert.
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