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0. Chomsky hierarchia, üresszó lemma (+ bizonyítás)  
A ),,,( HSVVG TN= -t i-típusú nyelvtannak nevezzük, ha az alábbi megkötések közül az 

i-edik teljesül: 
• i = 0: Nincs semmilyen további megkötés 
• i = 1: Minden H-beli szabály 2121 RPPQPP →  alakú, ahol 

}/{*)(,)*,(, 21 λTNNTN VVRVQVVPP ∪∈∈∪∈ , vagy pedig λ→S  alakú, de 

ekkor S nem fordulhat elı egyetlen H-beli szabály jobb oldalán sem. 
(Környezetfüggı nyelvtan) 

• i = 2: Minden H-beli szabály QP →  alakú, ahol *)(, TNN VVQVP ∪∈∈ . 

(Környezetfüggetlen nyelvtan) 
• i = 3: Minden H-beli szabály aQP →  vagy aP →  alakú, ahol 

*,, TN VaVQP ∈∈ . (Reguláris nyelvtan  vagy jobb-lineáris nyelvtan) 

• Minden H-beli szabály aQbP →  vagy aP →  alakú, ahol *,;, TN VbaVQP ∈∈ . 

(Lineáris nyelvtan) 
 
Üres-szó lemma: Minden ),,,( HSVVG TN=  2-típusú nyelvtanhoz létezik olyan vele 

ekvivalens 1-típusú )',',,(' HSVVG TN=  nyelvtan, melyre teljesülnek a következık: 

• )(GL∉λ  esetén H’-beli szabályok jobb oldalán nem szerepel λ  

• )(GL∈λ  esetén csak λ→'S  alakú szabály esetén szerepelhet jobb oldalt a λ , 
és ekkor S’ egyetlen szabály jobb oldalán sem fordulhat elı. 

 
Bizonyítás: Legyen ),,,( HSVVG TN=  környezetfüggetlen nyelvtan. Generáljuk az iU  

halmazokat az alábbiak szerint: 
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Ekkor van olyan i, melyre teljesül, hogy 1+= ii UU . Legyen 'HQP ∈→ , ha 

λ≠∈→ QHRP , , és vagy Q=R vagy Q úgy áll elı, hogy R-bıl iU -beli elem(ek)et 

törlünk. Legyen )',',,(' HSVVG TN= . Ekkor L(G)\{ λ }=L(G’). 

Ilyenkor: 
• ha )(GL∉λ , akkor L(G)=L(G’), valamint a nyelvtan 1-típusú, 

• ha )(GL∈λ , akkor )('},'{' TNNN VVSSVV ∪∉∪=  és 

}','{''' λ→→∪= SSSHH  választásokkal megkonstruált )'',',,('' HSVVG TN=  

nyelvtan 1-típusú, és L(G)=L(G’’). 
 

1. Formális rendszer és néhány f ıbb típusa 
Formális rendszernek (vagy átírási rendszernek) nevezünk minden olyan W=(V,H) párt, 
amelyben V egy ábécé, H pedig a ** VV ×  direkt szorzat egy véges részhalmaza. A H 
elemeit helyettesítési szabályoknak hívjuk és ha HQP ∈),( , akkor a QP →  jelölést 
használjuk. 
 
Legyen *, VQP ∈ . Akkor mondjuk, hogy P-bıl közvetlenül (egy lépésben) levezethetı Q 

( QP ⇒ ), ha léteznek olyan *,'',,' 11 VQPPP ∈  szavak, hogy ''',''' 11 PQPQPPPP ==  

és HQP ∈→ 11 . 
 
Azt mondjuk, hogy P-bıl Q levezethetı ( QP *⇒ ), ha léteznek olyan *,...,, 10 VPPP k ∈  

szavak, hogy QPPP k == ,0  és )1,...,0(1 −=⇒ + kiPP ii . 

 
Ha olyan formális rendszereket tekintünk, melyekben a helyettesítési szabályok 
szimmetrikusak, akkor eljutunk az asszociatív kalkulus fogalmához. 
 
Egy W=(V,H) formális rendszert generatív rendszernek nevezünk, ha ki van tüntetve V* 
egy nem üres és véges részhalmaza, amelyet W axiómarendszerének nevezünk (és az 
Ax jelölést használjuk). Egy ilyen W generatív rendszert W=(V,Ax,H) alakban szokás 
megadni. 
 
Egy W=(V,Ax,H) generatív rendszert szemi-Thue rendszernek nevezünk, ha ki van 
tüntetve V* egy olyan F részhalmaza, melyre FAx ⊆ . Egy ilyen szemi-Thue rendszert 
W=(V,Ax,H,F) alakban adunk meg, ahol F a formulák halmaza, és a W-nek a generatív 
rendszerhez hasonló értelmezése esetén mondhatjuk még azt is, hogy F az igaz 
állítások halmaza. 
 
A Post-féle normál rendszer egy olyan V ábécébıl, Ax axiómarendszerbıl és H 
helyettesítési szabályokból felépülı W=(V,Ax,H) hármas, melyben H elemei XQPX →  

alakúak, ahol VX ∈  egy olyan bető, mely sem P-ben, sem Q-ban nem fordul elı. 

2. Automaták fogalma és f ıbb típusai. Véges automaták ábrázolása táblázattal 
és gráffal 
Automatán egy olyan absztrakt rendszert értünk, mely egy diszkrétnek elképzelt idıskála 
idıpillanataiban érkezett ingerek hatására válasszal reagál, miközben belsı állapotát 
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megadott szabályok szerint változtatja. Az ingerekre adott válasz függ az ingerektıl és a 
belsı állapottól. 
 
Mealy-automatán értjük azt az ),,,,( γδYXA=A  ötöst, ahol  

• A: belsı állapotok nem üres, véges halmaza; 
• X: a bemenı jelek véges halmaza, a bemenı ábécé; 
• Y: a kimenı jelek véges halmaza, a kimenı ábécé; 
• AXA →×:δ  átmenetfüggvény; 
• YXA →×:η  kimenetfüggvény. 
 
 
A Mealy-automata diszkrét idıskálán mőködik, s annak minden egyes idıpillanatában 
egy-egy jól meghatározott állapotban van. Ha valamely idıpontban egy 

),,,,( γδYXA=A  Mealy-automata egy Aa ∈  állapotban az Xx ∈  bemenı jelet kapja, 

akkor ugyenezen idıpillanatban a ),( xaγ  kimenı jellel reagál, majd a következı 

idıpillanatra átmegy a ),( xaδ  állapotba. 

Mőködése: Legyen adva egy *...21 Xxxx k ∈  bemeneti szó. Az Aa ∈  kezdeti állapotból 

az η kimeneti függvény megadja az elsı kimeneti jelet. 
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Mőködése eredményeként az y1y2…yk kimeneti szót kapjuk. 
 
Ha ehhez a Mealy-automatához létezik olyan YA →:µ  függvény, hogy tetszıleges 

Aa ∈  állapotban és Xx ∈  bemenı jel esetén teljesül a )),((),( xaxa δµγ =  

egyenlıség, akkor Moore-automatáról beszélünk. A Moore-automatát ),,,,( µδYXA=A  

alakban szokás megadni, ahol YA →:µ  a Moore-automata jelfüggvénye. )(aµ  az 

Aa ∈  állapot jele. 
Tehát Moore-automatának nevezünk egy olyan ),,,,( µδYXA=A  automatát, ahol 

• A: belsı állapotok nem üres, véges halmaza; 
• X: a bemenı jelek véges halmaza, a bemenı ábécé; 
• Y: a kimenı jelek véges halmaza, a kimenı ábécé; 
• AXA →×:δ  átmenetfüggvény; 
• YA →:µ  jelfüggvény 

 
Ha egy ),,,,( µδYXA=A  Moore-automatára A=Y és AA →:µ  egy identikus leképzés 

(azaz minden Aa ∈ -ra aa =)(µ ), akkor a kimenı jel nélküli automata fogalmához 
jutunk. Azt is mondhatjuk, hogy a kimenı jel nélküli automata egy olyan 

),,,,( γδYXA=A  Mealy-automata, melyre A=Y és γδ = . ),,( δXA=A  formában 
szokás megadni. 
 
A fent említett automaták véges automaták, ha az állapothalmaz, a bemenı jelhalmaz és 
a kimenı jelhalmaz végesek. 
 
Iniciális automata: mikor kijelölünk az automatánál egy a0 kezdıállapotot. 
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Teljesen definiált és parciális automata: Ha az átmenet- és kimenetfüggvénye minden 
(a,x) ),( XxAa ∈∈  párra értelmezve van, akkor az automatát teljesen definiáltnak 
mondjuk. Ellenkezı esetben, amikor az átmenet és kimenet függvények valamelyike 
csupán részlegesen definiált, az automatát parciális automatának nevezzük. 
 
Determinisztikus és nemdeterminisztikus automata: Ha az automatához tartozó 
átmenetfüggvények és kimenetfüggvények egyértékőek (δ: A×X→A), akkor az automata 
determinisztikus, ellenkezı esetben )2:( AXA →×δ  az automatát nem determinisz-

tikusnak mondjuk. A nemdeterminisztikus automatánál δ  átmenetfüggvénnyel meghatá-
rozzuk az összes lehetséges következı konfigurációt, amibe az eredeti átvihetı. Ezután 
az összes új konfigurációra is meghatározzuk a lehetséges új konfigurációkat stb. 

 
 
Valószínőségi (szotchasztikus) automata: ),,,( PyXA=A  

P: Bármely XxAa ∈∈ ,  párhoz hozzárendel egy 0 és 1 közötti számot. 

]1,0[)),(|)','(( ∈xayaP  
Annak a valószínősége, hogy az automata az a’ állapotba megy át és az y’ kimenı jelet 
adja ki, feltéve, hogy az a állapotban volt és az x bemenı jelet kapta. 
 
Robin-Scott féle automata: 
Felismerı vagy elfogadó automatának is hívják. Egy olyan ),,,,( 0 FAXaA δ=A  ötös, 

ahol A a nemüres állapothalmaz, Aa ∈0  a kezdıállapot, X a nemüres bemenı 

jelhalmaz, AXA →×:δ  az átmeneti függvény, AAF ⊆  pedig a végállapotok nemüres 
halmaza. 
 
Véges automaták ábrázolása táblázattal: 

A …a…  )(aµ  A …a… 
 …a… 

x )),(),,(( yaxa γδ  
x ),( xaδ  x ),( xaγ  

Mealy 

 

Moore 

 

kim. jel. nélk. 
 
Véges automaták ábrázolása gráffal: 
Mealy: Minden csúcs egy állapottal van megcímkézve. Minden irányított él meg van 
címkézve egy 2 komponensbıl álló vektorral, melynek elsı komponense egy bemenı jel, 
a második pedig egy kimenıjel. 
Moore: Minden csúcs egy 2 komponensbıl álló vektorral van megcímkézve. Elsı 
komponense egy állapot, második pedig ezen állapot jele. A csúcsból kivezetı minden 
irányított él meg van címkézve egy bemenı jellel. 
Kimenı jel nélküli aut.: Olyan, mint a Moore, csak itt a csúcsok csak egy állapottal 
vannak címkézve. 

3. Automata leképzés fogalma. Raney tétel (+ bizony ítás) 
Legyen ),,,,( γδYXA=A  egy Mealy-automata. A AXA →×:δ  és YXA →×:γ  

függvények értelmezését kiterjesztjük *XA× -ra a következı definícióval: 
Legyenek a **:,*: YXAAXA →×→× γδ  úgy definiálva, hogy tetszıleges Aa ∈  és 

Xxx n ∈,...1  esetén álljanak fenn a 

nn aaxxa ...)...,( 11 =δ  

és a 
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nn yyxxa ...)...,( 11 =γ  

 
összefüggések,ahol ),(),...,( 111 nnn xaaxaa −== δδ ,illetve 

),(),...,( 111 nnn xayxay −== γγ . Emellett legyen λλγλλδ == ),(,),( aa . Ez a formális 

definíció annak az interpretációnak felel meg, hogy bármely Aa ∈  állapotból indulva az 
A automata egy bemenı jelsorozatnak egy kimenı jelsorozatot feleltet meg. (Az 
automata üres bemenı szóra üres kimenı szóval reagál.) 
 
Az **: YX →α  leképzést alfabetikus leképzésnek hívjuk. 
 
Legyen adott egy ),,,,( γδYXA=A  Mealy-automata. Ennek az automatának minden 

egyes Aa ∈  állapotához a *),,()( Xppapa ∈= γϕ  összefüggéssel definiált 

**: YXa →ϕ  leképzést hozzárendelve megkapjuk az Aa ∈  állapot által indukált 

leképzést. 
Iniciális ),,,,,( 0 γδYXaA=A  Mealy automata esetén az 0a  kezdı állapottal indukált 

0aϕ  leképzést az A iniciális automata által indukált leképzésnek, vagy röviden az A 

automata leképzésének is mondjuk, melyet jelölhetünk Aϕ -val is. 
 
Egy alfabetikus leképzést automata leképzésnek nevezünk, ha van olyan Mealy-
automata, és annak olyan állapota, amely éppen ezt a leképzést indukálja. 
 
Raney tétel: 
Egy **: YX →ϕ  alfabetikus leképzés akkor és csak akkor automata leképzés, ha 
eleget tesz a következı feltételeknek: 

• hossztartó, azaz tetszıleges *Xp ∈ -ra |)(||| pp ϕ=  

• kezdıszelet-tartó (kezdıszeletet kezdıszeletbe visz át), azaz minden *, Xqp ∈ -

hoz létezik olyan *Yr ∈ , hogy rppq )()( ϕϕ = . 
 
Bizonyítás (Papp Z. féle, eredeti a jegyzetben, a 33. oldalon): 
Legyen ),,,,( γδYXA=A  egy tetszıleges Mealy-automata. Annak a bizonyítását, hogy 

tetszıleges Aa ∈  esetén aa ϕϕ =A,  hossz és kezdıszelettartó, a függvény 

argomentumának, illetve argomentum végzıdésének hosszára vonatkozó teljes 
indukcióval végezzük: 
 

)),,((),()),,((),(),()(

)()(

)),,((),(),()(
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xqparqaxqpaqpaqpxaqpx

qq

xpapapxapx
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ahol **;,;; YrXqpXxAa ∈∈∈∈  
 
Ha adott egy tetszıleges, hossz- és kezdıszelet-tartó **: YX →ϕ  függvény, akkor 

rögzített *Xq ∈  szó esetén az a qϕ  függvény, amely tetszıleges *Xp ∈  szóhoz azt 

az *Yr ∈  szót rendeli, amelyre a rqqp )()( ϕϕ =  teljesül, szintén hossz- és kezdıszelet-
tartó leképzés lesz. Legyen most 

)(),(,),(*},|{ xxxXqA qqqxqq ϕϕγϕϕδϕ ==∈= . 
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Az így definiált ),,,,( γδYXA=A  Mealy-automatára igaz, hogy ϕϕϕ =A,e
. 

4. Automaták ekvivalenciája. Gill tétel (+ bizonyít ás) 
A közös X,Y halmazokkal rendelkezı ),,,,( γδYXA=A  és )',',,,( γδYXB=B  

automaták Aa ∈  és Bb ∈  állapotait egymással ekvivalens állapotnak mondjuk, ha a és 
b az A, illetve B automatában ugyanazt a leképzést indukálja, azaz BA ,, ba ϕϕ = . Magukat 

az A és B automatákat ekvivalensnek nevezzük, ha bármelyikük bármely állapotához 
van a másiknak ezzel az állapottal ekvivalens állapota, azaz BA FF = . 
Két iniciális automata akkor ekvivalens egymással, ha kezdıállapotaik ekvivalensek. 
Gill tétel: Bármely Mealy-automatához létezik vele ekvivalens Moore-automata. Emellett, 
ha a Mealy automata véges, akkor a hozzá megkonstruált, ekvivalens Moore automata is 
választható végesnek. 
Bizonyítás: 
Legyen ),,,,( γδYXA=A tetszıleges Mealy-automata. Egy vele ekvivalens Moore-
automatát a következıképpen konstruálhatunk meg: 
Legyen )',',,,'(' γδYXA=A , ahol XAAA ×∪=' , továbbá tetszıleges XxAa ∈∈ ,''  
párra 

ha Aa ∈'  





=
)),',((

),'(
),'('

xxa

xa
xa

δ
δ  

ha XAxaa ×∈= )',('  

  

ha Aa ∈'  





=
)),',((

),(
),'('

xxa

xa
xa

δγ
γ

γ  
ha XAxaa ×∈= )',('  

 
 

1. AA ≡'  
2. 'A  egy Moore-automata 

5. Redukált automaták. Aufenkamp-Hohn féle eljárás (+ bizonyítás) 
Definiáljunk egy ),,,,( γδYXA=A  Mealy-automata állapothalmazán egy Aρ  relációt: 

 

Aba

ba ba

∈
=⇔

,

ϕϕρA  

 
Azaz ),(),( pbpaba γγρ =⇔A , minden p bemenı szóra. 
 
Ezek szerint két belsı állapot akkor lesz egy osztályban, ha egy tetszıleges szó 
beolvasása után az automata a két belsı állapotból ugyanabba az új állapotba megy át. 
Az így definiált Aρ  kongruencia, és a Aρ -hoz tartozó AC  kompatibilis osztályzás 

maximális. A megfelelı AA ρ/  faktorformulát pedig az A automatához tartozó redukált 
automatának nevezzük. 
Általában egy ),,,,( γδYXA=A  Mealy-automatát redukáltnak nevezünk, ha tetszıleges 

Aba ∈,  pár esetén:  baba =⇔Aρ  
 
Aufenkamp-Hohn féle eljárás: 
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Egy véges ),,,,( γδYXA=A  automata esetén az A0 redukált automatához úgy jutunk 
el, hogy a 

)),(),(:*(:, pbpaXpbaAba γγρ =∈∀⇔∈∀ A  
 

relációhoz tartozó CA osztályzást osztályzások egy C1, C2,… sorozatán keresztül 
szerkesztünk meg, amelyeket a következıképp definiálunk: 

• )),(),(:][][(:, 11 xbxaXxbCaCAba γγ =∈∀⇔=∈∀  

• ha i≥1, akkor ][][][][ 11 bCaCbCaC iiii =⇔= ++  és 

)],([)],([: xbCxaCXx ii δδ =∈∀  

 
Elıször megszerkesztjük az A állapothalmaz C1 szerinti osztályait. Pontosan akkor 
tartozik két állapot egy osztályba, amikor minden egyes bemenı jel hatására ugyanazt a 
kimenıjelet adják. 
 
Ezután minden egyes m>1-re megszerkesztjük a Cm szerinti osztályokat egészen addig, 
amíg Cm = Cm+1 teljesül. Igazolható, hogy ez a Cm osztályzás épp az A maximális 
kompatibilis osztályzása. 
 
Ezután a redukált automata megszerkesztése van csak hátra, amelynek szerkezete 

),,,,(/
mm CCmm YXCC γδ=A , ahol minden XxCaC mm ∈∈ ,][ -re 

)],([)],[( xaCxaC mmCm
δδ = , illetve ),()],[( xaxaCmCm

γγ = . 

 
Speciálisan, ha az eredeti automata iniciális volt, és a kezdıállapota a0 volt, akkor a 
redukált automata is választható iniciálisnak, éspedig úgy, hogy a kezdı állapotát Cm[a0]-
nak választjuk. 
 
Bizonyítás a jegyzetben (38.,39. oldal). 

6. Véges automaták analízise. McNaughton módszer (+  bizonyítás) 
A véges automaták analízise jelentse olyan univerzális algoritmus megadását, amelynek 
alkalmazásával bármely adott ),,,( 0 δXaA=A  véges, kimenı jel nélküli iniciális 

automatához és állapotai M részhalmazához meg tudjuk adni annak a nyelvnek egy 
reguláris kifejezését, amely A-ban az M halmazzal elıállítható. 
 
T(McNaughton-Yamada): Ha a véges X halmaz feletti L nyelv elıállítható véges kimenı 
jel nélküli iniciális automata állapotai valamely M részhalmazával, akkor az L nyelv 
reguláris. 
Bizonyítás: jegyzet, 53. oldal. 

7. Véges automaták szintézise. Gluskov  módszer (Bi zonyítás nem kell!) 
A véges automaták szintézise jelentse olyan univerzális algoritmus megadását, 
amelynek alkalmazásával bármely véges X halmaz feletti, reguláris kifejezéssel 
megadott L reguláris nyelvhez meg tudunk konstruálni olyan véges, kimenı jel nélküli 
iniciális ),,,( 0 δXaA=A  automatát, amelyben az adott L nyelv az állapothalmaz 

valamely M részhalmazával elıállítható. 
 
Gluskov módszer: 
Számba vesszük azoknak a szavaknak a struktúráját, amelyek az adott nyelv közül 
legalább egyikben elıfordulnak. 
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Legyenek L1, L2,… Lk olyan nyelvek az },...,{ )()2()1( nxxxX =  ábécé felett, amelyek 
reguláris kifejezéssel vannak megadva. 
A nyelvalgebra mőveleti azonosságaival hozzuk a reguláris kifejezéseket minél rövidebb 
alakra. Majd a reguláris kifejezésekben elıforduló betőket balról-jobbra haladva úgy, 
hogy az azonos betők különbözı elıfordulási helyükön más-más indexet kapjanak. 

8. Automaták és nyelvek kapcsolata 
A 3-as típusú (reguláris) nyelvtanokkal generálható L3 osztálya megegyezik a véges 
automaták által felismerhetı nyelvek osztályával (vagyis a reguláris nyelvek osztályával). 
Más szóval, a 3-as típusú (reguláris) nyelvtan, mint generatív eszköz, azonos értékő a 
véges automatával, mint felismerı eszközzel. 
 
T: A nemdeterminisztikus véges automatákhoz elıállítható nyelvek LNFA osztálya 
megegyezik a véges automatákhoz elıállítható nyelvek LFA osztályával. 
 
T: Minden G 3-as típusú nyelvtanhoz létezik egy vele ekvivalens G’ 3-as típusú nyelvtan, 
amelynek szabályai jobb oldalán a mondatszimbólum nem lép fel. 
 
T: A 3-as típusú nyelvek L3 osztálya egybeesik a véges automatákkal elıállítható 
nyelvek LFA osztályával. 

9. Nyelvtanok normális alakra hozása. Chomsky-féle normálalak 
Normális alak: Egy G=(VN, VT, S, H) nyelvtant normális alakúnak hívunk, ha a 
terminálisok csak aX →  alakú szabályok jobboldalán fordulnak elı, ahol X∈VN, a∈VT. 
 
Tétel: Minden }2,1,0{∈i  típusú nyelvtanhoz van vele ekvivalens normális alakú i-típusú 
nyelvtan. 
 
Bizonyítás: Legyen G=(VN, VT, S, H) egy i })2,1,0{(∈  típusú nyelvtan és konstruáljuk 
meg hozzá a G’=(VN’, VT, S, H’) grammatikát úgy, hogy  

• TVx ∈∀ -hez rendeljük hozzá Nx VA ∉ -et, és }|{' TxNN VxAVV ∈∀∪= ; 

• HQP ∈→ (P és Q nem tartalmaz terminálist), akkor 'HQP ∈→ ; 

• HQP ∈→ (P vagy Q tartalmaz terminálist), akkor TVx ∈∀ helyébe 

helyettesítsük Ax-et és ''' HQP ∈→ ; 

': HxAVx xT ∈→∈∀ . 

 
Chomsky-féle normálalak: Egy G=(VN, VT, S, H) nyelvtant Chomsky-féle normálalakúnak 
hívunk, ha minden szabálya vagy aX →  vagy pedig YZX →  alakú, ahol 

TN VaVZYX ∈∈ ,,, . Világos, hogy minden Chomsky-féle normálalakú nyelvtan lambda-

mentes környezetfüggetlen nyelvtan. 
 
Tétel: Minden lambda-mentes környezetfüggetlen nyelvtanhoz megadható vele 
ekvivalens Chomsky-féle normálalakú nyelvtan. 
 
Bizonyítás (CNF alakra hozás): 
Legyen adott a G=(VN, VT, S, H) lambda-mentes, normális alakú nyelvtan, melyek 
szabályainak jobb oldalán az üres szó nem fordul elı. Megszerkesztjük elıször a 
G1=(VN’, VT, S, H1), majd a G’=(VN’, VT, S, H’) nyelvtanokat. Legyen H1=H. A G nyelvtan 
szabályaira a következı négy alak állhat fenn: 
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1. ),(, TN VaVXaX ∈∈→ . Ez megfelel a követelményeknek. 

2. ),,(, TVZYXYZX ∈→ . Ez szintén megfelel a követelményeknek. 

3. ),;3(,...21 Nik VYXkYYYX ∈≥→  

Legyen }...{' 21 NkNN VZZVV ∉∪= − . H1-ben a 3-as alakú szabályokat 

helyettesítsük a következıkkel: 

11ZYX → , 

221 ZYZ → , 
… 

kkk YYZ 12 −− → . 

 
Így kaptunk egy G1=(VN’, VT, S, H1) grammatikát, melyre L(G1)=L(G). 

4. ),(, NVYXYX ∈→ . Ki kell küszöbölni az ilyen alakú szabályokat. Minden Y∈VN’ 

betőhöz definiáljunk olyan U(Y) halmazokat, melyek azokat a nemterminálisokat 
tartalmazza, melyekbıl Y levezethetı, és ha új nemterminális kerül be ebbe a 
halmazba, vegyük fel azokat a nemterminálisokat is, melyekbıl ez levezethetı. 
Ezután felírjuk a H’ szabályhalmazt úgy, hogy tartalmazzon minden olyan 
szabályt, melyet H1 is tartalmaz és nem ),(, NVYXYX ∈→  alakú, és vegyük 

hozzá a szabályokhoz azokat a szabályokat, melyeket úgy kapunk, hogy minden 
QP →  ( NVP ∈ , és TVQ ∈ vagy *NVQ ∈ ) alakú szabály mellé felvesszük azt a 

QP →'  szabályokat, melyekre )(' PUP ∈ . 
 
Az így kapott G’=(VN’, VT, S, H’) nyelvtanra L(G)=L(G’). 

10. Bar-Hillel lemma (+ bizonyítás) 
Bármely L környezetfüggetlen nyelvhez létezik Ν∈qp,  úgy, hogy bármely p∈L esetén 

|P|>p szóra P=UXWYZ alakban írható, ahol |XWY|≤q, XY≠λ és UXiWYiZ∈L minden i ≥ 0 
egész számra. 
 
Bizonyítás: 
(A nyelvben minden elég hosszú szóhoz végtelen sok további szó található). 
Tegyük fel, hogy nyelvtanunk CNF-ban adott. Ha egy )(GLP ∈  szónak a levezetése 
olyan fával ábrázolható, melyben a leghosszabb út k hosszúságú, akkor |p|≤2k (CNF 
miatt). 
Tegyük fel, hogy VN elemeinek száma n és legyen p=2n és q=2n+1. Ha LP ∈  és |P|>p, 
akkor az PS *⇒  levezetésfájában a leghosszabb útnak n-nél hosszabbnak kell lennie. 
Vegyük ennek az útnak az utolsó n+1 hosszú szakaszát. Lesz olyan NVA∈ , mely ezen 

a szakaszon legalább kétszer elıfordul. Vegyünk két ilyen elıfordulást. 
Az S-hez közelebb fekvıhöz tartozó részfa végpontjainak megfelelı szó legyen Q, a 
másik részfáé pedig W. 
Ezekre teljesül, hogy QA *⇒ , WA *⇒ , továbbá a W résszava a Q-nak, tehát Q=XWY 

*),( TVYX ∈ . |Q|≤2n+1, másrészt UAZS *⇒  és XAYA *⇒  is fennáll, tehát tetszıleges 

i ≥ 0 egész számra S⇒* UXiWYiZ. 
Itt nem lehet X és Y mindkettı üres szó, mert az XAYA *⇒  levezetés legalább egy 
lépést tartalmaz. 
Ebben a levezetésben az elsı lépés csak egy BCA →  alakú szabály alkalmazása 
lehet, s ezért |XY|>1, miután a nyelvtanunk lambda-mentes. Ezzel beláttuk a tételt. 
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11. Hossz nemcsökkent ı nyelvtanok és kapcsolatuk az 1-es típusú 
nyelvtanokkal. 
Egy G generatív nyelvtant hosszúság nem csökkentınek mondunk, ha minden 

HQP ∈→  szabályra igaz, hogy QP ≤ . 

Minden λ-mentes környezetfüggı nyelvtan hosszúságot nem csökkentı. 
 
T: Minden hosszúságot nem csökkentı nyelvtanhoz megadható egy vele ekvivalens 
környezetfüggı nyelvtan. 
Biz: Legyen ),,,( HSVVG TN=  egy hosszúságot nem csökkentı nyelvtan. Feltehetjük, 

hogy terminális jelek csak az aA →  alakú szabályokban fordulnak elı. Legyen 
HQP ∈→  egy tetszıleges szabálya G-nek. Ha |P|=1, akkor a szabályunk a kívánt 

alakú. Ha |P|>1, akkor P és Q a következı alakban írhatóak fel: 

nm YYYQXXXP ...,... 2121 ==  

Ekkor nm ≤≤2  és Nji VYX ∈, . Vezessünk be m darab új változót e szabály 

helyettesítéséhez ))(,...( 1 TNm VVZZ ∪∉ , és vegyük az alábbi szabályokat: 

nmmmnmmm

nmmmnmmm

nmmmmm

mm

mm

YYYYYYYYZYYY

YYZZZYYYZZZZ

YYZZZZXZZZ

XZZXXZ

XXZXXX

............

...

............

.........

...

......

......

11211121

11211121

1121121

2121

2121

+−+−

+−+−

+−−

→

→
→

→
→

 

Belátható, hogy QP →  szabályt ezekkel az új szabályokkal helyettesítve egy, az 
eredetivel ekvivalens nyelvtant kapunk. Ezek az új szabályok pedig megfelelnek az 1-
típusú nyelvtan elırírásainak. 

12. Kuroda-féle normálalak (+ bizonyítás) 
Minden hosszúságot nem csökkentı nyelvtanhoz létezik vele ekvivalens, Kuroda-féle 
normál alakban lévı nyelvtan. 
Biz: 
Legyen ),,,( HSVVG TN=  egy hosszúságot nem csökkentı nyelvtan. Tegyük fel, hogy a 

nyelvtan normális alakban van, azaz terminális jel csak aX →  alakú szabályokban 
fordul elı, ahol TN VaVX ∈∈ , . 

Legyen nm YYQXXPHQP ...,..., 11 ==∈→ . A nyelvtan tulajdonságai miatt nm ≤ . 

m = 1, n = 1,2 esetén a szabályunk megfelelı alakban van. 
m = 2, n = 2 esetén szintén 
m = 1, n>2 esetén el kell tüntetni a hosszúszabályokat, úgy mint CNF-nál. 
m >= 2, n >= 2 esetben vezessünk be az adott szabály helyettesítésére új 121 ,..., −nZZZ  

nemterminális jeleket és vegyük a következı szabályokat: 
 

mmmm ZYXZ

ZYXZ

ZYXX

11

3232

2121

...

−− →

→
→

 

nnn

mmm

mmm

YYZ

ZYZ

ZYZ

11

211

1

...

−−

+++

+

→

→
→
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Ezekkel a szabályokkal helyettesítve az eredeti szabályokat, a kiinduló nyelvtanokkal 
ekvivalens nyelvtant kapunk. 
 
Minden lambda-mentes, környezetfüggı nyelvtanhoz megadható vele gyengén 
ekvivalens nyelvtan, mely Kuroda-féle normálalakban van. 

13. Révész-féle normálalak (+ bizonyítás) 
Tétel (Révész-féle elsı észrevétel): A Kuroda-féle normálalak AB→CD alakú szabályai 
helyettesíthetık a következı környezetfüggı szabályokkal: 
AB→AB’, 
AB’→A’B’, 
A’B’→A’D, 
A’D→CD, 
ahol A’, B’ új nemterminálisok. 
 
Tétel (Révész-féle második észrevétel): A Kuroda-féle normálalak AB→CD alakú 
szabályai általában nem helyettesíthetık a következı három környezetfüggı szabállyal: 
AB→A’B, 
A’B→A’D, 
A’D→CD, 
ahol A’ új nemterminális. 
 
Révész-féle normálalak: Egy G=(VN, VT, S, H) nyelvtant Révész-féle normálalakúnak 
nevezünk, ha szabályai a következı alakúak lehetnek: 
S→λ, 
Z→z, 
Z→Y, 
Z→XY, 
XZ→XY, 
ZY→XY, 
ZY→Y, 
ahol X, Y, Z∈VN, z∈VT továbbá az S mondatszimbólum csak a szabályok baloldalán 
fordulhat elı. 
 
Tétel: Minden mondatszerkezető nyelvtanhoz létezik vele ekvivalens Révész-féle 
normálalakú nyelvtan. 
 
Bizonyítás: Tekintsünk egy G=(VN, VT, S, H) mondatszerkezető nyelvtant. Hagyjuk el a H 
összes P→λ alakú szabályát, s minden ilyen szabály esetén vegyük fel H-ba az összes 
xP→x és Px→x alakú szabályt, ahol x befutja a teljes VN∪VT ábécét. Világos, hogy az 
így nyert új G’ nyelvtan minden egyes ilyen xP→x és Px→x szabályának alkalmazása 
helyett ugyanazt érjük el, ha a G nyelvtanban a P→λ szabályt alkalmazzuk. Ezáltal egy 
olyan G’ grammatikát kapun, amelyre L(G’)=L(G)-{λ}. Ha λ∈L(G), akkor a G’-be 
felvesszük még az S→λ szabályt, s ezzel L(G’)=L(G). Ezután hozzuk a nyelvtant 
normális alakra. Az összes P→Q (P, Q∈VN*, P≠λ, Q≠λ) szabályok közül azokra, 
melyekre |P|≤|Q| alkalmazzuk a Kuroda-féle normálalakra hozásnál alkalmazott 
helyettesítéseket, illetve a Révész-féle elsı észrevételnél alkalmazott helyettesítéseket. 
Így tehát a |P|>|Q| eset vizsgálata maradt hátra. Tekintsünk egy ilyen X1...Xm→Y1...Yn, 
m>n≥1 szabályt. Hagyjuk el ezt a szabályt, s alkalmas új U1,...,Um, Zn+1,..., Zm 
nemterminálisokat és új 
 Xm-1Xm→ZmUm,  ZmUm→Um,, 
 Xm-2Um→Zm-1Um-1,  Zm-1Um-1→Um-1, 

...    ... 
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XnUn+2→Zn+1Un+1,  Zn+1Un+1→UnYn, 
Xn-1Un→Un-1Yn-1, 
... 
X1U2→U1Y1, 
U1Y1→Y1 

szabályokat vezessünk be, majd a fellépı AB→CD alakú szabályokat ismét 
helyettesítsük a Révész-féle elsı észrevételnél alkalmazott módon.   
 
A fenti bizonyításban szerepelt egy nem konstruktív, csupán egzisztenciális állításon 
alapuló lépés. Nem tudjuk ugyanis, hogyan lehet általában eldönteni azt a kérdést, hogy 
λ∈L(G) igaz-e vagy sem. Ha a grammatikában nincsen P→λ alakú szabály, akkor biztos, 
hogy λ∉L(G). De, ha vannak P→λ alakú szabályok, abból még nem feltétlenül 
következik, hogy λ∈L(G). Egy olyan G’ grammatikát mindig tudunk készíteni, amelyre 
L(G’)=L(G)-{λ}, de, hogy az S→λ szabályt felvegyük-e, vagy sem, ahhoz tudnunk kell, 
hogy λ∈L(G) igaz-e, vagy sem. Ezért fogalmaztuk úgy a tételt, hogy „létezik olyan 
grammatika”, és nem mondtuk azt, hogy „megadható”. 

14. Rekurzív-, és rekurzívan felsorolható nyelvek, eldönthet ıség 
Def: Egy L nyelvet rekurzívnak nevezünk, ha a LP ∈  tartalmazási probléma 
algoritmikusan eldönthetı. 
Def: Egy L nyelvet rekurzívan felsorolhatónak nevezünk, ha van olyan eljárás, amely az 
összes LP ∈  szót valamilyen sorrendben (esetleg ismétlésekkel) felsorolja. 
 
Minden rekurzív nyelv egyben rekurzívan felsorolható is. 
 

T: Az L nyelv akkor és csakis akkor rekurzív, ha mind L, mind L  rekurzívan felsorolható. 
Biz: Ha L rekurzív, akkor a LP ∈  probléma algoritmikusan eldönthetı, akkor ugyanez áll 

az L  nyelvre is, hiszen LP ∈  akkor és csakis akkor teljesül, ha LP ∉ . Eszerint 

ugyanazt az eldöntési algoritmust használhatjuk az L -re, azzal a különbséggel, hogy 
amit L esetén elfogadtunk, azt most nem, és fordítva. 
 
T: Minden 1-típusú nyelv rekurzív, és minden 0-típusú nyelv rekurzív felsorolható. 
 
T: Van olyan rekurzív nyelv, amely nem 1-típusú. 
 
T: A rekurzívan felsorolható nyelvek osztálya megegyezik a 0-típusú nyelvek osztályával. 
 

15. Univerzális Turing-gép, Turing-gépek megállási problémája (+ bizonyítás) 
A Turing gép egy végtelen szalagmemóriával és egy író-olvasó fejjel ellátott véges 
automata. A szalagmemória pozíciókra van osztva, s minden egyes pozíción a 
szalagábécé pontosan egy betőjét lehet letárolni. Kezdetben a Turing gép egy 
meghatározott kezdıállapotban van és a szalagon egy véges hosszúságú startszó 
helyezkedik el. Kezdetkor az író-olvasó fej a startszó elsı betőjén áll. A startszó elıtti és 
utáni szalagmemória pozíciók szóközökkel vannak feltöltve. Üres szó esetén a szalag 
minden pozíciója szóközzel van feltöltve, s az iró-olvasó fej ezek egyikére mutat. 
A Turing gép diszkrét idıskála mentén, elkülönített idıpillanatokban hajt végre egy-egy 
elemi mőveletet, kiindulva egy kezdeti idıpontból. A Turing gép egy ilyen elemi 
operációja az író-olvasó fej alatti bető olvasásából, ezen bető felülírásából, a belsı 
állapot változtatásából, s az író-olvasó fej egy pozícióval való balra vagy jobbra 
mozgatásából, vagy helybenhagyásból áll. Amennyiben a Turing gép eljut a 
végállapotba, megáll. 
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Formálisan a Turing gép ),,,,,( 0 µω FAXaAM =  hatos, ahol A a gép belsı állapotinak 

(véges) halmaza, 0a a kezdıállapot, X a szalagábécé, ω a szóköz bető, AF  a 
végállapotok halmaza,µ A(: \ },,{2) hjbXA

F XA ××→×  a Turing gép mozgásfüggvénye. 
Az univerzális Turing gép olyan Turing gép, amely tetszıleges Turing gépet – önmagát is 
beleértve – képes szimulálni. Létezik univerzális Turing gép. 
 
A Turing gép mőködése diszkrét idıskála esetén: 

• megvizsgálja a szalagon lévı x jelet. 
• megvizsgálja a saját belsı állapotát 
• A vizsgálat eredményeként visszaír egy jelet a szalagra 
• A vizsgálat eredményeként átmegy egy új állapotba 
• balra vagy jobbra megy, esetleg helyben marad 
• végállapotban megáll 

 
Kezdı konfiguráció: 

• A szalagon van egy véges sztring, a startszó 
• az iró-olvasó fej a sztring elsı betőjére mutat 
• az (iniciális) automata a kezdıállapotban van 

 
A Turing gép vagy megáll, és ekkor elfogadja (felismeri) a bemeneti szót, vagy soha nem 
áll meg és ekkor a startszó nem eleme a Turing gép által felismert nyelvnek. 
 
Church tézis: Minden, ami algoritmikusan kiszámítható, az kiszámítható Turing géppel is. 
 
T: A Turing gépek megállási problémája nem megoldható. 
(Adott egy Turing gép és egy input szó. Meg áll e a Turing gép erre a szóra? Ez a 
problémaosztály nem megoldható, de parciálisan megoldható.) 
Biz: Feltesszük, hogy létezik olyan általános kódolási algoritmus, mely tetszıleges M 
Turing gép és annak w startszava esetén megad a gép egy l(M) leírást és a w által 
meghatározott alkalmas c(l(M),w) kódolt alakot mint egy rögzített ábécé feletti szót. 
Indirekt bizonyítás: Tegyük fel, hogy létezik olyan A Turing gép, mely a c(l(M),w) szót 
startszóként megkapva: 

a) megáll és ekkor az „IGEN” válasz kódolt alakja olvasható a szalagján, ha M megáll 
a w inputra, 

b) megáll és ekkor a „NEM” válasz kódolt alakja olvasható a szalagján, ha M nem áll 
meg a w inputra. 

 
Ha A létezik, megszerkeszthetı az a B Turing gép, mely az l(M) startszó hatására 
elıállítja a c(l(M), l(M)) startszót, majd ezután erre a startszóra az A Turing gép 
mőködését utánozza egyetlen módosítással: valahányszor az A igen megállást ér el, a B 
végtelen ciklusba kerül. 
A B az l(B) startszó hatására pontosan akkor áll meg, ha B az l(B) startszó hatására nem 
áll meg. Ez ellentmondás, ezért a tétel igazolást nyert. 
 


