1. Halmazok, halmazmiiveletek, ponthalmazok

A) Halmazok

Halmaz, halmazhoz tartozas: alapfogalom (bizonyos tulajdonsagok, pontok dsszessége)

Egy halmazt akkor tekintiink adottnak, ha minden dologrél egyértelmiien eldonthetd, hogy
eleme ennek a halmaznak vagy nem.
Jelolés: A, B, Hy, ... (nagybetiik)
Elemei: a, b, c, ... (kisbetiik)
: aelem A halmaz eleme

e Felsorolassal: A={1;2;3;4}
e Tulajdonsaggal: B={négyszdogek}, C={pozitiv egész szamok 100-ig}

o Képlettel: S={x | , X <1000}
e Egyéb modon

Részhalmaz:
A halmaznak részhalmaza B halmaz, ha B halmaz minden eleme eleme A halmaznak.

Valodi részhalmaz: , A-nak B-n kiviil is van eleme
Nem valodi részhalmaz: , nem foltétleniil van A-nak B-n kiviili eleme

A=B: Két halmaz egyenld, ha elemeik megegyeznek ( és )

Ureshalmaz: @={ }, olyan halmaz, melynek nincs eleme. Ez minden halmaznak részhalmaza.
Alaphalmaz: Olyan halmaz, melynek A1,Ap, A3 ... A, halmazok részhalmazai.

B) Halmazmiiveletek

Unio: , az a C halmaz, melynek eleme minden A-ban és minden B-ben
el6fordulo elem, és ezeken kiviil nincs mas eleme.
Metszet: , az a C halmaz, melynek elemei A-nak és B-nek is elemei, és

ezeken kiviil nincs mas eleme. Diszjunkt halmaz:

Kiilonbség: , az a C halmaz, aminek elemei A-nak elemei, de B-nek nem, és
nincs mas eleme.

Direkt szorzat: , C elemei (a;b), ahol és , az Osszes ilyen

rendezett par.



Miiveleti tulajdonsagok (vagy miveleti axiomak):

1. ) kommutativ (felcserélhetd)
2. = ) = , asszociativ (csoportosithato)
3. Egység: ; 5 )
4. )
disztributiv (széttagolhato)
5 ) ; )

Mindezeket szemléltetéssel bizonyitjuk (Venn-diagram).

Komplementer: Egy A halmaz komplementerhalmaza az alaphalmaz (H) azon elemeibdl all,
amelyek az A halmaznak nem elemei.

: A komplementer halmaza

De Morgan-szabalyok: )

Tétel: Barmely n elemii halmaznak 2" részhalmaza van.
Bizonyités: Teljes indukcioval

0-ra, 1-re, 2-re igaz a tétel:

n=0 {} 1=2°

n=1 {},{a} 2=2!

n=2  {},{a},{b},{asbj  4=2?

Tegyiik fel, hogy az n elemii halmaznak 2" részhalmaza van.

Bizonyitani kell, hogy az n+1 elemii halmaznak részhalmaza van.

n+1 elembdl vegyiink ki egy elemet, ekkor n elemii halmazt hozunk 1étre.Ennek az indukcios
feltétel szerint 2» részhalmaza van. Ha minden részhalmazba beletessziik a kivett elemet,
ujabb 2 részhalmazt kapunk. Ekkor az n+l elemii halmaz 0sszes részhalmazat
Osszeszamoltuk, mivel két eset lehetséges: a kivett elem szerepel egy részhalmazban, vagy

nem. Tehat az n+1 elemii halmaznak 2°+2r= részhalmaza van.
C) Ponthalmazok
Szokasos megadasi modja: képlet, pl. A={P (x;y) | xty<1; }

Nevezetes ponthalmazok:
-Sikbeli ponthalmazok:
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Szakaszfelez6 merdleges: egy szakasz két végpontjatol egyenld tavolsagra levd pontok

halmaza.

Szogfelezo: egy szogtartomany két szaratdl azonos tavolsagra 1évé pontok halmaza.

Kor: egy ponttdl azonos tavolsagra 1év6 pontok halmaza.

Ellipszis: azon pontok halmaza, melyek két ponttol vett tdvolsagaik 6sszege allando.

Hiperbola: azon pontok halmaza, melyek két ponttol vett tavolsagaik kiilonbsége

allando.

Parabola: egy ponttol és egy egyenestdl egyenld tavolsagra 1évo pontok halmaza.
-Térbeli ponthalmazok:

Szakaszfelezd sik, gomb, ellipszoid, hiperbolikus feliilet, paraboloid.

Szogfelezo sik (két sik hajlasszogétdl egyenld tavolsagra 1évo sik).

D) Alkalmazasok
Matematikai:

Algebra: szamhalmazok ( ), primek; egyenletek megoldashalmaza,
relativ primek, osztok.
Analizis: E.T., EX. (egyértelmii leképezés)
Geometria: 1d. ponthalmazok
Valoszintiség:
e Kombinatorika: permutacio, kombinacio, variacié (egy halmaz elemeinek
kivalasztasa, sorbarendezése)
e Valdszinliség: kedvezd események halmaza, 9sszes esemény halmaza
e Statisztika: egy halmaz elemeinek atlaga, médusza, medianja, szorésa, stb

Gyakorlati élet:
Informatika: minden adattarolas halmazokkal dolgozik (pl. emberek halmaza-adatokat
gyart, TB, ado, stb)
Kereskedelem: aruhalmaz-arhalmaz, leltarozas, vonalkodos rendszer figyeli az
aruhalmaz elemszamat
Iskola: osztalyok, csoportok kiilonféle tulajdonsag miatt

2. Szamhalmazok, halmazok szamossaga

Halmazok:
Alapfogalom, amelynek megadasa tobbféleképpen lehet:
e Megadunk egy utasitast, amelynek alapjan barmely dologrol eldonthejiik, hogy
eleme-e a halmaznak vagy sem.
e Véges halmazok esetén felsorolhatjuk a halmaz elemeit.

Halmazmiiveletek:
e unio:kommutativ, asszociativ
e metszet:kommutativ, asszociativ
e kiilonbség



Nevezetes szamhalmazok:

természetes szamok
egész szamok
racionalis szamok
irracionalis szamok
valos szamok
komplex szdmok

Természetes szamok:

A természetes szamok:0,1,2,3,...
Jelolésiik altalaban:N

Axiomak(Piano-axiomak):

1.

G S

A 0 természetes szam.

Minden természetes szamra van ra kovetkezo.

Ha két rakovetkezd egyenld, akkor a két szam is egyenld.

A 0 semminek sem a rakovetkezdje.

Ha egy halmaz tartalmazza a 0-t, ¢s minden szdm rakovetkezdjét, akkor az 6sszes
természetes szamot tartalmazza.

Szamjegyek:

e Arab: 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9
e Romai: LV, X,L,C.D.M

Szamrendszerek:

Tizes: 10a+b, araboktol ismerjiik

2-s: szamitogeép

12-s: angol és német nyelv, tucat

60-s: Babilon, ora, csillagdszat, fokok szamitasa

felirasuk: al x aj+al-1 x a)+al-2 x a3+...+a x ap_1+ap

Normal alak:

pozitiv valos szam normalalakja:olyan kéttényezds szorzat, amelynek az egyik
tényezoje 1 vagy 1-nél nagyobb, de 10-nél kisebb valos szdm;a masik tényezdje
10-nek egészkitevos hatvanya.

negativ valos szam normalalakja: olyan kéttényez0s szorzat, amelynek az egyik
tényezdje -1 vagy -1-nél kisebb, de -10-nél nagyobb valds szdm;a maésik tényezdje
10-nek egészkitevds hatvanya.

A 0-t nem lehet e médon megadni.

Egy szam abszolutrtéke a szamegyenesen a 0-tol valo tavolsagat jelenti.



Miiveletek:

A természetes szamok halmazara az 6sszeadas és szorzas zart. A kivonas kivezet az egész
szamok halmazaba. Az osztas a racionalis szamok halmazaba vezet, a gyokvonas pedig az
irracionalis ill. a komplex szdmok halmazaba.

Miveleti tulajdonsagok:
o kommutativitds: atb=b+a  a*b=b*a
e asszociativitas: (at+b)tc=a+(b+c) (a*b)*c=a*(b*c)
e disztributivitas: (at+b)*c=a*c+b*c

Racionalis szdmok:

Jelolésiik:Q

Véges vagy végtelen szakaszos tizedes tortek.

Minden p/q alaku szam felirhato véges vagy vegtelen szakaszos tizedes tortkeént:(p és q egész
szamok, és g nem ()

e A végtelen szakaszos tizedes tort felirhato p/q alakban:
Pl.a0,131313:

a=13/100 gq=1/100 S=a/(1-q), vagyis S=(13/100)/(1-1/100)=13/99

e A p/q alaka szam felirhato véges vagy végtelen szakaszos tizedes tortként:

Ha q nincs meg p-ben egésszer, vagy nem véges tort, akkor -1 maradék lehetséges. A
q-1-edik osztds utan olyan maradék lesz, ami mar volt egyszer, tehat a szakasz hossza
max. q-1 lehet.

Halmazok szamossaga:
Egy halmazt megszamlalhatéan végtelen halmaznak neveziink, ha a halmaz és a természetes
szamok halmaza kozott kdlcsondsen egyértelmii hozzarendelés 1étesithetd.

A racionalis szdmok halmaza megszamlalhatéan végtelen, mert fel tudjuk sorolni dket:
1/1,2/1,3/1,4/1,5/1,6/1,7/1, ...
Y%, 3/2,5/2,7/2,9/2,11/2, ...
1/3,2/3,4/3,5/3,7/3, 8/3, ...
Ya, %, 5/4,7/4, ...

Az irracionalis szamok halmaza megszamlalhatatlanul végtelen, mert azokat nem tudjuk sorba
rendezni. (T6bb irracionalis szam van, mint racionalis.)

Irraciondlis szamok:
Jelolésiik:Q*
Nem irhatoak fel két egész szam hanyadosaként.
PLII, e, \2

Tetel:
A V2 irracionalis szam.



Indirekt bizonyitas!

\2=p/q (p:a)=1

2q2=p2

Ha p és q is ps, akkor nem lennének relativ primek.

Ha p ps ¢és q ptlan, akkor a baloldal csak 2-vel oszthatd, a jobb viszont legalabb 4-gyel.
Ha p ptlan és q ps, akkor a baloldal ps, a jobb oldal pedig ptlan.

Ha p és q is ptlan, akkor a baloldal ps ,a jobb oldal pedig ptlan.

Az Gsszes lehetéséget megvizsgalva mindegyiknél ellentmondasra jutottunk, tehat a \2
irracionalis szam.

Valos szdmok:
Az irracionalis és a racionalis szamok unidja.

A szamelmélet alaptétele:
Minden egytdl kiilonb6z pozitiv egész szam felbonthatd primszdmok szorzatdra. Ez a
felbontas a tényezok sorrendjétdl eltekintve egyértelmii.

a=p1*p2*p3*...*pn

Definicio:
Primszam (t6rzsszdm): csak két osztdja van.

Tétel:
Végtelen sok primszam van.

Indirekt bizonyitas!
Tegyiik fel, hogy véges sok primszam van:pq, p2, p3, --., Pn-

Ha az 6sszes primet 6sszeszorozzuk és hozzaadunk egyet, akkor is primet kapunk,
hiszen az dsszes eldtte 1évO prim koziil egy sem osztja. (p1*p2*p3*...*pn)

Tehat minden egyes megtalalt prim utan talalhatunk még egyet. A foltevésiink rossz
volt, végtelen sok primszam van.

Oszthatdsag:

e a|b, halétezik ¢ szam: a*c=b
° Haa|bésa|c,akkora|b+c

Ko6z06s 0szto:
a, b, ¢ k6z0s osztdja d, ha d mindet osztja.

Lnko: a k6z06s osztok koziil a legnagyobb. (a;b;c)=d



Ha Inko 1, akkor a, b és ¢ relativ primek.

To6bbszoros:
a szamnak b tobbszordse, ha b=c*a

Ko6z06s tobbszords:a-nak és b-nek kozos tobbszordse ¢, a és b is maradék nélkiil
osztja c-t.

Lkkp:a kozos tobbszorosok koziil a legkisebb.
e Maradékosztalyok

Alkalmazas:
o fiiggvények értékkészlete, értelemzési tartomanya
valos fliggvények részhalmaza
egyenlet és egyenlotlenség gyokei
szamjegyes feladatok
abszolutértékes feladatok
e egészrész, tortrész

szorzat ill.hanyados nagyobb egyenlé 0 Gyakran hasznaljuk a valds szamok egyes
részhalmazait, amelyeket intervallumoknak nevezziik. Legyen a,beR, a<b Ekkor az
a<x<b egyenldtlenségnek eleget tevd szdmok halmazat zart intervallumnak nevezziik.
Jele: [a,b] Az a<x<b egyenl6tlenségnek eleget tevd szamok halmazat nyilt intervallumnak
nevezzik. Jele:]Ja,b[ Beszélhetiink értelemszeriien balrdl zart, jobbrdl nyilt, ill. jobbrol
zart, balrol nyilt intervallumokrol is.
Egy¢b alkalmazas:
Egyenletek megoldasanal: alaphalmaz szerepe a megoldas keresésében. Pl.:

V(1-x)= V(x-5) xeR
Ertékkészlet szerepe az egyenlet megoldasanal:

(x-1)2+(x-y+1)2=0 x,yeR
Egyenl6tlenségeknél:

(5-x)(2x+3)>0 xeR
Itt két eset lehetséges:
A szorzat mindkét tényezdje pozitiv: 5>x, €s x>-3/2
A szorzat mindkét tényezdje negativ.5<x, és x<-3/2
Mindkét esetben két szamhalmaz kozos részét keressiik
Oszthatosag (legnagyobb kozds osztd, legkisebb kozds tobbszords): Pl.: a 6-tal oszthatd
szamok a 2-vel oszthato szamok és a 3-mal oszthaté szdmok halmazanak k6zos része.

3. Hatvanyozas, hatvanyfiiggvény

6. Hatvanyozas értelmezése pozitiv egész kitevokre



A hatvanyozés azonos kitevokkel végzett szorzas.
Tetsz6leges a valos szam és n pozitiv egész szam esetén  olyan n tényezds szorzat,
amelynek minden tényezdje a.

a a hatvanyalap, n a kitevd, amely azt mutatja, hogy a hatvanyalapot hanyszor kell
szorzotényezdil venni.  a hatvanymennyiség, vagy roviden hatvany.

Definici6 szerint:

2. A hatvanyozas azonossagai (Bizonyitasuk a hatvanyozas definicioja alapjan)

e Azonos alapu hatvanyok szorzasa
TetszOleges a valds szam és n, k pozitiv egészek esetén

Bizonyitas:
Kozvetleniil a hatvanyozés definicioja alapjan:

e Azonos alapt hatvanyok osztasa
Tetszoleges valos szam és n, k pozitiv egészek esetén:

Ha akkor , ha akkor

e Hatvéany hatvanyozasa
TetszOleges a valos szam és n, k pozitiv egészek esetén:

e Szorzat hatvanyozasa
Tetszdleges a, b valos szdmok és n pozitiv egész esetén:

e Hanyados (tort) hatvanyozasa
TetszoOleges a, b valos szamok ¢€s n pozitiv egész esetén:

3. A hatvanyozas értelmezése nulla, negativ egész és racionalis kitevokre

A hatvanyozas értelmezését ugy terjesztjiik ki a pozitiv egész kitevokrdl masféle kitevokre,
hogy a hatvanyozas addig érvényben 1év0 tulajdonséagai a kiterjesztés utan is igazak legyenek.
Ezt a szempontot nevezik permanenciaelvnek.



¢ A nulla kitevdjli hatvany értelmezése

Tetszoleges valos szamra
Bebizonyithato, hogy ezzel az értelmezéssel a hatvanyozas tulajdonsagai érvényben

maradnak.

e Negativ egész kitevOjli hatvany értelmezése:
Tetszoleges valos szam és n pozitiv egész szam esetén:

Bebizonyithato, hogy ezzel az értelmezéssel a hatvanyozas tulajdonsagai érvényben
maradnak.

e Racionalis kitevoji hatvany értelmezése
Tetszoleges a pozitiv €s p, g pozitiv egész szam esetén  az a pozitiv szam, amelynek az
g-adik hatvanya . (Megjegyzés: )
e Irracionalis kitevoji hatvany értelmezése
Az irracionalis kitevdjli hatvany értelmezése is a permanenciaelv szem eldtt tartdsaval
torténik.
Barmely irracionalis szamot tetszélegesen tudunk kozeliteni racionalis szamokkal. Igy az
irracionalis kitevdjii hatvanyokkal is hasonloképpen szamolhatunk, mint a

racionalis kitevéjli  hatvanyokkal.

4. Ha a hatvanyalap 0, akkor pozitiv valos kitevokre a hatvanyérték 0. Nem
pozitiv kitevokre nem értelmezziik.

5. Hatvanyfiiggvények

Pératlan n-re (n pozitiv egész), ) fliggvény
értékkészlete:

nem korlatos

szigorian monoton névekvo
szélsoértéke nincs

paratlan fiiggvény

X,y tengelyt az origdban metszi.

Paros n-re az ) fliggvény
értékkészlete:

alulrol korlatos ( a 0 és minden negativ szam also6 korlatja), feliilr6l nem
korlatos

a -on szigortian monoton fogy, -on szigorlan monoton nd



minimuma 0-ban van (minimum érték:0), maximuma nincs
paros fiiggvény
X,y tengelyt az origbban metszi.

6. Alkalmazasok

Geometriai: teriilet- és térfogatszamitas, koordinatageometria (parabola)
Algebra: sinus, cosinus algebrai megadéasa hatvannyal (Taylor-sorok)
egyenletmegoldasok, mértani sorozatok
Fizika: radioaktiv elemek bomlasanak szdmitasa
Bioldgia: geetika Szamok normalalakja
Szamrendszerek
Nevezetes azonossagok, binominalis tétel
Teriilet, térfogat képletek
Valoszinliség-szamitas (ismétléses varidcio esetén)
A gazdasagi ¢életben exponencialis ndvekedést mutato jelenségek leirasa,
prognosztizalasa
Szamologép hidnyaban a hatvanyozasra épiilo logaritmus segitségével bonyolult
szamitasok elvégzése

4. Gyokvonas, gyokfiuggvény
7. A négyzetgyokvonas és azonossagai

3. Egy nemnegativ valos a szam négyzetgyoke az a nemnegativ b szdm, amit négyzetre

emelve a-t kapunk. )
e Azonossagok:
-Szorzat négyzetgyoke: )

Bizonyitds: A négyzetgyok fogalmanak definicidja szerint az allitas bal oldalan
allo négyzete ab. A jobb oldalon all6 négyzete — felhasznalva, hogy szorzatot

crer

Mivel a két oldalon pozitiv szamok szerepelnek, ezért igaz az allitas.
-Hanyados négyzetgyoke: )

Bizonyitds: Az el6z6hoz hasonléan, a hatvanyozas azonossagait, ¢€s a négyzetgyok
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fogalmanak definicigjat felhasznalva: és . Mivel a két oldalon
pozitiv szamok szerepelnek, ezért igaz az allitas.

-Hatvany négyzetgyoke:

Bizonyitasa a fentiekhez hasonldan torténik.

2.Az n-edik gyok értelmezése és azonossagai

Az a szam n-edik gyoke az a b szam, amit n-edik hatvanyra emelve a-t kapjuk.

Ha
Ha

Azonossagok:

e Szorzat n-edik gyoke:

Bizonyitas: Az n-edik gyok definicidja szerint az allitas bal oldalan allo n-edik hatvanya
ab.
A jobb oldalon allo n-edik hatvanya - felhasznalva, hogy szorzatot tényezénként

crcr

A két oldal n-edik hatvanya tehat megegyezik. Paratlan n-re, ha a két oldal n-edik hatvanya
azonos, akkor a két oldal is azonos. Paros n-re pedig, amikor mindkét oldal értelmes, vagyis
nemnegativ, akkor az n-edik hatvanyok azonossdgabol ugyancsak kovetkezik a két oldal
egyenlOsége. A bizonyitando6 allitas tehat igaz.

e Hanyados n-edik gyoke: )

Ha
Ha

Bizonyitasa az el6z6hdz hasonloan torténik.
e Hatvany n-edik gyoke: )

Bizonyitasa az el6z6hoz hasonldan torténik.

Megjegyzés: , mivel mindkét oldal g-adik hatvanya . (p, g pozitiv egészek).
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amelyre a — t emelve b — t kapunk.
Jelolése: logy b

A logaritmus azonossagai:
1. Tétel: Szorzat logaritmusa egyenld a tényezdk logaritmusanak 6sszegével:
logg (bc) =log, b + log, c.

Biz: Tk. 40. old.

2. Tétel: Hanyados logaritmusa egyenl6 a szamlalo logaritmusanak és a nevezo
logaritmuséanak kiilonbségével:
log, (b/c) = logy b - log, c.
Biz: Tk. 40. old.

3. Tétel: Hatvany logaritmusa egyenld az alap logaritmuséanak ¢és a kitevonek a szorzatéval:
log, bK =k logy b.
Biz: Tk. 40. old.

4. Tétel: Gyok logaritmusa egyenld a gyok alatti kifejezés logaritmusanak és a
gyokkitevonek a hanyadosaval:

loga ™ b = (log, b)/n.
Biz. Tk. 41. old.

5. Tétel: Egy szam 1ij alapt logaritmusat megkapjuk, ha a szam régi alapu logaritmusat
elosztjuk az 0j alap régi alapt logaritmusaval:
logp k = log, k/logy b

Definicié: Az fR — R, f(x) =aX (0 <aés a# 1) fliggvényeket exponencialis fliggvényeknek
nevezziik.

Ha 1 < a, akkor aX exponencidlis fliggvény monoton nd, ha 0 < a < 1, akkor aX exponencialis
fliggvény monoton csékken.
Biz: Tk. 23. old.

Az aX és az (1/aX) exponencidlis fliggvények képei egymas tiikorképei az y tengelyre
vonatkozoan.

Definicio: Azf: R — R, f(x) = logy x (0 <aés a=# 1) fliggvényt logaritmusfiiggvénynek

nevezzik.

Ha 1 < a, akkor a log, x fliggvény monoton ndvekvd, ha 0 < a < 1, akkor monoton csdkkend.

Biz: Tk. 36. old.
A log, x fiiggvény ¢és a log/, x fliggvény képei egymasnak az x tengelyre vonatkozo

tiikorképei.

Legyen f: R — R, f{x) = 2X exponencialis és g : RT — R, g(x) = logy x
logaritmusfiiggvény.

13



Az f'exponencidlis fliggvény értelmezési tartomanya a g logaritmusfiiggvény értékkészletével,
¢és a g logaritmusfiiggvény értelmezési tartomanya pedig az f exponencialis fliggvény
értékkészletével egyezik meg, és mindkét fliggvény monoton névekvo. Az f exponencialis
fiiggvény képének az egyenlete y = 2X, a g logaritmusfliggvény képének pedig y = logy x.
Ebbdl

x =2Y. Az egyik gorbe egyenletébdl a masik gorbe egyenlete az x és y felcserélésével adodik.
A két grafikus kép az y = x egyenletii egyenesre vonatkozoan egymas tiikkorképei. Az ilyen
fliggvényeket egymas inverzeinek nevezziik.

6. Masodfoku fiiggvények, egyenletek, egyenlotlenségek

A) Masodfoku fiiggvények

Definicio:
Az f(x) = ax2 + bx + ¢ alaka fliggvényt, ahol a #0 és a, b, c € R, masodfoku
fiiggvénynek nevezziik.

Minden masodfoku fliggvény képe parabola. A fiiggvény f(x) = a(x-u)2 + v alaktra
hozhat6, ahonnan C(u;v), a parabola tengelypontja meghatarozhato.

B) A masodfoku egyenlet

Definicio:

Legyena, b, c eR, a#0.

Ekkor az ax2 + bx + ¢ =0
X egyenletet masodfoku

egyenletnek nevezziik.
C(u,v)

Hianyos a masodfoku
egyenlet, ha b =0 vagy c =
0

Ha a =0, az egyenlet elséfoku.

Tétel: A teljes masodfoku egyenlet megoldéképlete:
Adott az ax2 + bx + ¢ = 0 (a£0) egyenlet.
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Tegyiik fel, hogy b2 - 4ac > 0. Ekkor az egyenletnek két kiilonb6z6 megoldasa van

(x1 és x2), amelyek a kdvetkez6 modon szamithatok ki az egyiitthatok

segitségével:

Bizonyitas:

Ha akkor x| =xp =
Definicio: A b2 —4ac kifejezést a masodfokt egyenlet diszkriminansanak nevezziik.
Jele: D.

A diszkriminans értéke hatarozza meg, hogy a masodfoku egyenletnek hany valés gyoke
van:

Ha D > 0, az egyenletnek két kiilonb6zo valos gydke van,
Ha D =0, az egyenletnek pontosan egy valos gyoke van,

Ha D = 0, az egyenletnek nincs valos gyoke.

C) Masodfoku egyenldtlenségek

Az ax2+bx +¢>0 vagy ax2+bx +c<0 alaku egyenlétlenségeket, ahol a # 0, és
a, b, ¢ eR, masodfoku egyenlétlenségnek nevezziik.
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Megoldasuk torténhet algebrai és grafikus uton.

Az algebrai megoldés egyik lehetséges utja:
Az egyenldség gyokeinek meghatirozasa utdn a gyoktényezds alak segitségével az
egyenlOtlenségek a kovetkezo alakra hozhatok:
a(x —x1)(x—x2)>0 vagy a(x—x7)(x—x2)<0.

A szorzat eldjele alapjan a tényezok eldjele vizsgalhato. Az igy adodo egyenldtlenségek

megoldasanak kozos részébdl, majd egyesitésébdl kapjuk a feladat megoldasat. V.

Alkalmazasok:

Ko6zgazdasagtan: kereslet-kinalat, koltség-bevétel

Fizika: egyenes vonalu egyenletesen valtozd mozgas, szabadesés, ut-1d6 dsszefiiggés.
Matematika: Masodfoku egyenletek megoldhatosaganak vizsgéalata (D>0);
Szoveges feladatok megoldasa;
Masodfokura visszavezethetd egyenletek (magasabbfokd, irracionalis,
trigonometrikus, logaritmikus, stb.) egyenletek megoldasa;
Kifejezések értelmezési tartomanyanak vizsgalata (pl. logX(X2+X—4));
Fiiggvények zérushelyének meghatarozasa;
Szélséértekfeladatok megoldasa;

Fizika: Egyenletesen valtoz6 mozgas vizsgalata (it-id9);
Hajitasok vizsgalata.

7. Pozitiv szamok nevezetes kozepei. Adatsokasagok jellemzoi

Pozitiv szamok nevezetes kdzepei.

Definiciok:
Szamtani (aritmetikai) kézép: 2 db pozitiv szam szamtani kdzepén azt a szdmot értjik,
amelyet ugy kapunk, hogy a két szam 0sszegét elosztjuk 2-vel.

Geometriai (mértani) kozép: 2 db pozitiv szdm mértani kdzepén azt a szamot értjik,
amelyet ugy kapunk, hogy a szamok szorzatanak vessziik a gyokét.
Harmonikus kozép: 2 db pozitiv szam harmonikus kdzepén azt a szamot értjiik, amelyet

ugy kapunk, hogy a szdmok reciprokait sszeadjuk, majd ennek reciprokat megszorozzuk

2-vel.

Négyzetes (kvadratikus) kozép: 2 db pozitiv szdm négyzetes kozepén azt a szamot
értjiik, amelyet Ugy kapunk, hogy a szamok négyzetosszegét elosztjuk 2-vel, majd
ennék négyzetgyokét vesszik.
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Tételek:
Harmonikus k6zép (H) < Geometriai kdzép (G) < Aritmetikai kdzép (A) < Négyzetes
kozép (N)
1. Tétel: Két pozitiv szam (a és b) harmonikus kozepe kisebb vagy egyenld, mint
geometriai kdzepiik. Egyenldség akkor és csak akkor all fenn, ha a=b.
Bizonyitas:

Ez pedig minden pozitiv a és b esetén igaz, az egyenldség pedig valoban a=b

esetén all fenn.

2. Tétel: Két pozitiv szam (a és b) geometriai kdzepe kisebb vagy egyenld, mint a
szamtani kozepiik. Egyenldség akkor, és csak akkor 4ll fenn, ha a=b.
Bizonyitas:

Vagyis minden pozitiv a és b esetén igaz az allitas, az egyenldség pedig a=b
esetén all fenn.
3. Tétel: Két pozitiv szdm (a és b) szamtani kozepe kisebb vagy egyenld, mint
négyzetes kozepiik. Az egyenldség akkor, és csak akkor all fenn, ha a=b.
Bizonyitdas:

Vagyis minden pozitiv a-ra és b-re igaz az allitas, egyenldség pedig akkor all

fenn, ha a=b.

Definiciok:

Szamtani (aritmetikai) kozép: n db pozitiv szdm szamtani kdzepén azt a szdmot
értjiik, amelyet tigy kapunk, hogy a szamok 0sszegét elosztjuk n-nel.
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Geometriai (mértani) kozép: n db pozitiv szam mértani kdzepén azt a szamot
értjilk, amelyet tigy kapunk, hogy a szamok szorzatanak vessziik az n-edik
gyokét.

Harmonikus kozép: n db pozitiv szam harmonikus kdzepén azt a szamot értjiik,

amelyet ugy kapunk, hogy a szdmok reciprokait 6sszeadjuk, majd ennek

reciprokat megszorozzuk n-nel.

Négyzetes (kvadratikus) kézép: n db pozitiv szam négyzetes kozepén azt a
szamot értjlik, amelyet ugy kapunk, hogy a szamok négyzetdsszegét elosztjuk
n-nel, majd ennék négyzetgyokét vessziik.

A fenti 3 tétel tobb pozitiv szamra is igaz.

Tétel: pozitiv szamok esetén egy szdm ¢€s reciprokanak Osszege nagyobb vagy
egyenld, mint 2.

Tétel: Magassagtétel
A derékszogli haromszog atfogdhoz tartozé magassaga olyan szeletekre osztja
az atfogdt, amelyeknek mértani kozepe az atfogohoz tartozé magassaggal
egyenlo.

Az ébra jeloléseit hasznalva AT=q, BT=p, CT=m,
(m az AB oldalhoz tartozé magassag)

TCA ¢s TBC haromszogek hasonloak, mert szogeik paronként egyenldek.
Mivel hasonlé haromszogek megfeleld
oldalainak arany egyenld, ezért

Szerkesztések
e A ¢és B szamtani kozepének szerkesztése: A+B hosszusdgu szakasz
felvétele, ezen  szakasz  felezOpontjanak  megszerkesztése a
szakaszfelezd-merdleges segitségével
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e A ¢és B mértani kozepének szerkesztése: A+B hosszasagh atfogd koré
haromszog szerkesztése (Thalész-kor), ezen haromszog A+B oldaldhoz
tartoz6 magassag hossza lesz a keresett hosszsag

e gyok n szerkesztése: derékszogli haromszogekkel (gyokl, gyok2, stb. —
befogok: 1-1,1-2,1-3)

Szamtani sorozat: olyan sorozat, melynek egy eleme a két szomszédos elem
szamtani kdzepe.

Meértani sorozat: olyan sorozat, melynek egy eleme a két szomszédos elem
mértani kozepe.

2. Adatsokasagok jellemz6i

Cél: bizonyos egyedek bizonyos tulajdonsagairél valé tajékozodas
Definiciok: (a példak népszamlalassal kapcsolatos fogalmak)
Statisztikai sokasdag: Azon egyedek Osszessége, amelyekrdl informaciot gytjtiink.(pl.
az orszag népesseége)
Ismérv: A vizsgalt tulajdonsag (pl. életkor)
Adat: Az egyes egyedeknek az ismérvnek megfelelé tulajdonsaga (pl. 60-65 év
kozottiek)
Szamsokasag: Az adatok szamok
Véletlen mintavétel: A sokasadg minden elemét azonos valdsziniiséggel valasztjak ki.
Reprezentativ mintavétel: A mintaba keriil0 egyedek Osszességilikben jol jellemzik a
teljes sokasagot. (pl. a megkérdezett férfiak ardnya ugyanannyi, mint a teljes
lakossagon beliil)
A felvett mintak osztalyokba sorolhatok.
Abszolut gyakorisag: A kedvezd esetek €s az Osszes eset hadnyadosa szamitasok
alapjan.
Relativ gyakorisag: Egy kisérlet elvégzése soran a kedvezd esetek szamanak és az
Osszes eset szamanak hanyadosa.
Modus: Egy X1, X3, ..., Xp szdmsokasigban a legtobbszor elforduld szamot a

szamsokasag modusanak nevezziik. Ha tobb ilyen van, akkor azok a modusok
halmazat adjak. (pl. a legtobbszor el6fordulo életkor 45 év)

Median: Egy x1, x2, ... , xn szdmsokasag medidnja az az M szam, amelyre az f: R —
R

fiiggvény felveszi minimumat, tehat, amelyre f(M)<f(x), minden x eleme R esetén.

Szamtani kozép: 1d. fent
Sulyozott szamtani kozép: Az ay, ap, ..., a szamoknak a nemnegativ ki, ko, ..., ky

szamokkal sulyozott szamtani kdzepe a

szam. (pl. az atlagéletkor 39,2 év)
Abszolut eltérés: Az x1, X2, ..., Xp szdmsokasaganak az a szamtol vett atlagos abszolut

eltérése az
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Négyzetes eltérés: Az x1, x2, ..., xn szamsokasagnak az a szamtol vett atlagos
négyzetes eltérése a

négyzetatlag. Ennek minimalis értékét a sokasag szorasnégyzetének nevezzik. A
beldle vonat négyzetgyok a szoras.

Abrézolas: Diagramok — kordiagram, oszlopdiagram, stb.

Grafikon: pontokat kotlink 6ssze

Oszlopdiagram: az oszlopok magassaga fejezi ki az értéket

Kordiagram: az értéket (illetve az Osszeshez vald ardnyt) a korbol elfoglalt teriilet
fejezi ki — az egészet jelenti a kor egész teriilete

Alkalmazasok:
o Kozepek:
o Szamelméleti feladatok megoldasa, tételek bizonyitasa
e Szamtani és mértani sorozatok
o Statisztika (atlagszamitas, szoras)
o Szélséérték szamitas
e Statisztika:
e gazdasagi kimutatasok (inflacio)
pénziigyi elszamolasok (bevételek, kiadasok, raktarkészlet)
szociografiai elemzések (korfa, atlagéletkor)
kozlekedés: atlagsebesség, jarmiivek atlagos kihasznaltsaga
valoszinliségszamitas

8. Nevezetes sorozatok

I. Definiciok, tételek

Sorozatokrdl altalaban

D.: A pozitiv egész szamok halmazan értelmezett szamértékii fliggvényt sorozatnak
nevezziik. Jel6lése: {ap, }

Sorozatok megadésa altalaban ugy torténik,hogy megadjuk a sorozat altalanos tagjat, az
an'et.

Sorozatok tulajdonsagai:

Korlatossag:

D.: Az {a}sorozatot feliilrél korlatosnak nevezziik,ha létezik olyan K szam,hogy a, K

minden n-re (K-t a sorozat egy felsd korlatjanak nevezziik); alulrdl korlatos,ha 1étezik
olyan k szam,hogy k  a,, minden n-re (k-t a sorozat egy also korlatjanak nevezziik);
korlatos,ha alulrol is,feliilrdl is korlatos.

Monotonitas:
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D.: Az {a,} sorozat monoton ndvekedd( monoton csdkkend),ha barmely
n Ntra

an <ap+] (an >an+1)-

Nevezetes sorozatok

Szamtani sorozatok
D.: Az olyan szamsorozatot nevezziik szamtani sorozatnak,amelyben (a masodik tagtol
kezdve) barmelyik tag és az azt megeldz6 tag kiillonbsége alland6. Ezt az allando
kiilonbséget d-vel jeloljiik (differencia):

apn—an-1 =d, n 2.
(példa)
Ha d=0, akkor alland6 szamtani sorozatrol beszéliink.
Szamtani sorozatok esetén tehat igaz, hogy barmely tag az 6t kovetd ill. az 6t megel6zo
tag (ill. a téle szimmetrikusan elhelyezkedd tagok) szamtani kozepe.

T.: Egy szamtani sorozat els6 tagja a|,differencidja d, akkor a sorozat n-edik tagja:
ap=aj +(n-1)d.
B.: Teljes indukcidval

T.: Egy szamtani sorozat elsd n tagjanak az 6sszege Sp= All.ap ésd

segitségével Sy =

B.: Gauss modszerével

Mértani sorozatok

D.: Az olyan szamsorozatot nevezziik mértani sorozatnak,amelyben ( a masodik tagtol
kezdve) barmelyik tagnak és az azt megel6zdnek a hanyadosa é4llandd. Ezt az allando
hanyadost g-val jeloljiik, kvociensnek nevezziik.

(példa)

Ha a g=1, akkor allandé mértani sorozatrél beszéliink.

Meértani sorozatra tehat igaz, hogy barmely tag egyenl6 az 6t megeldz6 ill. 6t koveto tag
mértani kozepével.

T.: Adott a és q. A mértani sorozat tetszéleges n-edik tagja ezek segitségével a
kovetkezoképpen szamolhat6 ki:

B.: Teljes indukcioval.

T.: Mértani sorozat elsO n tagjanak az 0sszege ,haaq 1.

Ha a g=1, akkor

III. Nevezetes sorozatok alkalmazasai



1. Kamatoskamat-szamitas, jaradékszamitas
2. Bizonyos exponencialis egyenlettel megoldhato feladatok (pl. radioaktiv bomlas)
3. Kémiaban oldatok higitasa

9. Az analizis elemei

A fliggvény

A fiiggvény definicidja: Ha egy A halmaz minden eleméhez egyértelmiien hozzarendeliink
egy B halmazbeli elemet, akkor az 4 halmazon értelmezett, B halmazbeli elemeket felvevo
fiiggvényrol beszéliink.

(Halmaz: alapfogalom; bizonyos tulajdonsagok, pontok dsszessége.)
A halmaz elemei fliggvény értelmezési tartomanya
B halmaz elemei fliggvény értékkészlete
Megadasa: -  értelmezési tartomany (alaphalmaz)
— ¢értékkészlet (képhalmaz)
o ha nincs megadva, akkor a valés szdmok legtagabb részhalmaza,
ami lehet
— hozzarendelési szabaly
o sz0, képlet, grafikon, felsorolas, tablazat, stb.
Abréazolas: grafikon, nyildiagram, stb.
Jelolés: f(x) (fiiggo valtozo, x fliggetlen valtozo)
X x2
Miveletek: (értelmezési tartomany a fliiggvények értelmezési tartomanyanak metszete)
)+ g(x)=h(x)
f(x)-g(x)=h(x)
) *g(x)=h(x)
f)/g(x)=h(x) (g(x)#0)
c*f(x)=h(x)
f(g(x))=h(x) 0Osszetett fliggvény

Elemi fliggvények - alapfliggvények
— racionalis egészfliggvények, vagy polinomfiiggvények
— racionalis tortfliggvények
— hatvanyfiiggvények (gyokfliggvények)
— exponencialis fliggvények
— logaritmusfiiggvények
— trigonometrikus fliggvények
— egészrész, tortrész, szignum
— abszolutérték-fiiggvény
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Sorozatok

Definicio: a pozitiv egész szamok halmazén értelmezett fliggvény
Jelolés: ay; ap; ...; ap

Megadasa: fliggvény (altalanos tag megadasa); rekurziv modon: apn=2a,_7-a;-]

Nevezetes sorozatok:
— szamtani:

0 ap=ap_1+d (d: differencia)

0o Sp=n(ajtay)/2=n(2aj+(n-1)d)/2
— mértani:

0 an=a”‘qn‘1 (q: quociens)

o Spy=a(qP-1)/(g-1), hag>1;  Sp=na, ha g=1; Sp=a/(1-q), ha q<1

Tulajdonsagok

KORLATOSSAG:

— Definicio: A fuggvényt korlatosnak nevezziik, ha van olyan M illetve m szam, hogy
minden értelmezési tartomanybeli elemre (x) igaz, hogy f(x)<M (felso korlat) vagy
f(x)>m (also korlat).

— Ekkor minden M-nél nagyobb szam is felsd korlat, illetve minden m-nél kisebb szam
als¢ korlat.

— Tétel: Egy fiiggvény akkor és csak akkor korlatos, ha alulrél is és feliilrdl is korlatos.

MONOTONITAS:
— Definicié: a fuggvény monoton nd egy intervallumon, ha minden x<xp esetén
fix)=f(x2)
monoton csokken, ha minden x| <x) esetén
fix1)=f(x2)

0 szigoriian monoton: az egyenldség nincs megengedve

PERIODIKUSSAG:
— Definicié: ha minden x-re 1étezik d>0 szam, hogy f(x)=f(x+nd) (n egész szam)

PARITAS:
— Definicio: egy fliggvény paros, ha minden x-re f(x)=-f(x) (pl. f(x)=x2)
paratlan, ha minden x-re f(x)=-f(-x) (pl. f(x)=x3)

HATARERTEK

— Definicio: f(x)-nek x(-ban hatarértéke van (azaz létezik lim f(x)=A)
ha minden £>0-ra létezik 6>0, hogy ha |x-x(|< & akkor |f(x)-A)[<e
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vagy: ha minden x;, sorozatra: ha lim x,=x() akkor lim f(x,)=A

— tagabb értelemben vett hatarérték: végtelenben van hatarértéke:
minden £>0-ra létezik N szam, hogy ha x>N akkor [f(x)-A)< &, ekkor A=végtelen

— Tételek: Ha létezik lim f(x)=A és lim g(x)=B, akkor
lim (f(x)+g(x))=A+B
lim (f(x)-g(x))=A-B
lim (f(x)*g(x))=AB
lim (f(x)/g(x))=A/B (B#0)
lim (c*f(x))=cA
Bizonyitds: definiciobol

FOLYTONOSSAG:
— Definicio: f(x) folytonos x(-ban, ha értelmezve van x(-ban és kornyezetében,

¢és ha minden £>0-hoz 1étezik 6>0, hogy ha [x-x(|< 6 akkor |f(x)-f(x()|< &
vagy: ha minden x, sorozatra: ha lim xp=x() akkor lim f(x)=f(x()

f(x) folytonos, ha minden pontjaban folytonos (intervallumon, ha az iv. minden
pontjaban)

Tételek: Ha f(x) és g(x) folytonos, akkor
f(x)+g(x)=h(x)
f(x)-g(x)=h(x)
f(x)*g(x)=h(x)
f(x)/g(x)=h(x) (g(x)70)
c*f(x)=h(x) is folytonos
Bizonyitas: definiciobol

Tétel: Ha f(x) x(-ban folytonos, akkor 1étezik hatarértéke x(-ban és ez f(x()
Bizonyitas: a folytonossag ¢és a hatarérték definicidjabol

Bolzano-tétel: Ha f(x) folytonos [a;b]-n és f(a)<0 és f(b)>0, akkor létezik x(), hogy
f(x(0)=0
Bizonyitas: felez6s modszer (intervallumot felezem)
—vagy nulla Skész

—ellentétes eldjelil intervallumhatarokat veszem —felezem tovabb
Cantor-axidma: egy ¢és csak egy x() létezik, amely minden iv.-ban benne

van
—Af(x) egyik oldalan negativ, masikon pozitiv 2f(x())=0 (mivel
folytonos)
— Nagy-Bolzano-tétel: Ha f(x) folytonos [a;b]-n és f(a)=c, f(b)=d és c<d,
akkor minden c<e<d-re létezik x() hogy f(x)=¢

Bizonyitds: g(x)=f(x)-e 2g(a)<0; g(b)>0 => létezik g(x()=0, azaz f(x()=e
— Tétel: Ha f(x) folytonos [a;b]-n, akkor korlatos is

Bizonyitas: indirekten

—  Wepyerstrass-tétel: Ha f(x) folytonos [a;b]-n, akkor felveszi sz¢élséértékeit
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Derivalas
— differenciahanyados: (f(x)-f(x())/(x-x()
— differenciahanyados-fiiggvény: g(x)=(f(x)-f(x())/(x-x()
létezik lim (f(x)-f(x())/(x-x0)=f"(x) —>derivalt
f(x) nd, ha f(x)>0
f(x) csokken, ha f*(x)<0
=> {(x)=0-nal széls6értéke van
—a derivalt megadja a pontban a fliggvény érintéjének meredekségét
— Tételek: ha 1étezik f°(x) €és g’(x), akkor
(fx)+gx))=F (x)tg’(x)
(f(x)-g(x))'=f (x)-g’(x)
(f(x)*g(x))=f"(x)*g’(x)

Integralas

— Definicio: Az [a;b] intervallumon korlatos f fiiggvényt integralhatonak nevezziik, ha
egy olyan szam létezik, amely az f fliggvény egyetlen also kozelitd 6sszegénél sem
kisebb ¢€s egyetlen felsd kozelitd sszegénél sem nagyobb. Ezt a szdmot a f fliggvény
[a;b]-on vett hatdrozott integraljanak nevezziik.

(A kozelito osszegeket beirt ill. koriilirt téglalapok teriiletének 6sszegével
jellemzhetjiik.)

— Tétel: Az [a;b] intervallumon értelmezett korlatos f fiiggvény akkor és csak akkor
integralhato, ha barmely £>0-hoz talalhat6 olyan beosztas, amelyre S-s<g

— Tétel: Minden [a;b]-on folytonos fiiggvény integralhato

— primitiv fiiggvény: f(x) primitiv fliggvénye F(x), ha F’(x)=f(x)

(Az f primitiv fliggvényeinek halmazat az f hatarozatlan integraljanak nevezziik.)

— Newton-Leibniz-tétel: Ha f [a;b]-on értelmezett folytonos fliggvény, F pedig egyik

primitiv fliggvénye, akkor F integralja a-t6l b-ig egyenld F(b)-F(a)-val.

Alkalmazas

szamitogépek (logikai fiiggvények)

— geometria: egybevagosagi transzformaciok, hasonlosagi transzforméciok fliggvények

érinté megadasa derivalttal

teriilet- és térfogatszamitas integrallal

fizika: munka kiszamitasa integrallal (gorbe alatti tertilet)
utfiiggvény elso derivaltja a sebességfliggvény, masodik derivéltja a
gyorsulasfv.
(altalaban 1d6 szerinti derivalast hasznalunk)

10. Hasonlosag és alkalmazasai a haromszogekre
vonatkozo tételek bizonyitasaban
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12. A haromszog nevezetes vonalai

Haromszog:

- Egy sikban vett harom nem parhuzamos és egymast nem egy pontban

metszo egyenesek altal kozbezart teriiletet haromszognek nevezziik.
— Egy haromszogben az A csucsnal az a szog , a csuccsal szemben az
”a”
oldal van .
- Egy haromszogben a szogek 6sszege mindig 180°.
— Egy haromszoget egyértelmiien meghataroz:
a) harom oldala
b) két oldala és a kdzbezart szoge
c) egy oldala és a rajta fekvo két szoge
d) két oldala és a hosszabb oldallal szemkozti szoge

Specialis haromszogek:

— Egy egyenloszaru haromszogben az a alapon fekvo két szog egyenlo
ill. két oldala egyenlo.

— Egy egyenlo oldali haromszog minden oldala egyenld

— Egy derékszogii haromszog egyik szoge 90°.

Sulyvonal:

c Definicio: A haromszog egyik csucsat a szemkozti oldal
¥ felezOpontjaval dsszekotd szakaszt
E sulyvonalnak nevezziik.
Q
. Tétel: A sulyvonalak a csucstol tavolabbi harmadolépontban
v metszik egymast, ezt nevezziik sulypontnak.
A A )

Bizonyitas: Hajnal Imre: Matematika I. 335. o.

Szogfelezo
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Magassagvonal:

- Hegyesszogl

Definicié: Az a szog szogfelezdje azon pontok halmaza a sikban,

amelyek egyenld tavolsagra
vannak b és ¢ oldaltol.

Tétel: A haromszog szogfelez6i egy pontban metszik egymast, ez a
pont a haromszogbe irhat6 kor kozéppontja.
Bizonyitas: Hajnal Imre: Matematika I. 295. o.

Definicié: A haromszog magassaga a haromszog egyik csucsabol a
szemkozti oldal egyenesére bocsatott merdleges. A magassagvonal a
csucstol a szemkozti oldalig tartd szakasz. Egy haromszdgnek harom
magassagvonala van.

haromszognél a magassagpont a

haromszogen beliil van.

- Tompaszogl haromszognél a magassagpont a
haromszogon kiviilre esik.

- Derékszogli haromszognél a magassagpont a
azzal a cstccsal egyenld, amelynél a derékszog van

Tétel: A haromszog magassagvonalai egy pontban metszik egymast.
Ez a metszéspont haromszog magassagpontja.
Bizonyitas: Hajnal Imre: Matematika I. 294. o.

Kozépvonal:
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Alkalmazasok:

Oldalfelezo:

Stlyvonal:

Magassag:

Szogefelezo:

Ko6zépvonal:

Thalész tétel
geometridban

fizikaban fontos a stilypont meghatarozésa:
tengelyes
felfiiggesztések a sulypontban ( pl. replilogépgyartas)

egy test silyvonala jol meghatdrozhat6 egy fonalra valo
felfliggesztéssel

koordinatageometridban, a sulypont meghatarozasa: a megfeleld
koordinatak osszegének a harmada.

geometridban

a haromszog teriilete egyenld egy oldal és e hozzatartoz6 magassag

szorzatanak a felével

geometridban
szogfelezd tétel: Barmely hdromszdgben egy belsé szog

szogfelezdje a szemkozti oldalt a szomszédos oldalak
aranyaban osztja két részre.
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érintdszakaszok egyenléek a fél-kertilettel (s). Mivel egy haromszog esetében mind a harom
hozzairhat6 kor esetében hasonld eredményre jutunk, ezért kimondhatjuk: A haromszog
barmely csucsabol, a szemkdzti oldalhoz tartozo hozzairt korhdz hiizott érintd szakaszok a
fél-kertilettel egyenldek.

e Alkalmazas:

Kivagas, letakaras; Az épitészetben: oszlopok talapzatanak és az oszlopfok kimérésénél
hasznalhat6.
1. Matematikan beliili alkalmazasok

e A haromszog teriilete egyenld a beirt kor sugaranak ¢€s a félkeriiletnek a szorzataval.

e A haromszog teriilete egyenld a félkertilet €s egy oldal kiilonbsége valamint az
oldalhoz irt kor sugaranak szorzataval.

e A gombbe illetve a gdmb koré irt testekkel kapcsolatos szdmitasok soran altaldban
sikmetszeteket kell tanulmanyozni, ahol megjelennek a haromszog nevezetes korei.

2. Alkalmazas a gyakorlati életbol
e ¢pitészetben

e konkrét példa: Egy ismert oldalt, haromszdg alaprajzu telken egy kor alaprajza
viztarozot akarnak épiteni. Mekkora lehet ennek a sugara?

14. Osszefiiggések a haromszog oldalai és szogei kozott

Definicio:
Héaromszog: a siknak harom, nem egy egyenesen 1€vo
pont és az dket 0sszekotd szakaszokkal hatarolt része. C

A héromszog csucsait latin nagybetiikkel, szogeit a

csucsokhoz irt betliknek megfeleld gorog kisbetlikkel, az b a
oldalakat a szemben levd csucsoknak megfeleld latin

kisbetlikkel jeloljiik. (a koriiljaras iranya a gyakorlatban A B8

az oramutato jarasaval ellentétes) A 8

L3

Az oldalak és a szogek a haromszog alkotorészei. A haromszdgeket szogeik €s oldalaik
szerint is megkiilonboztetjiik.

Szogei szerint lehet:
— Egy haromszog hegyesszogii, ha mindharom szdge hegyesszog.
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— Egy haromszég derékszogii, ha a haromszog egyik szoge derékszog. A
derékszoget bezard oldalak a befogok, a derékszoggel szemben fekvd oldal az
dtfogo.

— Egy hdromszog tompaszogii, ha a haromszog egyik szoge tompaszog.

Oldalai szerint lehet:

— Altalanos haromszog: olyan hiromszog, amelynek oldalai kiilonb6zd
hosszusaguak.

— Egy haromszog egyenlé szaru (vagy tliikros vagy szimmetrikus) ha van két
egyenld oldala (ekkor van két egyenld szoge is). A két egyenld oldal (szar)
metszéspontjat és a szemkozti oldal felez6pontjat 6sszekdtd egyenes a haromszog
tiikkortengelye.

— Egy haromszog szabalyos (vagy egyenld oldalt), ha a harom oldala egyenld
hosszisagu (ekkor a harom szoge is egyenld nagysagu, 60°). Minden szabalyos
haromszog természetesen egyenld szarti is harom tiikortengellyel (mindhdrom
csticspontjat a szemkozti oldal felezOpontjaval dsszekotd egyenes tiikortengely).

Tétel: A haromszog bels6 szogeinek 6sszege 180°. a+p+y=180°
(Ez a Riemann — geometriaban: o+p+y<180°
A Bolyai — geometriaban: o++y>180°)

Tétel: A haromszog kiilsé szogeinek 6sszege 360°.
Kiilsd szog: A haromszdg barmely oldalanak meghosszabbitasakor keletkezd
mellékszoget nevezziik kiilsé szognek.

A haromszog barmelyik kiilsé szoge egyenld a nem mellette fekvo belsé szogek
Osszegével.

Osszefiiggések a egy haromszog oldalai és szégei kozott:

Tétel: Egy haromszogben nagyobb oldallal szemben nagyobb szog van.

Tétel: Egy haromszdgben nagyobb szoggel szemben nagyobb oldal van.

Egyenld oldalakkal szemben egyenld szogek és egyenld szogekkel szemben egyenld oldalak
vannak.

Haromszog — egyenlotlenség:
Egy haromszog barmely oldalanak hossza kisebb a masik két oldal hosszanak Osszegénél,
vagyis a haromszdg oldalait a-val, b-vel és c-vel jeldlve:

a<b+c b<a+c c<a+b
Vagy masképpen: Egy haromszog barmely oldaldnak hossza nagyobb a masik két oldal hossza
kiilonbségének abszolut értékénél.

a>lb-c| b>la-cl ¢>|a-bl

Pitagorasz — tétel:
A derékszogli haromszog befogoira rajzolt négyzetek teriiletének 6sszege egyenld az atfogora
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Bizonyitas:
Iranyitsuk a haromszdg oldalait az &bran lathato
modon.

Az igy kapott a, b és c oldalvektorokra fennall: c=a —b

Az egyenlOség két oldalanak négyzete is egyenlo:
c2=(a—b)?
2=a2-2ab+b2 (¥

A skalaris szorzat értelmezése alapjan
a?2=| all al cos0°=| al 21=| al 2=42 ;hasonléan b2 = b2 ; ¢2 = 2
ab=|all bl cosy=ab cosy

Ezeket a (*) egyenléségbe beirva kapjuk:

2= a2+b2-2ab cosy
Ezzel a tételt igazoltuk.

Kozben felhasznaltuk, hogy a # 0, b # 0, ¢ # 0, ez igaz, hiszen a, b és ¢ a haromszdg oldalai.

A koszinusztétel deré¢kszogli haromszogben:
y=90° 2 a b cosy =0 a Pitagorasz — tételt adja : 2 = a2 + b2
A koszinusztétellel a haromszog harom fiiggetlen adatdnak ismeretében (harom oldal vagy két
oldal és az altaluk bezart szog) hatarozzuk meg a kovetkezo adatot.
Egybevagosag és hasonlosag

Két haromszog egybevago ha:

— két megfelelo oldal és a kozbezart szo6g paronként egyenld nagysagu
— mindharom megfeleld oldal paronként egyenld nagysagu
— egy megfeleld oldal és a rajta levo két szog paronként egyenld nagysagu
— két megfeleld oldal és a nagyobbikkal szemben fekvd szog paronként egyenld
nagysagu
Két haromszdg hasonl6 ha:

— ha két-két megfeleld oldal aranya és a kozbezart szog egyenld

— ha a megfelel6 oldalak aranya egyenld

— ha két-két megfeleld szog egyenld

— ha két-két megfeleld oldal ardnya €és a nagyobbik oldallal szemben fekvd szog
egyenld
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— olyan rombusz, amely téglalap
— 4 szimmetriatengely: atlok, kozépvonalak + szimmetria kozéppont: atlok metszéspontja

D) Alkalmazasok

Matematikai:
— szabalyos testek (kocka)
— szeélsoértek feladatok megoldasanal (négyzet: maximalis alapteriilet)
— hasonlésag szabalyos sokszogek

Egyéb:
— ¢pitészet: négyzet, téglalap
— testek stlypontja fizikabol szabalyos sokszdgek

16. Sokszogek, szimmetrikus sokszogek

Vazlat:

1. Csoportositas
-konvex
-konkav
2. Kiilso és belso szogeinek 0sszege
. Atldinak szama ( konvex )
4. Szabalyos sokszogek

(O8]

Kifejtés:

1.
a, Egy sokszog konvex, ha mindegyik szoge konvex szog ( szogei egyenként 1809-nal
kisebbek ).
b, Egy sokszdg konkdv, ha van konkav szoge ( 1809-nal nagyobb szoge van ).
2.
Tétel: Az n oldalu ( n>3 ) konvex sokszog belsd szogeinek dsszege (n-2)1800°.
Tétel: Az n oldalu ( n>3 ) konvex sokszog kiilsé szogeinek 0sszege 3600°.
Biz.: 312.0.
3.

Tétel: Az n oldalu konvex sokszdg atloinak szdma :

Biz.: 312.0.
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Def.: Az olyan konvex sokszoget, amelynek minden oldala és minden szdge egyenld, szabdlyos
sokszognek nevezziik.

Az n oldalu szabalyos sokszog

— minden belsO sz0gének a nagysaga:

— minden kiils6 szogének a nagysaga:

Akér paros, akar paratlan szdm az n, az n oldala szabalyos sokszognek n szimmetriatengelye
van.

Ha az n paros szam, akkor a szimmetriatengelyek egyik fele két-két szemkozti szog kdzos
szogfelezdje, a szimmetriatengelyek masik fele két-két szemkozti oldal kozos felezd
merdlegese.

Ha az n pératlan szam, akkor mindegyik szimmetriatengely egy szognek szogfelezdje és egy
oldalnak felez6 merdlegese.

A szimmetriatengelyek egy pontban metszik egymast, ez a szabalyos sokszogbe €s a szabalyos
sokszdg koré irt kornek a kozéppontja.

Ha az oldalak szama péros, akkor a szabalyos sokszog kozéppontosan is szimmetrikus,
szimmetria-kdzéppontja a koré irt kor kozéppontja.

Minden szabalyos sokszognél talalunk forgasszimmetriat is:

ha az n oldala sokszdget a koré irt kor kozéppontja koriil a fokos szoggel vagy

ennek valamely tobbszordsével elforgatjuk, a sokszog dnmagéba megy at.

PI.: ha a szabalyos hatszdget elforgatjuk a kozéppontja koriil 600-kal, 1200-kal, ..., akkor képe
az eredeti hatszog lesz.

Alkalmazas:

Matematikéban: koordinata-geometria
térmértan
trigonometria

Matematikén kiviil: gépészet

17. A Kor és részei, kor és egyenes kolcsonos helyzete
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19. Vektorok

Bevezetés

A matematika a vektor fogalmat a fizikabol vette at . A fizikdban bizonyos jelenségek leirdsdhoz
sziikség volt olyan mennyiségek (vektorialis mennyiségek) bevezetésére, amelyek a nagysagon
kiviil az irdnyra vonatkozo informacidt is tartalmaznak (pl. elmozdulas, sebesség, gyorsulas,
lendiilet, erd, stb.)

Vektorok a matematikaban

A matematikaban a vektor fogalma az eltolas nevii egybevagdsagi transzformaciohoz kotddik a
legkézenfekvobb modon.

Az eltolashoz meg kell adnunk egy iranyitott szakaszt és barmely P ponthoz olyan P’ pontot
rendeliink, hogy d(P,P’) az iranyitott szakasz hosszaval egyezzen meg, a P kezdépontu P’ végpontt
iranyitott szakasz ,,iranya” pedig az adott ,,irannyal”.

Itt irdnyitott szakaszon egy rendezett pontpar (kezdOpont és végpont) altal kijelolt geometriai
alakzatot értiink.

Tehat az irdnyitds a pontparok ,rendezettsége”, amit rajzon nyillal jeldliink (A nyil hegye az
iranyitott szakasz végpontja) :

A B
(1.4bra)

Ha pl. egy sikbeli alakzat minden pontjanak megszerkesztjiik a képét, akkor a képalakzat egybevago
lesz az eredeti alakzattal. Barmely pont és képpontja altal meghatarozott egyenesek parhuzamosak
¢s a két pont koz¢ es6 szakaszok egyenld hosszuak.
Példaul :

d

d
d
d
d
(2.4bra)
Ez adhat Gtletet a vektor absztrakt fogalmanak bevezetésére.

A kozépiskolai tankonyvek egyszeriien azt mondjak, hogy ,az irdnyitott szakaszt vektornak
nevezzik” és az A kezdépontl, B végponta vektort igy jeloljiik :
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A kezdOpont és végpont feltlintetése nélkiil a jele: v vagy v . Az igazsadg azonban az, hogy egy adott
irdnyitott szakasz csak egy reprezentdnsa a vektornak. (Igy a szabadvektor fogalmahoz jutunk. A
matematikdban 4altaldban nem, de sok fizikai probléméaban el6fordulhat, hogy a vektor
kezdépontjanak — példaul az erd tamadaspontja — is jelentosége van.)

A szabadvektornak a koordinatarendszer origdjabol kiinduld reprezentansat helyvektornak
nevezzik.

A vektornak harom jellemzdje van :

1.A vektor éllasa :barmely reprezentald iranyitott szakaszat tartalmazo egyenes allasa (két egyenes
azonos allasu, ha parhuzamosak vagy egybeesnek).

2.A vektor irdnyitdsa :a reprezentans iranyitott szakasz kezdOpontjanak és végpontjanak
rendezettsége.

3.A vektor hossza (abszolut értéke): barmely reprezentans iranyitott szakasz hossza.

Jelolése (v vektor esetén): |v| vagy |v| , esetleg:

Definicid:Két vektort egyenldnek mondunk ( két irdnyitott szakasz ugyanazt a vektort
reprezentalja), ha azonos az allasuk, iranyitasuk és hosszuk is.

Definici6:Az olyan vektort, amelynek reprezentansai olyanok, hogy a kezddpontjuk és végpontjuk
megegyezik, nullvektornak nevezziik.

Jele: 0 vagy 0 . Hossza: [0]=0 . Allasa és iranya tetsz6leges.

Megjegyzések:

1. Bevezetjiik a ,,T17¢s”{ T”szimboélumokat az iranyitas és allas jelolésére
a) aTTb jelentése:a és b vektorok azonos allasuak és azonos iranyitastak (egyiranytak).
b) alTh jelentése:a és b vektorok azonos allastak, de nem azonos irdnyitastak (ellentétes
iranyuak).
c¢) HaaTTh és |aj=[b| , akkor a=b .
d) Ha alTh és |aj=[b| , akkor ezt igy jeloljiik: a=-b

2. A kovetkezdképpen (pl. a fizikdban) is lehetne definialni az iranyt :

Két félegyenest egyiranytinak mondunk, ha parhuzamosak ¢€s iranyitasuk is megegyezik.
Hasonloan : Két félegyenest ellentétes iranyinak mondunk, ha parhuzamosak ¢és ellentétes
iranyitasuak.

(Két félegyenes azonos iranyitasti, ha a kezddpontjuk altal meghatirozott egyenes ugyanazon
oldaldra esnek , ellentétes iranyitasuak, ha kiilonbozd oldalara esnek.)

Az irany pedig az a tulajdonsdg, ami az egyiranyu félegyenesekben ko6z0s.(Az egyirdnya
félegyenesek egy ekvivalencia-osztalyt alkotnak.)

3. A szabadvektorok halmazat V-vel fogom jeldlni.

Kérdés: Ha két eltolast hajtunk végre egymas utan, akkor a két eltolast helyettesithetjiik egyetlen
eltolassal, amit a két eltolas ereddjének neveziink. De mi lesz az ered? eltolas vektora ?
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(Erre a kérdésre a kdvetkezo fogalom bevezetése utan kaphatunk valaszt.)

Vektorok 0sszege

Definicié: Két vektor (a,beV) Osszegét (ereddjét) ugy kapjuk, hogy a két vektornak olyan
reprezentansat rajzoljuk fel, hogy a reprezentansdnak végpontjaban legyen b reprezentansanak
kezdépontja. Ekkor az a kezdOpontjabol b végpontjaba mutatd iranyitott szakasz altal reprezentalt
vektort a és b vektorok 0sszegének nevezziik és a+b-vel jeloljiik.

Ha a,beV =atbeV , tehat V zart a vektorosszeadasra nézve !

b
a b a (3.4bra)
a+b

(A felvetett probléma megoldasa: az ered6 eltolasvektor a két eltolasvektor 6sszege lesz)

Az Osszeadas spec.esetei: 1. VaeV :at+0=a (0€V)
2.VaeV :at(-a)=0 (aeV=aeV)
3. Az 6sszeadandok allasa megegyezik :

a) alTh:

a b

a a+b (4.4bra)

a (5.4bra)
a+b

(Ezekben az esetekben a valds szamok szamegyenesen torténd 6sszeadasat kapjuk vissza.)

Tobb vektor 6sszeadasa (az ,,0sszefuizési szabaly™) :

A reprezentdnsokat tigy vessziik fel, hogy 0sszefiizziik 6ket oly modon, hogy a reprezentansok
kezddpontjai végponthoz csatlakozzanak. Az 6sszegvektor reprezentansa lesz az elsdnek felvett
vektor kezddpontjabol az utolsonak felvett vektor végpontjaba mutaté irdnyitott szakasz :
PL: (a,b,c,deV)
b

d (6.4bra)
at+b+ct+d
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(a,b,c,deV =a+tb+ct+deV )

Két vektor 6sszeadasara hasznaljuk a ,,paralelogramma-szabalyt”:

A vektorreprezentansokat kozos kezddpontba (O) vessziik fel,majd paralelogrammava egészitjiik ki
Oket, ugy, hogy a végpontokon 4t parhuzamost huzunk a masik reprezentanssal.

A két parhuzamos egyenes metszéspontja legyen P !

Ekkor az O kezddpontt és P végpontl iranyitott szakasz az a+b reprezentansa lesz.

(A kapott paralelogramma atloja iranyitva )

a a+b

(7.4bra)
(Ezt csak nem egyallasu vektorok esetén tehetjiik meg )

A vektorosszeadas tulajdonsagai :

1. Az dsszegképzés szabalyabol és a haromszog-egyenldtlenségbdl kovetkezik : (Va,beV esetén) :
la+b[<|a|+]b| (egyenléség <ha aTTh)

2.A vektorosszeadas kommutativ (V a,beV ) :

atb=b+a
a) afb:
b
a atb=b+a a (8.4bra)
b
b) aTTh:
b
a
a+b b+a=a+b
b
a
(9.4bra)
c) alTh:
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a b b+a=a+b

a (10.abra)
atb b

3. A vektorosszeadas asszociativ : V a,b,ceV esetén :
(at+b)+c=a+(b+c)

b

a
a+tb b+c c
(11.abra)

a+b+c=(a+b)+c=a+(b+c)

(A fenti tulajdonsagok akarhany vektor 6sszeadésara is érvényesek.)

Két vektor kiillonbsége

Definicio: Az a és b vektorok kiilonbségén azt a ¢ vektort értjiik, amelyre: b+c=a .

(Két vektor kiilonbsége is vektor.)

Elnevezések: az a-vektor a kisebbitendd €s a b-vektor a kivonand6. (a=b+c <>c=a-b )

Két vektor kiillonbségének reprezentansat ugy kapjuk, hogy kozos kezddpontbol kiinduld

reprezentansukat vessziik fel, és a kiilonbségvektor reprezentansa a kivonand6 végpontjabol a
kisebbitendd végpontjaba mutat6 irdnyitott szakasz lesz.

a a-b (a-b)+b=a
a-b
b (12.4bra)

Megjegyzések:

1.A szerkesztés kovetkezménye : b-a=a-b (tehat a vektorkivonas nem kommutativ) és:
(b-a=(a-b) )
2.A vektorkivonast lehet 6sszeadasként is értelmezni :
a-b=a+(-b)
a
b a-b a+(-b)
a -b

(13.4bra)
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Vektor szorzasa szammal

Legyen AeR és aeV tetszdlegesek. Ekkor a A-a ( = Aa ) az az egyértelmiien létez6 V-beli vektor,
amelyre :

a) Ha A=0 vagy a=0, akkor Aa=0
b) Ha A#0 és a=0 , akkor Aa az a vektor, amelynek hossza : [Laj=|A||a| , tovabba, ha A>0, akkor
aTTha , ha pedig A<0, akkor alTha .

A muvelet tulajdonsdgai (A,ueR ; a,beV):

1. A(pa)=(A-p)a (asszociativitas)
2.(Ap)a=>ra+ua (disztributiv a szdmra)
3.\M(at+b)=Aa+Ab (disztributiv a vektorra)
4.1-a=a

Megjegyzések:

1. Ha A= -1, akkor ALa = -a

2. Legyen a-A :=A-a (Igy is jelolhetnénk.)

3. A b-vektor a-vektor iranyu egységvektor, ha b=(1/|a|)-a
4.VabeV esetén : aTTh <b=(|bj/a])-a

Tétel (Vektor dsszetevokre valo bontasanak tétele a sikon):
Ha a,b,veV ugyanazon sikbeli vektorok és a nem parhuzamos b-vel (—dAeR : a=A-b), akkor

egyértelmiien 1éteznek olyan o,3€R, hogy :
v=aa-+3b

oa

(14.abra)

Bb
b

Definicié: Ezeket az egyértelmiien 1étezd o €s B szadmokat a v vektor a,b bazisvektorokra vonatkozo
koordinatainak nevezziik.

Megjegyzések:

1. A tétel nyilvan akkor is érvényes, ha a bazisvektorok i €és j egymasra merdleges egységvektorok
(iLlj és |i=[jI=1 ). Ekkor a vektor derékszdgli koordinatait kapjuk.

A tovabbiakban mindig ezt hasznaljuk.

2. Adott bazisvektorok esetén a vektorok és a rendezett valdés szdmparok kozott kdlcsondsen
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egyértelmli megfeleltetés van.

3. Ha felvesziink egy O pontot (origdként) és tekintjiik i,j-t, valamint a koordinatatengelyeket ugy,
hogy az X-tengely| i és az y—tengely| | j , akkor az ezek altal meghatarozott sikban a Descartes-féle
koordinatarendszert kapjuk vissza:

Tetszbleges P pont koordinatai az O-bol P-be mutato irdnyitott szakasz altal reprezentalt vektor i,j
bazisvektorokra vonatkoz6 koordinataival egyeznek meg.

Tétel (A vektorosszeadas €s a szammal vald szorzas szabalyainak kovetkezménye):
Ha az a vektor koordinatdi (a’;a’’), a b vektor koordinatadi (b’;b’’) (valamilyen bazisra
vonatkozoan), tovabba A,neR tetszélegesek, akkor a Aatub vektor koordinatai ugyanazon bazisra
vonatkozoan :

(A-a’tp-b’;h-a’tu-b’)

Tétel (Vektor 90°-os elforgatottjanak koordinatai (i,j-re vonatkozdan)):

Ha egy tetszdleges vektor (v) koordinatdit ismerjiik i,j-re vonatkozdan (v az ij sikjaval
parhuzamos), akkor ezek segitségével felirhatjuk a v-re L-es, v-vel egyezd hossziisagu, ugyancsak
i,j sikjaval ||-os vektor (két ilyen van) koordinatait.

Ezeket ugy kapjuk, hogy az adott koordinatakat felcseréljiik €s az egyik(!) eldjelét megvaltoztatjuk.
Példaul pozitiv forgatas esetén annak az eldjelét, amelyik a masodik volt.

(Lasd al5. dbran! Itt v L v*)

v a’j (15.abra)

Tétel: A vektor derékszogli koordinatai segitségével meghatidrozhatjuk a vektor abszolut értékét is
(Pitagorasz tételének alkalmazasaval):
Legyen v=Ai+pj (iLlj és [ij=]j|=1)

v Hj
(16.4bra)
Al

V=il Hui2=AZ+02 (MR =D
fgy: V=V 2+p2)

Vektorok skalaris szorzata

Ezt a fogalmat is a fizika motivalta.
A fizikaban munkavégzésrél beszéliink, ha erd hatdsira elmozdulds jon 1étre (az erd (F) és az
elmozdulés (s) vektoridlis mennyiségek).
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A munkat (W) ugy szamitjuk ki (alland6 eréhatas esetén), hogy az erd nagysagat szorozzuk az
iranyaba torténd (!) elmozdulas nagysagaval, vagy az elmozdulds nagysagat szorozzuk az erd
elmozdulés-irdnya 0sszetevdjének nagysagaval.

1. HaFTTs akkor W=[F|-|s|
2. Egyébként :

g’
F F

o} o
F s s
(17.abra) (18.abra)

A 17.4brén : [F’|=|F|-cosa ; a 18. abran : |s’|=[s|-cosa
Ezekbdl adodoan :W=|F|-|s|-cosa . (Nevezziik ezt az F és az s skalaris szorzatdnak !)

(Ez tartalmazza az 1.pont esetét (cosa=1) is, viszont azt is mondja, hogy, ha F\ Ts, akkor :
W =-|F||s| (cosa=-1).)

A matematikaban a skaldris szorzat fogalmat a fizikai jelentéstdl fliggetleniil definidljuk.
Definicid (Két vektor hajlasszoge): A két vektorral egyiranyt, egy pontbol kiindulé félegyenesek
konvex szoge (o). (0°<a<180°)

(o= 0° =egyiranyuak ; o= 180° = ellentétes irdnyuak.)

Definicié: Tetszbleges a,beV, a hajlasszogli vektorok a*b (= ab) -vel jelolt skaldris szorzata:
ab=a|:|b|-cosa (abeR mindig!)

A skalaris szorzas tulajdonsagai (a,b,ceV és AR minden esetben):

ik
.

ab=ba (kommutativ)

ab=0 <alb (beleértve azt is, hogy a vagy b nullvektor (VveV :v.10))

(fgy: ij=i=0)

. (atb)c=actbc (disztributivitas) (ez akkor is igaz, ha valamelyik két tagbol all )

s

= W

a2=aa=|a||a-cos0°=[a|2

(Ha a egységvektor, akkor a2=1 és 02=0)
(Igy: ii=jj=1)

5. A(ab)=a(Ab)=(Aa)b

6. Ha a,b=0 és a=90° akkor:

a) ab>0 <0°<a<90°

b) ab<0 <90°<a<180°

Megjegyzés : (ab)c#a(be) (¢ iranyu, illetve a iranya vektorok !!!)
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Kovetkezmények: 1. (a+b)2=az+b2+2ab
2. (a-b)2=a2+b2-2ab
3. (atb)(a-b)=a2Z-b2
4. |aj=|b=1 = ab=cosa
5. Ha a és b vektor i,j-re vonatkozo koordinatai: (a’;a’’) illetve (b’;b*’),
akkor :

ab=(a’i+a”’j) (b’i+b”’j) = a’b’+a’>b>> (mivel ii=jj=1 és ij=ji=0).

Vektorok vektoridlis szorzata (Kiegészitd anyag)

A vektoroknak létezik az tigynevezett vektoridlis szorzata is, ami ugyan kiegészitd anyag, de a
fizika tantargyhoz sziikséges lehet, féleg emelt szinten. Ezt a miiveletet x-tel jeldljiik.

Definicio: Ha a,beV, akkor e=axb az a vektor, ami L-es a-ra és b-re is, hossza: |c|=|a|-|b|-sinat (at :
az a ¢s b hajlasszoge), tovabba jobbsodrast rendszert alkotnak a kovetkezé moddon:

c=axb

(19. abra)

Alkalmazas

A skalaris szorzas felhasznalasaval példaul egyszeriien bizonyithat6 a koszinusztétel:

(20.abra) (0°<y<180°, mivel
Y haromszogrol van szo)

c2=(a-b)2=a2+b2-2ab = |c[2=[a[2+|b|2-2-|a|-]b|-cosy

Tovébbi alkalmazasként szamos példat emlithetnénk még példaul a koordinatageometriabol, amely
szinte teljes egészében a vektorokra tdmaszkodik.

Példaul egy AB szakasz adott aranyu osztopontjanak a meghatdrozasandal a szakasz végpontjainak
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helyvektoraival (tetszéleges vonatkoztatdsi ponthoz viszonyitva) kifejezhetd az osztopont
helyvektora, s igy természetesen a végpontok koordinataival kifejezhetok az osztépont koordinatai.
(A vektormiiveleteket a koordinatakkal is elvégezve, a tanult modon.)

Az AB szakaszt m:n aranyban oszt6 P pont (amely az AB szakaszon talalhatd) altal keletkezett AP
¢s PB szakaszok esetén :
AP:PB =m:n
(Az ,,m-rész” az A ponthoz, az ,,n-rész”’a B ponthoz van kozelebb.)
Legyenek az A,P,B pontokhoz mutat6 helyvektorok rendre: a,p,b !

y
A(XAYA)
”m”
a P(xp;yp)
p ”nw
b B(xB;yB)

(21.abra)

Ekkor teljesiilnek a kovetkezok:

Ezek alapjan pedig (a fentieket beirva, s az atalakitasokat elvégezve):

Koordinatakkal pedig:

és

Ennek specidlis esete az, amikor felezOpontrdl van sz6, azaz m:n = 1:1. Ekkor hasznaljunk P helyett
F-et és p helyett f-et! Az eredmény ekkor a kdvetkezOképpen alakul:
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Az osztopontra kapott eredmény alapjan hasonloan felirhaté a harmadolopont helyvektora és a
harmadolopont koordinatai, s mivel a sulypont harmadolja a sulyvonalakat, tigy, hogy a nagyobb
rész a csucshoz, a kisebb rész pedig az oldalfelezd ponthoz esik kdzelebb, ezért mindezeket
felhasznalva konnyen felirhatjuk barmely haromszog stlypontjanak helyvektorat és koordinatait a
haromszog cstcsainak helyvektorai és a csiicsok koordinatai segitségével.

Az eredmény (a rajz jeloléseivel):

(22.4b
ra)

Ha a
A harom
b SZ0g
a csucsa
B 1(és

azok koordinatai): A(xaA;ya) » BXB;yB) » C(XC;y(C) » valamint azok helyvektorairendre :a, b, ¢,
akkor stulypontjanak helyvektora:

A sulypont koordinatai pedig:

és

20. Szakaszok és egyenesek a koordinatasikon

1. Szakaszok

a) szakasz hossza: a szakasz egyik végpontjabdl a masikba mutat6 vektor hossza
szakasz hosszanak meghatarozasa: a végpontkoordinatak négyzetdsszegének négyzetgyoke
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b) szakasz osztopontja
szakasz felezOpontja: a végpontok koordinatdinak szamtani kozepe
szakasz harmadolopontja
(m:n ardnyban 0szt6 pont)
haromszog stlypontja
A haromszog stulypontjanak a koordinatdi a csucsok koordinatainak
szamtani kdzepe
Egyenesek
a) egyenes helyzetét jellemzo adatok

iranyvektor: egy egyenes iranyvektora az egyenessel egyallasi barmely vektor, amely nem
zérusvektor

normalvektor: az (xy) sikban egy egyenes normalvektora az egyenesre merdleges, a
zérusvektortol kiilonb6z6 barmely vektor.

iranyszog: az (xy) sikban az egyenes iranyszoge az egyenes ¢és az x tengely pozitiv irdnya
altal bezart szog

iranytangens: az iranyszog tangense (ha 1étezik)
b) 0sszefliggések az egyenes helyzetét jellemzd adatok kozott

iranyvektort 90°—kal elforgatva normalvektort kapunk ¢&s viszont
iranyvektor és normalvektor skalaris szorzata 0

iranytangens az iranyvektor két koordinatajanak hanyadosa
iranytangensbol az egyenes egy iranyvektorat kaphatjuk meg

c) két egyenes parhuzamossaganak és merdlegességének a feltétele
parhuzamos egyenesek
két egyenes akkor és csak akkor parhuzamos, ha iranytangenseik egyenlok, azaz
(iranyvektorai egyallastak, azaz az egyik iranyvektor a masiknak konstansszorosa)

merdleges egyenesek
az iranytangenssel rendelkezd egyenesek akkor és csak akkkor merdlegesek
egymasra, ha iranytangenseik egymasnak ellenkez6 eldjelii reciprok értékei
d) az egyenes egyenletei

Olyan egyenlet, amelynek azoknak ¢és csak azoknak pontoknak a koordinatai a megoldasai,
amelyek az egyenesen vannak.

iranyvektoros egyenlet
Az (x();y() ponton atmend v(v];vp) irdnyvektora egyenes egyenlete V)X

“V1Y = V2X0 - V1Y0

normalvektoros egyenlet
Az (x(;y0) ponton atmend n(A;B) normalvektor egyenes egyenlete

Ax + By = Ax( + By
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levezetés: Hajnal Imre Matematika III. (13355) 179-180. oldal

iranytényz0s egyenlet
Az (x();y() ponton atmend m irdnytangensii egyenes egyenlete

Yy - yo =m(x -x()
e) az egyenes egyenlete €s az els6foku kétismeretlenes egyenlet

f) két egyenes metszéspontja
Két egyenes metszéspontja olyan koordinatdju pont, amely illeszkedik mindkét
egyenesre.
Két egyenes metszéspotnjdnak meghatirozasa a két egyenes egyenletébdl alld
egyenletrendszer megoldasa

g) pont és egyenes tavolsaga

h) szogfelezOk egyenlete

I1.

Alkalmazéasok
elemi geometriai feladatok megoldasa koordindta-geometriai titon
linearis programozasi feladatok megoldasa
egyenldtlenséggel jellemzett ponthalmazok meghatérozéasa
sz€lsoérték problémak megoldasa
tavolsagok meghatarozasa a foldi (égi) objektumok esetén

21. A kor és parabola a koordinatasikon

A Koordinata-rendszerrol altalaban:

A Descartes-féle koordinata-rendszerben a kett6 tengely merdleges egymasra. Ezeket x
(abszcissza) és y (ordinata) tengelyeknek nevezziik. Igy barmely pontot két értékkel meg tudunk
adni (pl.: P(1;4)). De hasonloképpen egyeneseknek és mas alakzatoknak is hatarozott egyenletiik
van. Most részletesen a kor €s a parabola egyenleteit fogjuk vizsgalni.

A kor

A kér definicidja: A kor azon pontok halmaza a sikon, melyek egyenlo tavol vannak egy ponttol.
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Yixuy+(y-vy=r



yHP2)=Yx+(y-(p/2)y



A koordinata-tengelyekkel parhuzamos tengelyii parabolak egyelete

e Haaz x2= 2py egyenletli parabolat a v(u;v) vektorral eltoljk, akkor az egyenlete igy

modosul: (x-v)2 = Zp(y-v)2 .
e Haegy x2 = 2py egyenletli parabolat tiikroziink az x tengelyre, akkor a tiikorkép egyenlete:
x2 = -2py .
e Haaz x2= -2py egyenletli parabolat eltoljuk a v(u;v) vektorral, akkor az egyenlete igy
moédosul: (x-v)2 = 2p(y-v)2 .

e Ha egy parabola ugy helyezkedik el a koordinatasikon, hogy tengelypontja az origd és
fokusza F(p/2;0), akkor e parabola egyenlete:  y2 = 2px .

e Ha ezt eltoljuk v vektorral, akkor egyenlete: (y-v)2 = 2p(x-u)2 .

e Haaz y2 = 2px egyenletii parabolat tikrozziik az y tengelyre, akkor az egyenlete igy fog
kinézni: y2 =-2px .

e A v vektorral eltolva pedig: (-v)2 = 2p(x-u)? .

A masodfoku fliggvények és a parabola

Ha egy parabola tengelye meréleges az ordiatatengelyre, akkor az egyenlete felirhatd y = ax2 +
bx + ¢ alakban, ahol a = 1/2p, b = -u/p, ¢ = W2/2p + v), igy a, b és ¢ valos szamok, és a#0. Ha
pedig visszafelé néznénk végig, a teljes négyzetté¢ alakitds utdn ugyanigy megkapnank az eredeti
egyenletet. gy bizonyitottuk, hogy a masodfokt fiiggvények grafikus képe y tengellyel parhuzamos
tengelyli parabola. (Ha a parabola tengelye az x tengellyel parhuzamos, akkor az nem fiiggvény, igy
ezt az esetet nem kell vizsgaljuk.)

Alkalmazas:

Matematikan belill: szerkesztés pontositdsa, pontos adatok szdmolasa, kupszeletek (végtelen
kap metszete), feliiletek

Matematikdn kiviil: vektorgrafika, szadmitogépes képmegjelenités, tervezés, épitészet
(parabolikus-, elliptikus-, hiperbolikus feliiletek), fizika (kormozgés, hajitasok, eréterek).

22. Szogfiggvények a geometriaban

I. Haromszoges definicio:

g  Derékszogl haromszdgben az o hegyesszog szinuszdnak nevezzik

az o hegyesszoggel szemkdzti befogonak és az atfogonak az
aranyat.
) a
sin @ = —
Toc
A b ¢ Derékszogl haromszogben az o hegyesszog koszinuszanak

nevezziik a hegyesszog melletti befogonak €s az atfogonak az
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négyzetének az 6sszegébdl kivonjuk e két oldal és a kdzbezart szog
koszinuszanak a kétszeres szorzatat.

c*=a’+b*-2abcosy

Bizonyitas: Hajnal Imre — dr. Pintér Lajos: Matematika III. B valtozat 38. o.

VI. Alkalmazasok:

elektromagneses hullamok szdmitasanal
egyéb hulldmok szamitasanal
rezgdmozgasok reprezentacidjanal
atomfizikaban a hullammozgésok szdmitasanal
geometridban: - vektorok skalaris szorzatanal
- haromszog teriiletének szamitasa:
T=0,5-(a-b-siny)
- a hdromszog oldalainak kiszdmitasa
( koszinusz- 1ill. szinusz tétel) stb.

23. A mérés(szog,hosszusag, teriilet, térfogat)

Szog:Def: két egyenes altal hatarolt sikrész(részei: szogcsucs ,-szar
,-tartomany)

Fajtai: nullszog, hegyesszog(0<a<9011), derékszog(901), tompaszog(90i<a<1800),
egyenesszog(180i1), homortszog(1800<a<3601), teljesszog(3601)
Két szog egyenlo, ha fedésbe hozhatok

lda koriv 1/360- ad részéhez tartozé kozépponti sz6g mérdszama

1 Ujfok a koriv 1/400 ad részéhez tartozo kdzépponti szog mérdszama

1' 1000m tavol 1évé 1m magas szakasz ekkora szogben latszik

1 radidn a sugarnyi ivhez tartozo kézépponti szog mérdoszama(nincs dimezidja)li=2p/360 rad
Def: hajlasszog: két egyenes metszésénél keletkezo kisebbik szog

Def: szogfelezo: azon pontok halmaza a sikon amelyek a két szogszartol egyenld tavolsagra vannak
Szogparok:

potszogek(a+b=900)
mellékszogek=kiegészitoszogek=tarsszogek(a+b=1800)
csucsszogek(a=a)

egyallasu szogek(a=a)

valtoszogek(a=a)

merdleges szaru szogek(a=a)

Térelemek szége:
Definiciok:

Két kitéro egyenes hajlasszoge: a tér egy tetszéleges pontjan atmend, veliik parhuzamos
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egyenesek hajldasszoge

o  FEgyenes és sik hajlasszoge: ha egy egyenes nem meréleges a sikra, akkor az egyenese és a
stk hajlasszoge alatt azt a szoget értjiik, amelynek egyik szdara az egyenes, masik szdara az
egyenesnek a sikon levo meroleges vetiilete.

o  Sikra merdleges egyenes: egy egyenes és egy sik akkor meroleges egymdsra, ha az egyenes
merdleges a sik minden egyenesére

o  Két sik hajlasszoge: két metszo sik esetében metszésvonaluk egy pontjaban a két sik
mindegyikében merdlegest allitunk a metszésvonalra, e kétmerdleges hajlasszogét nevezziik
a két sik hajlasszogének

Tételek:

o  Ha egy egyenes merdleges a sik ket egymdst metszo egyenesére, akkor a sik minden
egyenesére, azaz a sikra is merdleges.

e  Ha a tér egy P pontjabol merolegest bocsatunk az S sikra és annak egy 'a’ egyenesére, akkor
a ket talppontot 6sszekoto egyenes is merdleges az 'a’ egyenesre

Hosszusag:

Térelemek tavolsaga:
e  FEgyenes és pont: a pontbol az egyenesre bocsatott merdleges szakasz hossza
o Két egyenes tavolsaga:

1. 1. Két metszo egyenes tavolsaga
2. Két parhuzamos egyenes tavolsaga: az egyik egyenes egy
pontjabdl a masik egyenesre bocsatott merdleges szakasz hossza
3. Két kitérd egyenes tavolsdga: annak a szakasznak a hossza,
amely a kitér6 egyenesek normaltranszverzalisan a ket kitérod egyenes kozott van
e  Pont és sik tavolsdaga: a pontbol a sikra bocsatott meroleges egyenesnek a pont és sik kozotti
szakaszanak hossza

o Két sik tavolsaga(ha nem metszok): az egyik sik egy pontjabol a masik sikra bocsatott
meroleges szakasz hossza.

Teriilet:
Axi6mak:
1. Egységnyi oldalu négyzet teriilete 1
2. Egybevago sikidomok teriilete egyenlo
3. Ha egy sokszoget két sokszogre bontunk, akkor a kapott két sokszog teriiletének az 6sszege
az eredeti sokszog teriiletével egyenlo.
Sikidomok teriilete:
Négyzet: a2
Téglalap: a*b
Rombusz: a*b*sinag =e*f/2=a*m,
Romboid: a*b*sina =a*m,
Trapéz: (a+c)*m/2
Deltoid: e*{/2
Haromszog:a*m, /2=a*b*sing /2(+héron képlet)
A t6bbi sokszdg teriiletét haromszogekre bontva kaphatjuk meg.
Kor: r2p
Grafikon alatti teriiletet integral segitségével szamoljuk ki.
Nagyitas/kicsinyités esetén , ha a nagyitas/kicsinyités aranya | , akkor a keletkezett teriilet 12
szeresére valtozik.
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Térfogat
A sikbeli sokszdgeknek a térben a poliéderek felelnek meg.

Poliéder: a tér olyan része, amelyet véges sok sokszdgtartomany hatarol, s amelynek barmely két
pontja 6sszekothetd olyan tordttvonallal, amely a hatarold sokszégtartomanyok egyikét sem metszi.

Axi6mak:
1. Térfogat nagyobb vagy egyenlo, mint nulla
2. Egybevago testek térfogata egyenlo
3. Ha egy testet ket részre bontunk, akkor a kapott két test térfogatanak az osszege az eredeti
test terfogataval egyenlo.
4. Egységkocka terfogata 1

Testek térfogata:

e Kocka: a3
Teéglatest: a*b*c
Hasab : T, alap *m hasab: ha egy sikbeli alakzatot parhuzamos egyenesekkel korbejarunk, és

két parhuzamos sikkal elmetssziik, hasabot kapunk(egyenes v ferde).
o Gila: Tyjgp*m/3

o  Csonkagida: m/3%(T+(Ty)1/2 +1)
* Henger: Tyjqp™*m
*  Kip: Tyigp*m/3
o Csonkakip: pm/3*(R2+Rr +12)
o Gomb: (4/3)r3p

Forgastestek térfogata: pJf2(x)dx

23. A mérés (szog, hosszusag, teriilet, térfogat)

Szog:

A sz0g a siknak az a része, amelyet egy pontbol kiindulo két félsik hatarol. A szoget alkotod
félegyenesek a szog széarai, kdzos pontjuk a szog csucsa. A szOg szarai altalaban két szoget hataroznak meg,
ezek a szogtartomanyok. Koziiliik a széba jovo szoget korivvel, vagy gorog kisbettivel (pl. a, B,y ...)
jeloljik meg. Megadhatjuk a szoget a szaraknak egy-egy pontjaval és a cstccsal, ahol kdzépen a cstucsnal
1évo szoget emlitjuk (pl. AOBL).

A szdget szarmaztathatjuk forgasbol is ugy, hogy kozos kezddpontli, egymast fedd félegyenesek koziil
az egyiket a félegyenesek kozos kezddpontja koriil elforgatjuk. Ha a mozgé szar elforgatasa az oramutato
jarasaval ellenkez6 iranyu, akkor a szoget pozitivnak, ha pedig egyezd iranyu, akkor negativnak mondjuk. A
sz0g nagysagat az elforgatas nagysagaval mérjiik, a forgasi irany figyelmen kiviil hagyasaval. Két szoget
akkor mondunk egyenlének, ha szaraik fedésbe hozhatdak (eltolas és pont koriili forgatas segitségével).

Ha a CB szarbol kiindulva, egy teljes koriilforgast tesz meg a CA szar, akkor teljes-, ha félkorforgast
tesz meg, akkor egyenes, ha pedig negyed korforgast végez, akkor deré¢kszoget kapunk. A derékszognél
kisebb, de az egymast fedd félegyenesek altal bezart nullszognél nagyobb szoget hegyesszognek; a
derékszognél nagyobb, de az egyenesszognél kisebb szdget tompaszdgnek nevezziik. Ezek egylittesen a
domboruszdgek. Az egyenesszognél nagyobbat pedig homortaszognek mondjuk.

A szdg egyik mértékegysége a fok. Jele 1°. Ez a teljesszog 360-ad része. A fok 60-ad része a perc (°),
76



a perc 60-ad része a masodperc (°’). P1. 25°36°18”” = (25 + 36/60 + 18/3600)° = 25,605°. A teljesszog 360°,
az egyenesszog 180°, a derékszog 90°. Ha a szoget fokban mérjiik és a mérészam tizedes tort, akkor azt a
60-as szamrendszerben felirt tizedes tortek értelmezésének segitségével valtjuk at percbe ill. masodpercbe:
36,421°=36°+4-6"+2:36”" + 1:3,6”” =36°25"15,6".

A sz6g masik mértékegysége a radian. Jele: 1 rad. Egy radian nagysagl az a szog, amelyhez az
egységkorben egységnyi hosszlisagu iv tartozik. A teljesszog tehat annyi radian, ahany egységnyi
hosszusagu iv az egységkor keriiletére ramérhetd. 1 rad = 57,2958°. A kor keriiletének és atmérdjének
hanyadosat m-vel jeldljiik. (A gordg periféria sz kezdobetiije.) A m szamértéke kb. 3,1415926... A«
irracionalis szam. Ma mar tobb mint 5,1 millidrd tizedesjegye ismert. Tehat 1° = dn/360° = 2rn/360° =
7/180° hiszen a sugar egységnyi (itt d a kor atmérdje). n/180 rad = 3,141592654/180 rad = 0,017453293 rad.

Hosszsag:
Egy egyenes két adott pontjabdl és az egyenesnek a két pont kdzotti pontjaibol allo halmazt szakasznak
nevezziik. Hossza szakasznak van. A szakasz hosszat a végpontjai tavolsaganak is hivjuk. A szakasz
hossza nemnegativ valos szam. Csak akkor nulla, ha a két végpont egybeesik, azaz megegyezik. [lyenkor
elfajulo szakaszrol beszéliink.

Egy adott szakasz hosszat méréssel, azaz a hossziusagegységgel valo 6sszehasonlitassal allapitjuk meg.
A hosszisag egysége a méter. 1 méter megkozelitdleg a Fold egyenlitdjének 40 milliomod része. Kisebb
tavolsdgok mérésére a decimétert (1 dm = 0,1 m), a centimétert (1 cm = 10-2 m), a millimétert (1 mm = 10-3
m), nagyobb tavolsagok mérésére pedig a kilométert hasznaljuk (1 km = 1000 m).

Adott szakasz hosszsaganak mérési eljarasa a kovetkezo:

Tekintsiik a szakasz egyik végpontjat kezdOpontnak, legyen ez A4, a masikat pedig a szakasz
végpontjanak, legyen ez B. A-bol mérjiik fel a szakaszra a hossziisagegységet annyiszor, ahanyszor rafér.
Ennek mérészama lesz a szakasz hossziisaganak egészrész. Az utolsd, az A-t6l valahany egységnyi
tavolsagra 1év6, még a szakaszhoz tartoz6 pont legyen Pj. A P|B szakaszra mérjiik fel a hossziisagegység

tizedrészét annyiszor, ahdnyszor rafér. Az igy kapott szam lesz a szakasz hosszusaganak elsé tizedesjegye.
Az igy kapott utols6, még a szakaszon 1év6 tizedszakasz-végpont legyen Pp. Mérjiik fel a PoB szakaszra a
hosszlisagegység szazadrészét annyiszor, ahanyszor rafér. Es igy tovabb ... Folytassuk az eljarast az n.
1épésig. Igy megkaphatjuk a szakasz hosszat n tizedesjegy pontossaggal. Ha az eljaras soran valamikor a P;

pont B-re esne, akkor a szakasz hosszisaga nem tobb mint » tizedesjegyli véges tizedestort. Ez az eljaras n
1épésben a szakasz hosszanak n tizedesjegybol allé legnagyobb also korlatjat adja.

Teriilet:
El6szor sokszogek teriiletével foglalkozunk.

A teriilet egy egyértelmii hozzarendelés a sokszogek és a valos szamok halmaza kozott. A
hozzarendelés az alabbi négy tulajdonsaggal rendelkezik:
1. Minden sokszog teriilete pozitiv szam.
2. Egybevag6 sokszogek teriilete egyenlo.
3. Ha egy sokszoget két sokszogre bontunk, akkor e ketto terliletének Osszeg az eredeti sokszog

tertiletével egyenld.

4. Az egységnégyzet teriilete 1.
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Most nevezetes sokszogek teriiletével foglalkozunk. Az alabbi allitdsokban egy szakaszon annak hosszat
értjiik.
A téglalap teriilete két szomszédos oldal szorzataval egyenld.

A paralelogramma teriilete az alap és a hozza tartozé magassag szorzatdval egyenld.

A haromszog teriilete az alap és a hozza tartozo magassag szorzatanak felével egyenlo.

Héromszog teriilete két oldalanak (a és b) és kozbezart szogiik (y) ismeretében is kiszamithato: ¢ =
(absiny)/2.

Haromszog teriilete pusztan az oldalhosszak ismeretében is kiszamithato:

t=N[s(s — a)(s — b)(s — ¢)]; ahol s az a, b és ¢ oldalak Osszegének fele.

A haromszog teriilete kiszamithat6 az alabbi mddon is: ¢ = abc/(4R) ahol a, b és ¢ a harom oldal, R
pedig a kortlirt kor sugara.

A trapéz teriilete a kdzépvonal s a magassag szorzataval egyenlo.

A deltoid tertilete atloi szorzatanak felével egyenlo.

Egy kor koreé irt sokszog teriilete feleakkora, mint a sokszog keriiletének és a kor sugaranak a szorzata.

Szabalyos n-szog teriilete a ,,szinuszos teriiletképlet” alkalmazasaval szamithato ki a legegyszeriibben.
Legyen két szomszédos cstucshoz a sokszog koriilirt korébol htizott sugarak hajlasszoge @. Ekkor a teriilet: T

= (nrsinw)/2. Ugyanez a teriilet az oldalszam és az oldalhossz segitségével is kifejezhetd, felhasznélva a

crcr

alaphoz tartoz6 magassaga felezi a szarszoget. T = [na2ctg(w/2)]/4, itt a az oldalhossz. Ezt a teriiletet a beirt
kor sugara (p) segitségével is kifejezhetd: T = (nap)/2.
Hasonlo6 sokszogek teriiletének aranya hasonlosaguk aranyanak négyzetével egyenld.

Most attériink a kor és részei teriiletének kiszamitasara.

Az r sugaru kor teriilete: r27.
Egy kor korcikkének teriilete feleakkora, mint a sugar és a hatarold koriv hosszanak szorzata. (A
haromszog teriiletképletére hasonlit.) Korcikk teriilete mint a kor aranyos részének teriilete is szamithato:

a/360° = fiegreikk/(721) =tksreikk = F2mo/360°,

Tétel: Korszelet teriilete: 7= [ri — h(r — m)]/2 = 2(oc - sina)

Bizonyitas: A korszeletet a kovetkezoképpen értelmezziik: Egy r sugarti kdrben egy szeldjének 4
hosszusagu szakasza — a kor egy szel6je — halad. Ez a szel6 a sikot két félsokra osztja. Az egyik félsiknak €s
a zart korlapnak a metszete az adott kor adott hurjahoz tartozo egyik korszelete. A kor egy hurja a kort két
korszeletre bontja. Legyenek jeloléseink 6sszhangban a Nemzeti Tankdnyvkiado régi Fliggvénytablazatanak
66. Oldalan talalhato abraval.

A keresett teriilet mindkét formulajat — adott korben — a korcikk sugarai és a korszeletet meghatarozo
hur altal kijeldlt haromszog teriiletének kiilonbségeként szamitjuk ki.

Az elsé teriiletképlet bizonyitasa: A tétel elott kozvetlentil emlitettiik, hogy a korcikk teriilete 7 =
ri/2. A korszeletiinket kijelol6 hur és a korcikk sugarai altal kijelolt haromszog teriilete pedig az alapjanak
(azaz a hurnak) és a hozza tartozd6 magassadg szorzatanak feleként szamithato. Itt az alaphoz tartozo
magassagot ugy kapjuk, hogy a korcikk sugarabodl kivonjuk a korszelet m magassagat. A korcikk teriiletének
¢és a haromszog teriiletének kiilonbségébdl éppen a keresett formula adodik.

A masodik teriiletképlet bizonyitasa: Most a korcikk teriiletének azt az ismérvét hasznaljuk fel,
hogy a teriilet gy aranylik a teljes kor teriiltéhez, mint a kdzépponti szoge a teljes sz0ghdz. Azaz: Ty cikk

= r20/2. Ttt a kozépponti szoget radianban mérjiik. A korcikk adott hurja és a korcikk sugarai altal
meghatarozott haromszog teriiletét most a ,,szinuszos teriiletformula” segitségével szamithatjuk ki, ahol a
szomszédos oldalak a kor sugarai, kozbezar szogiik pedig a hir végpontjaihoz huzott sugarak altal bezart
kozépponti szog. Ha a korcikk teriiletébdl kivonjuk a haromszog teriiletét, akkor éppen a keresett
Osszefiiggést kapjuk.

78



Térfogat:

El6szor un. poliéderek térfogataval foglalkozunk. Poliédernek nevezziik az olyan térrészt, amelyet
véges sok sokszogtartomany hatarol, s amely teljes egyenest nem tartalmaz. Ugy is definialhat6, mint olyan
veéges sok sokszogtartomany altal hatarolt térrész, amely egy alkalmas sugara gombbe belefeér.

A térfogat fogalma hasonl¢ allitasokkal definialhatd, mint a tertilet:

Minden poliéderhez hozzarendelhetiink egy szamot, amelyet térfogatnak neveziink, s amely a
kovetkezo tulajdonsagokkal rendelkezik:

1. Minden poliéder térfogata pozitiv szam.

2. Egybevago poliéderek térfogata egyenlo.

3. Ha egy poliédert két poliéderre bontunk, akkor e kettd térfogatanak 6sszege az eredeti poliéder

térfogataval egyenld.

4. Azegységkocka térfogata 1.

Nevezetes poliéderek térfogata:
Itt, mindig eldszor definialjuk az adott testet, ha azt korabban még nem tettiik volna meg.

A téglatest térfogata harom egy csticsban talalkozo él szorzataval egyenl6.
Ha egy sokszdgvonal pontjain at parhuzamosokat huzunk egy olyan egyenessel, amely a sokszog sikjaval
nem parhuzamos, akkor egy végtelenbe nyulo feliiletet (un. végtele hasabfeliiletet) kapunk. Ha ezt a
végtelen hasabfeliiletet, a sokszog sikjaval €s egy ezzel parhuzamos sikkal elmetssziik, akkor poliéderhez
jutunk, amelyet hasabnak neveziink.

A hasab térfogata az alapteriilet és a magassag szorzata.
Ha egy pontbol egy sokszogvonal pontjaihoz félegyeneseket inditunk, €s a pont nincs a sokszog sikjaban,
akkor egy végtelenbe nyul6 feliiletet, in. végtelen gulafeliiletet kapunk. Ezt a feliilet egy testet, un.
végtelen gulat hatarol. Ha ezt a testet a sokszog sikjaval elmetssziik, akkor egy poliédert, Gin. ghlat
kapunk. A haromszog alapu gula neve tetraéder. Ha a sokszdg szabalyos, akkor szabalyos gularol
beszgéliink.

A gula (és igy specialisan a tetraéder) térfogata az alapteriilet és a magassag szorzatanak harmada.

Csonkagulat kapunk akkor, ha egy glabdl egy, az alaplapjanak sikjaval parhuzamos sikkal egy kisebb
gulat levagunk.

Csonkagila térfogata: ¥ = m(T + \(Tt) + £)/3, ahol T és ¢ a két alaplap teriilete, m a két alaplap
tavolsaga.

A tovéabbiakban nem pusztan sikok altal hatarolt testek térfogataval foglalkozunk.

Ha egy sikbeli vonal pontjain 4t parhuzamosokat huzunk egy olyan egyenessel, amely a sikkal nem
parhuzamos, akkor egy végtelenbe nyulo alakzatot, hengerfeliiletet kapunk. Ha ezt a hengerfeliiletet az
eredeti vonal sikjaval és egy azzal parhuzamos sikkal elmetssziik, akkor egy testet, mégpedig hengert
kapunk. A henger szarmaztatasanal szereplé egyeneseket alkotoegyeneseknek, azoknak a két parhuzamos sik
koze eso szakaszat alkotoknak hivjuk. Ha az alkotok merdlegesek a szarmaztatasnal emlitett vonalra, akkor
egyenes hengerrdl beszéliink. Ha a kiindulasul szolgalo sikbeli vonal kor, akkor koérhengerrdl beszéliink.

Henger térfogata az alaplap teriiletének és magassaganak a szorzata.

Ha egy sikbeli vonal pontjain és egy a sikon kiviil elhelyezked6 ponton at egyeneseket fektetiink,
akkor kupfeliilethez jutunk. A sikbeli vonalon kiviil elhelyezkedd pont a kiip csucsa. A csticsot a vonal
pontjaival 6sszekotd szakaszok a kup alkotoi. A sikgdrbe és az alkotok altal hatarolt test a kip. Ha a
szarmaztatas elején emlitett gorbe kor, akkor korktiprol beszéliink. Ha a csucsnak a korkap szdrmaztatasanal
emlitett sikgorbéje altata hatarolt sikidomra (a kuap alapjara) bocsatott merdleges vetiilete a alapkor
kozéppontja, akkor egyenes korkuprol beszéliink.

Kup térfogata az alapteriilet és a magassag szorzatanak a harmada.

A csonkakupot a kovetkezOképpen értelmezziik. Ha egy kupbol egy, az alapjaval parhuzamos sikkal
elmetssziik. Ekkor egy kisebb kupot és egy masik testet kapunk. Ez a mésik test a csonkakup.

A koralapu csonkakup térfogata V' = Trm(R2 + Rr + r2)/3, ahol R és r az alapkorok sugara, m pedig a
csonkaklip magassaga.

A tér egy adott pontjatol adott tavolsagnal nem nagyobb tavolsagra 1évé pontok halmazat gombtestnek
(réviden gombnek) nevezziik.

79



Az r sugara gomb térfogata 4mr3)3.

Feladat: Egy gula alaplapja olyan hiirtrapéz, amelynek parhuzamos oldalai 8 cm és 6 cm hosszuak,
egyik szoge 60°. A gula oldalélei egyenld hossztak, és az alaplap sikjaval 45°-o0s szoget zarnak be. Mekkora
a gula térfogata?

Megoldas: Részletesen Csatar Katalin — Széplaki Gyorgyné: Matematika 16-18 éveseknek (Miszaki
konyvkiado) 207-209. Oldal.

Vazlat: Alapok kiilonbsége (AD’ = 1 cm) = Alap magassaga félbevagott szabalyos haromszog
magassaga segitségével (m, = \3) =Trapéz teriilete (7 = 7-\3 cm?) =K legyen a trapéz koré irt kor
kozéppontja, a kor sugara r. K vetiileti pontja a trapéz hosszabbik (4B) alapjara Q, rovidebbik (CD) alapjara
P. Pitagorasz-tétel az AOKA és DPKA-ckre. Innen a KQ tavolsag: x = KO = -2/N3. A negativ eléjel a
paraméterezésbél adodik, K ui. a trapézon kiviil helyezkedik el. =+ = AK = m = (52/3) =V = Tm/3 ~ 16,826

cm3 o

Alkalmazasok:
Tartalykocsi térfogata, mint egy hengerbdl és két gombszeletbol felépitett test térfogata szamithato ki.

Egy lakotelep parkositdsanak mértéke a lakotelep zoldteriiletének és teljes teriiletének hanyadosa.
Mind a z06ld teriiletet alkotod egyes folddarabok teriilete, mind a teljes lakotelep teriilete szabalyos, specialis
sikidomokbdl (haromszdgekbol, téglalapokbol, korcikkekbdl, stb.) épithetd fel.

Csonkakup alaka konyhai tirmérték oldalan talalhat6 skalabeosztas rovatkdinak elhelyezése egymason
1évo, egyenl6 térfogati csonka kiipok magassagainak kiszamitasaval oldhatdo meg.

A briisszeli Atomium homlokzatrekonsrukciés munkalatainak anyagkoltsége, mint gdmbokbol,
hianyz6 gombsiivegekbdl és hengerekbdl felépithetd felszini test felszine szamithato ki.

24. tétel: Kombinatorika, valosziniiségszamitas
Kombinatorika
n!=1*2%¥3*4*__ *n; 11=1; 0!=1
Permutécio: hanyféle sorrend lehetséges n elem esetén
P=n!

Bizonyités teljes indukcidval:

n=1: 1!=1 lehetdség: a

n=2: 2!=2 lehetdség: ab, ba

n=3: 3!=6 lehetdség: abc, acb, cab, bac, bca, cba

Tegyiik fel, hogy n elem esetén P=n! igaz.

Bizonyitsuk, hogy ha n-re igaz, akkor n+1-re is igaz:

Vegyiink n elemet. Ekkor n! sorrend van. A maradék 1 elem minden lehetséges sorrendnél n+1
helyen szerepelhet, ezért 6sszesen n!*(n+1)=(n+1)! sorrend van.

Ismétléses permutacid: hanyféle sorrend lehetséges n elem esetén, ha vannak egyforma elemek is
(pL. kill. 1 db.)
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P;j=n!/(k!*1!) n elem esetén n! lehetdség van, de ezekben a k elemek felcseréletdek, ezért k!-szor

szerepelt minden egyforma eset. Ezért osztani kell k!-al. De | egyforma elem miatt azok is
felcserélhetdek, 1!-szor szerepelt minden lehetdség, osztunk 1!-al ...

Variacio: n elembol k kivalasztasa, a sorrend szamit
Ha egy elem ismétlédhet, minden valasztasnal n lehetdség van, k alkalommal, ezért ekkor Vnkznk

Ha nem lehet ismétlddés, minden alkalommal eggyel kevesebb elembdl valaszthatunk, 1.
alkalommal n, 2. alkalommal n-1, 3. alkalommal n-2, k. alkalommal n-(k-1) lehetéség van.

Vk=n*(n-1)*(n-2)*...*(n-k+1)=n!/(n-k)!

Kombinacid: n elembdl k kivalasztasa, nem tehetoek vissza, sorrend nem szamit
K elembdl n!/(n-k)! variacio van, de mivel a sorrend nem szamit, minden eset k!-szor szerepel, ezért
ezzel még osztani kell.

CpK=n!/((n-k)!*k!=( )

Kombinatorikai tételek:

AlL: (M= (kD
Biz.: n!/((n-k)!*k!=n!/(k!*(n-k)!)

AlL: (Y (o 1= (1)

Biz: n*(n-1)*(n-2)*...*(n-k+1)/k!+n*(n-1)*(n-2)*... *(n-k)/(k+1)!=
=n*(n-1)*(n-2)*...*(n-k+1)/k!*(1+(n-k)/(k+1))=
=n*(n-1)*(n-2)*...*(n-k+1)/k!*(k+1+n-k)/(k+1)=
= (n+1)*n*(n-1)*(n-2)*... *(n-k+1)/(k!*(k+1))=
=(n+D)/((k+1)*(n+1-(k+1)))= (101

Binomialis egytitthatokkal kapcsolatos tételek:
1 n=0 egyiitthatok dsszege: 1

11 n=1 2
121 n=2 4
1331 n=3 8
14641 n=4 16

n. sor egylitthatoi:
O™+ ™M+ H*..+ (™

AlL: (M+ (1M+ QM+ + (x)=2"
Biz.: (1+1)0=(yM)*1n + (ln)*ln—l*H (rM)*1 n-2%12 4+ 4 (y)1n-n*n
20=(oM+ 1M+ @M+ + (")
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AlL: (0M-(1M+QM)-...H+- ()=0
Biz.: (1-1)D=(gR)* 1N - (M)*0-1x |4 (pNy*] n-2%12 4/ (,M)[n-N*[n
0=(0™M-(1™M+2M-... /- (™

Valdszinliségszamitas

Fogalmak:
Esemény: egyértelmii a bekovetkezése, olyan allitds, amirdl a kisérlet soran egyértelmiien

eldonthetd, hogy igaz-e. Jele: pl. A, B...

Elemi esemény: amirdl egyértelmiien eldonthetd, hogy igaz-e (pl. fej dobésa pénzzel).

Osszetett esemény: ami tdbb mdédon bekdvetkezhet pl. kockaval paros szam dobdsa (2; 4; 6).
Kisérlet: egy eseményt végrehajtunk, és megallapitjuk, hogy mi tortént.

Eseménytér: a lehetséges események Osszessége (pl. 6 oldalu dobokockanal: 1; 2; 3; 4; 5; 6)
Relativ gyakorisag: kedvezd kisérletek szdma/dsszes kisérlet szama

Valoészintiség: a relativ gyakorisag hatarértéke, P(A)=k/n (kedvezo lehetséges eset/Gsszes lehetséges
eset; kifejezheti szakaszok hosszanak az aranya, teriiletek aranya, stb. is)

Miveletek eseményekkel: (szemléltetés torténhet kapcsoldsi rajzokkal)

A: akkor igaz, ha A nem igaz

0: lehetetlen esemény

I: biztos esemény

A+B=C C akkor kovetkezik be, ha A vagy B vekovetkezik
A*B=C C akkor kovetkezik be, ha egyszerre A és B is bekovetkezik
A\B=C C akkor kovetkezik be, ha csak A kovetkezik be
A+B=B+A

A+(B+C)=(A+B)+C

A+0=A

A+A=A

A+I=1

A*B=B*A

A*B*C)=A*B*C

A*A=A

A*I=A

A*0=0

A*C+B*C=C*(A+B)

A+B*C=(A+B)*(A+C)

A +AI
A *A=0

A+B=A *B

Valoszinliségszamitas axidomai;
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I 0</=P(A)</=1

1. P(0)=0
P(I)=1

III. Ha A*B=0, akkor P(A+B)=P(A)+P(B)

n

Varhato érték: n=2P(X;)*X;

i=1

pl. ha n lehet6ségbdl k db megfeleld, €s a kivalasztas véletlenszerti, akkor a kivalasztott megfeleld
esetek varhato értéke, ha az 6sszesen 1 megfeleld kivalasztasanak az esélye P(1), 2-¢ P(2), ..., akkor
n=P(1)*1+P(2)*2+P(3)*3...

Felhasznalas:

Fizikaban (statisztikus fizika, atomfizika - pszi fliggvény), id6jarasjelentés készitésében,
tervezOmunkaknal (1étesitmények sziikséges kapacitasa, kozlekedési eszk6zok elhelyezése a varhatd
forgalom alapjan), gazdasagban (biztositok-kockazat, bankok-kamatmeghatarozas, tézsdén-varhato
alakulas), jatékokban (pl. kértya, szerepjatékok, szerencsejatékok)

25. Bizonyitasi modszerek bemutatasa szamelméleti problémak

megoldasaban

1. ,,Direkt” Bizonyitasok

Ezen bizonyitasok soran altalaban ekvivalens atalakitasokat alkalmazunk

Definicié: Ekvivalens atalakitdsnak neveziink egy atalakitast, ha az 4talakitando és az
atalakitott egyenletek alaphalmazai megegyeznek, valamint egyenlet esetén a gyokok
ugyanazok.

Axioma: olyan allitas, amelynek igazsagat nem bizonyitjuk.

Azonossag: Olyan egyenlet, melynek az értelmezési tartomanyaban barmilyen szdmot
helyettesitve az ismeretlen(ek) helyére, az egyenldség mindig fennall.

Ellentmondas: Olyan egyenlet, melynek az értelmezési tartomanyaban barmilyen szamot
helyettesitve az ismeretlen(ek) helyére, az egyenldség sosem all fenn.

Tétel: Egy természetes szam, akkor és csak akkor oszthat6 4-gyel, ha a szam utolsé két
szamjegyébdl alkotott szam oszthato 4-gyel.

Bizonyitas: Legyen A=100a+b, ahol b<100. Ekkor 100a oszthat6 4-gyel. Vagyis, ha b
oszthato 4-gyel, akkor A is oszthat6 4-gyel, mivel ha 2 szam oszthat6 4-gyel, akkor
Osszeglik is az. Ha viszont b nem oszthat6 4-gyel, akkor A sem oszthato. A tétel
megforditasa: ha oszthat6 4-gyel, akkor az utols6 2 szamjegybdl alkotott szam is
oszthatd. Ha egy 100-nal nagyobb szdm oszthat6 4-gyel, akkor az ennél a szamnal 4n-nel
kisebb szadm is oszthato 4-gyel, vagyis b is.

Hasonl6an bizonyithato, hogy egy szam akkor

Tétel: Egy természetes szam, akkor és csak akkor oszthaté 3-mal, ha a szam
szdmjegyeinek 0sszege is oszthatd 3-mal.
Bizonyitas:

Legyen A=a+10b+100c+1000d+...
A=a+tb+ct+d+...+9b+99¢c+999d+...
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Ebbol 9b+99¢+999d+... biztosan oszthatd 3-mal. Vagyis A akkor, és csak akkor
oszthatd 3-mal, ha at+b+c+d+... is oszthaté 3-mal. Ha tehat a+b+c+d+... oszthaté 3-mal,
¢s ehhez hozzaadunk egy 3-mal oszthato szamot, akkor a kapott A szam is 3-mal
oszthato lesz.

Hasonléan bizonyithato, hogy egy szam 9-cel akkor és csak akkor oszthato, ha a
szamjegyeinek Osszege is oszthato 9-cel.

2. Indirekt bizonyitasok

Definici6: Indirekt bizonyitasnak nevezziik azt a bizonyitasi modszert, amelynek soran
feltessziik, hogy a bizonyitand6 allitas ellentéte nem lehet igaz, vagyis a bizonyitando
allitasnak igaznak kell lenni.

Tétel: a gyok 2 irraciondlis szam.

Bizonyitas: Tegyiik fel, hogy racionalis. Ekkor felirhat6 p/q alakban, ahol p és q egész, és p és q

relativ primek.

Nézziik meg, hogy milyen hatvanykitevOkon szerepel a 2, mint primtényezd az egyes
oldalakon. Mivel a jobb oldalon négyzetszam van, ezért a jobb oldalon a 2-es biztosan

paros kitevon szerepel. A bal oldalon q2—ben is paros hatvanyon szerepel, ezt

megszorozva kettével viszont paratlan hatvanyon fog szerepelni. Vagyis a bal oldalon
1év6 szam primfelbontdsaban a kettd paratlanszor fordul el6, a jobb oldali szam
primfelbontasaban parosszor. Ezért a gyok kettd nem irhatd fel p/q alakban, vagyis nem
lehet racionalis, tehat irracionalis.

3. Teljes indukcid

Definicid: Teljes indukcionak nevezziik azt a bizonyitasi modszert, melynek soran
bizonyitjuk, hogy az 4llitas igaz abban az esetben, amennyiben n értéke az elsé néhany
pozitiv egész szam, majd foltessziik, hogy tetszéleges n-re is igaz, és belatjuk, hogy
ekkor n+1-re is igaz az allitas.

Tétel: Az elsd n pozitiv egész szam 6sszege n(n+1)/2

n=1-re: 1=1%2/2 igaz

n=2-re: 1+2=3 és 2*3/2=3 => igaz

n=3-ra: 1+2+3=6 3*4/2=6 => igaz

AllL: n-re is igaz, vagyis Sp=n(n+1)/2

Bizonyitand6: S+ 1=(n+1)(nt+2)/2

Sn+1=Sptntl

Es ezt kellett bizonyitani, vagyis az elsé n pozitiv egész szam dsszege valoban n(n+1)/2.
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Tétel: Az elsé n pozitiv egész szam négyzetének 6sszege n(n+1)(2n+1)/6
Biz.:
n=1 1=1*2*3/6 — igaz
n=2 1+4=2*3*5/6 - igaz
n=3 1+4+9=3*4*7/6 - igaz
Tegytik fel, hogy Sp=n(n+1)(2n+1)/6 igaz

Allitas: Sp+1=(n+1)(n+2)(2n+3)/6

Vagyis az allitas valoban igaz.

4. Skatulya elv: Ezen elv alkalmazésa soran létrehozunk néhany ,,skatulyat” (pl. a 3-as oszthatdsag

maradékainak skatulyait), majd bebizonyitjuk, hogy mivel a skatulyak szamanal tobb elem van,
ezért lesz olyan skatulya, amelybe egynél tobb elem kertil. PL.: 4 természetes szam koziil
legalabb 2-nek azonos a 3-as maradéka.

5. Diophantoszi egyenletek: Azon egyenletek, amelyekben az ismeretlenek csak egész szamokat
jelenthetnek.

6. Legnagyobb koz0s osztd: Két (v. tobb) pozitiv egész szam legnagyobb kdzos osztdjan azt a
legnagyobb egész szamot értjlik, amellyel mindegyik szam oszthato.

7. Legkisebb kozds tobbszords: Két (v. tobb) pozitiv egész szam legkisebb kdzos tobbszordsén azt
a legkisebb pozitiv egész szamot értjiik, amelynek mindegyik szdm osztoja.

8. Definicid: Primszdmoknak nevezziik azokat a természetes szamokat, amelyeknek két osztoja
van.

9. A szamelmélet alaptétele: Barmely egynél nagyobb n természetes szam — a tényezok
sorrendjétol eltekintve — egyértelmiien felbonthato primtényezdk szorzatara.
Bizonyités: legyen n természetes szam.
Ha n prim, készen vagyunk.
Ha n nem prim, létezik p| primosztoja, amelyre n=pj*nj
Hasonl6an n| prim vagy nem prim. Ha nem prim, akkor létezik py primosztdja, hogy nj=pr*nj.

Ezt a modszert tovabb folytatva maximum n 1épéssel primszamhoz jutunk. igy n-et eléallitottuk
primszamok szorzataként.

Bizonyitand6 még, hogy a felbontas egyértelmii. Tegylik fel, hogy 1étezik n-nek két, kiilonb6zd

primfelbontasa: n=p1*p>*...*pn=q1*q2*...qn. Ekkor amennyiben az indirekt allitas fennall, az

egyenlet baloldalan szerepld primek egyike sem szerepel az egyenlet jobb oldalan. Ekkor py
osztja a bal oldalt és a jobb oldalt is, amibdl a jobb oldal valamely tényezdje oszthato pi-gyel,
ami csak p1=q] esetén teljesiilhet, igy azonban ellentmondashoz jutottunk, vagyis a két
felbontas megegyezik, azaz a felbontas egyértelmi.

9. n=pla*p2b*. .. *pp? osztoinak szdma (a+1)*(b+1)*...*(z+1), ahol a,b,.., z természetes szamok, n

85



természetes szam, p1, p2,..., pp pedig primek. Ez az 4llitds kombinatorikai modszerekkel
bizonyithato.

IV. Gyakorlati alkalmazasok

Gy.1.1. Szakaszok dsszemérhetdsége
a.) Két szakasz akkor és csakis akkor 6sszemérhetd, ha a hosszaik ardnya racionalis szam.
b.) A maradékos osztas szakaszokra is értelmezhetd. Az erre €piild euklideszi algoritmus akkor
¢s csakis akkor fejezddik be véges sok 1épésben, ha a két kiindulasi szakasz 6sszemérhetd.
c.) Osszemérhetd szakaszok esetén létezik a kdzds mértékeik kozott legnagyobb, és erre az
Osszes kozos mérték egész szdmszor folmérhetd (maradék nélkiil).
Gy.2.1. Titkosiras. A titkos lizenetek rejtjelezésével foglalkozo kriptografia az 1970-es években
szamelméleti eszkozok felhasznéalasaval ért el ugrasszeri fejlodést. Az eljaras alapja a ,kis”
Fermat-tétel egy kovetkezménye. (Ha egy tetszéleges p primszdm nem osztdja az a egész szamnak,
akkor az a szam (p-1)-edik hatvanyat p-vel osztva a maradék 1.)
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