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A SZINKRONIZACIO, MINT KOLLEKTIV JELENSEG

Szamtalan természeti és tarsadalmi jelenség sordn meggy6zddhetiink arrdl, hogy
nagyszamu egyed kozos (kollektiv) viselkedése mindségileg 1) és érdekes jelenségeket
eredményez. Ezen jelenségek altalaban nem nyilvanval6 kovetkezményei a rendszert alkotod
egyedek tulajdonsdgainak. A rendszer egészét jellemzd nemtrivialis viselkedést kollektiv
jelenségnek nevezziik, utalva arra, hogy a furcsa viselkedés a rendszert alkotd egyedek kozti
kolcsonhatasbol, illetve az egyedek nagy szamabol adodik. A fentiek alapjan konnyt
megsejteni, hogy a kollektiv viselkedések egy nagyon tag jelenségcsoportot képviselnek, és a
fizika klasszikus modelljei és mdodszerei hasznosnak bizonyulnak ezen jelenségek leirasara is.
Egymassal kolcsonhatd ingadrdk vagy oszcillald éaramkordk szinkronizacidja talan a
legismertebb kollektiv viselkedés.

A kovetkezékben oszcillatornak fogunk nevezni minden olyan rendszert, amelynek
periodikus dinamikaja van. Nem csak fizikai, hanem bioldgiai rendszerek is lehetnek
oszcillatorok. Az oszcillatorok szinkronizacidja a legtobb fizikusnak azt jelenti, hogy a
rendszert alkoto egyedek fazisai azonosak ¢és idoben azonosak is maradnak. Ezen dinamikus
allapot azonban a szinkronizacionak csak az egyik lehetséges formaja. Bizonyos esetekben,
példaul, ha az oszcillatorok kozti faziskiilonbség marad idoben allando, a rendszert —jogosan-
szintén szinkronizaltnak tekinthetjiik. A feladat lehet ennél sokkal bonyolultabb, ugyanis
nagyon sok oszcillator esetén nincs egy jol értelmezett fazis, hiszen oszcillatornak Iehet
tekinteni barmely komplex periodikus (ciklikus) folyamatot. Mésfeldl a fentebb értelmezett
tokéletesen szinkronizalt allapotokon kiviil 1étezhetnek részlegesen (parcialisan) szinkronizalt
allapotok is, ahol az oszcillatorok fazisai nagyrészt vagy csak megkozelitden azonosak. Egy
oszcillator-sokasag szinkronizaciojanak a jellemzésére egy g rendparamétert vezetiink be, ami
altaldban egy 0 és 1 k6zotti szdm. A rendparaméter a szinkronizacio fokat jellemzi, g =1 a

tokéletesen szinkronizalt allapotnak felel meg, ¢ =0 barmely fajta szinkronizécié hidnyat
jellemzi és a 0< g <1 esetben részleges szinkronizacié van. A rendparaméter megvalasztasa
nem mindig egyértelmii és nagymértékben fligg az oszcillator-sokasag tulajdonsagaitol.

Ebben a dolgozatban azon eseteket targyaljuk, amikor a sokasdgot alkotd oszcillatorok
rendszerében nincs egy “karmester” aki egy kozos ritmust diktalna. Ilyen esetekben spontan
szinkronizaciorol beszélink. A spontdn szinkronizdcié nagyon gyakori jelenség. Szadmos
természeti €és szocialis rendszerben megfigyelhetd: mechanikailag kapcsolt ingdk és
metrondémok, kapcsolt elektronikus rezgdkorok, tlizlegyek periodikus felvillandsai dél-kelet
Azsiaban, tiicskok ciripelése, békak brekegése, egyiitt ¢16 nék menstruacios ciklusainak
egybeesése, vastaps, kémiai reakciokban levd oszcillaciok és egymastdl tavoli viharmagokban
a villamlasi aktivitas esetén, stb [1].

Tokéletesen azonos, egymadssal globalisan kolcsonhaté (mindenki mindenkivel)
oszcillatorok spontan szinkronizacidja trividlis, ha az oszcillatorok kozti kolcsonhatés
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faziskiilonbség-csokkentd jellegli. Azonnal belathatdé azonban, hogy a fent leirt rendszer a
valdsdgban nem létezik, ugyanis tokéletesen egyforma egyedek nem léteznek. Jogos tehat a
kérdés, hogy kiilonbozo frekvenciaja oszcillatorok szinkronizalodhatnak-e? Ha igen, akkor mi
ennek a feltétele, és mi lesz a kozos frekvencia, amit minden egyed felvesz? A spontan
szinkronizacionak egy erdsen nemtrivialis €s érdekes megjelenési lehetdsége az is, amikor
kiilonbozé sajatfrekvenciaju oszcillatorok szinkronizalodnak anélkiil, hogy egy direkt
faziskiilonbség-csokkentd kolcsonhatas lenne az egyedek kozott. Ezen rendszerekben a
szinkronizacié egy optimizidconak a melléktermékeként jelenik meg és ezen rendszerek
lesznek majd kiilonosen érdekesek szamunkra.

FAZIS- ES PULZUSCSATOLT OSZCILLATOROK SPONTAN
SZINKRONIZACIOJA.

Kisérletileg megallapitott tény, hogy nagyon sok ingadra vagy metrondm
szinkronizalodhat, annak ellenére, hogy sajatfrekvencidjuk kiilonb6z6. Ennek a feltétele
azonban az, hogy a koztiik levo kolcsonhatas elég erds legyen. Egy sok oszcillatort tartalmazo
rendszerre 1étezik egy kritikus kolcsonhatis-erésség, ami alatt a rendszer nem
szinkronizalodik, azonban ha az egyedek kozti kolcsonhatis erdssége meghaladja ezt a
kritikus értéket, akkor megjelenik a szinkronizacid. Minél eltérébbek az oszcillatorok, annal
nagyobb a kritikus kapcsolas értéke. Ezt az érdekes fazisatalakulas-szerli jelenséget irja le a
Kuramoto modell [2].

A Kuramoto modell faziskapcsolt rotatorok sokasagat tekinti. Tekintsiink N darab
globalisan csatolt rotatort. A rotatorok o, korfrekvenciaval rendelkeznek és allapotukat a ¢,

fazisuk jellemzi. Kuramoto és Nishikava, Winfree [3] otletét kovetve a rendszer iddbeli

evolucidjat egy kapcsolt elsérendli differencidlegyenlet-rendszerrel kozelitette meg.
Modelliikben az i-edik oszcillator mozgasegyenlete:

By, +§isin(¢j ~4). (M

ahol K az oszcillatorok kozti csatolds erdsségét jellemzé dallando. Az (1)
differencidlegyenlet jobboldaldnak az elsd tagja egy szabad (a tobbi oszcillatorral nem
kapcsolt) oszcillator fazisanak a sajatfrekvencia szerinti konstans sebességi valtozasat irja le,
a masodik tag pedig a rendszerben levo tobbi oszcillatorral vald kdlcsonhatdst modellezi. Az
(1) szerint minden oszcillator kdlcsonhat minden mas oszcillatorral egy faziskiilonbség
csokkentd kolesonhatassal: ha ¢, > ¢, , a k-adik oszcillator fazisa gyorsabban nd, ha meg

¢, <@, , akkor lassabban. Kuramoto és Nishikava nagy érdeme, hogy rajéttek arra, hogy ha a

az egyedek kozti kolcsonhatast harmonikus forméban valasztjdk meg, a kapcsolt
differencidlegyenlet-rendszer szétvalaszthatdé egymastol fiiggetlen egyenletekké, és a
szinkronizaltsag fokat jellemzd g rendparaméter atlagos értékére analitikus eredmények

kaphatok. Rendparaméternek a:
g={IL> e @)
N j:1 ;

0 ¢és 1 kozti mennyiséget tekinthetjiik. A (2)-es képletben a szogletes zarojel id6 szerinti
atlagolast jelent. Nyilvanvaloan, ha a fazisok véletlenszeriien mutatnak minden lehetséges
iranyba, a rendszer nem szinkronizdlt és ¢g=0, ha azonban a rendszer tokéletesen

szinkronizalt, a faziskoron minden fazor egy iranyba mutat, és ezaltal ¢ =1. A Kuramoto
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modell egzakt megoldasa a termodinamikai hataresetre vonatkozik (N — ), és azt az
érdekes eredményt adja, hogy egy adott oszcillatorsokasag esetén létezik egy kritikus
K csatolaserdsség. Ha K < K, a rendszer nem szinkronizalodik és a stabil megoldas: ¢=0;

ha K> K, a rendszerben részleges szinkronizaci6 jelenik meg, és a stabil megoldas:
0<g<l. A K_ kritikus csatolaserésség az oszcillatorok sajatfrekvencidinak a szorasatol

fligg: minél kiilonb6zOébbek ezen sajatfrekvencidk (minél nagyobb a szdras értéke) annal
nagyobb lesz K_értéke. A rendszerben egy érdekes fazisatalakulas-szerli jelenség

tapasztalhatd, ezen fazisatalakulas sok szempontbol hasonld a ferroméagneses rendszerekben
levd ferro-paramagneses fazisatalakuldshoz. A Kuramoto modell magyarédzatot ad tehat arra,
hogy egy valds oszcillator- sokasdgban, ahol az oszcillatorok sajatfrekvenciai kiilonbozoek,
miért és mikor jelenhet meg bizonyos fokl szinkronizacio.

Nagyon sok természetbeli oszcillator esetén a fazis nem jol értelmezett mennyiség, €s igy
az oszcillatorok kolcsonhatasat nem a fazisok kiilonbsége vezérli. Tekintsiik példaul az &zsiai
tizlegyek esetét: egy tlizlégy fazisa nem értelmezhetd, és a tlizlegyek egymasrol csak a
felvillands (pulzus-kibocsatds) pillanataban szereznek informéciot. Feltehetden tehat az
egyedek kozti kolcsonhatds is csak a felvillands id6pontjaban hat. A természetbeli
oszcillatoroknak nagy tobbsége tiizeld jellegli (pl. a neuronok), és a kdlcsonhatasuk ezen
tiizelések altal valosul meg. Ezen pulzuscsatolt oszcillator-rendszerre is 1étezik egy egyszera
modell, amely elegansan magyardzza a kiilonb6z6é sajatfrekvenciaji oszcillatorok
szinkronizaldsanak a lehetdségét [4]. A modell 1ényege az, hogy egy oszcillator tiizelése a
tobbi oszcillator fazisat egy o értékkel megnoveli. Ezaltal egyetlen egy tiizelés lavinaszer(i
folyamatot eredményezhet, amelyben nagyon sok mas oszcillator tiizelni fog. A rendszerben
bizonyos foku szinkronizacidé léphet fel, amelyben az oszcilldtorok egyiitt tiizelnek. A
szinkronizacio fokara egy jol értelmezett rendparaméter a legnagyobb tiizelési lavina relativ
mérete (a legnagyobb lavindban tiizeld oszcillatorok szama elosztva a rendszerben levd
oszcillatorok szamaval). A kolcsOnhatds erdsségét a O paraméter jellemzi. A fent leirt
pulzuscsatolt rendszer ugy viselkedik, mint a Kuramoto modell. Létezik egy o, kritikus

csatolds, amely alatt a rendszer nem szinkronizalddik, és amely felett részleges szinkronizéacio
alakul ki. A kritikus csatolas értéke az oszcillatorok ¢ periddusainak a szorasatol fligg.

Minél kiilonb6zobb frekvenciajuak az oszcillatorok, annal nagyobb o, értéke.

TOBBMODUSU PULZUSCSATOLT OSZCILLATOROK MEGLEPO
SZINKRONIZACIOJA

Tekintsiink most olyan tlizeld jellegli oszcillatorokat, amelyek tobb mddusban is
miuikddhetnek [5,6]. Vizsgéljuk elészor azt az egyszerli esetet, mikor ezen modusok a
pulzuskibocsatds periodusaban  kiillonboznek egymadstol. Legyenek ugyanakkor az
oszcillatorok valdszeriibbek azaltal, hogy az oszcillacio periddusa is ingadozhat (fluktuélhat).
Egy egyszerli absztrakt modell ezen oszcillatorokra a kovetkezd lehet. Egy oszcillator
periddusa harom egymadst kovetd, ciklusbol all: 4 >B—>C—>A—... A peridodus elsd
ciklusat (részét) jeloljiik 4-val, és legyen ez a dinamikanak a véletlenszer(i (sztochasztikus)
része, melybdl a periddusingadozas szarmazik. Ezen A4 rész tekinthetdé ugy is, mind egy
sztochasztikus reakci6idd. Jeloljiik az A ciklus id6hosszat 7, -val, ami egy sztochasztikus
(véletlenszerii) valtozo lesz. A dinamika B ciklusa legyen a periddus leghosszabb id6tartama:
7, ¢s legyen ez az az id6hossz, amit az oszcillator periddusként kovetni szeretne. Az

oszcillator modusai abbdl szarmaznak, hogy 7, hossza kiilonbozd lehet. A legegyszerlibb
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eset az, amikor a B ciklus hossza csak kétféle lehet: 7, vagy 7, . Az egyszerliség kedvéért
tételezziik fel, hogy 7., =2-7,, vagyis létezik egy lassubb modus, (B=5,), és egy
gyorsabb modus, (B = B,). Amikor az oszcillator dinamikaja a B részéhez ér, az oszcillator
donthet, hogy melyik modust valasztja. A periddus utolso, C, ciklusdban torténik a tiizelés. A
tiizelés hossza legyen 7, , eréssége meg 1/ N, ahol N a rendszerben levo oszcillatorok szama.
Az i-edik oszcillator pulzuskibocsatasa tehat f, =1/ N, ha az oszcillator a C ciklusban van, és

/. =0, ha az oszcillator az 4 vagy B ciklusban van. A rendszerben levd dsszes pulzuserdsség
N

f=21
i=1

A fentebb értelmezett absztrakt oszcillatorok nagyon altalanosak, és a természetben sok
olyan rendszer taldlhatd, aminek a dinamikdja hasonld. Egy azonnali példa erre az emberi
tapsolas [7].

Az eddig értelmezett tobbmodust sztochasztikus és tlizeld oszcillatorok dinamikdja
egyszerl,, de még nem értelmeztiik a koztiik levé kapcsolast. Tételezziik fel, hogy ezen
tobbmodusu oszcillator-sokasag célja az, hogy az f pillanatnyi Osszpulzus erdsségét a
rendszerben egy megszabott f* érték koriil tartsa. A rendszer tehat egyszerlien arra

torekszik, hogy a tiizeléseket gy optimizéalja, hogy: f =~ f*. Az egyedek egyetlen
szabadsagi foka az, hogy a modusok kozott szabadon valaszthatnak. Egy egyed, miutan
befejezte az A ciklust, valaszthat, hogy a B, vagy a B, mddust koveti (1. dbra). Ha ebben az
iddpillanatban f < f'*, az oszcillator a rovidebb periddust, B, mddust koveti, ndvelve
ezaltal az egységnyi id6 alatti pulzusok szamat és ezaltal f értékét. Ha azonban f > f*, az
oszcillator a hosszabb periodust, B, moddust valasztja, csokkentve az egységnyi id0 alatti

pulzusok szamat ¢s ezaltal f értékét. A fenti dinamikénak tehat egy optimizacios célja van: a
rendszerben levo 6sszpulzus erdsségét f * kornyezetében tartani.

AN 4|

A <—C -

\B/ A B :Cf 5
1 —

1. abra: Kétmodusu tiizel oszcillatorok dinamikaja

Ami azonban ebben a rendszerben torténik, az sokkal tobb, mint egy egyszerii optimizacio!
Ha f* értéke nagyon nagy, minden oszcillator a B, modust valasztja, az oszcillatorok Ossze-
vissza villognak és szinkronizacié nem jelenik meg. Ha f* értéke nagyon kicsi, minden
oszcillator a B, modust valasztja, az oszcillatorok megint Ossze-vissza villognak és
szinkronizacio6 jbol nem jelenik meg. A meglepetés az, hogy egy aranylag tag f*
intervallumon az oszcillatorok elkezdenek a két moddus kozott valtogatni és ilyenkor az
oszcillatorok tlizelései részlegesen szinkronizéldodnak,a nnak ellenére, hogy semmilyen

faziskiilonbség csokkentd kolcsOnhatas nincs az egyedek kozott és hogy az oszcillatorok
sajatperidodusai kiilonbozdek és idoben fluktualhatnak.

A rendszer szinkronizacios fokat egy g = p/ p, rendparaméterrel jellemezziik, ahol p egy
olyan mennyiség, ami a rendszer f{?) jelének a periodicitasat jellemzi, a p, pedig egyetlen egy
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egyed jelének a periodicitasat jellemzi a hosszii peridodust B, mdédusban. A rendszer
periodicitasa alatt itt azt értjiik, hogy mennyire jol kozelithetd az f(?) fiiggvény egy tetszdleges
periodikus fiiggvénnyel [6]. Szamitogép-szimulacids eredmények a ¢ rendparaméter atlagos
értékére a 2a és 2b 4bran lathatok. A 2a &bran az atlagos rendparamétert abrazoljuk az f*
fliggvényében kiilonb6zd N szamu oszcillatorbol 4ll6 rendszerekre. A 2b abran rogzitett [ *
esetén ¢ értékét abrazoljuk a rendszerben levd oszcillatorok szamanak a fiiggvényében. A 2a
abran lathato, hogy létezik egy olyan f *intervallum, amelyen az oszcilldtor-rendszer egy
erésen periodikus Osszjelet ad, vagyis az oszcillatorok pulzusai szinkronizalédnak. A
szinkronizaci6 megjelenése ¢és eltlinése hirtelen torténik és a Kuramoto rendszerben
megismert fizisatalakulasra emlékeztet. Erdemes felfigyelni arra tényre, hogy ezen
szinkronizalt allapotban ¢ >1, ami azt sejteti, hogy a rendszer sokkal inkdbb periodikus mint
egy egyed kiilon! A 2b abran az is jol lathatd, hogy az oszcillatorok szdmanak a novelésével a
rendszer periodicitdsa monotonon ndvekszik. A meglepetést okoz6 szinkronizacid mellett ez
egy ujabb érdekes eredmény, ami azt sugallja, hogy a periodusukban ingadozo
oszcillatoroknak egy ilyenszerli kapcsoldsdval pontos és jo periodicitasi oszcillator
készitheto.

KOVETKEZTETESEK

A szinkroniz4cié nagyon altalanos kollektiv jelenség, amely sok természeti €s tarsadalmi
rendszerben megjelenik. Itt ,,izelitéként” bemutattunk néhany érdekes €s meglepd eredményt
valoszerli oszcillator-sokasdgok esetére. Azon jelenségekre és modellekre fokuszaltunk, ahol
sok oszcillator kdlcsonhatdsa soran nemtrivialis szinkronizacié alakult ki. A targyalt modellek
hasznosak lehetnek biologiai és tarsadalmi jelenségek megértéséhez és ezeknek
modellezésére.
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2. abra: (a) Fazisatalakulas-szer(i szinkronizacid a kétmodusu oszcillator sokasagban.

(b) A szinkronizacio mértékének a valtozasa a rendszerben levo oszcillatorok szamanak a
fliggvényében.
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