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OSSZEFOGLALAS

A Galton-deszka egy régota ismert eszkéz, mely a binomialis eloszlas egy modelljét valositja
meg. Latvanyossaga folytan kivdaloan —alkalmas demonstracios —eszkéznek, mind
matematikabol, mind pedig fizikabol. Fizika oran a statisztikus térvényszeriiségek miikodési
elvét mutathatjuk be, azt hogy mit is értiink sokasdagon, és hogyan alakul ki sok véletlenszerii
viselkedés Osszességebol jol leirhato mintazat. Munkammal szeretném felhivni a figyelmet
ennek a kissé elfelejtett eszkoznek a sokoldalusdagara.

ABSTRACT

The Galton-board is a device for experiments with binomial distribution. Since it’s quite
attractive, it is an excellent demonstration device both for mathematics and for physics. On
physics lesson we can use it to demonstrate the working method of statistical laws, the
meaning of statisctical ensemble. Also it can be observed how a well describeable pattern
evolves from the assemlby of many random events. I'd like to evoke this quite forgotten
devices versatility.
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BEVEZETES

A Galton-deszka eredeti alakjaban olyan deszka, amelyre egymassal parhuzamos sorokba
rendezett szogek vannak elhelyezve (szogsorok), mégpedig igy, hogy egy adott szdgsor
szogei mindig a megel6zo sor szdgei kozti intervallumok kdzéppontjai alda esnek egymastol
egyenld tavolsagban. Az éltaldban fliggdlegesen vagy lejtdsen felallitott deszkara egy, az elsd
szogsor kozépsd szoge felé, a szogsorokra merdlegesen irdnyitott tolcséren keresztiil apro
golyokat lehet bocsatani, amelyek atmérdje egyforma és csak kevéssel kisebb, mint a szogek
kozti tavolsag. A leguruld golyok nekilitkozve az els6 szogsor szogének, ott véletlenszertien
jobbra vagy balra térnek el. Akérmelyik irdnyba is tért el egy leguruld golyo, a szogek kozti
»csatornakon” tovabbjutva ismét beleiitkdzik a kdvetkezd szogsor valamelyik szogébe, ahol
ismét véletlenszerlien jobbra vagy balra tér el s igy tovabb, mig végiil a deszka utolsod
szOgsoran valo6 iitkdzés utan a golyo a deszka aljan levo tartalysor valamelyik tartalyaba kertil
(1. abra). Az idedlis Galton-deszka egy masik modellje lathato a 2. dbran, mely a valdsagban
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jobban teljesiti az elméleti feltételeket, mivel az €k alakl ,,sz6gek” ténylegesen ugy vezetik a
golyokat, hogy azok fliggdlegesen érkezzenek a kovetkezd Ekre.
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1.- abra A Galton-deszka 2. dbra Egy masik modell

Ha feltessziik, hogy a golyok nem tudnak két szoget ugrani egyszerre, akkor lathatjuk,
hogy a Galton-deszka lényegében egy szabalyos hiaromszog alakjara egyszeriisitheté. Igy
minden kovetkezd sorban eggyel tobb szog taldlhatd, mint az azt megelézében. Az idedlis
Galton-deszka esetében az egymast kovetd ,,utvalasztasok™ nem fiiggenek az el6z6tdl, vagyis
minden {itkdzés esetén 0,5-0,5 eséllyel tér el jobbra illetve balra. Ez a feltétel a valodi Galton-
deszkakra nem feltétleniil teljesiil, de az egyszerii matematikai targyaldshoz feltétlentil
sziikséges. gy a Galton-deszka fizika és matematika 6ran egyarant téma lehet.

GALTON-DESZKA A FIZIKA ORA(KO)N

A deszka fizikaoran fontos szerepet jatszé eszkdoz lehet. Nagyon szemléletesen
demonstrélja a statisztikus fizika alapvetd gondolatvilagat. Vegyiink sok-sok azonos fizikai
,rendszert” (ezek lesznek a golyok, melyek mindannyian ugyanazon a palyan haladnak
végig)! Egyenként nem tudjuk, illetve nagyon bonyolult lenne megadni az életutjukat,
praktikusan azt, hogy melyik rekeszbe érkeznek végiil. Viszont ha nagy mennyiségii golyot
vizsgalunk akkor jellegzetes viselkedés-mintdkat tapasztalhatunk. A jelenség bemutatisara
elkészitettem egy sajat épitésii Galton-deszkat (3. abra). Ez 50x30 cm alapteriiletli, ¢€s
nagyjabol 8 cm magas. A méreteit igy probaltam kialakitani, hogy demonstraciora alkalmas,
tehat messzirdl is jol lathatd (ezt szolgalja a golyok mérete, és szine is), de még viszonylag
konnyen szallithatd legyen. Ez a deszka igy kb. 2-3 kg, tehat kiilon segédeszkdz nélkiil
mozgathatd. Az elkészitése, amint arr6l késébb emlitést is teszek, nem tul sok id6t vesz
igénybe, két-harom délutan alatt elkészithetd, a tervezést és az anyagbeszerzést is figyelembe
véve. Ezzel az eszkozzel végeztem el egy kisérlet-sorozatot, melyben a golyok statisztikus
viselkedését vizsgaltam. Amig kis szamu golyodval végezziik a kisérletet (3. Abra elsé kép: 23
goly6), azok elhelyezkedése teljesen véletlenszeriinek hat. Ha a golyok szdmat noveljik (3.
abra masodik kép: 85 golyd) mar megfigyelhetjiik a deszkara jellemz6 eloszlas alakuldsat. A
Galton-deszka rekeszeiben kialakul6 eloszlas ugyanis szemmel lathatdlag nem valtozik olyan
nagy mértékben, mint a golyok palyai, egy maximumgorbét lathatunk minden esetben. S6t, a
maximum helye sem valtozik (vagy valodi deszka esetében, 100 koriili golyd szam esetén
legfeljebb egy-egy rekesszel tolodik jobbra vagy balra), és az eloszlas szélein mindig nagyon
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kevés golyot figyelhetiink meg. Ha teljes golydészammal végezziik a kisérletet (3. abra
harmadik kép: 173 golyd), akkor kifejezetten a binomidlis eloszlasra emlékezteté képet
kapunk. Természetszeriileg a deszka kézi készitése miatti hibdinak kdszonhetéen az eloszlas
nem pontosan binomidlis, és akkor sem vélna azzd, ha tobbszor egymas utan elvégezve a
kisérletet, az eredményeket 6sszegeznénk. Viszont azt megfigyelhetjiik, hogy mar 4-5 kisérlet
Osszegzése esetén a végeredmény elég keveset valtozik, kialakul egy erre a deszkara jellemzd
eloszlas.

3. dbra Az eloszlas kialakulasanak 1épcsdi

Ezzel szemléltethetjiik a statisztikus gondolkodasmdd legalapvetobb elemét. Meg tudunk
allapitani térvényszerliségeket sok golyd egyiittes viselkedésérdl, annak ellenére hogy egy-
egy golyo utjat nem tudjuk eldre megjosolni. A sokasag viselkedésében kialakulnak olyan
mintazatok, melyek az egyes elemek ©nallo viselkedésébdl nem latszanak, és forditva: a
sokasagra vonatkoz6 torvényszeriiségek nem mondanak Iényegében semmit az egyes elemek
¢letitjarol. A Galton-deszka esetében nem tudjuk megmondani, hogyha elinditunk rajta egy
golyot, az hova fog érkezni. Ha azonban sok golyot inditunk el, elmondhatjuk, hogy ezek
nagy része a kdzépso négy-ot rekeszbe érkezik majd, ahol is kialakul egy maximum, a sz¢€lsd
rekeszekbe pedig joval kevesebb golyd érkezik majd. Sot, ha a golydk szdmat tovabb
noveljik (ami az elkészitett demonstracidos eszkdz esetében tobb egymds utini kisérlet
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Osszegzésével érhetd el) nagyon pontos eldrejelzéseket tudunk tenni arrdl, hogy a golydk
mekkora hanyada érkezik a rekeszekbe. Tovdbbra sem tudjuk a soron kdvetkezd golyd
érkezési helyét megjosolni azonban! Fontos ezt a kiilonbséget hangsulyozni, mert altalanos
félreértés a valdszinliség, illetve a statisztikdk €s a nagy szdmok torvényének miitkodésével
kapcsolatban, hogyha a relativ gyakorisag aktualis értéke nagyon eltér a valdsziniiségtol,
akkor a kovetkezd kisérlet eredménye nagyobb eséllyel lesz olyan, ami a kiilonbséget
csokkenti, mint ellentétes. Ez a hibas gondolkodés is megvizsgalhaté a Galton-deszkanal:
attol, hogy épp nem a kozépsd rekeszben van a legtobb a kovetkezd golyd még nyugodtan
keriilhet ismét a szélére. A torvényeink tehat mindig a sokasag egészére vonatkoznak, és nem
az egyes elemekre. Ennek a gondolatnak kivald szemléltetése a Galton-deszka. Elénye, hogy
ha ugy gondoljuk a gyerekek vevdk ré, és matematikdbol mar tanultdk a sziikségeseket akkor
tovabb lehet 1épni a kvalitativ torvényszerliségek feldl a kvantitativ leiras felé.

Kival6 projekt-feladat lehet fizikabol egy Galton-deszka elkészitése. Ez ugyanis anyagilag
viszonylag olcsén megoldhatd, nem kell hozzd kiilondsebb technikai képzettség, sem
kiilonleges eszkdzok. Ellenben pontos tervezést, és gondos megvaldsitast igényel, valamint
akar tobb f6s csoportok esetén is mindenkinek jut vele munka. Az elkésziilt deszkdknak utdna
meg lehet vizsgalni a sajat karakterisztikajat, és megallapitani, hogy mennyire kozeliti meg az
idedlist. Az altalam elkészitett eszkdzzel végzett sok mérés dsszesitett eredményét (Ssszesitve
865 golyd) az alabbi diagramon hasonlitottam 6ssze az elméleti, binomidlis eloszlassal:
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4. abra A kisérleti és az elméleti értékek osszehasonlitiasa az elkésziilt Galton-deszka esetén

20
Az elméleti eloszlas: P(x = k) =0,5" .[k J

Az 6sszehasonlitasbol rogton szembetiinnek a kiilonbségek €s a hasonldsagok egyarant. A
maximum-gorbe jelleg, és a szimmetrikus ,lecsengés” egyarant jellemzi az elméleti és
tapasztalati gorbét. A kiilonbség, hogy a binomialis eloszlas sokkal meredekebb, maximuma
joval élesebb. Hogy ennek mi lehet az oka, az Gijabb érdekes kérdéseket vethet fel: vajon mely
feltételek nem teljesiilnek az idealis deszkédhoz képest?
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A GALTON-DESZKA MATEMATIKAJA

A Galton-deszka matematikai leirasa akar fizikai felhasznéalasa, akar matematikai szépsége
okan eldkeriilhet matematika 6radn. A binomialis eloszlas egy nagyon szép iskolapéldédja, mely
tobb uton ¢és sok kiilonféle gondolatmenettel vizsgalhat6. Réadasul tobb szinten is
vizsgéalhatdo. Az egyes rekeszekbe vezetd utak leszamlalasa egyszeriibb kombinatorikai
feladat, ezen keresztiil az egyes rekeszekbe jutds valoszinlisége konnyen kiszdmithato.
Késbébb aztan a nem-szimmetrikus eset is végigkovethetd, amikor a szogeken jobbra, illetve
balra eltériilés valoszinlisége nem azonos. Ebben az esetben a maximum-hely a nagyobb
valoszinliségli irany felé¢ tolodik el, ezt ugy tudjuk bemutatni, ha valamelyik irdnyba
megdontjiik a deszkat, és ugy végezziik vele a kisérletet. SOt akéar a nem-fliggetlen {itkozések
esete is targyalhato tehetséges, illetve érdekl6dd didkok csoportjaval. A fizikdhoz kénnyen
lehet kapcsolodni itt, hiszen a statisztikus fizika matematikai hatterét éppen a valdszinliség-
szamitas adja. A valosziniiség nehezen megfoghaté matematikai fogalom, igy a matematika
szdmara pedig jol jon egy gyakorlati felhasznalas, amelyen jol latszik, hogy mit is jelent
tulajdonképpen a valdszinliség. Ebben nagy segitséget jelenthetnek a szamitogépes
szimuléaciok is. Ezeken ugyanis akér azt is szemmel kovethetjiik, hogy hogyan kozeliti egyre
jobban relativ gyakorisag a valosziniiséget, ahogy egyre tobb golydval végezziik el a
kisérletet. Ez jO szemléltetése a nagy szamok torvényének is, hiszen tobb szdmitogépes
kisérletet elvégezve tapasztalhatjuk azt is, hogy olykor (de nagyon ritkan!) sok goly6 utan
sem simul még ra teljesen a relativ gyakorisdg diagramja a valdszinliségekére. Itt megint
utalhatunk a statisztikus fizikara, amelyben rendszerint mélnyi mennyiségekkel dolgozunk.
Vagyis akkora szamokkal amiket szimuldcioval sem tudunk vizsgélni, tehét teljesen jogosan
hasznalhatjuk az elméletileg szamitott valoszinliség-értékeket a valos relativ gyakorisagok
becslésére.

A Galton-deszkaval kapcsolatos elképzelések gyakorlati kiprobalasara sajnos ez iddig nem
adodott alkalmam. A didkcsoportok akikkel dolgoztam mindegyike 7-ik illetve 8-ik
évfolyamos volt, mig err6l az anyagrol ugy képzelem, elsésorban 10. vagy 11. osztalyban
lehetne érdemben foglalkozni vele. Igy inkabb egy rovid Gtlettarat szerettem volna alkotni,
amely egyrészt felhivja a figyelmet erre a némileg elfelejtett eszkozre, masrészt ad némi
kiindulasi alapot az ordkon valé felhasznalasi lehetdségekhez. Természetesen amint
lehetéségem adodik ra, magam is kiprobalom, hogyan fogadjak a didkok a statisztikus fizika
alapjelenségeit, és amennyiben hasznos tapasztalatokkal gazdagodom, ezeket valamilyen
forumon meg is osztom majd a tanari kozosséggel.

A Galton-deszka tehat olyan eszkdz, amely mind fizikabol, mind matematikabol kivalo
szemléltetd eszkoz lehet. Raadasul nagyon jo terepet nyujt a két tantargy dsszekapcsolasanak,
kolcsonds segitésének. Szamitogéppel is segithetdek a vizsgalatok, amelyek az informatika
irant elkotelezett didkok érdeklédését is felkelthetik. Sokoldalu eszkoz tehat, mely nem
ujdonsag, de talan az utdbbi években kissé kiszorult az oktatasi gyakorlatbol.
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