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OSSZEFOGLALAS

Eléaddsom célja, hogy bemutassam a dimenzioanalizist, s példakon keresztiil illusztrdljam,
hogyan lehet ezt a mai kozépiskolai oktatasban hasznalni. Olyan Osszefiiggéseket
vizsgalhatunk meg a didkokkal, melyeket mas modon a kozépiskolaban nagyon nehéz lenne,
vagy egyenesen lehetetlen — megfelelo matematikai hattér hijan. A modszer haszndlataval a
fizikai mennyiségek jelentését és a modellépités mechanizmusat is jobban megértheti a didk. A
dimenziok vizsgalata kénnyen levezetheto, megértheto Osszefiiggésekre vezet meglepden
sokrétii kérdésekben, mint példaul Kepler III. torvénye, vagy példaul a Planck-dllando
nélkiilozhetetlensége.

ABSTRACT

The object of my discourse is to interpret the dimensional analysis, and I would like to
illustrate through samples, how we could use this method in the present day physics teaching
at high school. This method would enable us to analyze laws and coherences with the
students, which otherwise would be very difficult or impossible — due to lower level of
mathematical knowledge. Through using the dimensional analysis our student will understand
the meanings of the physical quantities and the mechanism of model-building better. The
analysis of dimensions lead us to easily understandable coherences, in surprisingly many
questions, such as the Kepler’s third law, or the indispensability of the Planck constant
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BEVEZETES, A MODELLEKROL

Amennyiben lehetdségiink adodik ra, a mar készen kapott, kidolgozott modellek helyett,
hasznos, ha a didkok maguk épitik fel logikai iton a sajat elképzeléseiket, sajat modelljeiket.
fgy nem csak maradandobb tudast kapunk eredményiil, hanem a tanuldk atélhetik a
tudomanyos és gondolati felfedezés 6romét! Ez az élmény talan még fontosabb, mint a tudas,
amit hirtelen megszereznek, majd talan el is felejtenek, hiszen az élmény a késdbbiekben is
egy nagyon erds motivacios eszkdz lehet. Fontos megjegyezni, hogy a dimenzidanalizist,
mint modellalkotasi modszert, mar sikeriilt a gyakorlatban egyik végzds csoport extra fizika
or4jan megvizsgalni. A mddszer irdnt rendkiviili lelkesedést és érdeklddést mutattak a didkok!
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A DIMENZIO

A dimenzidanalizis nem tulsdgosan elterjedt modszer ma Magyarorszagon, féleg nem a
kozépiskoldkban. De mi is a dimenzi6? Egy adott fizikai képletben egy adott mennyiségnél a
»dimenzid” rész a ,,nagysag” ,,vonatkoztatasi alapjat” azonositja. Nagyon fontos tulajdonsag,
amelyet a dimenzidinktél megkdveteliink, hogy a mérésiink eredménye fiiggetlen legyen a
mértékegység megvalasztasatol. Ez tdmdren azt jelenti, hogy példaul a hossziisag mérésénél,
a mértékegységet A-szorosara valtoztatjuk, akkor a hosszisag ) szamértéke 1/A-szorosara kell
valtozzon, ezzel biztositva a hosszusag dimenzidjanak mértékegységtol valo fiiggetlenségét.
A teriilet esetében a nagysag vonatkoztatasi alapja példadul az egységnégyzet teriilete. A
teriiletet négyzet esetében T'=a’ Osszefiiggéssel szamolhatjuk, ahol a az adott négyzet
oldalhosszlisaga, ami hosszusdg dimenzidju mennyiség. Ebbdl egybdl latszik a tertilet

dimenzioja is, hossziisag négyzet; SI-ben a m”.

A DIMENZIOANALIZIS, MINT MODSZER

A dimenzidanalizis célja, a vizsgalt fizikai mennyiséget/jelenséget befolyasold tényezdk
feltarasa, hogy ezaltal képet kaphassunk a jelenségrél. Meghatarozd, hogy a felallitott
Osszefliggés a paraméterek dimenzidira nézve is helytallo kell legyen. Ha a vizsgalatban nem
veszilink figyelembe minden olyan tényez6t, amely a jelenséget befolyésolja, akkor felallitott
egyenletiink dimenzionalisan nem lesz helyes. A dimenzidanalizisnek, mint modszernek az
elénye, hogy egy matematikai 0sszefliggés felallitdsa tobb valtozo esetében is egyszerlien
végrehajthato. Hatranya, hogy félempirikus egyenletet kapunk, tehat néhany gyakorlati mérést
elkeriilhetetlenné tesz, valamint a meghatarozé paraméterek kivalasztdsa nagy koriiltekintést
igényel!

A levezetések kozben azt a logikai menetet fogjuk kovetni, miszerint:

1.: Nem felejtjiik el, hogy az altalunk gyartott 0sszefliggéstol alapelvaras, hogy a két
oldaldn a dimenziok megegyezzenek.

2.: Végig kell gondolnunk, vajon mitdl fiigghet az altalunk vizsgalt mennyiség.
3.: Egyszerli, de annal fontosabb korabbi fizikai ismereteinket is segitségiil hivjuk.

Fontos kérdés még, hogy milyen fliggvény formajaban keressiik a keresett mennyiségiinkre
az Osszefliggést. A dimenzioktol elvart tulajdonsdg, az alapegység megvalasztisatol vald
fiiggetlenség adja a valaszt. gy a dimenzionalhatosiag megtartisdhoz a lehetséges valtozok
hatvanyfiiggvényei adodnak, illetve természetesen kaphatunk még dimenzié mentes
fliggvényt is - pl.. X =C-a”-b” -¢” -...-®(w,,0,...), ahol X a keresett fizikai mennyiség, C
egy dimenzio nélkiili konstans, a, b, c... pedig az adott fizikai mennyiséget befolyasolo
paraméterek, D(w,w, ...) pedig a lehetséges w; dimenzidtlan valtozokbol képzett
dimenziémentes fliggvény. A hatvanyfliiggvények szorzdsa megtartja nekiink a
dimenzionalhatdsag feltételeit, a D(w, wy,...)fliggvényrdl pedig esetleg tovabbi mérésekkel
kaphatunk informaciot. A matematikai inga mozgasanal kis kitérések esetében ez a @
fliggvény értéke adja a C-t, ami koriilbeliil 2, mig nagy kitéréseknél egy joval bonyolultabb
kifejezés.

BEVETESEN

De lassuk, mi is volt a tényleges tanitds-tanulasi folyamat. A dimenzidanalizist, mint
modszert, elsdsorban a Szirtes Adam altal kidolgozott dimenzidhalmaz [1] fogalméval
probaltam megkozeliteni. Am ez a Szirtes-féle modszer elsésorban egyetemi hallgatok
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szamara lett kifejlesztve, ezért a feladat foleg abban rejlett, hogyan lehetne ezt a
kozépiskoldban érthetden interpretalni. A Szirtes altal haszndlt nagyon szép és egzakt
matematikat fel kellett valtani a mar ismert, egyszerii fizikai ismeretek hasznalataval.
Egyszeriinek tartott ismereteinket 0j teriileteken alkalmazni nem is olyan konnyti, mégis
zsenialis, hogy ezen Osszefliggéseinkkel milyen messzi, altalunk még fel nem fedezett
terliletekre juthatunk. A feladatok helyes megvalasztdsa ezért nagyon fontos, hiszen a
hasznalhatd6 matematikai apparatus korlatozott. A tovabbiakban szeretnék ezen témak koziil
parat, az iskolai gyakorlatban altalam mar alkalmazott formaban bemutatni.

a)Pitagorasz-tétel

Az els6 1épést, érdekes modon, érdemes talan egy egyaltalan nem fizikai problémaval
kezdeni, pusztdn didaktikai okokbol. A Pitagorasz-tételt minden tanuld ismeri, a kicsit
igyesebbek akar tobb bizonyitasat is. Kezdésként tehat bizonyitsuk be mi is, pusztan a
dimenziok, pusztan a hasznalt fogalmak mértékegységének segitségével ezt a mar nagyon jol
ismert tételt.

Kezdd 1épésként a teriilet — akar, mint fizikai mennyiség — fontos tulajdonsagait kell
definialni. Az egyik ilyen fontos tulajdonsag az additivitas. A teriilet additivitasaval a tanulok
matematika Oran axiomaként taldlkoztak. A masik fontos tulajdonsdg, hogy a teriilet
dimenzidja hosszusagegység négyzet, azaz a legegyszeriibb esetben négyzetméter, hiszen a
teriiletet négyzet esetében TI'=a’-ként hatarozzuk meg, ahol az a a hosszisagmérték
megvalasztasatol fliggd mérdszam. Ami tobbek kozott azt is jelenti, hogy ha az oldalakat A-
szorosra noveljikk, akkor a teriilet A-szeresre né6 — T(Aa)=A""T(a). A teriiletnek ez a
tulajdonsaga nem csak négyzetekre, hanem haromszogekre is igaz, azaz

T(ha,Ab,kc)=A*T(a,b,c).

Mivel a A értékét tetszolegesen valaszthatjuk meg, annak értéke egyenld lehet akar 1/c érték
mérdszamaval is, igy az eldbbi Osszefliggést atrendezve:
(1A% T(Aa,\b,Ac)=T(a,b,c).

c>F(a/c,b/c,1)=T(a,b,c).

Mivel a F fliggvényben mar csak dimenzidtlan hanyadosok szerepelnek, ezért ez a fliggvény
is dimenziotlan. Igy ezzel az 4talakitdssal a teriiletiinket felbontottunk egy hossziisag-
négyzettdl fliggd és egy dimenzidtlan tagra.

A kovetkezd 1épés a derékszogli haromszog teriiletének meghatdrozasara vonatkozik. E
szerint a derékszogli haromszog teriilete két fliggetlen paraméter segitségével
meghatarozhat6. Ez lehet akar az atfogd hossza, valamint az atfogd és mondjuk a hosszabbik
befogo altal bezart szog: o.

1. abra: a teriilet fiigg o szO6gtol 2. ébra: hasonl6 haromszogekre bontas
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Ennek bizonyitasat akar be is mutathatjuk, de az 1. abra segitségével konnyen és gyorsan
szemléltethetjiik is. Derékszogili haromszognél a teriiletet lehet a T(a,b,c)=c’-F(a/c,b/c,1)
Osszefliggésbdl levezetni, ahol a/c=sina és b/c=coso. Azaz:

T(a,b,c)=c*F(a/c,b/c,1)=c*F(sina,cosa)=c* ()

A ¢ atfog6jt haromszdgben T,=T(a,c)=f(a)-c’ képletben definialhatjuk a teriiletet, ahol az
fla) figgvény egy dimenzionélkilli fiiggvény- hogy mi is ez a fiiggvény, valdjaban
Iényegtelen-, 7. dimenzidja tehat egyértelmiien négyzetméter. A nagy, c atfogoju
haromszoget a c-vel szemkozti csticsbol induldé magassagvonallal bontsuk két egymassal és az
eredetivel is hasonlo haromszogre (2. abra). Ezek atfogoéi igy persze a és b lesznek. Ugyanigy
felirhatdo a T, és T} teriiletek értéke is. A hasonldsag a bizonyitdsban nagyon fontos. Ez
biztositja ugyanis, hogy a teriilet fiiggvényt szabadon szétbonthassuk dimenzioval rendelkezd
¢s dimenzidtlan tényezdkre:

T.=f(0)-a*
Ty=f(a)-b*

Az f(o) fiiggvény a fentebb bemutatott hasonlosag miatt lesz azonos mindharom
haromszog esetében — amely amugy konkrétan f(a)=(sin2a)/4. Ez méasképp fogalmazva azt
jelenti, hogy, csak derékszogli haromszognél érdemes keresni a Pitagorasz-tétel
érvényességét! Innen mar csak a teriilet additivitasat kell felhasznalni, azaz: T,+7,=T,, ami
tehat nem mas, mint f{a)-a’+f{a)-b> =f(a)-c’. Itt f{a)-val egyszertisitve kapjuk:

a+b’=c.
Rendkiviil elegans, szép és gyors bizonyitast kaptunk, melyet a tanulok nagy Srommel

fogadtak. A dimenzié jelentés extra jelentést adott a hosszisagnak és a teriiletnek, mely
jelentéssel a mérésiikre hasznalt szamok dnmagukban nem rendelkeznek.

d) Kepler III. torvénye

Egy igazdn izgalmas téma, mely torvény bizonyitdsat nem kozlik a kozépiskolas
tankonyvek. A mi bizonyitdsunk szépsége egy egyszerii erétorvénynek, és a dimenzidkba
rejtett jelentésnek koszonhetd.

A kezdd kérdés tehat, mitdl fliigg a bolygdk keringési ideje? A tanuldk altal felvetett
lehetséges fizikai mennyiségek: a bolygo6 tomege (M}), a Nap tdmege (My), a palya ,,mérete”
(a) — az ellipszis palya fél nagytengelyét hasznaljuk, mint linearis méretet. A dimenzidokbol
egyértelmiien latszik, hogy itt valamire még sziikség van, hiszen az id6 dimenzidjaval ezen
mennyiségek egyike sem rendelkezik. A segité kérdés arra vonatkozott, hogy vajon milyen
erd tartja palydn az adott bolygot. A valasz persze gyorsan jott, hogy a graviticios erd. A
gravitacios erétorvényben viszont van egy allando fizikai mennyiség, a gravitacios allando.
Tovabbi kérdés volt, hogy vajon ennek az értéke befolydsolhatja-e keringési id6t. A valasz itt
is jott, hogy igen, hiszen ha egy masik vilagegyetemben lennénk, ahol mas ez az érték, mas
lenne a palyan tart6 erd, s igy a sebesség €s a keringési id6 is. A kovetkezd mennyiség, ami
rdadasul id6 dimenzidval is rendelkezik, a gravitacios allando.

Kérdés még, hogy milyen egyszerli megfontolést tehetiink, hiszen a tomegekre vonatkozo
egyenletrendszeriink még nem lenne megoldhat6. Kihasznaljuk még, hogy a bolygoéra hatd
er6 F' = ma , masfeldl a bolygora hatd graviticios eré nagysaga is fiigg annak tomegétdl: azaz
F, =ma, a gyorsulas, azon keresztiil a keringesi sebesség illetve keringési id6 mar figgetlen

a bolyg6 tomegétol.
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Ezt az eredmény felhasznalhatjuk a keringési idore vonatkozd 0Osszefiiggés felirasdban-
a~R, G a gravitaciés allando, melynek mértékegységét az SI alapmennyiségeit felhasznalva
irtuk fel — C pedig egy mértékegység nélkiili allando, melynek értékérél mérésen vagy
analitikus szdmolason keresztiil kaphatunk informaciot:

T=C-G"My-a’ (D
A mértékegységekre vonatkozd kovetkezmény:
S:l. m ZIT.kgﬂ.mi/
kg-s

Ez, az (1) Osszefiiggésben szerepld dimenzidkra — m, s, kg — az aldbbi egyenletrendszer
eredményezi az egyenlet bal és jobb oldalara nézve:

m: 0=30+y; kg: 0=B-a; s: 1=-2a
Ennek megoldasa tehat a=-1/2, f=-1/2, y=3/2, Az egyenletiink tehat:

3
r=Cua | — 2
. G-M
Atrendezve kapjuk: N
2
T oot b _ttands
a G-M,

hiszen a Nap tomege, egy adott rendszeren beliili allandé paraméter, a gravitacios allando
egyetemes allando, C (2n) illetve C* /(G- M )= 2.97472505x10 "*s’m érték pedig szintén
alland6 — mely értéket kozépiskolds tankonyvben még nem fedeztem fel. A gyerekek
rendkiviili figyelemmel és 6rommel kovették ezt a bizonyitast.

e) Homérsékleti sugarzas
A manapsag elterjedt kozépiskolai tankdnyvben gyakorlatilag nincsen kvantitativ vizsgalat
a hdmérsékleti sugarzas témakdorében, pedig nagyon hasznos a jelenség mélyebb vizsgalata.

Ebben a feladatban szandékosan hibazunk egy nagyot, a nagyobb tanulsag érdekében! A
dimenzidk itt is hihetetleniil beszédesek lesznek, még akkor is, ha egy darabig szdndékosan
nem halljuk 6ket meg! A feketetest sugarzadsanak energiaslirliségét (egységnyi térfogatra
vonatkoztatott energidt) fogjuk vizsgélni, mert ez a mennyiség a sugarzo test méreteitdl mar
fiiggetlen.

Természetesen a kérdést a kor szellemében eldszor klasszikus fizikai szemlélettel
kozelitjiik meg. Gondoljuk végig, a klasszikus fizikaban mi befolyasolja a kisugarzott energia
stiriségét (u)! A tanulok feltevései alapjan felvetédott mennyiségek: A test mérete (R),
hémérséklete (7), elektroméagneses sugarzas lévén a fénysebesség (c), illetve a homérséklet €s
az energia kozott kapcsolatot teremtd Boltzmann-allando (k). Mivel energia striiséget
vizsgalunk, ezért kdnnyen belathato, hogy a test méreteitdl fiiggetlen mennyiséget vizsgalunk!
Ezek utan csak fel kell irni az ismert tipust egyenleteket:

u=Ck*1c’ (3)

kg kgm® ’ 5 [(m ’
—S =12 K| =
ms s K S
Ez, a (3) Osszefliggésben szerepld dimenzidkra — m, s, kg , K — az alabbi egyenletrendszer
eredményezi az egyenlet bal és jobb oldalara nézve:
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kg: 1=0; m: -1=20+y; s: -2=-20-y; K: 0=-0+p

Ennek megoldasabol: a y=-3 és y=0 egyértelmii ellentmondasra jutunk! Ez a dimenzidk
nyelvén azt jelenti, hogy ezektdl, vagy csak ezektdl az mennyiségektdl, melyeket jelen
esetben feltételeztiink, az energia stiriség nem fiigghet!

Az ellentmondas feloldasara vezessiik be a Planck-allandot (%), s nézzilk meg, mit
eredményez az energia Planck-allandotol valo fiiggésének feltételezése:

u=C-k 1"’ )

2\“ y 2\?
kg _j[kem | ks [m) | kem
ms’ s°K S S
Ez a (4) 6sszefiiggésben szereplé dimenzidkra — m, s, kg , K — egy konnyen megoldhato

egyenletrendszert eredményez, melyet a tisztelt olvasdé maga is gyorsan megoldhat, aminek
eredményeképp az alabbi dsszefiiggést kapjuk:

k4

4
u:C- 3'h3.T

C

Amely Osszefiiggés nem mads, mint a Stefan-Boltzmann térvény, amelyben a konstans
tényezd értéke az irodalom szerint C=87%/15.

TAPASZTALATOK

Roviden, talan azt hangstlyoznam a dimenzidanalizisrdl, hogy egyszerl, szinte magatol
értet6do feltételekbdl, és abbdl a nagyon egyszerli elvardsunkbodl, hogy egy fizikai jelenség
felirasakor hasznalt egyenletnél az egyenlet két oldalanak dimenzidja meg kell egyezzen,
hihetetlen, szinte megddbbentd eredményekre juthatunk. Ebben persze nagy kihivast jelenthet
a megfeleld mennyiségek végiggondolasa, feltardsa, a jelenséget befolyasold tényezok helyes
megvalasztasa. De ezek végiggondolasaban sokat segitenek a dimenziok!

Az elvi hasznon feliil azon kellemes gyakorlati haszonnal is rendelkezik a dimenzidkkal
valé gondolkozés, hogy olyan, a tankonyvek [3] [4], esetleg a kerettantervek altal a
kozépiskolaban csak szimplan kozolt tényeket, torvényeket is jobban megérthetik a didkok,
melyek részletesebb targyaldsara valdsziniileg idohidnydban nem keriilhetne sor, igy sok
esetben elkeriilhetoek a kinyilatkoztatas jellegli tanitasi szituacidok. Tovabba olyan nemlinearis
jelenségeket vizsgalhatunk, melyeket nem is lehetne klasszikus matematikai Uton a
kozépiskolaban targyalni.

A szakirodalom [1] [2] foglalkozik természetesen klasszikus, a fizika orakrol is jol ismert
témakkal, de els6sorban mérnoki megkozelitésbsl. Erdekes, hogy az altaluk a
dimenzidanalizis segitségével targyalt témak kozott sok bioldgiai vonatkozéasu probléma is
felvetodik. Ezt, a témdkban és szemléletben rejlé sokszinliséget én is probaltam az ordkra
becsempészni. A tanuldk nagyon pozitivan fogadtdk a nem teljesen megszokott témakat. A
mérndki €és bioldgia tudomanyok iranydban is érdekl6dd didkok rendkiviili érdeklédést
mutattak, az inkabb fizika irant érdekléddéek pedig kifejezetten élvezték, hogy ilyen téméakban
is a fizika ad megoldast sok kérdésre.
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