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OSSZEFOGLALAS

Kilencedik évfolyamos gimnazista osztalyban tartottam kisérleti ordkat az anharmonikus
rezgés és rezonancia jelensegei témakorében, a harmonikus rezgomozgas folytatasaként. A
diakok aktivan bekapcsolodhattak a numerikusan generalt adatok leolvasasaba, a
szabalyszeriisegek igazolasaba, majd az anharmonikus rezgésnél megprobalhattak
megjosolni, hogy milyen valtozasok kovetkeznek be a nemlinearis tag figyelembe vétele
eseten. A megszokott iskolai sablonoktol valo eltérés, a projektoros bemutatas alkalmas volt a
tanulok természetes kivancsisaganak felkeltésere.

ABSTRACT

Experimental classes on anharmonic oscillation and resonance were taught in the ninth grade
of grammar school, building on the topic of harmonic oscillation. Students were encouraged
to actively participate in reading the numerically generated figures and verifying rules. When
looking at anharmonic oscillation, they attempted to predict the changes arising from the
inclusion of the non-linear component. Novel ways of presentation succeeded in waking the
natural curiosity of students.
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BEVEZETES

A fizikaoktatasban a leegyszerusitett, idealizalt esetektdl indulunk el, és tartunk az
Osszetett, a valdsagot egyre pontosabban leird rendszerek megismerése felé. A kozépiskolai
oktatas soran azonban altalaban nem jutunk el a hétkoznapokban tapasztalt valods jelenségek
leirasdig. A rezgdmozgas oktatasa soran nem szo6lunk példaul a periddusidének a kitéréstol
val6 fliggésérol.

A gimnazium kilencedik évfolyaman tartott kisérleti 6rak soran térekvésem az volt, hogy
az anharmonikus rezgés és rezonancia kapcsan megmutassam: a valos jelenségeket a linearis
rendszereknél pontosabban leiré nemlineéris rendszerek egyszerii esetei megismertethetdek a
kozépiskolasokkal. A jelenség bemutatdsa ¢és magyardzata szamitégépes szimuldcios
programok segitségével tortént, a — kozépiskolai kivanalmakat meghaladd — matematikai
levezetés mell6zésével.
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FIZIKAI ALAPOK

Az aldbbiak a szimulacids programokkal vizsgalt jelenségek elméleti hatterét mutatjak be.
[llusztracioként felhaszndlom az Orai magyardzat alapjat képezd, a program altal készitett
abrak egy részét.

NEMLINEARIS REZGES
Az anharmonikus rezgést az [1] egyenlet irja le
mi=—fx— f,x’ —kt, (1)

ahol x a rezgdmozgés pillanatnyi kitérése. A paraméterek az f; rugodallandd, az f,
anharmonikus egyiitthatd, a k surldédasi egyiitthatd. A ®, sajatfrekvencia, € anharmonikus
egyltthato, a surlodasi egytitthato

A — a)oz A =& i — 2a
m , m , m 2)
bevezetésével
¥+ 200k +wpx +ex’ =0. 3)

Ezt alkalmasan valasztott tavolsag ¢és idOegység bevezetésével mértékegység nélkiilinek
(dimenziotlannak) tekintjiik. A modellezéshez hasznalt programok Pascal nyelven ir6dtak. A
program altal végzett szamitdsok alapja a negyedrendi Runge-Kutta modszer, melynek
1épésenkénti pontossaga h™ nagysagrendii, ahol h a 1épéskdz. A programok futtatisakor a h
értékét 0,001-re allitottam be, és megadtam az eldbb targyalt paramétereken kiviil a
kezddfeltételeket is: kezdeti kitérés (x¢) €s kezdeti sebesség (vo).

A numerikus szamolas eredményét mutatja az 1. és 2. abra.

X

15

c
1. dbra Szabad anharmonikus rezgémozgéas numerikusan meghatarozott kitérés-ido
grafikonja. =1, a=0, ¢=0,1, a kezdoéfeltétel: xp,=1, vo,=0, xo,=10, vor=0, x0c=20, vc=0.

Az 1. abrardl leolvashato, hogy a peridodusidé rendre Ta=6, Tb=2,18 , Tc=1,15 azaz
jelentésen fiigg az A amplitidotdl, mely ezzel a kezdofeltétellel éppen xO0.
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2. abra Szabad anharmonikus rezgdmozgas periddusidé-amplitadé grafikonja. =1, a=0,
€=0,05, Anin=0,1, dA=0,05, Anax=50, vo=0

A 2. abra mutatja, hogy az a kép, melyet a harmonikus rezgés sugall, vagyis hogy a
rezgésidé nem fligg az amplitadotol, kivételes. Csakis a kis amplitidoju hataresetben (A—0)
érvényes.

NEMLINEARIS KENYSZERREZGES REZONANCIAJA
Az anharmonikus kényszerrezgést a

¥+2ax+wix+ex’ = f, coé(Qt) @)

egyenlete [1] irja le, ahol Q a gerjesztési frekvencia, fy a gerjesztés maximuma. E rendszer
rezonancia-jelenségeinek kiilonleges jellemz6éi kozé tartozik példaul a rezonancia
folyamatirany-fiiggése, azaz hogy a gerjesztd erd korfrekvencidjanak novelése, illetve
csokkentése két, egy kdzbensd szakaszon (az €, €2.°, tartomanyban) eltérd rezonanciagdrbét
eredményez. Az Q. Q. értékeknél amplitidougras kovetkezik be (3. abra). Az dbra ugy
késziilt, hogy numerikus szimulalasban végigmentiink a gerjesztd korfrekvenciakon 0,1-t6l
3-ig piciny 0,001-es 1épéskozzel €s meghatiroztuk a hozza tartozd maximalis kitérést
(amplitadot) elég sok periodus elteltével, amikor mar allanddsult a mozgas. Majd ugyan ezt
tettiik visszafelé 3-tol 0,1-1g.

A hétkoéznapokban is megfigyelhetd ez a hiszterézis jellegli jelenség. Példaul a régi tipust
centrifugaknal beinduldskor hallhat6, ahogyan egyre gyorsabban forog a centrifuga dobja, és
kdzben egyre magasabb hangon ¢s egyre hangosabban szo6l, majd egyik pillanatrol a mésikra
a hanger6 lecsokken, €s innentdl halkul, mig a hang magassaga tovabb n6. Leallaskor pedig
ahogyan a dob fordulatszdma csokken, tigy csokken a hallhaté hangmagassag is, de a hangerd
egy ideig egyenletesen nd, mieldtt egy hirtelen feler6sodés utan csokkenni kezd. Hasonlo
jelenség figyelhetd meg néha az autdknal, gyorsitds kozben, gdzadaskor és lassitasanal,
amikor visszavessziik a gazt.

A nemlinearitds (az & paraméter) csOkkenésekor az €, Q. frekvencidk tartanak
egymashoz és e=0-ra visszakapjuk a jol ismert rezonancia gorbét. Ez azért is figyelemre
méltd, mert visszafelé a harmonikus rezgés rezonanciagorbéjének ismeretébdl nem
kovetkeztethetiink az anharmonikus rezgés rezonanciagdrbéjének érdekességeire.
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FIZIKAI HATTER

Disszipativ rendszerekben a mozgasok a kezddfeltételek széles osztilyaiban egyetlen
allandésult mozgashoz tartanak. A mozgasok szemléltetésére hasznaljuk a fazisteret, melyben
a disszipativ mozgasok trajektoriai az allandosult mozgasoknak megfeleld hatarciklus-
attraktorokhoz tartanak. A kis (QQ<Q.) €s nagy (Q2>Q.’) gerjeszto frekvencianal 4. és 5. abra
egyetlen attraktor létezik. A rezonanciagdrbe emlitett koztes szakaszan (az Q.<Q<Q.’
tartomanyban) a hatarciklus megtobbszorozodik: megjelenik két stabil és egy instabil
hatarciklus (8. 9. és 10. abra).

A

1 Q Q 2 §)

3. abra Anharmonikus kényszerrezgés rezonanciagorbéje. €2p=0,1, dQ=0,001, Qpax =3,
a=0,05, f;=1, £=-0,1, a kezd6feltétel: xg=1, vi=0. Q=1,429 Q.’=1,749.

Az Q<Q<Q.’ tartomanyban két kiilonbozé rezgés allhat be, hossza i1dé utdn, de ha a
frekvenciat lassan noveljiik, akkor csak nagy amplituddju, ha lassan csokkentjiik, csak kis
amplitaddju valdsul meg. Ez hasonld az elsérendli fazisatalakuldsokra jellemzd hiszterézis
jelenséghez [2]. Az Q., Q.’, tartomanyban 1év0 korfrekvencidk mindegyikéhez egy harmadik
amplitudo is tartozik. Ezek az amplitido értékek Osszekdtik a két ugrasi pontot, €s ezaltal a
latszolag szakadasos gorbe egy ,,hatrahajlo” résszel folytonossa valik. Ez a rész jellemzi az
instabil allapotokat. A két gorbe végpontjat Osszekotottem egy vékony szaggatott piros
vonallal, érzékeltetve a két vizsgalt folyamat soran soha el nem ért instabil egyensulyi
allapotot. Ez a jelenség kozvetlen kapcsolatban van a mozgasegyenletben (anharmonikus
esetben) megjelend nemlinedris taggal. Ez a tag teszi értelmezhetévé a kisérletek ¢&s
szamitogépes modellezések soran tapasztalt furcsa tulajdonsagat.

4. dbra Anharmonikus kényszerrezgés kitérés-idé grafikonja Q<Q.-re. =1, a=0,05, =1,
0=0,5, e=0,1; kezdofeltételek: (folytonos) x;=0,5, v¢1=0, (szaggatott) xp=6, v2=0.

Barmilyen kezddfeltétellel ugyanaz az allandosult rezgés alakul ki. Hasonlo a helyzet >Q,’-
re is.
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5. abra A 4. abran bemutatott anharmonikus kényszerrezgés fazistérbeli képe. wo=1, a=0,05,
fo=1, Q=0,5, £=0,1; kezdofeltételek: (belso) x¢,=0,5, vo;=0, (kiils6) x0,=6, vp=0.

Az egyetlen hatarciklus attraktor a vastag (z6ld) vonal alatt helyezkedik el (ebben a
tartomanyban a lila és a zold gorbék egybeesnek, de mivel a zdldet rajzoljuk utoljara, az
elfedi a lilat).

6. abra Anharmonikus kényszerrezgés kitérés-ido fliggvénye az (€1, (2.’) intervallumbol
valasztott gerjesztési frekvencia esetén. wo=1, 0=0,05, fp=1, Q=1,5, £=0,1; kezdofeltételek:
(szaggatott) xo;=1,5, v;=0, (folytonos) x,=6, vg,=0.

Kiilonbozo kezdeti feltételek most két kiillonb6z6 allandosult mozgashoz tartanak: egy nagy
¢s egy kicsi amplitidoja rezgéshez.

7. abra A 6. abran bemutatott anharmonikus rezgések fazistérben dbrazolva. me=1, a=0,05,
fo=1, Q=1,5, e=0,1; kezdofeltételek: (szaggatott) x5;=1,5, vy =0, (folytonos) xp,=6, vo>=0.

A két hatarciklus attraktor a vastag folytonos (lila) és a vastag szaggatott (z6ld) tartomany
alatt htizodik.
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9. abra Anharmonikus kényszerrezgések fazisterének sematikus abréja

A sematikus abra mutatja, hogy a két hatarciklus-attraktor kozott Iétezik egy instabil
hatarciklus, mely kettévalasztja azokat a kezddfeltételeket melyek az egyik vagy masik
attraktorhoz tartanak.

OKTATAS

A fizika oktatisa soran az oktatasi rendtdl fliggden a didkok a 9. évfolyam végén vagy a
11. évfolyam elején ismerkednek meg a harmonikus rezgés témakorének alapjaival. A
matematikai alapok koziil a trigonometriai fiiggvények ismerete a 9. évfolyamban még nem,
de a 11. évfolyamban mar elvarhato.

Oktatasi kisérletemben igen hasznosnak bizonyult a Tellmann-Darvay-Kovéacs
szerkesztette, a romaniai magyar nyelvii oktatdsban a 11. évfolyamon hasznalt fizika
tankonyv [3], mely szemléletesen, matematikai levezetések nélkiil targyalja az anharmonikus
mozgas ¢és a kdoszelmélet néhany elemét.

A fazistér bemutatasanal és magyardzatanal felhasznaltam a kitérés-idd és sebesség-ido
grafikonokkal valé kapcsolatot. [4] (10. &bra)

~

l‘ ™~
10. abra A fazistérbeli trajektoria v(x) szarmaztatasa a kitérés-1do x(t) és sebesség-1do v(t)
grafikonokbdl ([4]-bol).

Annak érdekében, hogy beldssuk a nem harmonikus rezgéssel leirhato jelenségek 1étezését,
a tandran bemutattam egy ilyen példat: egy kb. 60 cm hosszu és 15 cm széles, vizszintes,
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nyers, lecsiszolt feliiletli falapra két lécet erdsitettem, és ezek kozé két oldalan egy-egy (nem
tul kemény) rugoval egy kb. 15 x 10 x Scm-es, az alaplaphoz hasonlé feliileti mindségii
fahasabot feszitettem ki, ami az alaplapon nyugodott. (11. dbra)

11. abra Az 6ran bemutatott nemlinearis rezgést demonstrald berendezés sematikus abraja

A méretezés lehetdve tette a jelentds kitérések vizsgalatat. Latvdnyosan nagy kitéréseknél
mar észrevehetd volt a fahasdb mozgéasanak eltérése a ,,szokasos rezgéstol”. A jelentOs
surlodas miatt a tartdos megfigyelést ugy tettem lehetdvé, hogy finoman mozgattam
(rezegtettem) az alaplapot, gerjesztett mozgast, kényszerrezgést hozva létre. A didkok
szamara ekkor az volt megfigyelhetd, hogy a hasab a szélsé helyzetekben mintha beragadna,
az egyensulyi helyzeten viszont atszaguld. Ez a kisérlet a harmonikus rezgdémozgés
oktatdsanal hasznalatos kiskocsis kisérlet modositott valtozata, igy jo lehetdséget nyujtott az
Osszehasonlitasra. A didkokkal kdzdsen azonositottuk a kiilonbséget okozo tényezdket: rugd
erdssége, surlodds mértéke, maximalis kitérés. A kisérlet segitségével szamitdsok nélkiil is
belathat6 volt, hogy a mozgas mar nem irhatd le a korabbi szinusz fiiggvénnyel.

Ezt kovetden a projektor segitségével kivetitettem az erre a célra késziilt Pascal programok
szamitasai alapjan késziilt abrakat és animaciokat (fazistér grafikonokat, rezonancia gorbéket
stb.). Nagy vonalakban ismertettem a programok mikodési elvét, a Pascal nyelven valo
programozas vagy a Runge-Kutta mddszer részletezése nélkiil. A kiilonboz6é kezddfeltételek
¢s paraméterek alkalmazisaval parhuzamosan szemléltettem a linedris és a nemlinedris
jelenséget, a mar tanultakbol kiindulva. A didkok aktivan bekapcsolddhattak a harmonikus
rezgések szabalyszeriiségeinek igazolasaba, majd az anharmonikus rezgés megismerése soran
megprobalhattdk megjosolni, milyen véltozasok kovetkeznek be a nemlinedris tag figyelembe
vétele esetén.

A kisérleti orakat egy harmincharom f6s, kilencedik évfolyamos, tilnyomorészt nem reél
érdeklédésti tanulokbol allé gimnazista osztalyban tartottam. [5] A nagy létszdmu osztaly
minden tagjanak érdeklédését ugyan nem sikertilt felkelteni, de a téma és a bemutatas Gjszerti
modja aktivizalt olyan tanulokat, akikre egyébként az addigi 6rdkon a passzivitas volt
jellemzd. A szemléltetés szimulaciora épitd modja kevésbé megszokott ugyan, de egyrészt a
mai didkok szamara ismerds ¢és elfogadott, masrészt j6 alkalom arra, hogy a kozvetlen
megfigyeléssel parhuzamba 4allitva megalapozzuk a hitelességét, hiszen a modern fizikai
oktatdsa soran elsdsorban erre a modszerre tdmaszkodhatunk.
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