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OSSZEFOGLALAS

Az elektromos halozatokkal kapcsolatos ismereteket dltalaban a kozépiskolak tizedik
osztalyaban tanuljdk a diakok. Ellenallasok soros és parhuzamos kapcsoldasanal kiszamitjak
az eredo ellenallast, megtanuljik az Ohm- és a Kirchhoff-torvényeket, azok alkalmazasat. A
legtobb gimndaziumban ezzel ki is meritik az elektromos-halozatok témakorét. A gyakorlati és
elméleti alkalmazasok, a témakérhoz kapcsolodo kiilonbozo érdekes feladatok, kisérletek
dltalaban kimaradnak a tananyagbdl. E cikkben olyan, elsésorban matematikai problémdakat
gyijtottiink ossze, melyek megoldasanal a fizika, azon beliil is az ellendllas-halozatok
segitettek.

ABSTRACT

Electric circuits are usually taught in the 10th grade of the secondary school. The students get
to know how to calculate the equivalent resistance of a number of resistors connected in
series and in parallel, they study Ohm's and Kirchhoff's laws and their applications. In most
secondary schools the teaching of electrical circuits ends here. Practical and theoretical
applications, interesting exercises, experiments usually get left out of the syllabus. In this
paper we present such mathematical problems that can be solved by the help of physics,
namely resistance networks.
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LEFEDESI PROBLEMAK

Téglalap (négyzet), négyzetekkel torténd lefedésének problémajaval (négyzet
négyzetesitése, angolul squaring square) a 20. szazad elején kezdtek foglalkozni a
matematikusok. Az els6 utalasok H. E. Dudeney puzzle jatékostol [1], a lefedésre vonatkozd
elsd matematikai eredmények M. Dehn-t6l szarmaznak [2]. Tokéletesnek nevezziik egy
téglalap, vagy négyzet négyzetekkel torténd olyan (hézagmentes, atfedés nélkiili) lefedését,
amely nem tartalmaz két egybevdgd négyzetet. Az elektromos halozatok és a lefedési
problémak kozotti analogia felfedezése az 1940-es évekre tehetd.

Alkalmazzuk az 1. abran lathat6, azonos R értékl ellenallasokbol allé aramkorre a
csomoponti potencidlok modszerét:
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1.4bra: 9 egyforma ellenallasbol allo halozat és a 9 kiilonbozo négyzettel lefedett téglalap [3]
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Legyen mindegyik ellenallas értéke R=10Q. Valasszuk a @ potencial értékét nullanak. A
fenti egyenletrendszer megoldasa [y=32A esetén:®;=33, ©,=19, ©3=15, ©4=9, ©s=8, ©s=0.

Rajzoljuk le ujra az aramkdort olymodon, hogy az agakat olyan téglalapokkal abrazoljuk,
amelyek szélessége az agban folyd aram erdsségével, magassaga az ag fesziiltségesésével
aranyos. Ezzel az eljardssal a fenti elektromos-halozathoz egyértelmiien hozzarendelhetiink
egy téglalapot, amelyet négyzetekkel fedtiink le. Ez l4athat6 az 1. dbran.

Az elébb felrajzolt aramkornek megfeleltethetd egy graf is, melynek csomopontjait ugy
szamoztuk meg, hogy azoknak a csomdponttal azonos indexii potencidl feleljen meg (2.4bra).
Nyilakkal jeleztiik azt, hogy hol vezettiik be az aramot, és hol vezettiik ki.

A grafnak megfeleld haldzatot /1kQ-os ellenallasokbdl megépitettiik (2.4bra). A 6-o0s ¢és az
1-es csomopontok kozé 33V fesziiltséget kapcesoltunk. Megmérve az egyes ellenallasokon esd
fesziiltségeséseket, a szamolt értékekkel pontos egyezést kapunk.
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2. abra: A 9 ellenallasbol allo elektromos haldzat graf formdjaban, és az 1kQ-os
ellenallasokbol megépitett valtozata

Szamitogépes kereséssel igazoltdk, hogy husznal kevesebb négyzetet igényld tokéletes
négyzetlefedés nem létezik. A. J. Duijvestijn (szamitdgép segitségével) 1978-ban megtalalta a
legkisebb elemszamu (rendit), 21 kiilonbozo négyzetbdl alld négyzetlefedést [4]-[5].
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3. abra: 21 négyzetbdl all6 tokéletes négyzetlefedés és az ellenallas-halozatként megépitett
valtozata

A negyvenes években bebizonyitottdk, hogy nincs olyan téglalap, mely kilencnél
kevesebb kiilonb6zé négyzettel lefedhetd. A korabbi, 1.4bra ellenallas-halozatdhoz tartozo
téglalaplefedés pontosan kilenc négyzetbdl all. Ezt elséként Z. Moron (1925) lengyel
matematikus taldlta meg [3]. A legkisebb rendii (Duijvestijn-féle) tokéletes négyzetet
(3. é4bra) atrajzoltuk a fent megismert eljarassal elektromos haldzatta. Az ellendllasokat
azonosnak véve, a 4. abran lathatd halozat rajzolhato fel. Nagy pontossagu (0,1%-os) 1€Q-os,
ellenallasokbodl elkészitettik a megfeleld halozatot (3. é&bra), amelyen szamszerlien is
“kimérhetdk™ a lefedésben szerepld négyzetek oldalhosszai [6].
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4. abra: A legkisebb rendil tokéletes négyzethez tartozo ellenallas-halozat

LETRAARAMKOROK ES A FIBONACCI-SZAMOK KAPCSOLATA

Végtelen ellendllaslancok (létradramkordk) eredd ellenallasanak kiszdmitasa kozépiskolai
tananyagban is szerepelhet. Az ehhez kapcsolhaté matematika a tizenkettedikes tananyagban
talalhatd6 meg: sorozatok hatdrértéke cimen. A hatarérték a kozépiskolasok szdmara nehéz
fogalom. Segitséget jelenthet a fogalom megértésében, ha olyan példakat mutatunk, amelyben
a hatarérték jelentése kozvetlenil lathat6. Ebben is segithetnek példaul a 1étradramkorok.
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5. abra: Végtelen ellenéllaslanc

A fenti végtelen ellendllaslanc ereddjét szeretnénk kiszamitani (5. abra). Mindegyik
ellenallas azonos, R értékii. Jobbrol indulva, ,,Jancszemenként” haladva szamolunk. Az elso
lancszem ereddje R, = 2R . Két és harom lancszemnél a kovetkezd értékeket kapjuk:

RR 2

R, =—! L r=2R +R=3R+R=§R, (7)
R +R 3R 3 3
R,R :

Ro=feR g CPRR o Sp p-Bpg @)
R, +R (5/3)R+R 8 8

Sejtésiink az (teljes indukcioval igazolhatd), hogy az eredd ellenallas mindig két,
egymast kovetd Fibonacci-szam (Fy=0, F;=1, F,=1, F3=2, F,=3, Fs=5,..Fi=F.;+F;, ,
i=2,3,...) hanyadosaval aranyos [6]:
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N nagy értékeinél Ry~ x. Hasznaljuk ki azt, hogy a végtelen ellenallaslanc eredd ellenallasa
nem valtozik, ha Gjabb lancszemet kapcsolunk a halozathoz. Igy felirhatjuk, hogy:

R R (10)
x+R

X =

Az egyenlet pozitiv megoldasa adja a lanc ellenallasat

x{”*/g]le. (11)

2

A Fibonacci-szdmok explicit alakjanak ismeretében (9)-bdl Ry hatarértékére ugyanezt
az értéket kapjuk.

Az egyes csomopontok potencidljara ¢és az 4dgakban folyd aramerdsségekre a
kovetkezo Osszefiiggések adodnak:
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6. abra: Arameloszlas a létraaramkoron.

A halozat els6 ot lancszemét I kQ-os ellendllasokbol megépitettiik. A lanc végére, az
0todik csomodpontra 8,9V fesziiltséget kapcsoltunk. Megmérve az egyes ellenallasokon esé
fesziiltségeket a 6. abran lathato értékekkel teljes egyezést kapunk. (A drétok és forrasztasok
ellenallasabol szarmazo veszteség elhanyagolhatd.)

BOLYONGAS RACSON

Vizsgaljuk meg a kovetkezd kétdimenzidés bolyongasi problémat [7]. A 7. abran egy
uthalozatot latunk, amelynek valamely belsé pontjabol (utkeresztezodésbdl) elindul egy
bankrablo, aki a rendorok elél menekiil. A keresztezodésekben véletlenszeriien, Vi
valoszinliséggel torténik az irdnyvalasztas.

A renddrségnek még nem sikertilt lezarnia az egész varost, igy egyes irdnyokba haladva a
bankrabl6 elmenekiilhet. A kérdés az, hogy mekkora a valoszinlisége annak, hogy a bankrabld
egy belsé pontbodl indulva meg tud menekiilni, mielétt a rendérok karjaiba szaladna. A
hatarpontokbol indulva a megmenekiilés valoszintisége 1 €s 0 aszerint, hogy

sziirke, illetve fekete pontbol indul a bankrablo.
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7. &bra: Uthaldzat

Jelolje p(a,b) annak a valdszinliségét, hogy a bankrablé egy (a,b) koordinatakkal
megadhatd belsd pontbdl indulva megmenekiil. Az (a,b) pontba a bankrabld valamelyik
szomszédos pontbol jutott, azaz (a-1,b), (a+1,b), (a,b+1), (a,b-1) pontok valamelyikébdl 74
valdszintséggel:

p(a,b) = pla+1,b)+ p(a—1,b)+ p(a,b+1)+ p(a,b—1)

4
p(a,b+1) O(k,1+1)

g=1/4 —T—

Rl

p(a-1,b) ab p(a+1,b) D(k-1,1) D(k+1,])

R

T

p(a,b-1) O (k,I-1)

(14)
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Tekintsiink egy négyzetracs-halozatot, ahol az élek azonos R ellenallasokbdl allnak
(8.abra). A (k,/) koordinataji pontba kiviilrdl befolyé aram I(k,/), a (k)-edik csombdpont
potencialja @(k,1). A csomoponti torvény alapjan:

Ok +1,0) - Dk, D) CD(k—l,l?z— Dk q)(k’lﬂz)e_q)(k,l) N CD(k,l—ll)e—CD(k,l) o (15)

Ha a belsé pontokba kiviilr6l nem folyik be aram, akkor a @(k,/) és a p(a,b) fliggvények
hasonl6 hozzarendelési szaballyal adhatok meg. Harmonikus fliggvények, melyekre jellemzo,
hogy a hatarokon azonos értéket vesznek fel. Emiatt a fliggvények minden pontban az
értelmezési tartomdnyon beliil azonos értéket vesznek fel [7]. Kovetkezmény: a p és @
fliggvények azonosak.

Ik, 1)+

A bolyongasi probléma megoldasat megkaphatjuk, ha az uthalézatnak megfeleld grafot
elektromos haldzatként megépitjilk (9. abra). A sziirkével és feketével jelzett pontokat
elhanyagolhato ellenallasu vezetékekkel (vorosrézhuzal) kotjiik 6ssze. A sziirke pontokra 7V-
ot kapcsolunk, mig a feketével jelzett hatarpontok 0 potencidlon vannak. Ez megfelel annak,
hogy ha a bankrablo a sziirkével jelzett hatarpontokban all, akkor a megmenekiilésének
valoszinlisége p=1, ha a fekete pontokon all, akkor a rendérok elfogtak, igy a menekiilés
esélye p=0.
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9. abra: Bolyongasi probléma ellenallas-halozati megfelelje.

Megépitve a halozatot, megmérhetjiik az egyes racspontok potencidl értékeit. Ezek a
fesziiltségértékek kozvetleniil megadjék a p(a,b) valoszinliség-eloszlas értékeit.
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