Magyar Eszter Emelt szintli érettségi tételek

1. tétel:
Halmazok, halmazmiiveletek

A) Halmazok

Halmaz, halmazhoz tartozés: alapfogalom (bizonyos tulajdonsagok, pontok 0sszessége)

Egy halmazt akkor tekintlink adottnak, ha minden dologrol egyértelmiien eldonthetd, hogy
eleme ennek a halmaznak vagy nem.

Jelolés: A, B, H, ... (nagybetiik)
Elemei: a, b, c, ... (kisbetiik)
ac A:aaz A halmaz eleme, a ¢ A a az A halmaznak nem eleme

Megadas:
o felsoroléassal: A={1;2;3;4}
o tulajdonsaggal: B={négyszogek}, C={pozitiv egész szdmok 100-ig}
e utasitissal S=1x | x € N és x <1000
o specialis halmazoknak kiilon bettijel (N, Z, Q, R, &)
e 4abrazolassal (Venn-diagram)

Szamossdg: Egy halmaz szamossaga az elemeinek szama. Jele: |A|

Egy halmaz szamossdga lehet véges, megszamlalhatoan végtelen €s nem
megszamlalhatoan végtelen.

Két halmaz szamossadga egyenld, ha Iétezik a két halmaz kozt bijektiv
fliggvény.

Részhalmaz:

A halmaz részhalmaza B halmaznak, ha A halmaz minden eleme eleme a B
halmaznak is. Jele: Ac B

A valodi részhalmaza B-nek, ha B-nek van A-n kiviili eleme is, jele: Ac B

EgyenlGség:
Két halmaz egyenlo, ha elemeik megegyeznek. (Ac B ¢s BcC A)

Ureshalmaz: @={}, olyan halmaz, melynek nincs eleme.
Tétel: Minden halmaznak részhalmaza az lireshalmaz, ¢s onmaga.

B) Halmazmiiveletek

Unio: Két halmaz unidja azon elemek halmaza, melyek legalabb az egyik halmaznak
elemei. Jele: AUB = {X | x e AvagyxeB }

Metszet: Két halmaz metszete azon elemek halmaza, melyek mindkét halmaz elemei.
Jele: AﬁBZ{X|X€AéSXEB }

Két halmaz diszjunkt, ha metszetiik iires, azaz AnNB=C.
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Kiilonbség: A ¢és B halmaz kiilonbsége azon elemek halmaza, melyek elemei A-nak,
de nem elemei B-nek. A\B = {X | xe Aé x¢ B }

Direkt szorzat: (avagy masnéven Descartes-szorzat)
AxB= {(X; y) | xeAésye B} (Rendezett parok halmaza, pl. R?)

Komplementer: Egy A halmaz komplementerhalmaza az alaphalmaz (H) azon

elemeibdl all, amelyek az A halmaznak nem elemei. Jele: A=H\A

Szimmetrikus differencia: Két halmaz szimmetrikus differencidja azon elemek
halmaza, melyek csak az egyik halmaznak elemei. AAB=(A\B)U(B\A)

Muveleti tulajdonsagok:

=

© =N

AuUuB=BUA, AnB=BnA kommutativ (felcserélheto)
(A U B)U C=Auv (B U C), (A N B)F\ C=An (B N C) asszociativ (csoportosithatd)
A=A, AnD=0, AUA=A, AnA=A
(AUB)NC=(ANnC)u(BNC), (AnB)uC=(AUC)n(BUC)

disztributiv (széttagolhatd)
A\A=T, A\D=A
AUA=H
AUB=ANB illetve ANB=AUB De Morgan-azonossagok
|A U B| = |A| + |B| - |A N B| szita formula
|/AUBUC|=|Al+B|+|C|-|[AnB|-|ANC|-BNC|+|[AnBNC|

Ezeket Venn-diagram alapjan lehet bizonyitani.

Tétel: Barmely n elemii halmaznak 2" darab részhalmaza van.
Bizonyitas: Teljes indukcioval:
0-ra, 1-re, 2-re igaz a tétel:
n=0 {} 1=2°
n=1 {},{a} 2=2!
n=2 {}, {aj,{b},{a;b} 4=2°

Indukcios lepés:

Tfh: n=k-ra igaz az allitas: azaz egy k elemii halmaznak 2" db részhalmaza van.

Bizonyitani kell, hogy az k+1 elemii halmaznak 2" db részhalmaza van.
A k+1 elembdl vegylink ki egy elemet, ekkor egy k elemii halmazt hozunk 1étre. Ennek
az indukcios feltétel szerint 2° részhalmaza van. Ha minden részhalmazba beletessziik a
kivett elemet, Gjabb 2° részhalmazt kapunk. Ekkor az k+1 elemii halmaz &sszes
részhalmazat O0sszeszamoltuk, mivel két eset lehetséges: a kivett elem szerepel egy
részhalmazban, vagy nem. Tehat az k+1 elemii halmaznak dsszesen 2-2° =2"' db
részhalmaza van.
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Tovabbi lehetséges bizonyitasok:

1. Minden elemrdl szabadon eldonthetjiik, hogy beletartozik-e a részhalmazba, vagy
sem. Osszesen annyi részhalmaza lesz, ahanyféleképp ezt a valasztast létrehozhatjuk.
Mivel mind az n elemnél kétféleképp donthetiink, Osszesen 2" lehetdség, igy
részhalmaz van.

2. Binomialis tétel alapjan, a két tag helyére egyet helyettesitve.

C) Ponthalmazok (lasd harmadik tétel)

Szokasos megadasi modja: utasitassal, pl. A = {(X; y) | x+y<lésx;ye R}

D) Természetes szamokkal kapcsolatos problémak:
Leginkabb a halmazmiiveletekhez van koze.
Példaul:
a) Hany olyan 100-nal nem nagyobb természetes szam van, amely oszthato 3- mal vagy 5-tel?
b) Hany olyan 100-nal nem nagyobb természetes szdm van, amely nem oszthat6 2-vel és 7-tel?
¢) Milyen szamok azok, amelyek oszthatoak 2-vel és 3-mal?
d) Milyen szamok azok, amelyek oszthatoak 6-tal és 15-tel?
e) Mi az oszthatosagi szabaly a 24-gyel valo oszthatosagra?

E) Alkalmazasok

Matematikai:

- szamhalmazok, egyenletek alap- €¢s megolddshalmaza, intervallumok
-  E.T., E.K. a fuggvényeknél
- ponthalmazok (+tételeik), négyszogek csoportositasa

- mértékekkel kapcsolatos problémak (tertilet, térfogat vagy valoszinlis€égszamolas)

- kombinatorika: permutéacid, kombinacio, variacid
- (egy halmaz elemeinek kivalasztasa, sorbarendezése)

- kedvezo események halmaza, 6sszes esemény halmaza, eseményalgebra
- egy halmaz elemeinek atlaga, modusza, medidnja, szérdsa
- logikai fogalmak ¢s miiveleteik parbaallithat6ak a halmazokkal

Gyakorlati élet:
Informatika: minden adattarolds halmazokkal dolgozik (pl. emberek halmaza,
adathalmazok)
Kereskedelem: é&ruhalmaz-arhalmaz, leltarozas, vonalkdédos rendszer figyeli az
aruhalmaz elemszamat
Iskola: osztalyok, csoportok kiilonféle tulajdonsag alapjan
Biologia: rendszertan




