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3. tétel: 

Nevezetes ponthalmazok síkban és térben 
 

Ponthalmazok: 
Sík vagy tér részhalmazai, általában utasításokkal adjuk meg: 
 ( ){ }1yxRy;xPA 2 =+∈=  vagy  { }0r,rPORPB 3 >=∈=  
 

Nevezetes ponthalmazok: 
 

1. Két pont szakaszfelezı merılegese (a síkon) 
 Olyan egyenes, mely merılegesen felezi a két pontot összekötı szakaszt. 
  Tétel: 

A szakaszfelezı merıleges azon pontok halmaza a síkon, melyek a szakasz két 
végpontjától egyenlı távolságra vannak. 

 Biz.: 
 Ez két állítást jelent:  

1. A szakaszfelezı merıleges minden pontja rendelkezik ezzel 
a tulajdonsággal. 
Legyen a szakaszfelezı merıleges tetszıleges pontja C. 

Ekkor AF = BF (F felezıpont), o
pp 90BFCAFC ==  és 

CF közös oldala AFC�-nek illetve BFC�-nek, így a két 

háromszög egybevágó. Tehát CA = CB. 
2. Minden ilyen tulajd-ú pont a szakaszfelezı merılegesen van. 

Legyen egy D pont olyan tulajdonságú a síkon, hogy DA = DB. 
Kössük össze D pontot AB szakasz F felezıpontjával. Ekkor az 
AFD� és a BFD� egybevágó, mert minden oldaluk 
megegyezik. Így pp BFDAFD =  és együtt egyenesszöget 

alkotnak, tehát mindkettı o90  és így DF merıleges AB-re. 
 
2. Szögfelezı(k) 
 Olyan egyenes, melyek egy adott szög nagyságát felezi. 
 Egy szögnek külsı és belsı szögfelezıje is van. 
 Tétel: 

 A külsı és belsı szögfelezık merılegesek egymásra. 

 Biz: mivel o180=β+α , ezért o90
22
=

β
+

α
. 

 Tétel:  

A szögfelezı egyenes(ek) azon pontok halmaza a síkon, melyek a szög két szárától 
egyenlı távolságra vannak. 

 Biz: egybevágósági alapesetekkel, mint a szakaszfelezı merılegesnél. 
  
3. Kör 
 Azon pontok halmaza a síkon, melyek egy adott ponttól (középpont), adott egyenlı 

távolságra (sugár) vannak.  
 { }0r;rPORPkör 2 >=∈=  

 { }0r;rPORPkörlapzárt 2 >≤∈=  { }0r;rPORPkörlapnyílt 2 ><∈=  
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4. Ellipszis 
 Azon pontok halmaza a síkon, melyeknek két adott ponttól 

(fókuszpontok) mért távolságösszege (a két fókuszpont 
távolságánál nagyobb) állandó. 

 { }2121
2 FFddPFPFRPellipszis >=+∈= ;  

 Szerkeszteni csak pontjait lehet (rajzolni cérnával és két rajzszöggel): 
 fölvéve d-t, tetszıleges módon két részre bontva, és a két résszel a fókuszpontokból 

körívezve a körívek metszéspontjaiként az ellipszis pontjait kapjuk 
 Az ellipszis középpontja (O) a szimmetriacentrum. 
 Az ellipszis tengelyesen szimmetrikus alakzat,  

- egyik szimmetriatengelye a fókusz-
pontokon átmenı egyenes (ennek az 
ellipszisbe esı része az ellipszis 
nagytengelye 2a, ez épp a d szakasz) 

- a másik szimmetriatengelye a fókusz-
pontok felezımerılegese (ennek az 
ellipszisbe esı része az ellipszis 
kistengelye 2b) 

 A fókuszpontok távolsága a lineáris 
excentricitás, ezt 2c-vel jelöljük. 

 

 Ezen három szakasz közt érvényes: 

  222 abc =+  
 Az ellipszis egyenlete, ha adott középpontja )v;u(O , kis- (2b) és nagytengelye (2a) 

  
( ) ( )
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b

vy
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2

2

2

2

=
−

+
−

 (és persze a tengelyei párhuzamosak a koordinátatengelyekkel) 

 

5. Hiperbola 
 Azon pontok halmaza a síkon, melyeknek két adott ponttól (fókuszpontok) mért 

távolságkülönbsége (a két fókuszpont távolságánál kisebb) állandó. 

 { }2121
2 FFd;dPFPFRPhiperbola <=−∈=  

 Szerkeszteni csak pontjait lehet: 
 fölvéve d-t és tetszıleges módon meg-

hosszabbítva, és a rámért, illetve a teljes 
résszel körívezve a fókuszpontokból a 
körívek metszéspontjaiként a hiperbola 
pontjait kapjuk. 

 A hiperbola tengelyesen szimmetrikus 
alakzat:  
- egyik szimmetriatengelye a fókusz-
pontokon átmenı egyenes (ennek a 
hiperbolába esı része a hiperbola 
valós tengelye: 2a) 

- a másik szimmetriatengelye a fókusz-
pontok felezımerılegese (ennek az 
ábrán jelölt része a képzetes tengely: 
2b) 

 A fókuszpontok távolságát 2c-vel jelöljük. 
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 A képzetes tengely felét, b-t megkaphatjuk az alábbi összefüggésbıl: 
  222 cba =+  
 A hiperbola görbéje egyenesekhez simul, ezek az aszimptoták. 
 A hiperbola egyenlete, ha adott kp-ja )v;u(O , valós (2a) és képzetes tengelye (2b) 
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, az aszimptoták meredeksége pedig 
a

b
m ±=  

   (természetesen ha a hiperbola valós tengelye párhuzamos az x tengellyel) 
 

6. A parabola 
 Azon pontok halmaza a síkon, melyek egy adott egyenestıl (vezéregyenes) és egy 

adott, rajta nem lévı ponttól (fókuszpont) egyenlı távolságra vannak. 
 ( ) ( ){ }v;PdF;PdRPparabola 2 =∈=  

 Szerkeszteni csak pontjait lehet: 
 a tetszıleges távolságban a vezéregyenessel húzott 

párhuzamos és a fókuszpontból ugyanekkora távolsággal 
húzott körív metszéspontjaiként a parabola pontjait 
kapjuk. 

 A fókuszpont és a vezéregyenes távolsága a parabola 
paramétere (p). 

 A parabola tengelyesen szimmetrikus alakzat, tengelye a 
fókuszponton áthaladó, vezéregyenesre merıleges egyenes. 

 Ennek metszéspontja a parabolával a parabola tengely-
pontja (T). 

 A koordinátasíkon egy függıleges tengelyő, T(u;v) 
tengelypontú, p paraméterő parabola egyenlete: 

 fókuszpont: 





 +

2

p
v;uF , vezéregyenes:

2

p
vyv −=: ,  parabola: ( )2ux

p2

1
vy −⋅=−  

 
7. Kúpszeletek: 
 Az elıbbi három síkgörbe megkapható a forgáskúp megfelelı síkmetszeteiként is: 
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8. A kúpszeletek a tengely(ek) körüli forgatásával keletkezı testek: 
  forgásparaboloid   forgásellipszoid 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  kétköpenyő forgáshiperboloid  egyköpenyő forgáshiperboloid 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

9. Gömb 
 Azon pontok halmaza a térben, melyek egy adott ponttól (középpont), adott egyenlı 

távolságra (sugár) vannak.  
 { }0r;rPORPgömb 3 >=∈=  

 { }0r;rPORPgömbtestzárt 3 >≤∈=   { }0r;rPORPgömbtestnyílt 3 ><∈=  
 

10. Henger 
 Azon pontok halmaza a térben, melyek egy adott szakasztól adott egyenlı távolságra 

vannak. Tehát: { }0r;r)t;P(dRPhenger 3 >=∈=  
 

11. Szakaszfelezı sík: 
 Két adott ponttól egyenlı távolságra lévı pontok halmaza a térben. 
 

12. Szögfelezı sík(ok) 
 Két adott, metszı síktól egyenlı távolságra lévı pontok halmaza a térben. 
 

13. Alkalmazások: 
- parabolatükör, antenna - hajítás pályája parabola 
- Kepler-törvények - mőhold és rakéta pályák (ellipszis, hiperbola) 
- hangrobbanást a talaj szintjén hiperbola alakban lehet észlelni (kúpszelet) 
- forgó folyadékfelszín alakja forgásparaboloid 
- sík- és térgeometriai feladatokban alkalmazhatóak  
- függvények ábrázolása (egy- és kétváltozós) 
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- hulláminterferencia erısítési és gyengítési pontjai hiperbolát alkotnak 


