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4. tétel:
Hatvanyozas, a hatvanyfogalom Kkiterjesztése, azonossagok

Hatvanyozas értelmezése pozitiv egész kitevokre:
Definicio:
aeR és ne N'esetén a" olyan n tényezds szorzat, amelynek minden tényezbje a.

a =a-a-a-...-a
- — 7

n tényezds szorzat

a : hatvanyalap, n : kitevd, a" a hatvdinymennyiség, vagy roviden hatvdny.
Legyen tovabba: a' =a

Tételek: A hatvanyozas azonossagai
1. Azonos alapu hatvanyokat ugy szorzunk, hogy az alapot a kitevOk 6sszegére emeljiik.

a"-a"=a"" ahol aeR ésnymeN"

n+m

Bizonyitis: a"-a" %(a-a-a-...-a)-(a-a-..-a)za-a-..-a = a
1 Pt g
n db tényezd m db tényezd n+m db tényezs
hatvany definicioja szorzas asszociativitasa hatvany definicioja

2. Azonos alapu hatvanyokat ugy osztunk, hogy az alapot a kitevok kiilonbségére emeljiik.

n

a .
—=a"" aholaeR\{0} n;meN'n>m
a
n db tényezd
f—/%
n
. .. a a-a-a-..-a .
Bizonyités: —ngza-a-...-a =a"™"
a (a-a-...a)  Too—

n—m db tényezd
%/_J
T m db tényez6 T T

hatvany definicioja egyszeriisités  hatvany definicidja

3. Hatvanyt ugy hatvanyozunk, hogy az alapot a kitevok szorzatara emeljiik.

(a“)m =a™ ahol aeR ésnymeN"
Bizonyitas: (a“)m =a"-a"-a"-..-a"=(a-a-..-a)-...-(a-a-...-a) =a-a-...a=a""
T m db tényezd T n db tényezd n db tényezd T m-n db tényezs T
m db tényezo
hatvany definicioja hatvany def. szorzas asszociativitdsa  hatvany def.

4. Szorzatot Gigy hatvanyozunk, hogy a tényezok hatvanyait 6sszeszorozzuk.
(a-b)" =a"-b" ahol a,beR ésneN"
Bizonyitas: (a-b)' = (a-b)-(a-b)-..-(a-b)=(a-a-...-a)-(b-b-...-b)=a"-b"

n db tényezd n db tényezd n db tényez6

hatvany definicioja  szorzas asszociativitisa és kommutativitasa hatvany definicioja
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5. Tortet ugy hatvanyozunk, hogy a szamlalo hatvanyat osztjuk a nevezd hatvanyaval.
(%) :?)_“ ahol a,beR éneN" %0

n db tényezd

n —
. L, a a a a a-a-..-a a"
Bizonyitas: | —| =|— || —|../] — |=——F———=—
(bj (bj (bj (bj b-b-...-b , b"
T n db tényezd T n db tényez0 T

hatvany definicioja tortek szorzasa hatvany definicioja

A hatvanyozas értelmezésének Kiterjesztése egész illetve racionalis kitevokre:

A hatvanyozas értelmezését ugy terjesztjiik ki a pozitiv egész kitevokrdl tjabb kitevokre,
hogy a hatvanyozas addig érvényben 1évé azonossdgai a kiterjesztés utan is igazak
legyenek. (Ezt a nevezik permanencia-elvnek.)

Definicio:
Minden szam (kivéve a 0) 0-dik hatvanya 1. Azaz: a’ =1 a =0, 0°nincs értelmezve!

n

A permanencia elv alapjan ugyanis példaul: a’ =a"" = a .

n

a

Definicio: Negativ egész kitevdjli hatvany értelmezése:
Egy nemnulla valos szam negativ egész kitevdjii hatvanya a szam ellentett kitevdjli
hatvanyanak reciproka.

_ 1
a "= Y az0
a
a’ 1
A permanencia elv alapjan ugyanis: a " =a’" =—=—
a" a'

Bebizonyithato, hogy a hatvanyozads azonossagai az igy definialt nulla és negativ egész
kitevokre 1s érvényben maradnak.

Definici6: Racionalis kitevdjii hatvany értelmezése:

Egy pozitiv valés szam —-edik hatvainya (nymeZém>0) a szdm n-edik
m

n
m n

hatvanyanak m-edik gyoke. Azaz: a™ =%a

A permanencia elv alapjan ugyanis: (a“/ m )m =a""m" = g" = (@ )1'

nk n

Az a>0 feltétel sziikséges az egyértelméi miivelethez, azaz: igy a™ =am
(n;m;k € Z ésm;k > 0 esetén).

Bebizonyithatd, hogy ezzel az értelmezéssel a hatvanyozds azonossagai érvényben
maradnak raciondlis kitevokre is.
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A hatvanyozas értelmezésének kiterjesztése irracionalis kitevokre:
Definicio: Irracionalis kitevdjli hatvany értelmezése kétoldali kozelitéssel.

Minden irracionalis szam kozelithetd alulrdl és feliilrdl egy-egy raciondlis szdmokat
tartalmazd monoton sorozattal:

0<b, <q<c, ahol b ,c, eQés b —>qésc, —q
Ekkor szeretnénk, ha a® <a® <a® is teljesiilne. a >0
(Igy majd az exponenciélis fiiggvény monoton marad.)
Mivel b_és c_ sorozatok monotonak, ezért a® és a™ is monoton. fgy [ab" ; ac"]
altal meghatarozott zart intervallumok egymasba skatulyazottak, igy a Cantor-axioma

miatt van ezeknek metszete, ami sziikségképpen egyelemi, a® pedig legyen ez a k6zos
elem. Ezzel a definicidval biztositottuk az exponencialis fiiggvény monotonitasat.

Bebizonyithatd, hogy ezzel az értelmezéssel a hatvanyozds azonossagai érvényben
maradnak irracionalis kitevokre is.

Az igy kapott f:R — R f(x)=a" fiiggvény a monotonitads mellett még folytonos is.

Megjegyzés: a hatvanyozas kiterjesztheté komplex kitevokre is.

Alkalmazasok:
- egyenletmegoldasok (grafikus, algebrai)
- polinomokkal végzett miiveletek
- szédmok normalalakja
- szamrendszerek
- nevezetes azonossagok, binomialis tétel
- teriilet és térfogatképletek
- ismétléses variacio képlete
- binomialis eloszlas
- mértani sorozatok, kamatos kamat szamitas
- fiiggvénytabla hasznalata (logaritmussal valo szamitasok)
- mértekegységek kozotti atvaltas

- Euler sirjan: e™ = —1 (a hatvanyozas kiterjesztése komplex szamokra)
- Dbiologia: osztddassal szaporodo egyedek szamanak meghatarozéasa



