Magyar Eszter Emelt szintli érettségi tételek

6. tétel:
A logaritmus, az exponencialis és logaritmusfiiggvény és tulajdonsagaik

A hatvanyozas kiterjesztése:
a) Tortkitevoji hatvanyok

Egy pozitiv valdés szdm %-adik hatvanya ahol neZ, ke N"a szam n-edik

hatvanyanak k-adik gyoke. Azaz: ak = k\/a—“ kikotés: a >0

Ezzel a definicidval az Osszes egész kitevdjli hatvanyra vonatkozé tétel igaz
marad tortkitevojii hatvanyokra is. (Azaz mikddik a permanencia elv.)

b) Irracionalis kitevore (kétoldali kozelitéssel)
Minden irraciondlis szam kozelithetd alulrdl és feliilrél egy-egy racionalis
szamokat tartalmazd monoton sorozattal:
0<b, <q<c, ahol b ,c, €eQés b —>qésc, —q

Ekkor szeretnénk, ha a™ <a®<a® is teljesiilne. (Igy majd az exponencialis
fliggvény monoton marad.)

Mivel a b_ és c_monotonak, ezért a™ és a* is monoton. fgy [ab" ; ac"] altal
meghatarozott zart intervallumok egymasba skatulyazottak, igy a Cantor-axioma

miatt van ezeknek metszete, ami sziikségképpen egyelemti, a® pedig legyen ez a
kozos elem. Ezzel a definicidoval biztositottuk az exponencidlis fiiggvény
monotonitasat.

Tétel: az igy kapott f:R >R f(x)=a" a>0 fliggvény a monotonitas
mellett még folytonos is. (Dejo!)

Definicio: a alapt logaritmus b az a kitevd, melyre a-t emelve b-t kapunk.
Jele: log, b Kikotések: a>0, a=#1, b>0  (Igy létezik log, b.)

Azaz: log,b=x < a*=b ,illetve roviden: a°*" =b
Kiilonleges alapok: log,, x =Igx illetve log, x =Inx

A logaritmus azonossagai:

a) Szorzat logaritmusa
Szorzat logaritmusa egyenld a tényezok logaritmusainak 0sszegével.

loga(x-y)zlogax+1ogay a>0, a1, x,y>0

Biz.:
X =a'%%* y=al®¥  x.y=a"=®Y 3 definici6 alapjan
gloga(xy) _ o y =a'%X . gloey = glosaxtlog,y

azonos alapu hatvanyok szorzata miatt
mivel az exponencialis fliggvény szigorian monoton ( a# 1) , ezeért

log, (x-y)=log, x+log, y
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b) Tort logaritmusa
Tort logaritmusa egyenld a szamlald és nevezd logaritmusanak kiilonbségével.

X
log, —=log, x—log, y a>0, a1, x,y>0
y
Biz.:
X
log, x log, y X loga; Y .y
Xx=a > y=a - —=a a definici6 alapjan
y
X
log, — log, x
a y — i — a — aloga x_l()gay
I
y gl

azonos alapu hatvanyok hanyadosa miatt
mivel az exponencialis fliggvény szigorian monoton ( a# 1) , ezeért

log, > =log, x ~log, y
y

¢) Hatvany logaritmusa
Hatvany logaritmusa egyenld a hatvanyalap logaritmusa ¢€s a kitevo szorzataval.

log, x“ =k -log, x a>0,a#l, x>0 ¢é kekR
Biz.:
_ log, x k _ loga(xk) s e
Xx=a X =a a definici6 alapjan
k
%% (x*) =xk = (a loga x ) k= glogax hatvany hatvanya miatt

mivel az exponencialis fliggvény szigorian monoton ( a# 1) , ezeért

log, x* =k-log, x

d) Gyok logaritmusa
Gyok logaritmusa egyenlé a gyokalap logaritmusanak €és a gyokkitevonek a
hanyadosaval.

1
loga%z% a>0, a%l, x>0 ¢é keZ' k>l

Biz.: hatvany logaritmusa alapjan:
1

X 1
log, ¥x =log, x* :%.logaX:M

k

e) Attérés mas alapra:
Egy szdm 1) alapt logaritmusat megkapjuk, ha a szam régi alapi logaritmusat
elosztjuk az 0j alap régi alaptl logaritmusaval.

log, x = a>0, az1,b>0, b#1 éé&s x>0

Biz.: Xx=a vegyiik mindkét oldal b alapt logaritmusat
(hiszen mindkét oldal pozitiv)

log, x =log, x-log,a  hasznalva a hatvany logaritmusa tételét

log, x = elosztva log, a-val (log,a=0 mert a=#1)
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Az exponencialis fiiggvény:
f:R—>R f(x)=a" ahol a>0, a=1 valos szam (exponens = kitevo)

két alapvetden kiilonbozo exponencialis fiiggvényt kiilonboztethetiink meg

O<axl

vi

-3-2-1 [41 2 3 4 X

1 X
f(x)=|—

2
D; =R
R, = (O§ OO) =R"
szigoruan monoton csokkend
sz€lséértéke nincs
zérushelye nincs
szigoruan konvex
inflexids pontja nincs
nem paros, nem paratlan
alsé korlatjaa 0

hatarértékei:
lim a* =00 és lima* =0
X—>—00 X—>00

ol

a>1
hi [
15
14
13
12
___._____._,_,_..r"'i
3-2-1 |41 2 3 a =
12
1-3
1-4
g(x)=27
D, =R
R, =(0;0)=R"

szigoruan monoton novekedd
sz¢lséértéke nincs
zérushelye nincs

szigoruan konvex

inflexids pontja nincs

nem paros, nem paratlan

alsé korlatjaa 0

hatarértékei:
lim a* =0 és lima® =
X—>—00 X—>00
_ X
g(x)=a

fliggvények grafikonjai az y-tengelyre szimmetrikus grafikonok

A logaritmusfiiggvény:

f:R—>R f(x)=log,x ahol a>0, a=1 valds szdm

Az azonos alapu logaritmusfiiggvény €s exponencidlis fliggvény egymads inverz-
fliggvényei, mert log, xca™* =log,a” =x ¢és

a*olog,x=a"®*=x  (x>0)

gy grafikonjaikat megkaphatjuk a masik grafikonjanak y = x egyenesre vald
t,iikr('jzésével.

Ertelmezési tartomanyaik és értékkészletiik felcseréléssel megkaphato.
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két alapvetden kiilonbozo logaritmustiiggvényt kiillonboztethetiink meg

O<axl
v i

15

_14
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—t—t --I\' — -
3-2-1 [ 4182 3 4 x
1-2 T~

1.3 TT—
1-4
f(x)=1log, x
2
D, = (O§°°) =R"
R; =R

szigoruan monoton csokkend
sz¢lséértéke nincs
zérushelye x=1

szigoruan konvex

inflexids pontja nincs

nem paros, nem paratlan
nem korlatos

hatarértékei:

lim log, x =c , limlog, x =—o0

x—0+0

Alkalmazasok:
szamitasoknal logaritmustablazat hasznalata (szorzas helyett 6sszeadasra)

nagysagrend-meghatarozas

radioaktiv bomléastorvény (exponencialis)

a>1
}.' '
15
14
13 —
_.2 -___'_'__.-o-' -
fa /
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_..I|I.'|I2
13
Ls
g(x) =log, x

D, =(0;0)=R"

R, =R

szigoruan monoton novekedd
sz¢lséértéke nincs
zérushelye x=1
szigoruan konkav
inflexids pontja nincs
nem paros, nem paratlan
nem korlatos

hatarértéker:
lim log, x =—c0, limlog, x =
x—0+0 X—>00

A radioaktiv bomlo anyag tomege az 1dé szerint exponencidlisan valtozik:
m(t)=m,-e " ahol k az anyagra jellemz6 allando, m, a bomlo anyag kezdeti
tomege, ¢ az 1d0. Példaul a 14-es tomegszamu szénizotop radioaktiv, €s ¢él6
szervezetben is megtaladlhatd egy adott jellemzd mennyiségben. Megmérve a

leletben a 'C

1zotop mennyis¢gét,

a bomlasi 4allando ismeretében

kiszamolhato, hogy a kezdeti szintrél mennyi id6 alatt bomlott a mértre, vagyis
hogy mikor ,,halt meg” a lelet.

fényelnyelés torvénye (Lambert-Beer torvény, logaritmikus)

bekapcsolasi jelenség

crer

kémiai reakcidk sebességfiiggése a hdmérseklettdl (exponencialis)
elektrédpotencial fiiggése a koncentraciotol, logaritmikus (Nernst-egyenlet)
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- logaritmikus skalak:

Richter (rezgések amplitiddjat méri, nyitott végi)
A Richter-skéala a foldrengések nagysagat, in. magnitidojat hatarozza
meg. Ezt az értéket megkapjuk, ha a f6ldrengés kiinduldopontjatol 100
km-re 1év0 szabvany szeizmografon felvett szeizmogramban megmérjiik
a miszer altal jelzett legnagyobb kitérést mikrométerben, s annak tizes
alapt logaritmusat vessziik.

hangnyomasszint (decibelek)

csillagfényesség (magnitiido)

- érzekelés: Weber-Fechner torvény:
az ingeriilet észlelt eréssége aranyos a fizikai erésségének logaritmusaval
(ezerszer akkora ingert tehat koriilbeliil haromszorakkoranak érziink)

- szémitéasi bonyolultsag jellemzése:
Egy halmaz elemei koziil kell megkeresni (kivalasztani) néhanyat.

Ha a halmaz n elembdl all, és az adatokbol barkochbakérdésekkel kell
megkeresni egyet, ezt (ha jol kérdeziink) log, n kérdésbdl lehet megtenni.
(Logaritmikus 1épésszam.)

Ha mindegyik adatot kiilon-kiilon meg kell vizsgalni, akkor n 1épést kell
megtenniink, ha barmely kettét 0Ossze kell hasonlitani, akkor

n) n-(n-1) , 1 . T
5 = Y 1épésre vagy sziikség. (Polinomidlis 1épésszam.)
Ha pedig az n db elem barmely részhalmazat meg kell vizsgalnunk, akkor
2" db 1épésre van sziikség. (Exponencialis 1épésszam.)

A logaritmikus vagy polinomialis 1épésszamot igényld problémak nagyobb
adathalmaz esetén i1s még lefuttathatdoak szadmitdogépen, am az
exponencialis problémak kilatastalanul hossz(i 1d6t vesznek igénybe
viszonylag kis elemszamu halmaz esetén is.



