Magyar Eszter Emelt szintli érettségi tételek

8. tétel:
Adatsokasagok jellemzoi, a valoszinliségszamitas elemei

ADATSOKASAGOK JELLEMZOI — STATISZTIKA

Statisztika: Tomegesen eléforduld jelenségek és folyamatok szdmbavétele, az adatok elemzése,
vizsgalati modszerek.

Leiro statisztika: A leird statisztika azzal foglalkozik, hogy egy adott, meghatarozott elemekbdl
all6 informécidohalmazt kiértékeljen. Ezek legtobbszor szamok. Egy teljes, ismert csoportbol
gyljtiink adatokat.

Matematikai  statisztika: Ismert mintdk alapjan kovetkeztetiink a teljes csoportra.
Vizsgalt csoport: maga a statisztikai sokasag. Egyedeinek szama a statisztikai sokasag mérete.

Adatgyiijtés: - elsddleges adat — onallo gyljtéssel:
- teljes mintavétel
- reprezentativ minta (amivel foglalkozhat a matematikai statisztika)
- masodlagos adat — meglévo adatbazisbol

Adatfajtak: névleges adat (pl. nem, hajszin); rendezhet6 adat (pl. versenyeredmény, osztalyzat);
mérhetd (mennyiségi) adat (pl. tomeg, db, hossz, jovedelem)

Gyakorisdg: Az adat eldfordulasainak szdma a sokasagban. Az adatokat és gyakorisagaikat
tablazatba foglalva megkapjuk a gyakorisagi eloszlast. Ha a kozli értékeket egy
csoportba soroljuk, osztadlyokat kapunk, melyeket tabldzatba rendezve
osztalyk6zos gyakorisagi eloszlast kapunk.

Relativ gyakorisdg: A gyakorisdg és a méret hanyadosa. K , ahol 0 SESI . A relativ
n n

gyakorisagot néha szazalékban adjak meg.

Adatok 4abrazolasa: Az adatok 4abrazoldsanal legtobb esetben az adathalmazban valo
el6forduldsi aranyt szoktak abrazolni (relativ gyakorisag).

Oszlopdiagram Vonaldiagram Kordiagram Savdiagram Egyéb

, — 4 e N o n o - kﬁp

: ; * - henger

o 2 l:l:- - piramis

{ e B - s oo - pont

_ A - teriilet

Az  oszlopok  magassaga | Az adatok Ossze vannak | A relativ gyakorisag | A részsavok hossza - feliilet
aranyos az adat nagysagaval | kotve egy tortvonallal. a korcikk kozépponti | aranyos a megjeleni- - buborék
(igy lehet negativ is). szogével aranyos. tett  adat  relativ | _ arfolyam
J6 bsszehasonlitashoz, iddbeli 100%-360°. gyakorisaganak - sugar
véltozashoz. nagysagaval. - pokhalé
Nem jo, ha az adatok kozott | Kiemeli a  véltozaso] Jol lathatd a részek | A rész és egész - piktogram
sz€ls6ségek vannak, vagy ha | mértékeét, mert egymashoz- az | viszonya jol latszik, - kartogram
nagyon egyformak. meredekség dominal egészhez viszonyitott | de a részek

értéke. egymashoz  képesti
viszonya nem..

Hisztogram: adatok helyett a | Megtéveszté is lehet, | Trébeli valtozata a | Térbeli valtozatanal a
hozzajuk tartozd gyakorisagot | mert folytonossagot | torta- diagram mely a | perspektivavaltozas
abrazoljak sugall. perspektiva miatt | manipulaciora ad

mani-pulaciora  ad | lehetdséget.
lehetéséget.
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Fontos a grafikonkészitésnél az értéktengelyek helyes bedllitdsa, a megfeleld tipusvalasztas, a
szinezés ill. minta j0 megvalasztasa, grafikonnak legyen cime (rovid, hatdsos). A tényezdok
helytelen megvalasztasa ill. kiilonboz6 optikai csaldsok manipulaciora adnak lehetdséget.

Statisztikai mutatok, kozépértékek:
(adattomorités reprezentativ szamértékekkel)

Statisztikai mutatok: Az adatdbrazolasbol kapott, az adathalmazra jellemz6 szamok.
Kozepertékek: Osszefoglald neve a modusznak, medidnnak €s az atlagnak

Modusz:
A szamsokasagban legtobbszor eléforduld szamot a szamsokasdg moduszanak
nevezziik. Ha tobb ilyen van, akkor azok mindegyike médusz.
Tehat a leggyakoribb adat. Jele: M,
A moédusz akkor hasznalhato, ha az adatok koziil kiemel egyet, nem szerencsés a
hasznalata, ha tobb adat is kozel azonos gyakorisaggal emelkedik ki a sokasagbol.
Median:
A nagysagrendi sorba rendezett adatok koziil a kozépso (ha két kozépso van, akkor
ezek atlaga adja a mediant). Jele: M. .
Lathato, hogy ugyanannyi adat nem nagyobb a medianndl, mint amennyi nem kisebb.
Csak rendezhetd adatoknal hasznalhato.
Kvartilisek:
also kvartilis: a legkisebb és a median kozott kozépen elhelyezkedd adat  szamértéke
a rendezett mintaban. Tehat a median alatti adatok medidnja. Jele: Q,
felso kvartilis: a median és a legnagyobb adat kozott elhelyezkedd adat szdmértéke a
rendezett mintdban. Tehat a median felett adatok medidnja. Jele: Q;
A Q és Qs kdzotti tartomany az interkvartilis tartomany.
A kvartilisek a szorashoz hasonldéan az adatok szorodasardl tajékoztatnak, elsdsorban
ferde eloszlas esetén érdemes Oket haszndlni. (A kvartilisek mutatjak a ferdeséget, az
szOras nem).

Szamtani kozép — atlag (A):
A szamsokasag 0Osszegét elosztjuk a szamsokasdg darabszamaval, ekkor a
szamsokasag atlagat vagy szamtani kozepét kapjuk.

— adatok Osszege X +X,+...+X
jele: X = ge_AiTX .

darabszadm n
Csak mérhet6 adatoknak lehet atlaga.
A kiugro, sz€ls0séges adatok nagyon befolyasoljak.

Egyéb jellemzdk — szorodasi mutatok:
A kozépértékek megadasa dnmagaban nem elég. A szoras, szordodas azt adja meg,
hogy az adatok mennyire tomoriilnek a kdzépértékek koriil — minél kisebb a szorodas,
anndl jobban jellemzdek a kozépértékek.

Terjedelem:
A mintaban eléforduld legnagyobb ¢és legkisebb adat kiilonbsége kiilonbsége (mérhetd
adatoknal). Tehat: t = Xmax — Xmin -
Ha ez kicsi, akkor gyakorlatilag barmelyik kozépérték jol jellemzi az adathalmazt, ha
pedig nagy, akkor nem lehet eldonteni, hogy mi mennyi informaciot szolgaltat. A
masik hibaja, hogy nagyon érzékeny a kiugrd adatokra.
Az interkvartilis terjedelem (it = Q3 — Q;) viszont mar nem érzékeny a szélsdségekre.
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Atlagos abszoliit eltérés:
Def.: Az egyik kozépértéktol (Z) vett eltérések abszolutértékeinek atlaga.
|Xl —Z|+|X2 —Z|+...+|Xn —Z|
Képlet: AX, =

n
AX , minimalis, ha Z=median.
Ha nem mondjuk meg mi a Z, akkor azt a mediannak kell tekinteni.

Atlagos négyzetes eltérés - szérdsnégyzet:
Def.: Az egyik kozépértéktol vett eltérések nyégyzeteinek atlaga.

()cl —Z)2 -1-()c2 —Z)2 +...+(xn —Z)2

Képlet: o) =

o, minimalis, ha a valasztott kozépérték, Z a szamtani kdzép. Ezért ez az altalinos
kozépértek, ha szordsnégyzetet szamolunk.

Szoras:

— — —
a szorasnégyzet gyoke: a:\/?:\/(xl _X) +(x2 _X) +"'+(xn _X)

n
Erzékeny a kiugré értékekre

Csebisev — torvény:

Az atlagtol az adatok legfeljebb 25%-a térhet el a szoras kétszeresénél, legfeljebb 10-
11%-a térhet el a szords haromszorosanal, és 5-6%-a a szoras négyszeresénél jobban
(tn. normalis eloszlasnal). Természetesen maga a Csebisev-egyenldtlenség durva
becslésen alapszik, ezért gyakorlatilag a szoras négyszeresénél jobban nem térnek el
az adatok az atlagtol, de az 5-6%-ot biztosan mondhatjuk barmilyen adathalmaz
esetén. Ez konkrét adathalmazokra vonatkoztatva az ugynevezett empirikus Csebisev-
torvény, vagy az atlag koriili szoras empirikus torvénye.

Alkalmazasok (teljes tételhez)

- adatsokasagok jellemzése

- mérési eredmények kiértékelése (pl. sport: NBA, vagy fizikai, kémiai méréseknél)
- iskolai statisztikak készitése: jegyek atlaga, osztalyok atlaga, hianyzasok szama
- statisztikak, grafikonok, folyamatok elemzése

- kozvéleménykutatasok, kutatasok kiértékelése

- reklamok hatékonysagat noveli egy belerajzolt grafikon ©

- szavazasok

- szerencsejatékok (lottd, totd, tippmix)

- biztositasok

- iddjaraselorejelzés

- betegségekhez valo tesztek

- alkatrészek ¢lettartamanak becslése (tartalékolasi problémak)
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A VALOSZINUSEGSZAMITAS ELEMEI:

Definiciok:
- Véletlen jelenség: Olyan folyamat, melynek kimenetelét az adott koriilmények kozott nem
tudjuk meghatéarozni.
- Valoszintiségszamitas: Véletlen tomegjelenségek matematikai modellezése.
- Kisérlet: Olyan folyamat melynek kimenetele véletlenszert.
- Eseménytér:  Egy kisérlet 0sszes lehetséges kimenetele. Jele: Q .
Példa: Qérmedobés:{fej; irés} 5 Qkockadobés:{l;2;3;4;5;6}

- Elemi esemény: Az eseménytér egy eleme, a kisérlet egy kimenetele.

Jeliik altaldban nagy betiik: A; B stb.

Példa: A={1} 1-est dobtunk a dobdkockaval.
- Eseménytér szamossaga: hany darab elemi eseménybdl all. Példa: |Qxockadobas|=6 -
- Esemény.: Az eseménytér egy részhalmaza.

Példa: A=parosat dobunk egy kockéaval={2;4;6} . Tehat 4 € Qyockadobas - AZ

esemény akkor kovetkezik be, ha a kisérlet végeredménye benne van ebben a
részhalmazban (Q c Q) és O c Q - minden halmaznak részhalmaza

Onmaga ¢és az ilireshalmaz ).
Biztos esemény: ha az egész eseményteret felsoroljuk.
Példa: Qkockadobés: { 1 5253 5455 56}
Lehetetlen esemény: O{ }
- Események osszessége: Az Osszes részhalmaz szama. Jele: J& (irott nagy A betii).
Példa: - Qérmedobés:{I;F} Aérmedobés:{g; {I}a {F}a {LF}}
- Qkockadobés:{l;2;3;4;5;6} |Akockadobés|: 26:64
Altalanosan: |Q=n ne N*
A= 2"
Tétel: n elem( halmaznak 2" darab részhalmaza van.

Miiveletek eseményekkel — esemény algebra:
1. Komplementer: A bekovetkezik, ha A nem kovetkezik be. Jele: A=Q\A .
Tulajdonsagok: @=Q ; Q=0 ; A=4
2. Unio: Két esemény unidja (0sszege) bekovetkezik, ha legalabb az egyik bekovetkezik.
Jele: AUB ; A+B
3. Metszet: Két esemény metszete bekovetkezik, ha mindkét esemény bekovetkezik.
Jele: AnB ; A'B
4. Kiilonbség: Két esemény kiilonbsége bekovetkezik, ha az egyik bekovetkezik, de a masik
nem (pl. ha A bekdvetkezik, akkor B nem kovetkezik be).
Jele: A\B ; A-B (ebben az esetben A bekovetkezik, de B nem).

Miiveletei tulajdonsagok (tok ugyanaz, mint a halmazoknal):
1. Az unid- és metszetképzés kommutativ és asszociativ miiveletek.
2. Események kiilonbsége nem kommutativ miivelet: A\B # B\A .
3. Miveletek lehetetlen eseménnyel: AU O=A ; AnNO=0 ; A\D=A ; O\A=0
4. Esemény onmagaval: AU A=A ; AN A=A ; A\A=0
5. Miveletek biztos eseménnyel: AUQ=Q ; AN Q= A ; A\Q=0 ; Q\A=A
6. De Morgan azonossagok:
AUB=A4NB

ANB=AUB
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Kolmogorov-féle valosziniiségi modell:

Adott Q (eseménytér) €s 4 (események részhalmazainak 6sszessége). Minden <& —beli

eseményhez rendeljiink hozza egy valos szamot — ez az esemény valosziniisége P(A) —
melyre az aldbbiak teljesiilnek:
Axiomak:
I. P(A)>0 VA € 4 (barmely esemény valoszinlisége nemnegativ)
2. P(Q)=1 (abiztos esemény valosziniisége 1)
3. P(AuUB)=P(A)+P(B) haA;B események diszjunkt, azaz AN B=0
(tehat két esemény diszjunkt, ha metszetiik iireshalmaz, nincs k6zos elemiik).
Tételek:
1. P(©)=0
3.ax
Bizonyitas: P(A U 0)( = ) P(A) + P(Q) — P(A) =P(A) + P(0Q) — 0 = P(O9)
2. P(A)=1-P(A)
3. Szita-formula:
P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB)
P(AUBuU C)=P(A)+P(B)+P(C)-P(ANB)-P(ANC)-P(BNC)+P(ANBNC)

Klasszikus kombinatorikus valészintliségi mez6 /modell:

Az Q (eseménytér) véges sok eseménybdl all és ezek valdszinliség megegyezik.

kedvezé esetek szdma ||

Klasszikus modelleknél: P(A4) = — - = .
osszes eset szama |Q|

Csak akkor alkalmazhat6, ha az elemi események valosziniiségei egyenlok (kiilonben
ugye jon Brad Pitt)

Geometriai valészintiség:
A klassziku kombinatorikus valdszintiségi modell nem alkalmazhat6, ha példaul |Q| = « (az
eseménytér szamossaga végtelen).
Geometriai valoszinliség:
Tetszbleges A sikidomba esés valosziniisége aranyos az A sikidom teriiletével (egy
dimenzidban a hosszal).

-Példak: 1. céllsvolde @ P(4~ba 15) = T4
r(Q)

2. —+— : —  x: véletleniil vélasztott szam [a;5]-bol

a ¢ d b P(c<x<d):;j_c

3. Bertrand paradoxon (korbe valasztott hur

4. Példa: mindenki fél orat a var a masikra

Teljes esemény rendszer:
A Ag; ... 5 Ap telje esemény rendszer, ha A; WA, U... UA,=Q ¢és
Ai N Aj =0 Vij.
Példa: kockadobas: Aj={1;2}, A,={3}, As={4;5;6} .
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Események fiiggetlensége:
- Def.: A és B esemény fliggetlen, ha metszetiik valosziniisége az események
valdszintiségének szorzata: P(AN B) = P(A)- P(B) .
- Példa: A: kockaval 6-ost dobunk ; B: érmével fejet dobunk . Ez a két esemény fiiggetlen.

Feltételes valoszintiség:
- Def.: Mekkora A esemény valoszinlisége, ha B biztosan bekovetkezik.

P(4B) = P(4nB)
P(B)
- Ha A ¢s B fliggetlen események, akkor:
P(A|B) _ P(ANB) _ P(A)- P(B)
P(B) P(B)
- Példak: Sztirévizsgalatos valdsziniiségek; mintavételi feladatok.

'
Teljes valosziniiség tétel: HED . _YE'“J
Bi; By ... ; By az Osszes esetet lefedd, egymast kizar6 események PB2) '

= P(4)

B,NB;=0 /\ B{\B”w%
Azaz: » TER
e UB,=B,UB,U...UB =Q R ;
~ 4 A A AL A A

Adott By; By; ... ; B, teljes esemény rendszer €s A < Q esemény. Ekkor:
P(A)=P(AnB,)+P(AnB,)+...+P(ANB,)=

=P(B,)-P(AB,)+P(B,)-P(AB,)+...+P(B,)-P(AB,)

Bayes-tétel:
Thomas Bayes: 17. szazadi angol pap. /C:%
Tétel:

_ P(B,)-P(A|B)) Bi By .. B,
P(Bl‘A)_P(Bl).P(A|Bl)+...+P(Bn).P(A|Bn) P(mgl;./\_ K\ ]\
A A A A A K

szamlalo: ,,A” ,,B,”-el egyiitt teljesiil
nevezd: ,,A” 0sszes valdszinlisége

Eloszlasok:
- Az eseménytér 0sszes elemét felsoroljuk a hozzajuk tartozé valoszintiséggel
- Jele: & (kszi) vagy n (éta).
- Példa: &: érmedobas (0-fej; 1-iras)

Xi | Pi
0%
1%

- & (eloszlas) varhato értéke (atlaga): E(§) =M(§)=x; pr+ X2 P2+ ... T Xn " pn=2Xi" Pi

Szoras:
Def. el , ,
- Szorésnégyzet: DX(€) = E|¢ - E@)Y | = B -[E©)]

- Szoras: A/D?(E)  aszorasnégyzet gyoke
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Nevezetes eloszlasok:

1. Indikatorvaltozé:
&: egy p valoszinliségli esemény bekovetkezik (1-bekovtkvik; 0-nem kov. be)

E@)=0(1-p)+1p=p

REE D(E) = p-(-p)

1-p
1]p
2. Diszkrét egyenletes eloszlas:
Xj 1 2 3 ... | n n+1
pi|Un|1n|[tn| .. [1n BQ=—~

3. Binomialis eloszlas:
.,,n” fiiggetlen kisérletbdl hanyszor kdvetkezik be egy ,,p” val-li esemény.

Xi | Pi
0 RY - szamit a sorrend
(1 p) - altalanosan:
b, (1= p)! n
TR P(§:k):(kj-pk (1-p)'™ , ahol 0<k<n és ke Z
2| (n N
(Zj-pz (1-p)”
| E@=np : DE&=+n-p-(1-p)
F

példa: Visszatevéses mintavétel: N dologbdl K jo — visszatevéssel hlizunk n
darabot. Mi a valoszinlisége, hogy k darab jo koztiik?

) <00 THESC

Ha K = p, akkor megkapjuk a binomialis eloszlas képletét

P(k db jo)=

Visszatevéses mintavételnél, K €s N konkrét értékét nem sziikséges
ismerniink, csak aranyuk kell.

4. Poisson-eloszlas:
Adott id6 alatt bekovetkezett események szamat kozelithetjiik ezzel.

7\,1(
Képlet: P(?; = k) = e , ahol k: ahanyszor bekdvetkezik az esemény és

A€R" aparaméter.
Ekkor: E(§)=A
D(&) =4
Példa: 1 ora alatt atlagosan 23 hivas érkezik. Mennyi annak a valoszinlisége,

hogy 2 hivas fog érkezni 1 6ra alatt?
Ekkor: A=23 ¢és k=2, ezeket kell a képletbe behelyettesiteni.



